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1. Einleitung

Maschinen haben Schwierigkeiten beim Lésen von vielen interessanten Auf-
gaben, die Menschen hingegen sehr effizient beherrschen. So ist das Gehirn
beispielsweise in der Lage, innerhalb von Bruchteilen einer Sekunde ein
bekanntes Gesicht wiederzuerkennen, obwohl es méglicherweise viele Jahre
gealtert ist. Ganz allgemein sind Lebewesen in der Lage, sehr schnell relevan-
te Informationen aus optischen, akkustischen und sensorischen Eindriicken
zu filtern um sie fir das Losen einer gestellten Aufgabe zu benutzen — zum
Beispiel Autofahren. Sogar das Losen der Aufgaben selbst wird erst erlernt:
Neue Verhaltensweisen, die zu einer effizienten Losung fithren, kénnen ge-
lernt werden, d.h. der Fundus an Verhalten wird um neues, selbststandig
erschaffenes Material erweitert und kann sogar auf verwandte Probleme
iibertragen werden.

Der Natur ist mit dem Gehirn eine Konstruktion gelungen, die Menschen
seit langer Zeit in einer Maschine zu reproduzieren versuchen. Zum einen fiir
ein besseres Verstdndnis, zum anderen um uns die universellen Eigenschaften
und Fahigkeiten zu Nutze zu machen und das Vorbild aus der Natur sogar
an Kapazitéit zu iibertreffen. In dieser Allgemeinheit ist dies zwar noch nicht
absehbar, jedoch werden seit den 50ern stetig Erfolge in diese Richtung
verbucht. Zahlreiche Teilprobleme werden untersucht und bilden heute Teile
des Spektrums Kiinstliche Intelligenz.

Maschinelles Lernen Im Jahr 1996 gelang es dem Computer DEEP
BLUE den amtierenden Schachweltmeister zu schlagen. Die Uberlegen-
heit von Deep Blue liegt in den schnellen und parallelen Rechenféhigkeiten
und der sorgfaltigen Programmierung, in welche zahlreiche Erkenntnisse
aus Schachpartien eingeflossen sind. Die Maschine selbst hat, grob gesagt,
lediglich die schnelle Ausfithrung von Vorberechnungen und Bewertungs-
funktionen beigesteuert. Zudem wurde zwischen den Partien das Verhalten
der Maschine hindisch vom Team angepasst und verdndert — Das Ma-
schinelle Lernen versucht einen anderen Weg zu gehen. Angewandt auf die



1. Einleitung

Schachpartie von Deep Blue, konnte man sagen dem Computer wird nun
auch die Aufgabe der Programmierung iibertragen. Etwas formaler gesagt,
erhilt der Computer eine Beschreibung des Systems (Schachbrett, Figuren,
mogliche Ziige) und bekommt mitgeteilt, was das Ziel ist (eine Siegposition
erreichen). Jetzt soll der Computer aus den gegebenen Daten eine optimale
Strategie selbststindig programmieren. Die Frage im Maschinellen Lernen
ist: Wie geschieht das?

FEin Zweig des Maschinellen Lernens beginnt mit der Idee, der Maschine
Losungen vorzugeben und sich so auf die Entwicklung von Algorithmen zu
konzentrieren, die in diesen Daten Verkniipfungen von Mustern erkennen
kénnen, um damit eine Vorhersageféhigkeit fiir neue Daten zu entwickeln (die
Vorhersage entspricht dann einem Losungsversuch).

Eine weitere Moglichkeit ist die Angabe von Belohnungen, die bewerten
wie gut ein erreichter Zustand ist. So wére eine Siegposition im Schach
mit einer Belohnung versehen. Es wird nun nach Algorithmen gesucht,
die in der Lage sind, moglichst hohe Belohnungen zu erreichen. Dabei
wird auf die Vorgabe von Losungen verzichtet — die Maschine muss per
try and error einen Weg finden und kann nur an Hand der erhaltenen
Belohnungen arbeiten. Diese Form des Lernens ist auch in menschlichem
Verhalten zu beobachten. Die Bestdrkung in Form von Belohnungen und das
daraus folgende Erlernen einer belohnungsmaximierenden Strategie wird
Verstirkendes Lernen genannt.

Wie erfolgreich das sein kann, zeigt ein vielbeachtetes Beispiel von Tesauro
aus den 90ern [Tes95]: Was Deep Blue im Schach geleistet hat, hat das Pro-
gramm TD-GAMMON fiir das Brettspiel Backgammon versucht. Mit dem
Unterschied, dass die Strategie durch Verstédrkendes Lernen berechnet wurde
und so in einem gewissem Sinne weniger hdndische Vorarbeit nétig war. TD-
Gammon hat Weltklasseniveau erreicht und das im Gegensatz zu Deep Blue
ohne einen Lehrer oder eine Lehrerin in Backgammon (Programmierung).
Eine Belohnung war auf Siegpositionen gesetzt. Durch diese unvoreingenom-
mene Herangehensweise wurden Spielstrategien fiir Backgammon entdeckt,
die Menschen bisher iibersehen hatten.

Ein weiteres Beispiel ist eine Anfang des Jahres erschienene, polarisierende
Veroéffentlichung, wo mit Hilfe von Verstdrkendem Lernen Strategien fiir 49
klassische Atari-Spiele (Space Invaders. . . ) berechnet wurden!, die erfahrene

"https://youtu.be/igXKQf 2BOSE



menschliche Spieler schlugen [Mni+15]. Dabei erhielt die Maschine als
Eingabe lediglich ein Foto des Bildschirms und die moglichen Tasten. Als
Belohnung wurde die erreichte Punktzahl benutzt.

Idee der Verfahren In dieser Arbeit werden wir wichtige Algorithmen,
die zum Loésen von Problemen im Verstdrkenden Lernen entwickelt wurden,
prasentieren und eine Variation davon testen. Die Algorithmen funktionieren
dabei anschaulich nach folgender Vorgehensweise: Beim Durchlaufen der
verschiedenen Zusténde des Systems, verkniipft die Maschine die erhalte-
nen Belohnungen mit den entsprechenden Zustédnden. Steht die Maschine
nun erneut vor der Aufgabe, kann sie die gewonnen Einschétzungen der
zu erwartenden Belohnungen benutzen um eine Strategie zu entwickeln:
»Gehe dahin, wo die héchste Belohnung erwartet wird«. Dabei werden die
Einschétzungen entweder bestarkt oder korrigiert, so dass eine mogliche
Korrektur der Strategie beim néchsten Start moglich ist. Die Details werden
in Kapitel 2 ausgearbeitet.

Eines der dabei auftretenden Probleme ist, dass die Anzahl an mdoglichen
Zustdnden zu grof} ist, um u.a. fiir alle eine Einschétzung abzuspeichern.
Es sind Methoden nétig, die die Einschétzungen in komprimierter Form
moglichst gut darstellen. Die erwdhnte Variation, welche wir hier beschreiben
und untersuchen méchten, bezieht sich auf eine solche Methode.

Mathematische Zusammenfassung Wir beschreiben Linearkombina-
tionen von Cebysév-Polynomen als Approximation der Wert-Funktion im
Verstiarkenden Lernen und vergleichen sie mit der in [KOT11] vorgeschla-
genen und verwandten Fourier-Basis. Dies wird experimentell ebenfalls
in Kombination mit einer Ausdiinnung der Basis mittels Hyperbolischen
Kreuzes untersucht.






2. Verstarkendes Lernen

In diesem Kapitel werden wir den Algorithmus beschreiben und herleiten,
der fiir diese Arbeit relevant ist. Dabei wird auf eine mafitheoretisch vollig
rigorose Handhabung verzichtet und der Fokus auf die Entwicklung der
Algorithmen gelegt. Fiir fehlende Details ist ein Literaturverweis angegeben.
Die strukturelle Vorgehensweise und Begriffe sind aus [SB98; BT96; Ber95b;
Ber95a] tibernommen.

Wir werden im folgenden Abschnitt die betrachtenden Probleme formal
definieren und danach zunéchst die Losung mit Hilfe von Dynamischer
Programmierung betrachten. Aus der Bellman-Gleichung erhalten wir die
Verfahren zur Wert- und Strategie-Iteration, welche im Verstarkenden Lernen
eine grundlegende Rolle spielen. Schlielich wird iiber den Vergleich zwischen
Monte-Carlo- und TD-Verfahren die Funktionsweise und Motivation des
SARSA (M)-Algorithmus deutlich. Den Abschluss bildet die Beschreibung
einer adaptiven Schrittweitensteuerung und der linearen Funktionsapproxi-
mation der Wert-Funktion im SARSA()A)-Algorithmus.

2.1. Modellierung des Problems

Beginnen wir zunéchst mit einer groben Beschreibung des zu modellierenden
Problems: Wir betrachten ein System mit verschiedenen Zustinden s € S,
das in einer Folge von diskreten Zeitschritten durch jeweilige Wahl einer
Aktion a € A in einen neuen Zustand wechselt. Der neue Zustand muss
nicht deterministisch vorhersehbar sein, sondern wird {iber eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung P beschrieben.

Am Anfang befindet sich das System in einem Startzustand sg € S. Pro
Zeitschritt miissen wir nun eine Aktion ag aus einer Menge von zuléssigen
Aktionen Ay, fiir den Zustand sy wahlen. Die gewéhlte Aktion bringt
das System in einen neuen Zustand s; und einen Zeitschritt weiter. Die
Mboglichkeiten fiir s1 sind durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(sg, ag, -)
gegeben, die angibt wie s € S in Abhéngigkeit von sp und ag verteilt ist.



2. Verstarkendes Lernen

Im k-ten Zeitschritt befinden sich das System also in einem Zustand sy, wir
wihlen eine Aktion aj € A, und das System wechselt in den Zustand sy,
verteilt nach P(sg, ak, ). AuBerdem erhalten wir fiir jede gewéhlte Aktion
eine Belohnung R(sg, a, Sg+1) € R.

Das Problem besteht nun darin, unter Kenntnis des aktuellen Zustandes
sg und gef. von P zu lernen, die Aktionen a; so zu wéhlen, dass die Summe
der Belohnungen! maximal wird.

Diese Beschreibung mathematisch zu prézisieren, ist Ziel des Abschnittes.
Von den zahlreichen Varianten, die fiir dieses Problem existieren, wurde
hier eine Auswahl getroffen, die fiir die Arbeit relevant ist. Die eingefiihrte
Notation behélt im Folgenden ihre obige Interpretation bei.

Grundlegende Strukturen

Fiir die folgenden Definition ist der Begriff des stochastischen Kerns wichtig,
welcher eine Verallgemeinerung der Ubergangsmatrix in Markov-Ketten (s.u.)
auf allgemeine (iberabzéhlbare) Raume darstellt. Fiir die Darstellung der
Algorithmen spielt nur die Eigenschaft (i) der folgenden Definition eine
Rolle.

Definition 2.1.1. Seien (Q,.4) und (€', A’) Messrdume. Eine Abbil-
dung K: Q x A" — [0, 1] heifit stochastischer Kern, falls gilt:

(i) Fur alle x € Q ist K(z,-) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (', .A").
(ii) Fir alle A € €' ist K (-, A) eine Q-messbare Funktion.

Nun koénnen wir den zentralen Begriff zur Modellierung von Problemen
im Verstarkenden Lernen definieren.

Definition 2.1.2. Sei S C R? (d € N) ein polnischer Raum?® mit
Borelscher o-Algebra B(S) sowie A # () eine endliche Menge. Ein
Markov-Entscheidungsprozess M ist ein Tupel

M = (57 A, {AS}S€S7P7 R)

'"Durch einen Vorzeichenwechsel ist die Minimierung von Kosten, man kénnte sagen
Schmerzen, ebenfalls moglich. Der Belohnungsgedanke ist allerdings etwas moderner
als das Lernen durch Schmerzen.
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2.1. Modellierung des Problems

wobei () # Ay C A fir alle s € S, P: (S x A) x B(S) — [0,1] ein
stochastischer Kern® und R: T' x S — R ist, wobei

I'={(s,a)|s€S, aec A}

M heiBt deterministisch, falls es fiir alle (s,a) € S x A ein s’ € S gibt
mit P(s,a,{s'}) = 1.

“D.h. S ist ein separabler und vollstéandig metrisierbarer topologischer Raum. Bspw.
N™  Z"™ oder R™ mit Diskreter bzw. Standard-Topologie.

*Dabei ist S X A mit der Produkt-Topologie versehen und A mit der Potenzmenge
als o-Algebra.

Bemerkung. Um die allgemeine Theorie sauber aufbauen zu kénnen, miissten
an I' zusétzliche Messbarkeitbedingungen gestellt werden [BS96, S. 188f].
Auch fiir R sind zusétzliche Bedingungen und Fallunterscheidungen nétig, je
nach untersuchtem Problem (s.u.) [BS96, S. 213f]. Diese Art von Bemerkung
wiederholt sich in den weiteren Definition und Resultaten und es sei hier
stellvertretend auf [BS96] fiir eine rigorose Beschreibung und Untersuchung
hingewiesen, wenn nichts anderes angegeben ist.

Wir nutzen die abkiirzende Notation

P(Sa a, {Sl}) = pss’(a)

R(s,a,s") = re(a) (2.1)

und lassen bei der Nennung von M in Zukunft das Tupel weg.
Fiir die Wahl der Aktionen a;, definiert man den Begriff der Strategie?.

Definition 2.1.3 ([BS96, S. 190]). Sei M ein Markov-Entscheidungs-
prozess und A = {X | X C A} die Potenzmenge von A. Eine Strategie
ist eine Folge m = {u;};°, wobei

NkSXA%[O,l]

ein stochastischer Kern mit p(s, As) = 1 fur alle k € N und s € § ist.
Eine Strategie m = {1 };—, heifit stationdr, falls po = p; fir alle ¢ € N
gilt. In diesem Fall identifizieren wir m mit pg in der Notation.

Falls es fiir alle k ein (s,a) € T' gibt mit ug(s,{a}) = 1, so nennt

2In der Literatur policy.
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2. Verstarkendes Lernen

man die Strategie deterministisch. In diesem Fall fassen wir g auf als
Funktion ug: S — Ay mit pg(s) = a.
Die Menge aller Strategien fiir M nennen wir II;. Ferner sei
I3, = {7 € I | 7 ist stationéar}
19, = {r € I | 7 ist deterministisch}
B = B 7
Mit einer Strategie m und einem Markov-Entscheidungsprozess M lésst

sich ein Markov-Prozess bzw. eine Markov-Kette konstruieren.

Definition 2.1.4 ([Kle13, Def. 17.3]). Sei S € R? (d € N) ein polnischer
Raum mit Borelscher o-Algebra B(S) und X = {X;};2, eine Folge
von Zufallsvariablen in S. Auflerdem sei {Ps}, g eine Familie von
Wahrscheinlichkeitsmaflen. Dann heifit X Markov-Prozess, falls gilt:

(i) Fiir jedes s € S ist Ps[Xo = s] = 1.

(ii) Die Abbildung K: S x B(S)®™ — [0,1], (s, B) — P4[X € B] ist
ein stochastischer Kern.

Gilt zusatzlich

(iii) Fiir jedes A € B(S), jedes s € S und alle 7, j € Ny ist
PiXit; € Al o(Xk, k < j)] = Ki(X;,A) Psfs. (2.2)
mit
Ki(s,A) == K(s,{y € SN | y; € A}) = P4[X; € A]

so hei3t M Markov-Kette.

Bemerkung. Die Gleichung 2.2 heiit Markov-Eigenschaft. Fiir die Definition
und Details der bedingten Wahrscheinlichkeit P[X;;; € A | o(Xy, k < j)]
siehe [Klel3, S. 177]. Auch den dort definierten, bedingten Erwartungswert
werden wir spater benutzen.

Die Markov-Eigenschaft bedeutet, dass die Wahrscheinlich fiir einen Zu-
stand X;,; zum Zeitpunkt 7 + j — gegeben der ersten j Zustdnde — bis

12



2.1. Modellierung des Problems

auf Nullmenge gleich
P X; [Xl S A]

ist. D.h. als wire wegen (i) die Kette mit dem Zustand X; gestartet. Ist S
abzdhlbar, so kann stattdessen gefordert werden, dass fiir alle n € N, alle

ki <---<kp,<keNy
und $1,...,8,,8 € S gilt:

P[Xk =S | Xk1 :81,...,an :Sn] :P[szs | an :Sn]
Hat man nun eine Strategie 7 = {ux},-, und einen Markov-Entschei-
dungsprozess M, so ldsst sich mit den stochastischen Kernen {Kj}p-

Ky: S x B(S) — [0,1]
(s,B) — Z pi(s,{a}) P(s,a, B)

a€Ag

ein Markov-Prozess (x1),-, auf S konstruieren mit weiteren Zufallsvaria-
blen? (uk)zozo, wobei x, den Zustand und uy, die gewéhlte Aktion beschreiben.
Diese Notation gilt im Folgenden als Konvention. Die Erwartungswerte fiir
einen zur Strategie m gehdrenden Markov-Prozess mit Startwert s werden
mit E;[- | xg = s] notiert. Falls 7 stationér ist, ist M eine Markov-Kette.

Die obige formale Definition einer Markov-Kette — welche zur wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Formulierung des Systems bei einer gegebenen
Strategie benutzt wird — ist fiir diese Arbeit lediglich zur Illustration der
stochastischen Hintergriinde und zur Verkniipfung mit der Theorie vor-
handen, da alle nachfolgenden Resultate ohne genaue Angabe der nétigen
technischen Voraussetzungen dargestellt werden und somit die Details der
Definition in den Hintergrund riicken. Der Zweck dieses ersten, formelleren
Abschnittes ist es, mit Hilfe der zitierten Literatur die Moglichkeit zu bieten,
die Theorie parallel nachzuvollziehen — so weit rigorose Theorie {iberhaupt
existiert.

Wir haben nun genug Struktur, um uns im nachsten Schritt der Formu-
lierung des oben beschriebenen Maximierungs-Problem zu widmen.

3Der Messraum der MaBe P, wird entsprechend konstruiert, dass dort Zustand-Aktion-
Abfolgen modelliert werden kénnen.

13



2. Verstarkendes Lernen

Formulierung des Maximierungs-Problem

Wir kénnen unter gewissen Voraussetzungen fiir eine Strategie m = {1t }re
und v € (0, 1] den Erwartungswert fiir die zu erhaltenden Belohnungen

N-1

V3(s) =E, Z YER (ks wp, Tpy1) | o = s
k=0

in den ersten N Schritten und fiir die Startzustdnde s € S betrachten.
Dabei modelliert v < 1 den Fall, dass uns weit in der Zukunft liegende
Belohnungen weniger bzw. zeitnahe Belohnungen stérker interessieren. Ist
v = 1, so spricht man vom Stochastischen Kiirzeste- Wege-Problem.

Unter weiteren Voraussetzungen existiert neben V{i(s) und dem folgenden
Supremum

Vn(s) = sup V{(s)

wellys

auch der fir uns interessante Grenzfall N — oo und wir diirfen unter
Zusatzbedingungen die Grenzwerte vertauschen:

VT(s) =E, Z YRR (2h, wp, py1) | To = 5 (2.3)
k=0
V*(s) = sup V™(s) (2.4)
melly

Diese Funktionen (2.3) und (2.4) spielen eine zentrale Rolle in den be-
schriebenen Verfahren. Die Funktion V*(s) heiit Wert-Funktion® fiir den
Zustand s. Sie gibt an, was die optimal zu erreichende Belohnung fiir einen
Start in s ist.

Das Problem l&sst sich nun wie folgt formulieren:

Definition 2.1.5. Sei vy € (0,1] und M ein Markov-Entscheidungspro-
zess. Wir bezeichnen das Finden einer Strategie m mit V7 (s) = V*(s)
fir alle s € S als Reinforcement-Learning-Problem.

Die Existenz solcher optimalen Strategien, lasst sich unter gewissen Vor-
aussetzungen zeigen. In einigen Féllen ist nur die Existenz von e-optimalen
Strategien bekannt, die das Supremum beliebig gut approximieren.

4In der Literatur: value function.
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2.2. Dynamische Programmierung

Insgesamt lésst sich fiir die Modellierung und die zahlreichen Hinweise
auf weitere Voraussetzungen sagen, dass endliche oder abzéhlbar-unendliche
Zustandsrdume S in Verbindung mit einer endlichen Schrittzahl oder v < 1
in der Regel keine groflen Schwierigkeiten verursachen. Fiir diese S sind
die meisten getroffenen Aussagen hier und im Folgenden unproblematisch
und mit grundlegenden Kenntnissen zu zeigen. Schwierigkeiten verursachen
iiberabzahlbare S und der Fall unendlicher Schrittzahlen. Es sind maf3-
theoretische und analytische Anstrengungen nétig und die Verbindung mit
~v = 1 erschwert die Situation. Wir befassen uns im Abschnitt 2.5.1 mit der
algorithmischen Handhabung grofler S.

2.2. Dynamische Programmierung

Die Dynamische Programmierung ist das &dlteste hier vorgestellte Verfahren
zur Lésung von Optimierungsproblemen der beschriebenen Art und wurde
von Richard Bellmann in den 50ern als Prinzip erkannt und popularisiert.
Bis heute ist die Idee sehr erfolgreich und auf eine Vielzahl von Bereichen
erweitert worden. Das zugrunde liegende Optimalitatsprinzip (Principle of
Optimality) lautet:

An optimal policy has the property that whatever the initial
state and initial decisions are, the remaining decisions must
constitute an optimal policy with regard to the state resulting
from the first decisions. ([Bel57, S. 83])

Im Falle des Kiirzesten-Wege-Problems in der Graphentheorie, nutzt der
Bellman-Ford-Algorithmus dieses Prinzip, konkret die Tatsache, dass fiir
einen kiirzesten s—t-Weg, jeder Teilweg v—t ebenfalls ein kiirzester Weg ist.

Sei M ein Markov-Entscheidungsprozess. Wir beschréinken uns auf den
Fall deterministischer Strategien, da fiir viele Probleme eine optimale de-
terministische Strategie existiert (siche bspw. [Put94, S. 134ff]). Die Wert-
Funktion nach N Zeitschritten ist dann:

N-1
Vii(s) = max Ex | > v*R(ak, pr(zn), wr41) | 70 = s (2.5)
WEH?M k=0

Fir N =1 lasst sich V{*(s) ausrechnen:

Vi'(s) = Iréz}qu[R(s,u,xl) | 20 = s,up = u]

15



2. Verstarkendes Lernen

Das Optimalitatsprinzip liefert nun die Idee, mit der Wahl fir die Nte-
Aktion zu beginnen und dann riickwéarts alle vorherigen Aktionen zu berech-
nen. In der Tat zeigt man durch Aufteilen der Strategien in Teilstrategien
und mit Hilfe der genauen Konstruktion des Markov-Prozesses, dass sich (2.5)
rekursiv schreiben lasst als

Vii1(s) = 7I}g;qul[i[??,(s,u,ycl) + Vi (1) | mo = s,u0 = u]
Unter zusédtzlichen Annahmen, die u.a. Konvergenz, Wohldefiniertheit
und Vertauschung von Grenzwerten sichern, erhilt man
V*(s) = lim Vi (s)
= néaxE[R(s,u,xl) +V*(21) | mo = s,u0 = u]
u s

Die Gleichung (2.6) heifit Bellman-Gleichung und gilt in vielen betrachte-
ten Problemen, auch die Wahl einer Strategie, die jeweils rechts das Maximum
annimmt, ist dort eine optimale Stratgie (sieche Theorem 2.2). Wie man
sieht, ist diese im Fall von (2.6) sogar stationér.

Auch fiir die Wert-Funktion V™ ldsst sich mit 7w € Hj‘}[ auf gleiche Weise
eine Gleichung aufstellen:

Trog — S]
E—1

=Er | R(s,7(s),21) +7 D> V' R(@is1,m(it1), Tiya)
=0

k

Via(s) =Ex | Y 7' R(wi, m(@i), wig1)
i=0

o = S]
— Bl [R(s,7(s),21) + Vi (1) | 20 = 5]
Analog zu (2.6) gilt nun
V(s) = Ex[R(s,7(s),x1) + YV (x1) | 2o = 5] (2.7)

Sei F(S) der Raum der reellen Funktionen auf S und « € II5}. Wir
definieren die folgenden Operatoren, sofern die Ausdriicke wohldefiniert sind
existieren:

T:F(S) = F(5)

Vi (s — max E[R(s,u,x1) + YV (z1) | 20 = s,u0 = u])

UGAS
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2.2. Dynamische Programmierung

T=:F(S) = F(5)
Vi (s = Ex[R(s,m(s),z1) + vV (21) | ©o = 3])

Ferner setzen wir fiur k € Ny

TV =TV TV =TV
TV =TV TV =TV
und
TV = lim TV TV = lim TrV

Die Bellman-Gleichung lasst sich also als die Fixpunktgleichung
Vi =TV* (2.8)

schreiben und man kann die folgenden Monotonieeigenschaften einfach
zeigen:

Lemma 2.1. Sei V,V € F(S) mit V(s) <V (s), s € S. Dann gilt fiir
jede stationdre Strategie m

(TFV)(s) < (T*V)(s), se S, ke Ny
(TFV)(s) < (TFV)(s), se€S, keNg

Das folgende, wichtige Resultat ist fiir viele Félle korrekt. Die Beweise
unterscheiden sich jedoch stark, siehe die Bemerkungen auf Seite 14.

Theorem 2.2 ([BT96, S. 22]). Unter gewissen Voraussetzungen gilt
mit einer bestimmten Menge B(S) C F(S5):

(a) Die eindeutige Lésung von (2.8) ist V*.

(b) Es ist
TeJ=V* (2.9)
fir alle J € B(S).

(c) Eine stationdre Strategie w ist genau dann optimal, falls

TV* =TV*

17



2. Verstarkendes Lernen

gilt.

(d) Fir gewisse stationdre Strategien m ist V™ die eindeutige Losung
von V™ =T, V™ und es gilt

TXJ=V" (2.10)
fir alle J € B(S).

Fiir endliche S lasst sich der aus (2.6) abgeleitete Dynamische-Program-
mierung-Algorithmus schreiben als Losung des Gleichungssystems

V(s) = max > pes(w) (R(s,u, s')+ W(s’)) , s€8 (2.11)
‘slesS

bzw. lautet das Gleichungssystem wegen (2.2) im Fall endlicher Schritte

Vi(s) = max >  peo(ug) (R(s,uk, s') + ’ka,l(s’)) (2.12)
uk€As s'eS

mit s € S, k=1,..., N und V;(s) eine Funktion, die die Belohnung fiir die
Terminierung im Zustand s beschreibt.

2.2.1. Wert- und Strategie-Iteration

Da die Gleichung (2.9) sehr wichtig ist, wollen wir sie hier beispielhaft unter
konkreten Voraussetzungen zeigen. Sei dafiir v < 1, M ein deterministischer
Markov-Entscheidungsprozess und R < C beschrédnkt. D.h. wir kénnen
mE Hﬁf/} annehmen. Es folgt, dass V* beschrankt ist:

C

(e 9]
sup [V7(s)| < sup > 7 [R(wx, w(wk), 2ri1)| <
melsd Teld k=0 -7

Wir wiahlen B(S) = {f: S — R | f beschrankt}. Mit der Supremumsnorm
ist (B(S5) ) ein Banachraum und es gilt fiir f, g € B(S):

M-l

ITf = Taglow = sup[Ba[2(f (1) = g(e1)) | w0 = ]|

_ 7225’]((961(8)) —g(z1(s)| <AIf — gl
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2.2. Dynamische Programmierung

Das zeigt, dass T, eine Kontraktion ist. Dabei bezeichnet z1(s) € S den
Zustand, den wir erhalten, falls ug = 7(s) und zp = s gewéhlt wird. Durch
die Betrachtung des Supremums auf der linken Seite iiber © und eine Ver-
tauschung folgt, dass auch 7 eine Kontraktion ist. Aulerdem gilt fiir s € S:

(TF)(s)] < max (IR (s, u, 21(s))] +71f (21(5))])
<O flloo

Also ist T f € B(S) und der Banachsche Fixpunktsatz liefert nun einen
eindeutigen Fixpunkt J* € B(S) mit J* = TJ* und

J* = lim TFJ =T>J
k—o0

fir alle J € B(S). Mit der Eindeutigkeit folgt J* = V*, also (2.9).
Die durch (2.9) definierte Fixpunkt-Iteration

J() =J Jk+1 = TJk

wird als Wert-Iteration bezeichnet und stellt eine Moglichkeit dar V* zu
berechnen. Analog lésst sich mit (2.10) eine Fixpunkt-Iteration fur V7™
angeben.

Die Wert-Iteration kann in einigen Féallen nach endlich vielen Schritten
abbrechen, also Jy = V*. Im Allgemeinen sind allerdings endlich viele Ite-
ration nicht genug, um die Wert-Funktion exakt zu berechnen. Die folgende
Strategie-Iteration hat bessere Konvergenzeigenschaften.

Startend mit einer Strategie 7 € Hj‘}[ erhalten wir V™ indem wir die
Loésung von (2.7), d.h. von

Tred =J
berechnen.
Im zweiten Schritt wiahlen wir eine Strategie 711, so dass
7;Tk+1 Vi =TV (2.13)

gilt. D.h. wir wéhlen m;4; als eine Strategie, die das Maximum fiir einen
Schritt der Wert-Iteration mit Startwert V™ annimmt:

Tp41(s) = argmax E[ R(s,u, x1) + V™ (21) | 20 = s,up = u |
ue s

Das folgende Lemma zeigt nun beispielhaft ein paar Konvergenzeigen-
schaften.
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2. Verstarkendes Lernen

Lemma 2.3. Sei V™ eine Folge in B(S) und V*(s) < oo fir alle
s € S. Dann konvergiert die Folge V™ punktweise. Ist B(S) endlich, so
konvergiert die Folge gegen eine optimale Strategie. Insbesondere wird
diese dann nach endlich vielen Schritten angenommen (trivial).

Beweis. Es gilt fiir jedes s € .S im Folgenden punktweise:

Vﬂ'k (2:7) ﬁrkvﬂ'k S TVTl'k (2é3) 7;%+1 Vﬂ'k (214‘)

Wenden wir Lemma 2.1 auf (2.14) an, so folgt

7;Fk+1v7rk < 7;Tk+1 (ﬁkﬂvﬂ-k) = T2 VT

Tk+1

Das wieder in (2.14) eingesetzt ergibt induktiv fiir alle m € N

V™ < Tm Tk

Tk+1

und im Grenzwert m — oo folgt wegen (2.10)
V7T < YTkt

Die erzeugte Folge ist also punktweise monoton und durch V* beschrénkt,
also konvergent.
Falls Gleichheit gilt, ist

Vet (257) 7;l'k+1 Vel = 7;l'k+1 Ve (2;3) TV™ =TVt

Also erfiillt V™ +1 die Bellman-Gleichung und ist deswegen optimal, bzw.
wegen Eindeutigkeit bereits V*. Das zeigt auch den zweiten Teil. O

Fiir endliche S ist die Forderung endlicher B(S) haufig erfiillt. Sonst
erzeugt das Verfahren in vielen Fillen zumindest eine Folge, die die Wert-
Funktion beliebig gut approximiert.

Ein Problem der exakten Strategie-Iteration (Algorithmus 2.1) ist in
Zeile 5 die moglicherweise teure Berechnung von V7™ +1 da mehrmals iiber
den gesamten Zustandsraum iteriert werden muss. Eine Moglichkeit dies zu
verbessern ist es, die Berechnung zu ersetzen durch eine endliche Fixpunkt-
Iteration

Jer1 <~ T3 JIr, meN

Tk+1
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2.2. Dynamische Programmierung

Algorithmus 2.1 Exakte Strategie-Iteration
Input: =, V™
1. k<0

T 1, Jp < V7

repeat
Tpr1 < m mit TpJp =T Jg > »policy improvement«
Jpp1 < Jmit Tp, T =J > »policy evaluation«
k< k+1

until J, = Ji_4

return

welche gegen V7™ +1 konvergiert. Wahlt man m = 1, so erhélt man wegen
Trwir Ik = T Ik (Zeile 4) wieder die Wert-Iteration.

Die allgemeine Idee, die beiden Abschnitte policy improvement und policy
evaluation zu kombinieren, bildet die Grundlage bei vielen Verfahren im
Verstiarkenden Lernen. Wir werden in den weiteren Abschnitten daher auf
diese Iterationen zuriickkommen. Fiir Details und eine Reihe von Varianten
siche [BT96, S. 25ff]. In [SB9IS8, S. 89ff] befinden sich zusétzlich numerische

Experimente.
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2. Verstarkendes Lernen

2.3. Monte-Carlo-Verfahren

Die Dynamische Programmierung (2.11) und (2.12) ist fiir groie (endliche)
S teuer und bendtigt Kenntnis der Zustandsdynamiken, d.h. der Funk-
tionen psg (u). Sind diese nicht bekannt, aber kénnen fiir eine gegebene
Strategie einzelne Ereignisse der zugehorigen Markov-Kette, also Folgen
{(zg,uk)} ey € S x A, durch Simulation oder Messung erhalten werden,
so kommen so genannte Monte-Carlo-Verfahren in Frage, die wir hier kurz
prasentieren um die Besonderheiten der TD-Verfahren spéter durch einen
Vergleich besser hervorheben und verstehen zu kénnen. Auflerdem werden
notige Begrifflichkeiten und Ideen bereits eingefiihrt. Die Vorgehensweise
wurde aus [SB98, S. 111ff] und [BT96, S. 180ff] ibernommen, wo sich Bei-
spiele, Experimente und genaue Informationen bzgl. Voraussetzungen finden
lassen. Wir beschranken uns auf den Fall endlicher S.

Da in der Praxis keine unendlichen {(z, ux)}ro, realisierbar sind, fordern
wir von einem Markov-Entscheidungsprozess weitere Eigenschaften, die
sicherstellen, dass wir nach endlich vielen Schritten aufhéren kénnen:

Definition 2.3.1. Ein Markov-Entscheidungsprozess mit m € N Zu-
standen heifit episodisch, falls es einen terminalen Zustand t € S gibt,
so dass gilt:

(i) Fir alle s € S und u € Ay ist r45(u) = 0 und

pts(u) -

1 wenns=t
0 sonst

(ii) Es gibt ein 7 € IT5,; mit
Plzyp =t|zo=5]>0

Solche 7 nennen wir zuldssig. Fir nicht zulédssige = € IIj, gilt
V7(s) = —oo fiir mindestens ein s € S.

Bemerkung. Bei der zugehorigen Markov-Kette spricht man bei ¢ von ei-

nem absorbierenden Zustand. Die Eigenschaft (ii) ist notwendig fiir die
Irreduzibilitat der Markov-Kette.
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2.3. Monte-Carlo-Verfahren

Entsprechend kann man nun Episoden® betrachten.

Definition 2.3.2. Sei M ein episodischer Markov-Entscheidungsprozess
und 7 € II5, zulédssig. Eine Teilmenge {(xk,uk)}gzo C S x A eines
Ereignis der Markov-Kette heifit Episode, falls x4 ein terminaler Zustand
ist und alle z; mit 7 < d nicht terminal sind.

Ist nun eine Folge von Episoden {(zj, uij)}?i:o gegeben, so kénnen wir
mit Hilfe des Gesetzes der groflen Zahlen eine Approximation an V™ durch
Mittelwertbildung der einzelnen Belohnungssummen berechnen. Dafiir ist
nun nur noch R(s, u, s’) notig.

Kennt man V(s) &~ V™(s), aber nicht die Ubergangswahrscheinlichkeiten,
so ist es nicht mehr direkt moglich aus V' wieder eine Strategie 7 fiir ein
policy improvement zu gewinnen. Es miisste eine maximierende Aktion

argmax E[ R(s,u,z1) + V(z1) | 20 = s,u0 = u]
ucAg
gewahlt werden. Dieser Erwartungswert ist nun wegen fehlender Kenntnis
der Systemdynamik nicht mehr direkt berechenbar.

Eine wichtige Idee ist es, stattdessen die Wert-Funktion fiir Zustand-
Aktion-Paare (s,a) € S X A zu berechnen, d.h. die erwartete Belohnung fiir
den Fall, dass im Zustand s die Aktion a gewédhlt wurde. Diese spezielle
Wert-Funktion lautet

o0
Q"(s,a) ==Ex | Y ¥Rk, ur, T41) | 70 = 5,u0 = a
k=0

=E[R(s,a,2z1) + V(1) | o = s,up = a]

(2.15)

Dann kann durch Wahl von

7(s) = argmax Q" (s, u)
ucAg
eine neue Strategie berechnet werden (policy improvement). Durch Erzeu-
gung von Episoden fiir 7 kénnen wir nun wieder iterieren und erhalten unter
gewissen Voraussetzungen Konvergenz gegen eine optimale Strategie.

5Man kénnte auch von samples sprechen.
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2. Verstarkendes Lernen

Algorithmus 2.2 Monte-Carlo Strategie-Evaluation

Input: {(xij,uij)}?"zo, i=0,...,d
1 Q(s,a) <0, (s,a)el
2: m(s,a) < 0,, (s,a)el > Anzahl Vorkommen von (s, a)
3: for allt=0,...,d do

4 for all j=1,...,d; do

5 m(xij, wij) < m(zij, uij) + 1

6: « %|m(wij,uij)‘_

7 r = SR Y Rk, ik, Tigesn))

8 Q(zij, wij) + Q(xij, uij) + o (1 — Q(zi5, uij))
9: end for

10: end for

11: return @

Man beachte, dass in Algorithmus 2.2 die Zeile 8 gerade den Mittelwert
rekursiv berechnet. Wichtig ist hier auch anzumerken, dass es (s,a) € T’
geben konnte, die in einer Episode mehrmals vorkommen. Dann ist das
Update in Zeile 8 nicht mehr mit unabhangigen Teilepisoden, d.h. das
Gesetz der groflen Zahlen muss nicht erfiillt sein. Man kann zeigen, dass
Konvergenz dennoch vorliegt. Alternativ fithrt man das Update nur beim
ersten Besuch pro Episode aus, was fiir die Praxis — also eine endliche
Anzahl an Episoden — vorteilhafter ist, da der Fehler schneller abfillt im
Vergleich zum mehrmaligen Update.

Eine Voraussetzung fiir Konvergenz ist, dass jedes Paar (s,a) € I" in den
Episoden unendlich oft auftaucht, um eine Approximation berechnen zu
kénnen. Eine Moglichkeit dies sicher zu stellen ist, Episoden zu generieren,
die in s mit a beginnen. Dieses Vorgehen heiflt exploring starts, was so
genannt wird, da durch den Start in (s, a) neue, moglicherweise profitablere
Bereiche der Wert-Funktion »entdeckt« werden. Siehe [BT96, S. 238ff] fur
Beispiele, wo diese exploration illustriert wird und tatséchlich nétig ist.

Die freie Wahl des Anfangszustandes fiir Episoden ist in der Praxis eine
starke Forderung. Sie kann jedoch durch die Benutzung von e-Strategien
ersetzt werden:

Definition 2.3.3. Sei 7 € II5; zuldssig und 0 < € < 1. Dann nennen

24



2.3. Monte-Carlo-Verfahren

wir 7 eine e-Strategie, falls

(s, a) =
|As|

fir alle (s,a) € T gilt.

Haben wir nun Q™ (s, a) mit einer e-Strategie 7, und ist a* eine Q* (s, -)
maximierende Aktion, so kobnnen wir mit

€
7724,1(5, a) e |A79|’ fallS a 75 a
1_\14%\(’A8|_1), falls a = a

%
S

*

S

eine e-Strategie definieren, die greedy bzgl. a} ist, d.h. mit einer Wahrschein-
lichkeit von & wird nicht die optimale Aktion, sondern eine andere zuféllige
gewahlt. Diese Strategie konnen wir nun nutzen, um Episoden zu generieren,
die mit positiver Wahrscheinlichkeit alle erreichbaren Zusténde enthélt. So
erhalten wir eine Strategie, die unter den e-Strategien optimal ist.

Bildlich gesprochen halten e-Strategien alle Wege durch den Zustandsraum
offen und es ist gewéhrleistet, dass in den erzeugten Episoden immer auch
die Zustidnde auftauchen, die nach aktueller Iterierten der Strategie nicht
als optimal betrachtet werden. Auch hier spielt die entstehende exploration
eine entscheidende Rolle, um die gesamte Wert-Funktion nach moglichen
profitableren Alternativwegen abzusuchen. Allerdings muss auch eine gewisse
Balance zwischen exploration und exploitation, der Nutzung der aktuellen —
moglicherweise schlechten — Wert-Abschéitzung bestehen, da sonst keine
optimale Strategie gefunden (lang- und kurzfristige Belohnung werden falsch
eingeschétzt).

Der Parameter € muss per Hand gewahlt werden. Um Konvergenz gegen
eine optimale Strategie zu erhalten gibt es verschiedenen Moglichkeiten.
Beispielsweise kann man mit den Iterationen den Parameter £ abfallen
lassen. Eine Ubersicht iiber verschiedene Varianten, Beziige zur Psychologie
und Neurobiologie und ein adaptives Verfahren fiir ¢ finden sich in [Tok13].

Die hier vorgestellten Ideen, durch Generierung von Episoden in Verbin-
dung mit bspw. e-Strategien die Wert-Funktion Q™ (s, a) zu berechnen, um
so wieder die iiblichen policy evaluation bzw. policy improvement Schritte
durchfithren zu kdnnen, sind in den folgenden Verfahren und auch allgemein
im Verstarkenden Lernen sehr wichtig. Es ist in der Praxis héufig einfacher,
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2. Verstarkendes Lernen

Episoden zu generieren, als Zustandsdynamiken zu berechnen — man denke
an Systeme die durch gewohnliche Differentialgleichungen beschrieben wer-
den. Aber auch fiir groie S kommen exakte Verfahren wie der Dynamische-
Programmierung-Algorithmus nicht mehr in Frage. Der bekannte Curse Of
Dimensionality geht ebenfalls auf Bellman zurtck [Bel57, S. ix].

2.4. TD-Verfahren

Die Idee der temporal-difference-Verfahren (TD) hat zu vielen Algorithmen
gefithrt, die heute als Verstarkendes Lernen bezeichnet werden. Richard
Sutton und Andrew Barto haben Anfang der 80er in der Lernpsychologie
eine neue Modellierung vorgestellt [SB81], die folgende experimentelle Be-
obachtung erkldren kann: Lernfihige Lebewesen sind in der Lage, zukiinftig
zu erwartende Belohnungen zu lernen (personliche Wert-Funktion) und sie
passen den Wert der erwarteten Belohnung wéahrend des Lernvorgangs nach
jedem Zeitschritt an, basterend auf threr aktuellen Erwartung des folgen-
den Zustandes. D.h. statt sich die erhaltenen Belohnungen und die damit
verbunden Zusténde tber eine lange Zeit zu merken und dann riickwirkend
mit den tatsdchlichen Belohnungen die Erwartungen anzupassen, geschieht
das sofort. Erhéalt das Lebewesen im Zustand s eine Belohnung r und ist
nun im Zustand ', so wird r + vV (s’) als Abschitzung fiir die erwartete
Belohnung benutzt. Betrachtet wird nun der so genannte 7T'D-Fehler

[r V()] = V(s)
um mit diesem die Erwartung anzupassen:
V(s) « V(s)+a([r+V (s - V(s))

In den Messungen sollte der TD-Fehler um den Erwartungswert fluktuieren.
Indem wéhrend des Lernprozesses nun die Lernrate o gesenkt wird, entsteht
eine Art Mittelwertbildung. Schauen wir in die Zeile 8 von Algorithmus 2.2
zuriick, werden die Parallelen deutlich.

Wir geben in diesem Abschnitt zunédchst eine weitere Herleitung und
theoretische Grundlage des Verfahrens mit Hilfe von stochastischer Approxi-
mation an. Danach verallgemeinern wir das Verfahren und erhalten TD()),
was als Spezialfall auch den Monte-Carlo-Algorithmus enthélt.
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2.4. TD-Verfahren

2.4.1. Stochastische Approximation

In diesem Abschnitt wollen wir ein Approximationsverfahren angeben, dass
sowohl die Berechnung von V™ im Monte-Carlo-Algorithmus darstellt, als
auch das TD-Verfahren und dessen Verallgemeinerungen. Tatsédchlich werden
wir sehen, dass die Losung des zunéchst allgemeinen Problems die Herleitung
vereinfacht. Wir wollen das Problem betrachten Fixpunkt-Gleichungen der

Form
J(s) =E[F(J(s))]
zu 16sen, wobei die Erwartungswerte nur durch Beispielereignisse berechnet
werden kénnen. Eine ausfiihrliche Abhandlung der stochastischen Approxi-
mation auch im Zusammenhang mit TD(\) befindet sich in [KY03]. In [BS96,
S 132ff und S. 154ff] findet sich die stochastische Approximation mit ei-
nem stéirkeren Fokus auf die beschriebenen Verfahren. Aus den in diesem
Kapitel bekannten Griinden fiir nicht ndher spezifizierte Voraussetzungen
beschrinken wir uns auch hier auf eine Motivation der Verfahren.
Sei H: R™ — R™. Um eine Losung der Gleichung

x=H(x), zecR" (2.16)
zu berechnen, kénnen wir alternativ eine Nullstelle von
hz) = H(x) —x

berechnen.
Falls H differenzierbar ist, ist eine Moglichkeit das Newton-Verfahren oder
ein Quasi-Newton-Verfahren:

Tpy1 = T + apByh(xy)

Fine Wahl die wir im Folgenden betrachten ist By = 1. Beispielsweise
unter geeigneten Kontraktionsbedingungen konvergiert dieses Verfahren
lokal.

Wir haben also die Iteration

Tyl = Tk + ak(H(xk) — I‘k> (2.17)

Welche auch als Fixpunktiteration von (2.16) mit Schrittweitensteuerung
aufgefasst werden kann.
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2. Verstarkendes Lernen

Wie bereits erwéhnt, interessiert uns der Fall, dass H(z) nicht direkt
berechnet werden kann, sondern lediglich gestorte Werte

H(x)+Y:

wobei {Y;},cy eine Folge von Zufallsvariablen ist, die zusétzliche Eigen-
schaften erfiillt, so dass wir bspw. mit Hilfe des Gesetzes der groflen Zahlen
Konvergenz erhalten:

Wobei {£(x),} entsprechende Ereignisse sind.

Statt H(z) fir jeden Iterationsschritt von (2.17) mdglichst genau zu
berechnen, haben Herbert Robbins und Sutton Monro 1951 gezeigt [RM51],
dass es fiir die Nullstellensuche geniigt £(z) == {(x), als Approximation zu
verwenden, falls die Folge {aj} in geeigneter Weise abfillt. Eine Bedingung,
die in vielen Aussagen eine Rolle spielt ist

oo oo
Z ar = oo und Z a3 < oo (2.18)
k=0 k=0
Die allgemeine Iteration ist nun also
Tyl = Tk + ak(f(xk) - xk) (2.19)

Anpassung fiir Strategie-Iteration

Sei § = {si}le endlich und 7 € II5;. Wir wollen nun V" berechnen und
identifizieren V™ dafiir mit einem Vektor

ve = (V(s1), V™(52),..., V™ (s0)) € R
Nun erfiilllt v, eine Fixpunktgleichung
vy = Er [ F(vg) ]

mit einer geeigneten Zufallsvariable F' auf R?, bspw. die Bellman-Glei-
chung (2.7) oder die urspriingliche Definition (2.3). Man beachte auch,
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2.4. TD-Verfahren

dass pro Komponente die Erwartungswerte bzgl. verschiedener Mafle P
berechnet werden.

In der Simulation erhalten wir pro Zeitschritt in der Regel nicht fiir jeden
Zustand einen Belohnungswert, sondern das erhaltene Ereignis bezieht sich
nur auf einen Teil der Zusténde, also auf Komponenten von v,.. Am Beispiel
der Monte-Carlo-Simulation sieht man, dass nur fiir die besuchten Zusténde
einer Episode Ereignisse vorhanden sind (die Summe der danach erhaltenen
Belohnungen). Im TD-Verfahren bezieht sich ein Ereignis tatsichlich nur
auf einen Zustand. Wir miissen also die Faktoren «; komponentenweise
betrachten, bzw. kénnen «y, als Diagonalmatrix auffassen. Wir sprechen im
Folgenden von einem Vektor

a = (ak(l),ak@), . ,Ozk(d)> e R4

und meinen im Verfahren (2.19) die entsprechende Diagonalmatrix. Man
nennt diese Variante die asynchrone Stochastische Approximation, siehe
auch [KY03, Abschnitt 2.4.1].

Wir werden im Folgenden mangels Platz und nétiger Begriflichkeiten
diese Variante ohne Anspruch auf vollsténdige Sauberkeit genauer ausfithren.
Details finden sich in den angegebenen Biichern.

Sei {&k}en eine Folge von Ereignissen und I; = {ﬁ(z)]}oil die aufstei-
gende Folge der Indizes, sodass §R(Z~)j ein Ereignis fir s; is‘g. Dann setzen
wir

ar(i) =0, k&I

wodurch fir diese k dann xy1(i) = x (i) wird.
Fiir die restlichen Faktoren muss die Folge entsprechend (2.18) gewéhlt
werden, bspw.

Bemerkung. Eine Sache, die hier ausgearbeitet werden miisste, ist die Tat-
sache, dass a4, so zu einer Zufallsvariable wird, da die besuchten Zustdnde
und damit I; von Zufallsvariablen abhédngen. Ist man nur an einer Imple-
mentierung interessiert, spielt dies keine Rolle.

Wie man sieht, ist das Monte-Carlo-Verfahren ein Spezialfall und auch
die folgenden Verfahren lassen sich iiber diese Approximation darstellen.
Konkret werden wir immer die policy evaluation implementieren.
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2. Verstarkendes Lernen

2.4.2. TD())

Die Verallgemeinerung durch das TD(\)-Verfahrens besteht darin, an Stelle
die Belohnung des néchsten Schrittes als Approximationswert zu nutzen,
stattdessen eine exponentielle Gewichtung (mit \) der Belohnungen nach
jeweils n Schritten zu betrachten. Das entstehende Verfahren wollen wir aus
einer Fixpunktgleichung herleiten. Die bereits oben betrachteten TD-Fehler
werden wir brauchen:

di = R(ws,ui, iy1) + YV (wi401) — V7 (25)

Sei A € (0,1). Betrachten wir die auf [ Schritte verallgemeinerte Bellman-
Gleichung:
o = 8]

Indem wir nun beide Seiten mit A~! multiplizieren und iiber ! summieren
erhilt man wegen 2%, A1 = (1 — X\) ™! und mit der zusiitzlichen Forderung,
dass V7 (s) beschrénkt ist (Majorisierte Konvergenz):

-1

S VR, uiy wi1) + 4V ()
i=0

VT(s)=E

Trog =S
=1 =0

-1
V() = (1= ) Ex | SN 1(Z¢R mz,uz,wﬂwwl))

Wenn wir annehmen, dass die Ereignisse ab einer Schrittzahl N (Zufalls-
variable) einen terminalen Zustand erreichen, sind die Summen endlich und
wir kénnen die Reihenfolge vertauschen:

=0

SN - (Z VR(wi, ui, wi1)Lary + VlVW(l‘l))
=1

=YV R(i, ui, wig1) D (A=A 1{Z<l}+z (AT = M)A VT ()
=0 =1

=\i

=3 O R (@i wi, wiga) + 3 (N = A1) VT (240
i=0 i=0
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2.4. TD-Verfahren

o

~
Il
o

()’ (R(l’ian,l‘iJrl) + V™ (2441 ) > (M) YLV (2i40)
1=0

o

~
Il
o

()\’Y)i (R(I‘iv Ui, Tig1) + YV (x541) — V”(xi))

+ Z [ Y VT () — (\y) ! V”(a:zurl)} » Teleskopsumme«
=0

'MS

Il
o

()«y) di + V™ (x0)

Wir erhalten also die Fixpunktgleichung

oo

V7™(s) = Eq {Z(Av)idi

1=0

+V7(s) (2.20)

To =S8

fiir V™.
Sei S = {si}le. Wir bezeichnen mit v; die i-te Komponente von einem
v € R? und mit 1; den kanonischen i-ten Einheitsvektor. Wir identifizieren

die Zufallsvariablen x; der Zustdnde mit Zufallsvariablen ¢, von Indizes, so
dass zj, = s, gilt. Sei H: R? — RY,

o0

Z ()"}/)z (R(stauk7 SLkJrl) + YVlpy1 — ULk>
k=0

H(v); =Ex to=1|+v;

Gesucht ist nun eine Losung von
v = H(v)

mittels stochastischer Approximation.
Dalfiir sei {(s;,,ur)}, ein Ereignis der Markov-Kette und

Ok (v) = R(siy, Uk, Sy ) + Vi yy — Vi, €R

ein entsprechendes Ereignis von d;. Um nun H(v) in einer Iteration der
Stochastischen Approximation durch ein Sample zu nidhern, betrachten wir

1=0

§i(v) = (i ()" Opi(v) + Uz‘k) 1,
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2. Verstarkendes Lernen

Abbildung 2.1.: Die Vorwarts-Interpretation von TD(A): Der Lernende
»sieht« die folgenden Belohnungen. Entnommen aus [SB98,
S. 171].

— (i ()\’)/)i_k (5,‘(’0) + Uik) 1ik € Rd

i=k

Also die Summe aus (2.20) wird im Schritt & fiir eine Komponente — also
einen Eintrag der Wert-Funktion fiir einen Zustand s,, — genéhert, indem

die Naherung aus dem Teil der Ereignisse erzeugt wird, der bei k, folglich
e}

mit Startzustand s,,, beginnt: {(sij,uj)}‘ K
]:

Dann lautet mit geeigneter Wahl von «y, (s.o.) die Iteration

oDy (8) 4 o (& (v9) v(k))

=ov® 4 o Z ()\qf)i_k 0; (v(k)>
i=k

(2.21)

Man beachte, dass dies fiir A = 0, mit 0° = 1, dem einfachen TD-Ver-
fahren oben und fiir A = 1 dem Monte-Carlo-Verfahren entspricht — bei
entsprechendem .

Betrachten wir die ersten Samples in den jeweiligen Komponenten:

()\'y)060<v(0)) + () 51('0(0)) + ()\'y)252<v(0)) + ...
O 8 (0®) + ) a(v®) + ..
+ ()’ (v®) + ...
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2.4. TD-Verfahren

Abbildung 2.2.: Die Riickwarts-Interpretation von TD(A). Entnommen
aus [SB98, S. 175].

Der Vektor v(® unterscheidet sich von vt héchstens in der Komponente
ti. D.h. fiir i < j unterscheiden sich die Vektoren v und v() maximal in
den Komponenten ¢, ti41,...,tj—1. Der TD-Fehler §;(v) hingt nur von den
Komponenten ¢; und ¢;41 ab. Im Fall, dass auler der terminalen Zusténde

kein Zustand mehr als einmal in dem Ereignis auftaucht, ist also mit Startwert

v = 0:
5; (v(i)) =5 (v(j))

Die Samples lassen sich daher schreiben als

(8 (v@) + (' (vW) + ()6 (v@) +
(>\’Y)051(’v(1)> + ()\7)152(,,)(2)) + ..
+ (M)O%(v@)) +

Falls oy, konstant ist, ist es nun moglich, das Verfahren online zu implemen-
tieren, d.h. wir konnen die TD-Fehler aufaddieren, sobald die entsprechenden
Ereignisse verfiigbar sind — bspw. wéhrend einer Messung oder Simulation.
FEin Vorteil ist unter anderem, dass nicht bis auf das Ende einer Episode
gewartet werden muss. Der Markov-Entscheidungsprozess muss nicht einmal
episodisch sein. Auflerdem ist so in Kombination mit policy improvement
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2. Verstarkendes Lernen

ein Lernen nach jedem Zeitschritt moglich. Allgemein sieht die Iteration
nun so aus:

Wobei e®) € R? ist und die entsprechenden Faktoren realisiert. Dabei wird
e®) rekursiv berechnet und findet sich unter der Bezeichnung eligibility
trace.

In der Praxis kommt es natiirlich vor, dass Zustédnde in Ereignissen doppelt
auftauchen. In diesem Fall ist die Rekursion zwar weiterhin anwendbar —
und das wird auch erfolgreich getan —, allerdings entspricht sie formal nicht
mehr der obigen Interpretation. Auch wird o in den Implementierungen
nicht mehr konstant gehalten. Eine mogliche Variante ist es, beim wieder-
holten Auftauchen eines Zustandes im Ereignis die Approximationen zu
kiirzen

0o k+N
v®) oy > () F s, (v(k)) ~v® 4 oy > ()R s, (v(k))
i=k i=k

und im Schritt k+ N das moglicherweise ebenfalls gekiirzte Reststiick fiir eine
neue Approximation zu verwenden. Man spricht von Restart — TD(X) [SS96]
im Gegensatz zur oben vorgestellten akkumulativen Version. Auch nur jeden
Zustand maximal einmal zu updaten, wie bereits beim Monte-Carlo-Verfah-
ren, ist moglich und man erhélt unkorrelierte Ereignisse pro Komponente.

Die Stochastische Approximation ist breit anwendbar, und es sind zahl-
reiche Konvergenzaussagen unter vielen verschiedenen Voraussetzungen und
Varianten bekannt. In [BS96, S. 219ff] wird Konvergenz unter allgemeineren
Voraussetzungen an e*) gezeigt, was die erwiihnten Fille einschliefen kann,
obwohl sie nicht exakt der Vorwértsinterpretation entsprechen.

Seijen und Sutton haben 2014 eine neue, vielversprechende Variante
von TD() vorgeschlagen [SS14], die rekursiv bzw. online implementiert
werden kann wund einer dort angegebenen Vorwértsinterpretation immer
exakt entsprichtS.

5Die Idee ist zuerst die gekiirzten Samples aus den Daten zo, ug, 1, us, . .., T, U 2U
verwenden. Dies wird fiir jedes | wieder mit dem Startwart neu begonnen. Eine
interessante Frage ist, ob die beschriebene Methode sich aus einer Bellman-Gleichung
wie oben herleiten ldsst, bzw. ob das Verfahren als eine Variante der Stochastischen
Approximation interpretiert werden kann.

34



2.5. SARSA(\)-Verfahren

2.5. SARSA(X)-Verfahren

Wir haben im vorigen Abschnitt vorgestellt, wie mit Hilfe des TD(\)-Ver-
fahrens eine Approximation an V™ berechnet werden kann. Natiirlich kon-
nen auch hier, wie bereits beim Monte-Carlo-Algorithmus beschrieben, e-
Strategien benutzt werden, um sicherzustellen, dass auch die Zustédnde
besucht werden, die nach m Wahrscheinlichkeit 0 hétten (siehe Seite 24).
Es wird in diesem Fall nicht V™, sondern V™ approximiert. Eine bereits
erwiahnte Moglichkeit nun eine optimale Strategie zu finden ist es, € graduell
zu verkleinern. Ansonsten kénnen so genannte off-policy Varianten vom TD-
oder Monte-Carlo-Verfahren genutzt werden. Diese nutzen intuitiv gesagt
die Beobachtung einer anderen Strategie (bspw. 7¢) um Riickschliisse auf 7
zu treffen. In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist dieses Prinzip als Importance
Sampling bekannt, in [SB98, S. 124ff] finden sich weitere Details.

Um nun mit V7™ ein policy improvement durchfithren zu kénnen, miissen
entweder die Zustandsdynamiken bekannt und berechenbar sein, oder man
approximiert die Paare Q(s,a) wie auf Seite 23 und kann so eine neue
Strategie berechnen. Ubrig bleibt die Frage, wann eine Strategie-Iteration
stattfindet. Eine Moglichkeit ist, dies nach jedem Zeitschritt im TD(\)-
Verfahren durchzufiihren, obwohl die gelernte Wert-Funktion méglicherweise
ungenau ist. Bertsekas und Tsitsiklis sprechen in [BT96] deswegen von der
optimistischen Strategie-Iteration. Der SARSA())-Algorithmus bezeichnet
gerade diese Variante.

Um den TD-Fehler zu berechnen ist das folgende, namens gebende Tupel
notig:

(s,a,r, s a)

Wobei s € S der aktuelle Zustand ist, a € A, die gewédhlte Aktion, r € R die
erhaltene Belohnung, s’ der folgende Zustand und o’ die Aktion, die darauf
gewahlt werden wird. Diese wird bspw. durch

a' == argmax Q(s, a)
aEAs

bestimmt, oder nach der entsprechenden e-Strategie. Im Algorithmus 2.3
geschieht dies in Zeile 9 (policy improvement).

Die Abbruchbedingung, @ ist Losung, stellt in der Praxis Schwierigkeiten
dar. Ein grundlegendes Problem ist, dass der Verfahren selbst im Falle von
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2. Verstarkendes Lernen

Konvergenz nicht unbedingt eine optimale Strategie berechnet hat. Zum an-
deren ist es ein Problem, auf welche Weise eine optimale Strategie erkennbar
ist. Die Bellmangleichung wiirde die Berechnung eines Erwartungswertes
erfordern, was in der Regel unméglich ist, bzw. hat gerade die Approximation
von ebendiesem zur Bestimmung von @) gefiihrt. In unseren Experimenten
untersuchen wir den zeitlichen Verlauf der Belohnungen, welche das Ver-
fahren wéhrend des Lernens oder nach einer festen Anzahl von Episoden
erreicht hat. Interessant ist dabei die Frage, wie schnell das Verfahren gelernt
hat und wie stabil die Losung ist.

Fiir die erwahnte restart Variante, ist in Zeile 11 e(s, a) < 1 zu wéhlen.

Algorithmus 2.3 SARSA(\), akkumulativ, a konstant
Input: A\, v € [0,1], « € (0,1]
1: Initialisiere Q(s, a) beliebig fir alle (s,a) € T’

2: repeat

3: (s,a) < Startzustand und erste Aktion der Simulation
4: e(s,a) <0, (s,a)el

5: repeat

6: Fiihre in der Simulation die Aktion a aus

7: s’ «+— Der neue Zustand des Systems

8: r <+ R(s,a,s)

9: a’ + Wibhle nichste Aktion mit Hilfe von Q

10: §+ [r+~Q(s,d)] — Q(s,a)

11: e(s,a) < e(s,a) +1 > Akkumulative Variante
12: for all (s,a) € I' do

13: Q(s,a) < Q(s,a) + ae(s,a)d

14: e(s,a) < A\vye(s,a)

15: end for

16: (s,a) + (s',d’)

17: until s ist terminal

18: until Ziel erreicht

Zusammenfassung

Wir haben gesehen, dass SARSA()) als eine approximative Strategie-Iterati-
on aus Abschnitt 2.2.1 interpretiert werden kann (Wechsel von Berechnung
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2.5. SARSA(\)-Verfahren

V7™ und mj11). Der erste Schritt im Kapitel iber Monte-Carlo-Verfahren
war es, V™ durch Samples zu approximieren, d.h. ohne Kenntnis iiber das
Verhalten des Systems zu haben. Durch eine Aufteilung der Wert-Funktion
in Zustands-Aktion-Paare Q(s, a), ist in diesem Fall ebenfalls eine Berech-
nung von 741 moglich. Die TD-Methode hat schlieflich die Samples fiir die
erhaltene Belohnung per bootstraping verkiirzt auf r» + v@Q und so zum einen
eine online Berechnung ermdglicht und zum anderen durch Gewichtung
verschiedener Langen eine ganze Klasse von Methoden erzeugt: TD(\).

Offensichtlich sind zahlreiche anderen Varianten dieses Algorithmus mog-
lich, einige Mdoglichkeiten haben wir bereits erwédhnt oder sind auf Grund
der Darstellungen denkbar. So ist in Algorithmus 2.3 die Lernrate o noch
konstant und die Implementierung fiir unendliche oder sehr grofie S ist in
dieser Form entweder unmoglich oder unpraktikabel. Diesem Problem wird
sich der nichste Abschnitt widmen. Eine Ubersicht und ein experimenteller
Vergleich verschiedener aktueller Algorithmen im Verstirkenden Lernen,
findet sich in [DNP14].

2.5.1. Lineare Funktionsapproximation und Stochastische
Gradienten-Abstiegs-Verfahren

Betrachtet man Reinforcement-Learning-Probleme, die bspw. durch physi-
kalische Systeme — wie das Steuern eines Roboters — beschrieben werden,
so treten in der Regel Zustandsraume S auf, die iiberabzéhlbare Teilmengen
von R? sind. Eine mégliche Formulierung dieser Probleme im Fall einer
kontinuierlich modellierten Zeit geschieht {iber die Hamilton-Jacobi-Bell-
man-Gleichung, die als zeitkontinuierliche Variante der Bellman-Gleichung
aufgefasst werden kann [Ber95a, S. 91].

Ist die Zeit jedoch diskretisiert, liegt ein Losungsversuch mit den hier
beschriebenen Verfahren fiir das Reinforcement-Learning-Problem nahe.
Eine dabei auftretende Schwierigkeit ist die Speicherung bzw. Darstellung
der Wert-Funktion: Es muss (s, a) fiir alle (s,a) € T' gespeichert und T’
in jeder Iterieren durchlaufen werden. Eine naheliegende Losung ist die
Diskretisierung von .S, zum Beispiel durch Aufteilung mit Gittern verschie-
dener Formen. Diese Moglichkeit ist bekannt als Tile Coding [SB98, S. 204ff].
Nachteile sind, dass die Gitter durch zahlreiche Parameter spezifiziert werden
missen und eine naive Aufteilung mit der Anzahl an Dimensionen von S zu
schnell wéchst.
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2. Verstarkendes Lernen

Wir suchen im Folgenden eine endliche Représentation der Zustéande, die
wir durch eine Funktion F: S — R"™, s +— (fi(s),..., fn(s)) beschreiben.
Das Ziel ist es, die Wert-Funktion mit Hilfe einer Linearkombination der f;
zu approximieren. Wir suchen also von s unabhingige Koeffizienten

0=(0,...,0,) €R"

so dass .
V(s) =~ Zeifi(s, a) = 0" F(s) = V§(s)
i=1

Die Komponenten f; von F werden Features genannt. Im allgemeinen Umfeld
des Maschinellen Lernens sprich man bei Features von Eigenschaften einer
Struktur. Beispielsweise konnen in der Gesichtserkennung auf dem Bild
eines Gesichtes die Eigenschaften » Augenfarbe«, »Nasenausmafe« usw. als
Feature bezeichnet und benutzt werden.

Die Wahl der Features ist ein wichtiges Erfolgskriterium und nicht nur
flir unendliche S von Interesse. Sie sollten den Zustandsraum so weit wie
moglich reduzieren in dem Sinn, dass er durch eine kleine, endliche Menge
von Zahlen gut fiir das Problem charakterisiert wird. Wie man an dem
Beispiel Gesichtserkennung sieht, kann die Auswahl und Berechnung der
Features ein eigenes, schwieriges Unterproblem sein. Wir bleiben in diesem
Abschnitt bei der mathematisch abstrakten Definition. In Kapitel 3 wer-
den wir dafiir (endliche) Cebysév- und Fourier-Basen betrachten, die pro
Summand ausgewertet als Features benutzt werden.

Zunichst passen wir SARSA () fiir die Benutzung von Features an. Da
S grofler ist als @, wollen wir nicht fordern, dass die Approximation punkt-
weise beliebig gut wird (gleichméfige Konvergenz). Um die verfiigbaren
Freiheitsgrade moglichst effizient zu nutzen, ist unser Ziel die Giite der
Approximation an besonders »wichtigen« Zustanden stirker zu gewichten.
Wenn

w:B(S) —[0,1]

ein Maf} mit p(S) = 1 ist, so konnen wir die LP-Norm betrachten

-l o s LP(S, B(S), ) = [0, 00)

f e (/Srfrpdu)l/p

38



2.5. SARSA(\)-Verfahren

Dabei soll p beschreiben, wie »wichtig« Zustdnde X € B(S) sind — wir
kommen spéter darauf zuriick. Wir sprechen im folgenden von LP und
meinen LP(S,B(S), u).

Mit dieser Norm lassen sich nun Fehler messen:

Definition 2.5.1. Sei 7 € II5, und p, F' wie oben mit f; € L? fir alle
i=1,...,n. Sei

V(F) :=span{fi,..., fa} C L*
Wir bezeichnen mit P: L? — V(F) die durch

[f =Pfllg= = eienH{an — Vgl f€ L

eindeutig bestimmte Projektion. Falls V™ € L? ist, so definieren wir

1 ™ s
MSE(6) = 5V - V|

1
MSPE(8) == 5 |[PV" - Vi3

Bevor wir zur Beschreibung kommen, tiberpriifen wir die Wohldefiniertheit.
Lemma 2.4. Die Abbildung P ist wohldefiniert und linear.

Beweis. Wir mochten den Projektionssatz fiir Hilbertriume auf V(F) C L2
anwenden. Dafiir muss V (F) konvex und abgeschlossen sein.

Da V(F) ein Vektorraum ist, ist die Konvexitit klar. Ein bekanntes
Resultat der Funktionalanalysis besagt, dass endlich-dimensionale Unter-
rdume von normierten Rdumen vollsténdig sind. Auf metrischen Rdumen
ist Vollstdndigkeit jedoch hinreichend fiir Abgeschlossenheit.

Sei {u1, ..., Uy} eine Orthonormalbasis von V(F). Auf Grund der Ortho-
gonalitdtseigenschaften von P gilt

P(f) :Z<faui>L2Ui

i=1

Also ist P linear. O
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2. Verstarkendes Lernen

Um die Giite einer Approximation zu messen, verwenden wir den mittleren,
quadratischen Fehler (MSE) und nehmen zum Zweck dieser Herleitung an,
dass V™ € L? ist. Wir haben also das Minimierungsproblem

inf MSE(0)

OcRn
Das ist dquivalent zur Minimierung von MSPE, da sich die Minima lediglich
um eine Konstante unterscheiden (Satz des Pythagoras fiir Skalarprodukte).
Falls die Features linear unabhéngig sind (als Funktionen), gibt es genau
einen Minimierer 6.

Bemerkung. Die Entscheidung M SE zu minimieren werden wir spéter rela-
tivieren. Sie ist nicht kanonisch, da es ebenso gute Alternativen gibt. Auch
ist sie alleine nicht hinreichend oder notwendig fiir Konvergenz gegen eine
optimale Strategie in SARSA. Diese Vorgehensweise dient zur Motivation
des Verfahrens.

Lemma 2.5. Es gilt

VMSPE(9) — /

i (67 F(s) = PV™(s)) F(s) dp(s)

—E,

(67F - PV7(s)) F]
Wobei E, [ -] den Erwartungswert bzgl. des Mafies y bezeichnet”.
2
Beweis. Sei g(0,s) = (PV’T(S) - OTF(S)) . Da der Mafiraum endlich ist,

ist g(@,-) € L! fiir alle @ € R™. AuBerdem existiert

89 _ T T
g, 65 =2 (67 F(s) = PV™(s)) fils)
fir alle s € S. Es ist weiter fir 0 <|t| <dund i=1,...,n:

9(0 +1t1i,5) — g(0, s)
t

= ’tfi(s)2 +2fi(s) (PVW(S) - OTF(S))‘

< 3fi(s)2 + 2|fils)|[PV™(5) — 0T F(s)| € L!

"Die Doppeldeutigkeit in der Notation mit E[-] bitten wir zu verzeihen.
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2.5. SARSA(\)-Verfahren

Fiir die L'-Abschitzung wurde im zweiten Term einmal die Holder-Unglei-
chung benutzt. Mit dem Satz der majorisierten Konvergenz erhalten wir
nun die Aussage. O

Um das Minimierungsproblem zu lésen, suchen wir einen kritischen Punkt
von MSPE. Wir kénnen dafiir ein Gradienten-Verfahren verwenden:

041 = O, — s VMSPE(6),)

= 0), + .k, { (v 6] F) F}

Wir wollen versuchen, der Idee der Stochastischen Approximation folgend,
hieraus eine Iterationsvorschrift zu motivieren. Sei {xy, uy},-, ein Ereignis
der Markov-Kette. Die Annahme ist nun, dass p so gewahlt ist, dass die in
der Simulation auftauchenden Zusténde nach p verteilt sind.

Die Wahl fiir p ist eine so genannte Invariante Verteilung der Markov-
Kette (Xp),cy, sofern sie existiert [Klel3, Abschnitt 17.6]. Sie ist eine
Verteilung mit

B X1 € Bldu(s) = u(B) = [ Pl Xo € B]dus)
=1p(s)

fir alle B € B(S). Intuitiv heifit das, falls X nach p verteilt ist, so auch alle
folgenden X,,. Unter einigen Bedingungen ist bekannt, dass die Verteilung
der X,, gegen eine Invariante Verteilung konvergiert. Also kann p als ein
Maf} fiir die Haufigkeit der auftretenden Zustédnde gesehen werden.

Sei ab hier

@i = F(x;)

der Feature-Vektor fiir den Zustand x;. Nehmen wir zunéchst an, dass PV ™ (s)
bekannt ist. Dann lautet die Iteration, wenn wir wie bei der stochastischen
Approximation nur ein Sample pro Schritt wihlen um den Erwartungswert
zu nahern:

Ori1 = O+ ap [PV (1) — 0] 1| b (2.22)

Nun ist in der Implementierung PV 7 (s) nicht exakt bekannt — diese
Berechnung ist gerade das Ziel des Verfahrens. Unter technischen Voraus-
setzungen kann man zeigen [TV97, Lemma 6], dass die projizierte Variante
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2. Verstarkendes Lernen

von (2.20) einen Fixpunkt J (in V(F)) besitzt mit®
1T =V7llp2 < elPVT = V7| (2.23)

Wir haben also mit der Linearitat von P

J(s) = PE, zo=s |+ J(s)

i (\)' d;
i=0

d; = R(xk, ug, p+1) + v (Xp41) — J(zk)

(2.24)

Die Abschétzung (2.23) gibt uns mit (2.24) den Anlass nun fir PV7™ die
folgenden Samples zu verwenden:

> ()8 + 6 ¢
i—k
8; = R(i, ui, Tis1) + V0, iv1 — 0] i

Indem wir in (2.22) dies nun fir PV™ einsetzen, erhalten wir

Or11 = O +

i(m)i-kai] o (2.25)

i=k

Diese Iteration lasst sich nun analog zu Abschnitt 2.4.2 in eine rekursive
Alternativ-Form bringen. In diesem Fall benutzen die TD-Fehler §; i.A.
in jedem Schritt der Rekursion (entspricht einem Summanden in (2.25))
eine andere Gewichtung 0, selbst in dem Fall, dass Zusténde nicht doppelt
besucht werden. Sind die Features eher lokal, also sind nur wenige f;(s)
verschieden von Null, wird diese Abweichung reduziert.

In [TV97] wird gezeigt?, dass das Verfahren unter geeigneten Vorausset-
zungen gegen ein J konvergiert, das die Abschédtzung (2.23) erfiillt. Dort ist
ebenfalls ein Divergenzbeispiel fiir einen nicht-linearen Ansatz. Wéahlt man
statt MSPE einen anderen Fehler oder ein anderes Verfahren zur Losung
des Minimierungsproblems, so entstehen andere Verfahren. Eine Ubersicht
ist in [DNP14], auch iiber theoretische Resultate. Siche ebenfalls [BT96, S.
284f1].

8Dort wird v € (0,1) angenommen und nur fiir endliche S gerechnet.
9Eine ausfiithrliche und verallgemeinerte Version ist in [Van98].

42



2.5. SARSA(\)-Verfahren

Um SARSA nun mit Features zu implementieren, muss Q(s, a) an Stelle
von VT approximiert werden: Sei A = {ai}?:()l die Menge der Aktionen.
Wird im Schritt ¢ nun die Aktion ar gewahlt, so ist der Feature-Vektor

¢i = fi(i)lpns; € RM (2.26)
j=1

Anschaulich wird der Feature-Vektor so in m Blocke aufgeteilt, wobei der
Block k£ mit den Werten der Features gefiillt wird, wenn die Aktion ay
eintritt. Alle anderen Blocke bleiben leer. Eine spezielle Wahl von Features,
die fiir Zustand-Aktion-Paare definiert sind, ist natiirlich ebenfalls denkbar,
wird hier allerdings nicht weiter verfolgt.

Zudem é&ndert sich in SARSA nun g in jedem Schritt, da 7 ebenfalls
iteriert wird.

2.5.2. Adaptive Lernratensteuerung

Ein Problem beim TD-Verfahren ist die Wahl der Lernrate ay, da sie um
Konvergenz zu erreichen nicht zu schnell und nicht zu langsam abfallen
darf, siehe (2.18). Es sind zwar Konvergenzaussagen auch fiir konstante
aj bekannt, jedoch funktionieren abfallende Werte in der Praxis und in
Kombination mit Features besser. Dabney und Barto haben eine adaptive
Lernratensteuerung fiir das TD-Verfahren vorgestellt [DB12]. Das heifit
der Wert wird wahrend des Lernens auf Basis erhaltener Daten mit Hilfe
einer Heuristik angepasst. Diese werden wir hier kurz prasentieren und auch
spater verwenden. Das Verfahren geht von einer linearen Approximation der
Wert-Funktion wie oben beschrieben aus. Wir iibernehmen im Folgenden
die Notation von oben, dabei spielt es keine Rolle ob wir Q(s,a) oder V7™
approximieren.

Ziel des Verfahrens ist es, die oy nicht zu grof3 und nicht zu klein zu
wéahlen. Fiir zu kleine « ist die Konvergenz langsam, fiir zu grofie kann
das Verfahren divergieren. Wir beschranken uns auf skalare aj, d.h. eine
spezielle Anpassung pro einzelner Komponente findet hier nicht statt. Die
Idee bzw. Intuition der Lernratensteuerung ist:

Wenn wir im Schritt k& einen neuen Wert der Parameter 0y
berechnet haben, so sollten sich die bisherigen TD-Fehler bei
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0k+1:...

2. Verstarkendes Lernen

einer Neuberechnung mit 0,1 verbessern, in dem Sinne, dass
o; = [7"1' + 79;+1¢i+1] — 0410 (2.27)

gegeniiber
0; = [Ti + 70;¢i+1} — 6] ¢

im Absolutbetrag nicht grofler ist und kein Vorzeichenwechsel
stattfindet, fir ¢ < k.

Ein Vorzeichenwechsel wiirde bedeuten die Lernrate war zu grofl und wir
sind beim Vergleich der neuen Approximation yy1¢;+1 mit der Messung
iiber das Ziel (Gleichheit) hinaus, die Anpassung hétte weniger stark sein

miissen.
Um nun eine Schranke fiir ay zu berechnen, betrachten wir (2.27):

5 = [7“1‘ + 791;r+1¢z‘+1] — 0],
= [T‘i + (), + adrer) ¢i+1} — (O + lrer) " @
= <[7'z + 79/;r¢z‘+1} - 9;@) + agdren (YPit1 — i)

=6; + akéke;— (YPit1 — &:)

(2.28)

Die Bedingung, dass|d;| <|d;| und dass kein Vorzeichenwechsel stattgefun-
den hat, fuhrt fiir den Fall §; = 0 auf 0, = 0. Wenn (5;43; (Y@ir1 — pi) #0
ist, miisste also ap = 0 gewéhlt werden. Sonst ldsst sich fir §; # 0 die
Bedingung schreiben als

o

671' € [07 1]
2.28 0
B ape] (i1 - #) S € [-1,0) (2:29)

7

Ist dgel (Yit1 — i) > 0, so miisste auch hier ay = 0 gewithlt werden.
Fiir dre; (Yir1 — ¢;) < 0 und i = k konnen wir (2.29) umformen und
erhalten

1 -1
0<op<— (2.30)
ep (Vpit1 — i)

= ’eg (YPir1 — @i)
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2.5. SARSA(\)-Verfahren

als dquivalente Bedingung fiir unsere Forderungen fiir ¢ = k. Wir kénnen
die Schranke (2.30) durch geeignete!® i < j mit (2.29) verkleinern:

5
Srep (Yiv1 — &)

Als Heuristik fiir die Schrittweitensteuerung ignorieren wir nun die Félle,
wo nach obigen Forderungen aj = 0 sein miisste und setzen stattdessen

)
akgmin{ ’(Jéiék, 5i#0,€;(v¢i+1—¢i);<0}

en (YPir1 — i) 1} falls ] (yiy1 — ¢i) <0

k1 sonst

min {akl,
af =

Mit Startwert ag = 1.

In [DB12] finden sich numerische Experimente zum Vergleich mit anderen
Schrittweitensteuerungen. Der Vorteil dieser Methode ist, dass der Parameter
ay, vollig entfallt.

%Tn [DB12] wird ein wenig ungenau mit Vorzeichen in Kombination mit Aquivalenzum-
formungen von Ungleichungen umgegangen. Die hier angegebene Wahl berticksichtigt,
dass i.A. sign (0;) # sign (dx) ist, bzw. §; = 0 zuléssig ist. In der Tat ist nicht zu
erwarten, dass die neuen Parameter 8 gleichzeitig eine bessere Approximation fiir
alle s € S ermoglichen.
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2. Verstarkendes Lernen

Algorithmus 2.4 SARSA()), akkumulativ, Lernratensteuerung, Features
Sei A = {ak}zn:_ol. Wir bezeichnen mit ¢(s, a) den Feature-Vektor aus (2.26)
und mit efa] die Indizes kn + 1 bis kn + n von e, wobei a = a.

Input: \,v€[0,1], F: S - R"

a1

2: 0+ 0eR"™

3: repeat

4: (s,a) < Startzustand und erste Aktion der Simulation
5: e+ 0eR"™

6: repeat

7: Fiihre in der Simulation die Aktion a aus

8: s’ «+— Der neue Zustand des Systems

9: r <+ R(s,a,s)
10: a’ < Wihle nichste Aktion mit 87 ¢(s, )
11: d [r + 707—(/5(5’,@’)} — 0" ¢(s,a)
12: ela] < ela] +1
13: if e’ (yo(s',d') — p(s,a)) <0 then
14: o+ min<a,le’ (vo(s',a’) — ¢(s, a))‘ 1}
15: end if
16: 0 < 0+ cedp(s,a)
17: e < \ve
18: (s,a) + (s',a’)
19: until s ist terminal

20: until @ ist Losung
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3. Cebysév- und
Fourier-Approximation

Wir haben in Abschnitt 2.5.1 gesehen, wie wir einen groflen Zustandsraum
S C R? auf die Speicherung eines Koeffizientenvektors 8 reduzieren kénnen,
falls so genannte Features gegeben sind:

F:S—R"
S (f1<3>7f2(3)7--~7fn(5))

Dabei heiflen die f; Basis-Funktionen.
Diese Features sollten im Idealfall folgende Eigenschaften aufweisen:

1. Sie sollten effizient berechenbar sein und die Wert-Funktionen »gut«
approximieren.

2. Die Anzahl sollte moglichst klein sein (hier mit n bezeichnet).

3. Sie sollten von moglichst wenigen Parametern abhédngen, die nicht
automatisch gewéahlt werden (wie A und v bei SARSA).

4. Sie sollten moglichst universell sein, also auf eine breite Klasse von
Zustandsrdumen anwendbar sein.

Es ist tiblich Basis-Funktionen per Hand zu konstruieren, so dass pro-
blemabhdingig eine Reduzierung erreicht wird, die hoffentlich die relevanten
Informationen immer noch darstellt. TD-Gammon [Tes95] konnte erst mit
der Hinzufiigung von speziell gewahlten Features ein Weltklasse-Niveau er-
reichen. Natiirlich sind Methoden wiinschenswert, die nicht einer manuellen
Vorarbeit bediirfen, so dass lediglich eine Belohnungsfunktion, Zustédnde
und Aktionen vorgegeben werden. Es gibt Vorschldge, problemabhéngige
Basen im Verfahren automatisch zu konstruieren (einen Vorschlag, sowie
Verweise auf andere Verfahren finden sich in [MMO7]), allerdings werden
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3. Cebysév- und Fourier-Approximation

wir dies hier nicht weiter verfolgen. In [KOT11] wurden klassische Fourier-
Basen als Features beschrieben und experimentell getestet. Die Fourier-
Basis hat, gemessen an ihrer Einfachheit, in den untersuchten Experimenten
erstaunlich gute Ergebnisse im Vergleich zu bisherigen Basen gezeigt, ob-
wohl sie tiblicherweise fiir periodische Funktionen benutzt wird. Die mit der
Fourier-Basis verwandten Cebysév-Polynome haben in nicht-periodischen
Féllen erfahrungsgemé&f bessere Approximationseigenschaften, was uns ver-
anlasst hat diese als Basis zu testen (Kapitel 4). In diesem Kapitel stellen
wir die Cebysév-Polynome vor und vergleichen sie in einem allgemeinen
Approximationsumfeld mit der Fourier-Basis.

Die Frage der Norm In Abschnitt 2.5.1 haben wir das Stochastische
Gradienten-Verfahren mit Hilfe der L?-Norm bzgl. des MaBes p hergeleitet.
Wie bereits erwihnt, d&ndert sich u jedoch (sofern tiberhaupt existent), so bald
wir 7 iterieren, was im SARSA-Algorithmus in jedem Schritt geschieht. Der
direkte Wechsel von policy evaluation und improvement stellt somit fiir die
Analyse eine Herausforderung dar. Unabhéngig von diesem optimistischen,
schnellen Wechsel ist jedoch nicht gesichert, dass eine bzgl. der L?-Norm
optimale Approximation auch zu Konvergenz gegen eine optimale Strategie
fiihrt: Viele Wert-Funktionen enthalten Zusténde, die zwar in S euklidisch
nahe sind, aber deren Wert sich stark unterscheidet, Unstetigkeiten sind
tiblich. Ist die Approximation @ der exakten Wert-Funktion nun in der
L?>-Norm gut, kénnte der punktweise Fehler dennoch sehr grof sein, zu
grofl um eine Strategie zu verbessern. Es gilt zwar (2.23), allerdings ist die
Strategie
7(s) = argmax Q(s, a)
ac€Ag

nun abhingig von der punktweisen Auswertung und kénnte bedeutend
schlechter sein. Die Forderung punktweiser Genauigkeit im Sinne von ||-||
wéare L™ bzw. gleichméflige Konvergenz. Es wird klar, dass allein die For-
mulierung von direkten, mathematischen Forderungen an eine Basis nicht
trivial ist, zumal iiber die Wert-Funktionen wenig Eigenschaften (bspw.
Stetigkeit) bekannt bzw. realistisch sind.

Wir stiinden also vor der Aufgabe, eine unbekannte Klasse an Funk-
tionen (die Wert-Funktionen) bzgl. einer unbekannten Norm bestméglich
zu approximieren. Um dennoch qualitative Aussagen iiber Fourier- und
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3.1. Definition und elementare Figenschaften

Cebysév-Basen machen zu kénnen, geben wir allgemeine Approximationsei-
genschaften an, die einen Eindruck der Stiarken und Schwichen vermitteln
sollen.

3.1. Definition und elementare Eigenschaften

Sei
F: 831 (0) — R

eine Funktion auf dem Einheitskreis. Wir koénnen eine 2w-periodische Funkti-
on auf R erhalten, indem wir f(z) := F(el®) definieren. Es ist bekannt, dass

sich f in einem gewissen Sinne mit der Fourier-Basis {e”“’ } ’ identifizieren
ne

lasst:

o0
f($) ~ Z Cneinx
n=—oo

Dabei sind zahlreiche Formen der Konvergenz bekannt: Konvergenz in ver-
schiedenen Normen (LP, punktweise, gleichméfBig) unter entsprechenden
Voraussetzungen an f, ebenso wie Konvergenz unter verschiedenen Summa-
tionsarten der Fourier-Reihe (Cesaro- und Abel-Summation). Die Theorie ist
sehr umfangreich mit einem breiten Anwendungsbereich, welcher besténdig
erweitert wird.

Falls f gerade (also F' spiegelsymmetrisch zur x-Achse) ist, fallen alle
ungeraden Anteile der Basis weg und die Darstellung reduziert sich auf

Cn+c_p, fallsn #0

(3.1)
co sonst

f($) ~ Z Qay COS (nx) , Ay ‘= {
n=0

falls die Summationsreihenfolge getauscht werden darf. Mit dem Koordina-
tenwechsel
U:[-1,1] = [0,7], > arccosz

erhalten wir eine Funktion g := f o ¥, welche eine Halfte von F' und wegen
der Symmetrie damit ganz F' darstellt. Fir ¢ € [0,7] gilt somit, wenn
T = cos ¢ ist:

g(x) = f(p) ~ Z an cos (ng) = Z an, cos (narccos x) (3.2)
n=0 n=0
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3. Cebysév- und Fourier-Approximation

Diese Vorgehensweise lasst sich auch umkehren: Falls g: [-1,1] — R ist, so
konnen wir durch

F:0B;(0) —» R, ' — g(cos )

eine Funktion auf dem Einheitskreis definieren und erhalten wieder eine
Identifikation fiir g wie in (3.2), bzw. eine gerade, 2m-periodische Funktion f.

Definition 3.1.1. Firn =0,1,2,... heiflt

T.:[-1,1] - R

x +— cos (narccos x)

das n-te Cebysév-Polynom, wobei arccos: [—1, 1] — [0, 7] bijektiv sein
soll.

Sei p,, die Menge der reellen, eindimensionalen Polynome vom Grad n
oder kleiner.

Es ist To(x) = 1 und T1(x) = x. Dass auch fiir hohere n die Cebysév-
Polynome tatséchlich Polynome im gewohnten Sinne sind, zeigt das folgende
Lemma.

Lemma 3.1. Fir allen=0,1,2,... und alle z € [—1,1] gilt:
Thy1(z) = 22 Tp(x) — Tjp—q) () (3.3)

Beweis. Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Mit dem Additionstheorem folgt
nun fir n > 0:

Toi1(z) + T)—q) = cos ((n + 1) arccos ) + cos ((n — 1) arccos z)
= 2cos (narccos (z)) cos (arccos (z))
=2xTy(x)

O]

Also ist bspw. Th(x) = 222 — 1 und Ty(z) = 82* — 822 + 1. Wir setzen im
Folgenden T}, auf R durch das entsprechende Polynom fort.
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3.1. Definition und elementare Figenschaften

Korollar 3.2. Die Funktionen {T}},_, bilden eine Basis fir p.

Beweis. Der Vektorraum p,, hat Dimension n+ 1. Nach (3.3) hat T}, Grad k,
also ist {T}};_, linear unabhéngig. O

Abbildung 3.1.: Die Polynome T3 bis T5.

Orthogonalitit und Konvergenz

Da die geraden Teile der Fourier-Basis, also {cos (n-) }, o, bzgl. des Standard-
L?-Skalarproduktes orthogonal sind, iibertriagt sich diese Eigenschaft mit
dem Diffeomorphismus

U:(-1,1) - (0,m), > arccos(x)
auch auf die Cebysév-Polynome: Fiir f,g € L? ((0,)) gilt

~ R FEE)g@E) |,
/(Om)fgdA— /(_171)((fg) W) |0 d) = /(_171) L

Dabei bezeichnet A das Lebesgue-Maf. Sei nun
Ly ={f:(-1,1) > R)fo v e L2 ((0,m) }
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3. Cebysév- und Fourier-Approximation

e ! fa)oo)
x)g(x
, = ———dA(x
(Fae = [ D )
das zugehérige Skalarprodukt auf L%, bzw. ||-|| ¢, die zugehérige Norm. Analog
definieren wir die Sobolev-Riume Wy 2. Die néchsten beiden Theoreme
geben Kriterien fiir Konvergenz an, welche von der Fourier-Reihe vererbt
werden.

Theorem 3.3 ([Alt13, Satz 7.12]). Sei f € W$’2 und

n
<fa Tk>\IJ
Pof = ayTe, ap = 2oklw
! ];] <Tk7Tk>\If

Dann gilt
If = Puflly =0 (n°™)

Fiirm =0, also f € L%, gilt P,f — f in L.

Bemerkung. Es ist

. falls & > 0
<Tk,Tk):/ cos? (nz)dz = 4 SR
0 5, fallsk=0

Siehe (3.1) fiir eine Erklarung, warum ay = 2ag fir k # 0.

Wie die Fourier-Reihe, konvergiert also auch also auch die Cebysév-Reihe
in L2 und der Fehler ist von der Regularitit abhiingig. Ist f stetig (differen-
ziebar) lasst sich die Konvergenz punktweise zeigen:

Theorem 3.4. Sei f:[—1,1] — R. Ist f stickweise stetig, so gilt fir
allex € (—1,1)

(z) = e F(y) + limyne £(y) (3.4)

s Fn 2

Falls f stetig ist, gilt P, f — f punktweise. Ist [ stetig differenziebar,
so ist die Konvergenz gleichmdjig. Falls f m-mal stetig differenziebar
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3.1. Definition und elementare Figenschaften

ist, gilt
If = Pafllee = O (n°™)

Bemerkung. Gleichung (3.4) besagt, dass die Cebysév-Reihe an Sprungstellen
gegen den Mittelwert und an stetigen Punkten punktweise konvergiert.
Die Bedingung fiir gleichméfige Konvergenz lasst sich deutlich abschwé-
chen: Es gentigt fiir stetige f, dass f beschrankte Variation hat oder die
Dini-Lipschitz-Bedingung erfiilllt [MHO02, Abschnitt 5.3.2].

Wir werden weiter unten auf diese Konvergenzaussagen zuriickkommen
und ein paar Unterschiede zwischen Fourier- und Cebysév-Reihe illustrieren.
Das néachste Theorem beantwortet die Frage, wie gut die Partialsumme P, f
die Funktion f bzgl. einer Norm approximiert.

Theorem 3.5 ([MH02, Abschnitt 5.4]). Sei (V,||-||), V C L3 ein nor-
mierter Funktionenraum mit p, CV und P,: V — p, wie oben. Ist P,
bzgl. ||-|| stetig, so gilt fir f € V:

I = Bufl < (112l mind  — ]
If = Pufll <[11 = Pyl min||f — p||
PEPn
Dabei ist||P,|| die induzierte Operator-Norm.

Bemerkung. Das Minimum existiert, da

n
lall, =|>_ aizi
=0

, a=(ag,...,an)

eine Norm auf R"™! definiert und deswegen die Funktion

n
¢: R SR ars ‘f—zaixi
i=0

stetig ist, d.h. sie nimmt bspw. auf der kompakten Menge

{acr < Jo(a)] <111}

ein (globales) Minimum an.
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3. Cebysév- und Fourier-Approximation

Es ist also garantiert, dass die Approximation in einer gewissen Néhe
einer optimalen Approximation ist. Die Aussage folgt aus einer analogen
Aussage fiir die Fourier-Basis. Dort ldsst sich weiter zeigen, dass fiir

V ={f:R—R| [ stetig und 27-periodisch}

die entsprechende Partialsumme F;, in der Operatornorm, verglichen mit
allen linearen Projektionen H, in die trigonometrischen Polynome, ein
Minimum darstellt:

Die Fourier-Reihe konvergiert also »am schnellsten« in dieser Klasse, wahrend
fiir Polynome die Resultate nicht direkt ibertragbar sind, obwohl die Praxis-
Erfahrungen dies vermuten lassen. Es sind zumindest einige Klassen bekannt,
fiir welche die Cebysév-Polynome ebenfalls optimal sind [MHO02, Abschnitt
5.6].

Die Cebysév-Polynome spielen auch in der Funktionsinterpolation eine
wichtige Rolle. Die Eigenschaften konnen elegant und &dhnlich zur hier
beschrieben Orthogonalitit dargestellt werden, worauf wir hier allerdings
nicht weiter eingehen, da bei der Approximation der Wert-Funktion die
Stiitzstellen nicht frei wahlbar sind, sondern die Samples durch die besuchten
Zustidnde entstehen. Die Interpolationseigenschaften und vieles Weitere
findet sich in [MHO02], sowie in Standard-Lehrbiichern der Numerik.

Verhalten am Rand und an Sprungstellen

In diesem Abschnitt werden wir uns exemplarisch an drei Beispielen das
Verhalten der Partialsummen von Fourier- und Cebysév-Reihe anschauen.
Es werden einige Phdnomene sichtbar, die aus der Praxis fiir diese Basen
bekannt sind.

Wir schauen uns Funktionen

f:-1,1] =R
an und berechnen die Cebysév-Koeffizienten

(f, Tk)

ap = ——"—, k=0,...,n
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3.1. Definition und elementare Figenschaften

bzw. wird die Funktion fiir die Fourier-Reihe mit einer affinen Projektion
von [0, 7] auf [—1, 1] verkettet und gerade nach [—m, 7] fortgesetzt:

~ 2
= —lz| —1
fw) = 1 (21a1 1)
Danach sind die Koeffizienten fir die Kosinus-Reihe:

bo::;_/oﬂf(x)cos(Ox)dx:71r/0ﬂf
bk::i/owf(az)cos(kx)dx, E=1,....n

(z)dz

Bemerkung. Diese Vorgehensweise werden wir auch fiir die Benutzung als
Features verwenden, wie in [KOT11] beschrieben.

-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0

Abbildung 3.2.: L?-Bestapproximation fiir die Fourier-Basis oben und die
Cebysév-Basis unten fiir f.

Das erste Beispiel ist f(z) := exp(x) tan(z). Diese Funktion ist auf [—1, 1]
glatt, daher erwarten wir nach Theorem 3.4 sehr schnelle, gleichmafBige
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3. Cebysév- und Fourier-Approximation

k| 0 1 2 3 4 5
a, | 0.0146  1.0386  0.7600  0.5534  1.0368  0.8038
be | 04748 —1.3528  0.6381 —0.4144  0.2414 —0.1859

Konvergenz. Abbildung 3.2 zeigt die Approximation fiir n = 5. Die Cebysév-
Approximation hat einen maximalen Fehler der Ordnung 10~2 wihrend die
Fourier-Basis die eher geraden Teile nicht gut darstellt und am Rand (rechts)
einen groferen Fehler hat. Der Grund ist, dass in der Fourier-Darstellung dort
tatsdchlich kein Rand ist, sondern die Funktion periodisch fortgesetzt wird.
Die nach unten gehende Kurve deutet dies an. Es liegt jedoch punktweise
Konvergenz vor und wegen der beschrénkten Variation ebenfalls gleichméfige,
wenn auch langsamer.

1.0 1.0
0.8 05
0.6
0.0
0.4
02| 7 —05
0.0 ~1.0
1.0 1.0
0.8 05
0.6
0.0
0.4
0s| 05
00l 10
10 _—05 00 0.5 10 -10 —05 00 0.5 1.0

Abbildung 3.3.: L?-Bestapproximation fiir die Fourier-Basis oben und die
Cebysév-Basis unten fiir f; links und f rechts.

Die anderen Beispiele sind

fi(x) = Va3 + 22, fo(x) =signz
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3.2. Approximation in héheren Dimensionen

Dabei ist f in 0 nicht differenzierbar und fy ist stiickweise konstant mit einer
Sprungstelle in 0. Abbildung 3.3 zeigt die Approximation fiir n = 10. Fir f;
zeigt sich an den Réndern das gleiche Bild wie bereits beim ersten Beispiel.
In diesem Fall scheint allerdings die Fourier-Basis an der Stelle 0 besser
zu sein, wihrend die Cebysév-Polynome die anderen Stellen mit weniger
Schwingungen darstellen. In beiden Fallen liegt gleichméafiige Konvergenz
Vor.

Im Fall von fy zeigt sich an der Sprungstelle zuerst, dass der Wert der bei-
den Approximationen dem Mittelwert aus (3.4) entspricht. In allen anderen
Punkten ist die Konvergenz punktweise. Es wird auflerdem ein bekann-
tes Problem sichtbar, dass als Gibbssches Phdanomen bekannt ist: An der
Sprungstelle schwingt die Fourier-Basis iiber. Betrag und Richtung bleiben
dabei unabhéngig von n gleich, nur die Breite wird kleiner. Die Konvergenz
ist somit — sieht man von dem Fehler in 0 ab — nicht gleichmé&fig son-
dern hat immer einen nach unten beschrinkten, maximalen Fehler. Dieses
Uberschwingen {ibertrigt sich auch auf die Cebysév-Darstellung.

Die Beispiele deuten an, dass im direkten Vergleich Cebysév-Polynome
der Fourier-Basis vorzuziehen sind, falls die zu approximierende Funktion
nicht von einer besonderen Periodizitidt gekennzeichnet ist. Sind die Funk-
tionen nur stiickweise stetig und haben Sprungstellen, bekommen beide
Basen Probleme, die insbesondere fiir die Darstellung der Wert-Funktion
die bereits beschriebenen, schlechten Auswirkungen auf ein policy improve-
ment haben kénnten: Zustdnde nahe der Sprungstelle haben einen grofien
Approximations-Fehler.

Bemerkung. Das Uberschwingen ist bei einem Interpolationsansatz mit
Hilfe der Cebysév-Polynome in diesem Fall geringer. In der Literatur sind
auBlerdem Methoden bekannt, um das Phdnomen zu ddmpfen [Can+-06, S.
56ff].

3.2. Approximation in hoheren Dimensionen

In diesem Abschnitt werden wir die Ceby$év- und Fourier-Basen in ho-
here Dimensionen iibertragen und die Benutzung im Zusammenhang mit
Zustandsrédumen darstellen.

Da eine exakte Konvergenz-Analyse nicht Ziel dieses Kapitels ist, haben
wir uns fiir die Angabe der Konvergenz-Eigenschaften auf den eindimen-
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3. Cebysév- und Fourier-Approximation

sionalen Fall zur Einfachheit beschriankt. Viele Eigenschaften des vorigen
Absatzes tibertragen sich jedoch bei geeigneter Anpassung der Vorausset-
zungen auf den mehrdimensionalen Fall. Fiir einen Einblick und Referenzen
zu detailierteren Abhandlungen siehe [MHO02, Abschnitt 5.3.3].

Wir wéhlen zur Einfachheit hier in jeder Dimension die gleiche Approxi-
mationsordnung n und erhalten fiir € [—1, 1]d die Basis-Darstellung

T~ Z acTe, (x1)Tey(x2) - oo Tey(z4) (3.5)
c<n
Wobei die Summe iiber alle ¢ = (c1,...,¢q) | € Némite¢; < nfiri=1,...,d

gemeint ist. Sei
T.:[-1,1]¢ = R
x — T (x1)Tey(x2) - ... - Tey(xq)
Wir nehmen an, dass
S Clay,b1] x [ag,ba] X ...[ag,bq], deN
ist mit a;,b; € R und a; < b; fir i = 1,...,d. Durch die affine Abbildung
p: S — [-1,1]¢

(81,...,Sd)’—><281_b1 Sd_bd—l)

-1,...,2
bl—al ’ ’ bd—ad

werden wir S auf den Wiirfel [—1,1]% abbilden. Wenn nun {¢}Y eine
Aufziahlung der Koeffizienten ¢ aus (3.5) ist, so definieren wir die Feature-
Funktion mit Ordnung n als:

F.:S > RY
s ((Te 0 9)(), -, (Tey 0 ¥)(5))

Also eine Aufreihung aller Basis-Funktionen aus (3.5) ausgewertet an der
Stelle s.

Fiir die Fourier-Reihe nehmen wir entsprechend an, dass 1) affin nach
[0, 7] abbildet. Wir setzen die Funktion gerade und 27-periodisch fort. Dort
ist die Darstellung wegen exp (z) exp (y) = exp (x + y):

Fft S — RN
s+ (cos (C1T1,D($)> y.-.,COS (CNT¢(S)>>
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3.3. Ausgediinnte Basen

3.3. Ausgediinnte Basen: Hyperbolisches Kreuz

Ein Problem bei der Erweiterung auf d Dimensionen ist, dass bei Ordnung n
die Anzahl an Features (n+ 1)? betriigt. Fiir groBe d ist die Berechnung also
schnell nicht mehr handhabbar (Curse of Dimensionality). Einen Losungs-
vorschlag den wir hier testen mochten, ist die Ausdiinnung der Basis an Hand
des Hyperbolischen Kreuzes: Statt die Basisfunktionen mit Indizes ¢; < n
fir ¢ = 1,...,n zu wahlen, beschrinken wir uns auf die Indexmenge

H(rx):={ee N[ (s +1) ... (cat ) Sw+1, [lef o <n}

Bemerkung. Es ist iiblich die Beschrankung||c|| ., < n wegzulassen, allerdings
war diese Verfeinerung in der gewéhlten Implementierung leicht umsetzbar.
Mit n = k entspricht dies der iiblichen Definition.

100

80

60

40

0 20 40 60 80 100

Abbildung 3.4.: Die Punkte in H(150) fiir n = 100 und d = 2.

Wiéhrend im eindimensionalen Fall klar ist, in welcher Reihenfolge bzgl.
Konvergenz die Basis-Funktionen hinzugefiigt werden (aufsteigender Ord-
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3. Cebysév- und Fourier-Approximation

nung), so ist die Wahl in hoheren Dimensionen nicht mehr eindeutig. Es
hat sich gezeigt, dass Basen, eingeschrankt auf das Hyperbolische Kreuz,
hdufig immer noch sehr gute Approximationseigenschaften haben, auch im
Vergleich zum Tensor-Ansatz oben. Der Grund ist, dass die Koeffizienten
unter gewissen Glattheitsbedingungen mit dem Produkt der Ordnungen
bzw. Frequenzen abfallen [Hal92]. Wir erreichen also mit einer reduzierten
Anzahl von
[H(r)| = O (k27" (log (1 + 1))

Basis-Funktionen eine gute Approximation.

Bemerkung. Der Faktor 2~¢ kommt hinzu, da wir wegen der geraden Fort-
setzung die Frequenzen/Ordnungen aus N¢ statt Z¢ wihlen.
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4. Numerische Experimente

Wir werden in diesem Kapitel die Cebysév-Polynome an Hand von drei
Beispielen als Features im SARSA-Algorithmus testen, wihrend die Fourier-
Basis, wie in [KOT11] beschrieben, als Vergleich dienen soll. Wir tibernehmen
die Wahl der Beispiele, um an die Experimente dort mit anderen Basis-
Funktionen ankniipfen zu kénnen.

4.1. Das Labyrinth-Problem

In diesem Problem muss gelernt werden in einem Labyrinth zu einer festge-
legten Stelle zu gelangen. Das Labyrinth wird durch Blécke modelliert und
ist endlich. Ein Block ist entweder eine Wand, ein Weg, das Ziel oder eine
Grube, welche vermieden werden muss. Befindet sich das System an einer
Stelle (z,y) € N? (dem Zustand), so sind je nach Situation der Winde die
vier Aktionen »oben«, »unten«, »links« und »rechts« moglich und bewe-
gen das System in der entsprechenden Richtung einen Block weiter. Beim
Ziel-Block und den Gruben handelt es sich um terminale Zusténde. Ziel
der Aufgabe ist es, moglichst schnell zum Ziel zu gelangen. Die Belohnungs-
Funktion wird gewéhlt als

—1 falls s’ ein Weg ist
R(s,a,s) :=<{¢ —A falls s’ eine Grube ist

0 sonst

wobei A > 0. Mit der Wahl v := 1 erhalten wir so ein Stochastisches-
Kiirzeste-Wege-Problem, wobei die Zustandsdynamiken deterministisch sind.

Beispiel: Einfaches Labyrinth

Abbildung 4.1 zeigt das 8 x4-Labyrinth, welches wir im ersten Schritt testen
mochten. Der Zustandsraum ist endlich, wird allerdings fiir die Benutzung
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4. Numerische Experimente

mit Cebysév- bzw. Fourier-Features als kontinuierlich aufgefasst. Die Aus-
wertung findet immer nur an diskreten Stellen statt.

Abbildung 4.1.: Das Test-» Labyrinth«

In Abbildung 4.2 sind die Ergebnisse der Cebysév-Basis: Es wurde getestet,
wie viele Schritte der SARSA-Algorithmus (A = 0.9) bei einer Folge von
Episoden bendtigt. Auf der x-Achse ist die Nummer der Episode und auf der
y-Achse die bendtigen Schritte in dieser Episode. Diese Werte wurden iiber
100 Wiederholungen des Experiments gemittelt und mit Standardabweichung
als Fehler-Balken angegeben.

Nach bereits drei Episoden ist in beiden Féllen ein gutes Ergebnis erreicht
und der Algorithmus hat nach fiinf Episoden einen optimalen Weg (17
Schritte) gefunden und eine Standardabweichung von 0 in allen folgenden
Episoden. Fiir n = 4 ist die Schrittzahl etwas instabiler am Anfang, insbe-
sondere sind mehr Schritte in den ersten Episoden nétig. Es ist zu beachten,
dass die Anzahl an Features sich von 10 (n = 4) auf 14 (n = 5) vergrofert
hat und |S| = 32 ist.

Die Fourier-Basis erreichte in diesem Experiment fiir n < 6 nicht das
Ziel (Abbruch nach 1000 Schritten in jeder Episode), auch die Ausdiinnung
der Basis war fiir kleinere n nicht erfolgreich. In Abbildung 4.3 sind die
Ergebnisse der Fourier-Basis fir n = 6 (46 Features) und n = 10 auf
H(10) (29 Features) zu sehen. Die Ergebnisse sind vergleichbar mit den
Cebysév-Polynomen darunter. Beide Verfahren konvergieren nach maximal
fiinf Episoden gegen eine optimale Strategie, wobei die ausgediinnten Basen
trotz niedrigerer Featureanzahl besser sind. Die Fourier-Basis zeigt bei n = 6
leichte Instabilitaten.
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4.1. Labyrinth
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Abbildung 4.2.: Cebys$év-Basis mit n = 4 auf H(4) oben, bzw. n = 5 auf
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Abbildung 4.3.: Fourier-Basis oben mit n = 6 links und n = 10 rechts auf
H(10). Cebysév-Basis unten mit gleicher Konfiguration.
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4. Numerische Experimente

Beispiel: Labyrinth mit Grube
Das Labyrinth aus Abbildung 4.4 stellt ein Negativbeispiel dar.

Abbildung 4.4.: Labyrinth mit Grube

Der SARSA-Algorithmus hat mit Ceby$év- und Fourier-Features fiir
groflere A kein brauchbares Verhalten gezeigt: Entweder wurde das Ziel
nicht erreicht (Abbruch nach 1000 Schritten), oder die Episode endete in
der Grube. In einigen wenigen Fillen wurde der optimale Weg gefunden.
Eine plausible Erklarung fiir diese Beobachtungen liefert das Verhalten der
Basen an Sprungstellen. Bei diesem diskreten Zustandsraum ist Stetigkeit
zwar nicht definiert, allerdings ist der Erwartungswert fiir die Belohnung
an Ziel und Grube stark unterschiedlich. Die nicht-lokalen Auswirkungen
von Updates auf 0 beeinflussen alle Werte in der Ndhe der Grube, so auch
das Ziel. Liegt der Auswertungspunkt (S wird kontinuierlich eingebettet)
nun ungiinstig (Gibbsches Phénomen), wird der Schritt ins Ziel nicht als
glinstig angesehen, bzw. scheint ein moglichst frithes Enden in der Grube
als optimal.

Das dies tatséchlich ein Problem der gewéhlten Approximation an die
Wert-Funktion ist, zeigt der Vergleich mit der exakten Abspeicherung, also
ohne Features: In diesem Fall erreicht der Algorithmus mit Hilfe einer e-
Strategie nach weniger als 100 Schritten eine optimale Strategie. Die grofien
Differenzen verursachen den gewéhlten Features Probleme’.

!Eine mogliche Idee um dies zu verbessern, ist die Auswertung und Mittelung an mehreren
Punkten, welche alle zum selben Block gehéren. So kénnten die Uberschlige evtl.
herausgemittelt werden.
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4.2. Mountain Car

4.2. Das Mountain-Car-Problem

Wir wenden uns dem bekannten Mountain-Car-Problem zu: Ein Auto steht
in einem Tal (eindimensional) und soll es verlassen, allerdings ist nicht genug
Kraft vorhanden, um die Steigung direkt zu bewaltigen. Der Algorithmus
soll einen Weg finden, die nétige Geschwindigkeit zu erreichen. Die Losung
besteht aus mehrmaligem Vor- und Zuriickfahren, was selbststédndig erlernt
werden wird. Abbildung 4.5 ist ein Plot der verwendeten Funktion fiir das
»Tal«.

Abbildung 4.5.: Das Rechteck (Auto) mochte trotz schwachem Motor das
Tal verlassen bis zur Stelle, die mit dem Pfeil markiert ist.

Der Zustandsraum ist S = [—1.2,0.6] x [—-0.07,0.07], wobei die erste
Koordinate die Position und die zweite die Geschwindigkeit darstellt. Ein
terminaler Zustand ist erreicht, falls die Position gréfer als 0.5 ist. In jedem
Zeitschritt bestehen nun drei Aktionsmdglichkeiten: Beschleunigung nach
vorne, nach hinten oder keine Beschleunigung. Die Systemdynamiken sind
in [SB98, S. 214] beschrieben, dabei wird Geschwindigkeit und Position
entsprechend S beschrankt. Der Startzustand ist (—0.5,0) und wir benutzen
v = 1. Als Belohnungswert wihlen wir

0 falls s’ terminal ist

—1 sonst

R(s,a,s") = {
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4. Numerische Experimente

und erhalten somit ebenfalls ein Stochastisches-Kiirzeste-Wege-Problem mit
deterministischen Zustandsdynamiken. Allerdings ist nun der Zustandsraum
nicht mehr endlich.

In Abbildung 4.6 sind die Schrittzahlen pro Episode fiir Fourier- und
Cebysév-Basis mit n € {5,16} zu sehen. Die Feature-Anzahl betrigt 36 bzw.
289. Auf eine Mittelung wurde verzichtet, da die jeweiligen Experimente kein
einheitliches Bild zeigten. Das Streudiagramm soll einen Eindruck von den
Schranken der erreichten Schrittzahlen vermitteln. In den ersten Episoden
fallt die bendtigte Schrittzahl bis zum Erreichen des Ziels in der Regel auf
die Groflenordnung 200, was das Ergebnis aus [KOT11] bestétigt. In den
Episoden 20 bis 100 bleiben die Schrittzahlen mit der Fourier-Basis zwar
meistens um oder unter 200, allerdings gibt es einige schlechte Durchlau-
fe/Ausreifier und zum anderen wird keine Stabilitét erreicht. Der Plot fiir die
Cebysév-Polynome zeigt hier eine hohere Stabilitit und bessere Ergebnisse:
Die Schrittzahlen bleiben ab etwa Episode 30 relativ konstant — wenn auch
pro Durchlauf auf unterschiedlichen Werten — und es werden Strategien
berechnet, die schneller sind (bis zu einer Lésung mit 104 Schritten?).

Die Ergebnisse fiir n = 80 auf dem Hyperbolischen Kreuz mit 373 Features
sind in Abbildung 4.7 zu sehen. Die Cebysév-Basis erreicht ebenfalls bessere
Schrittzahlen und féllt dabei schneller ab. Zudem ist die Bandbreite der
erreichten Schrittzahlen geringer. Im Gegensatz dazu streut die Fourier-Basis
starker und fallt auBerdem kaum unter 200.

Der einzige Teil des Experiments, der vom Zufall abhéangt, ist im policy
improvement. Wir benutzen zwar keine e-Strategie, allerdings wird bei der
Wahl einer maximierenden Aktion

arg max (s, a)
a€As
unter allen maximalen eine zufillige gezogen. Dieser Schritt ist Ausloser
fiir die stark unterschiedlichen Verldufe und zeigt, dass die Verfahren nicht
stabil bzgl. dieser Wahlen sind. Es spielt fiir das erreichte Endergebnis eine
Rolle, welche Wahlen getroffen werden. Wenn Konvergenz zu einer stabilen
Losung vorhanden ist, dann nicht innerhalb der ersten 100 Episoden.

Die besten dem Autor bekannten Ergebnisse aus der Literatur liegen bei 103.
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Abbildung 4.6.: Fourier-Basis oben mit n = 5 links und n = 16 rechts.
Cebysév-Basis unten mit gleicher Konfiguration.
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Abbildung 4.7.: Fourier-Basis oben mit n = 80 auf H(80). Cebysév-Basis
unten mit gleicher Konfiguration.
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4. Numerische Experimente

4.3. Der Acrobot

Das letzte betrachtete Problem ist eine vereinfachte Modellierung einer
Aufgabe, die auch vielen Menschen Schwierigkeiten verursacht: Der Auf-
schwung an einem Reck. Die Modellierung besteht aus zwei festen Stangen,
die durch ein Gelenk miteinander und mit einem weiteren Gelenk an einem
festen Punkt verbunden sind, sieche Abbildung 4.8. Das Ziel besteht darin, in
moglichst kurzer Zeit mit der Spitze der Stange iiber die Horizontale hinaus
zu gelangen.

Abbildung 4.8.: Der Acrobot muss mit dem Ende iiber die gestrichelte Ho-
rizontale hinaus.

Der Zustandsraum ist S = [—, 7% x [—4m, 4] x [~97, 97] und beschreibt
die beiden Winkel und deren Winkelgeschwindigkeiten. Die terminalen
Zustande sind die mit

—cos (01) —cos (61 +62) > 1

Die Belohnungsfunktion wéhlen wir wie beim Mountain-Car, auch ist v = 1.
Im System stehen drei Aktionen zur Wahl, die angeben in welche Richtung
bzw. oder ob ein Drehmoment am mittleren Gelenk angesetzt werden soll. Die
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4.3. Acrobot

Systemdynamiken werden mit Hilfe einer gewdhnlichen Differentialgleichung
berechnet, wobei das klassische Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung
verwendet wurde. Eine Beschreibung der Differentialgleichungen ist bspw.
in [SB98, S. 271]. Wir starten mit (0,0,0,0)", also in Ruhe hingend.

1000 frmmms o=+ ¢ e cm e e eeem 1000 = -+ = -
800 | - .. L ’ 800 [
600 5 . L 600 b ©
400 400

200 200 [0

1000 [ 1000 [N

800 | - 800
600 | 600

00

-
e oo Lot
200 [z ot

0 20 40 60 80

Abbildung 4.9.: Fourier-Basis oben mit n = 5 links und n = 7 rechts.
Cebysév-Basis unten mit gleicher Konfiguration.

Zunéchst die Ergebnisse fiir n € {5, 7} mit Featurezahl 1296 bzw. 4096. In
Abbildung 4.9 setzt sich das Verhalten aus dem Mountain-Car-Experiment
fort, jedoch mit einigen Besonderheiten. Fiir n = 5 tauchen in beiden Basen
Episoden auf, die zwischenzeitlich nicht das das Ziel erreichen, was an den
Punkten auf der Hé6he 1000 zu erkennen ist, dort wurden Episoden abgebro-
chen. Die Fourier-Basis hat hier bessere Streueigenschaften. Dieses Problem
wird mit n = 7 besser und es zeigen sich wieder die bereits beschriebenen
Streueigenschaften. Dabei werden in beiden Basen Strategien erreicht, die
nur ca. 65 Schritte bendtigen, mit einem Minimum bei der Cebysév-Basis
von 62 Schritten?.

In Abbildung 4.10 wurde fiir n = 50 auf H(50) mit 1264 Features getestet.
Die Cebysév-Polynome zeigen wie schon beim Mountain-Car-Problem eine
geringe Streuung, ein gutes Ergebnis (Miniumum bei 63) und einen schnellen

3Die besten dem Autor bekannten Ergebnisse aus der Literatur liegen bei 61.
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4. Numerische Experimente

Abfall der Schrittanzahlen. Anders als vorher hat auch die Fourier-Basis
hier gute Ergebnisse, wenn auch die Ausreifier etwas hiufiger sind.
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Abbildung 4.10.: Fourier-Basis oben mit n = 50 auf H(50). Cebysév-Basis
unten mit gleicher Konfiguration.

1000 [z

so0 [ 0
600
400

200

1000 [~
800 [
600 i -
400
200 fr :
L
(TH T
0
0 20 40 60 80 100

Abbildung 4.11.: Fourier-Basis oben mit n = 9 (10000 Features) und
Cebysév-Basis unten mit gleicher Konfiguration.
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Fazit und Diskussion der Experimente

In den getesteten Beispielen hat die Cebysév-Basis sich als mindestens
vergleichbar gute und in der Regel sogar als bessere Basis gegeniiber der
Fourier-Basis gezeigt. Zusammen mit dem Hyperbolischen Kreuz wurden in
praktikabler Rechenzeit brauchbare Schrittzahlen erreicht, die im Vergleich
zur Fourier-Basis weniger bis gar keinen Schwankungen unterlagen.

Eine Information, die die gewahlten Streudiagramme nicht abbildet, ist
wie oft und in welchem Zusammenhang Ausreifler auftreten. Bei aufeinan-
derfolgenden Punkten gleicher Hohe ist nicht ablesbar, ob diese zu einem
Durchgang gehoren und wie oft diese Schrittzahl in der entsprechenden Epi-
sode erreicht wurde?. Dennoch liefern die Streudiagramme ein deutlicheres
Indiz fiir die Kapazitidten und Probleme der Basis, als gemittelte Werte: Da
die Schrittzahl pro Episode sowie deren Verlauf stark schwanken, wiirden so
Schrittzahlen gemittelt, die nach verschiedenen Anzahlen von Lernschritten
und Wahlen von maximierenden Aktionen entstanden sind.

Das gewdhlte Testverfahren zielte wie auch in [KOT11] auf Einfachheit ab.
Es sind zahlreiche weitere Untersuchungen in jedem einzelnen Experiment
denkbar und auch in sofern interessant, um Stérken und Schwéchen noch
besser zu verstehen. Das Gruben-Beispiel des Labyrinths zeigt, dass die Basen
keineswegs universell einsetzbar sind und bereits an einfachen Problemen
scheitern kénnen. Allerdings waren die Ergebnisse deutlich besser, wenn A
so gewahlt wurde, dass die Belohnung fiir die Grube nur knapp schlechter
war, als der Weg zum Ziel. Die Probleme der Basen bei grofie Gradienten
sollten moglichst einfach demonstriert werden. Das Labyrinth bietet eine
einfache Moglichkeit, um Wert-Funktionen mit einer bestimmten Geometrie
zu erzeugen.

Eine weitere Fragestellung, die nicht beantwortet wurde, ist, ob und wie
die Eigenschaften in Problemen mit héherer Dimension iibertragbar sind.
Die Versuche mit dhnlich einfachen Ansétzen (Ordnung und Hyperboli-
sches Kreuz variieren) wie hier, hatten alle das Problem, dass nicht eine
Episode in einem terminalen Zustand beendet wurde, sondern immer das
Episodenlimit — welches sehr weit von einer optimalen Strategie entfernt
ist — erreicht wurde. Interessant wére, was die Griinde dafiir sind und ob

4Aus den Einzelverliufen, die hier nicht abgebildet sind, zeigt sich, dass die Cebysév-Basis
im Gegensatz zur Fourier-Basis haufig eine gleichbleibende Schrittzahl erreicht.
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4. Numerische Experimente

eine einfache Korrektur moéglich ist.

Wie bereits in [KOT11] beschrieben, scheint die Fourier- bzw. Cebysév-
Basis als Wahl fiir allgemeine Tests niitzlich zu sein, da sie im Vergleich zu
anderen Basen einfach definiert und berechnet werden kann, wiahrend die
erzielten Resultate gut oder sogar besser sind, inbesondere mit der einfachen
Basis-Ausdiinnung durch das Hyperbolische Kreuz (ein Parameter).
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A. Implementierung

Die Experimente wurden aufbauend auf der Python-Software-Bibliothek
RLPy [Ger+13] implementiert. Diese Bibliothek stellt verschiedene Test-
Probleme, Strategie-Wahlen, Schrittweitensteuerungen, Basis-Funktionen
usw. in einer modularen Art und Weise zur Verfiigung. Die Zufallsgeneratoren
werden so initialisiert, dass eine exakte Reproduktion der Ergebnisse moglich
ist.

Anderungen an RLPy Die verwendete Version unterscheidet sich von
der Release-Version zum einen durch eine fehlerbehobene Schrittweitensteue-
rung nach Dabney und zum anderen, neben einigen kleineren Korrekturen,
durch eine Implementierung der Cebysév-Basis-Darstellung und der Aus-
wertung auf dem Hyperbolischen Kreuz. Die (eindimensionalen) Cebysév-
Polynome werden von NumPy [J+01] an den entsprechenden Stellen berech-
net und fiir die Tensor-Variante mit Hilfe des dufleren Produktes schnell
berechnet. Auflerdem wurde die in [KOT11] beschriebene Vor-Skalierungs-
moglichkeit umgesetzt.

Das Hyperbolische Kreuz hat sich als Python-Modul als zu langsam fiir die
Experimente herausgestellt und wurde daher in C implementiert (zu finden in
rlpy/rlpy/Tools/crosscalc.c). Bei der Initialisierung der Klasse werden
die Koeffizienten aus dem Kreuz in einer hierarchischen Liste gespeichert,
so dass durch eine Wiederbenutzung bereits berechneter Teilfaktoren in der
Auswertung Zeit gespart werden kann (Teilfaktoren tauchen in mehreren
Basis-Funktionen auf).

Alle Daten aus den Experimenten, die Programme die zur Durchfithrung
ebendieser benutzt wurden, die Python-Skripte, die zum Plotten verwendet
wurden, sowie die IWTEX-Dateien (mit Abbildungen etc.) befinden sich auf
der beigelegten Compact Disk.
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Clenshaw-Algorithmus fiir
Cebysév-Partialsummen

In diesem Abschnitt beschreiben wir die numerische Implementierung und
Stabilitdt der Berechnung von

x) = zn:aka(m), x € [-1,1]
k=0

Die Berechnung erfolgt mit Hilfe des Clenshaw-Algorithmus und der Rekur-
sionsbeziehung (3.3).

Algorithmus A.1 Clenshaw-Algorithmus fiir Cebysév-Polynome
Input: (ap,a1,...,a,), n>0und z € [—1,1]
Output: >}, aka( )
: b2 <=0, bpy1 <0
forallk =n,n—1,...,1,0 do
b < 2xby1 — bryo + ag
end for
return by — b1z

Theorem A.1. Algorithmus A.1 ist korrekt und bendétigt 3(n + 2) ele-
mentare Rechenoperationen.
Beweis. Es gilt ap, = by — 2abgy1 + bgyo fir k= 0,1,...,n. Dann ist

n

z": arpTy(x) = Z (b — 2xb11 + br12) Ti(x)

k=0

n n+1 n+2

= b Ti(z) = > b2 Tpoi(z) + > bpTha()
k=0 k=1 k=2
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n+2
Siehe (3.3) = (bp + b1z) — b12z + Z b, (Tk(ac) — 22Ty _1(x) + Tk_z(:v))
k=2 ~7

= bo —bl:L’

In jedem Schritt der Schleife sind drei Rechenoperationen, plus zwei am
Ende. Mit dem Speichern von 2z folgt die Behauptung. O

Wir schlieflen den Abschnitt mit einer Abschiatzung des Rechenfehlers.

Theorem A.2 ([MH02, Abschnitt 2.4.2]). Seien by die berechneten
Werte von by, und

b, = 2xbjr1 — b + ai, — &

der Fehler in Zeile 3. Sei S,, die exakte Losung und S, = by — xb; die
gestorte. Dann gilt

0= 5a| <l &= (eor-en)

Beweis. Sei 0y, = by, — bi,. Dann gilt
Op = 2z (karl — 5k+1) - (bk+2 - 5k+2) + &k = 22041 — Opr2 + &k

Also erfiillt §; die gleiche Rekursionsgleichung wie by, jedoch mit g5 an Stelle
von ag. Da wir annehmen, dass d;11 = g2 = 0 ist, gilt somit

50 — x51 = Z Eka<1‘)
k=0

und wir erhalten

S = 8| = ‘(bo —aby) — (bo — b1 )| =10 — 281| = |3 exTi(x)
k=0
Wegen |T;(x)] <1 < S Jerl [Tilo)| < max [Ti()] Y lewl < D lewl = el
k=0 k=0 k=0
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