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1 Einleitung

In vielen realen Problemen der Datenanalyse treten grofle Mengen hochdimensionalen Daten
auf. Zur Analyse dieser Daten bend6tigt man leistungsfahige Verfahren und Algorithmen, die
diese Datenmengen in kurzer Zeit schnell und effizient auswerten.

Viele dieser Verfahren und Algorithmen aus den Bereichen des Data-Minings, des maschi-
nellen Lernens und der statistischen Lerntheorie beruhen auf der Tatsache, dass hochdimen-
sionale Daten héufig auf einer niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeit liegen. Dies bedeutet,
dass man die Daten einfacher beschreiben kann. H&ufig lassen sich diese Daten sogar als
Teilmenge des zwei- oder dreidimensionalen Raums beschreiben. Ein Beispiel dafiir ist die
Bewertung von Crashtest-Simulationen. Der Raum der Simulationsergebnisse kann dabei
eine Dimension von 150.000.000 (fiir 3.000.000 Finite-Elemente-Konten und 50 simulierten
Zeitschritten) annehmen und kann, je nachdem welches Bauteil des Autos analysiert wird,
auf zwei oder drei Dimensionen reduziert werden [Sim]. Durch diese Reduktion der Dimen-
sion der Ergebnisse kann man beispielsweise mehrere Simulationen durchfithren um heraus-
zufinden, welche Koordinaten die Aufhingung einer Stofistange haben sollte. Dabei lassen
sich die gewonnenen Ergebnisse wesentlich leichter im zwei- oder dreidimensionalen Raum
vergleichen, als in 150.000.000 Dimensionen. Auch das Einschranken der Simulation auf ein
Model mit 60.000 Knotenpunkte und einem Zeitschritt ergibt zwar eine deutlich moderatere
Anzahl an Dimensionen, trotzdem sind 60.000 Dimensionen nicht praktikabel genug. Dieses
Beispiel zeigt, dass man Verfahren der Datenanalyse auf das Lernen von Mannigfaltigkeiten
zuriickfithren kann.

Das Ziel dieses Lernprozesses soll es sein, eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit M (einge-
bettet in den R"), auf der die gegebenen Daten Daten liegen, zu erfassen. Genauer gesagt
mochte man aus den Daten zum einen Informationen und Regelméfigkeiten erkennen und
zum anderen Vorhersagen fiir mogliche neue Daten erstellen. Um die genannten Ziele zu
erreichen sucht man hiufig nach einer Funktion, welche die hochdimensionalen Daten in
einen niedrigdimensionalen Raum transformiert. Diese Funktion liefert dann eine niedigdi-
mensionale Darstellung der Daten. Eine solche Funktion, welche die Dimension der Daten
verringert, wird in den Bereich der Dimensionsreduktion eingeordnet.

Wenn man auf diese Weise eine niedrigdimensionale Darstellung der Daten erreicht, hat man
viele Moglichkeiten mit diesen Daten weiterzuarbeiten. Beispielsweise hat man die Mo6glich-
keit, die Daten zu clustern, also in verschiedene Klassen einzuteilen und somit vorhandene
Strukturen der Daten sichtbar zu machen. Eine weitere Moglichkeit ist das Interpolieren der
Daten. Dies kann zur Vorhersage neuer Daten genutzt werden, da man dadurch neue Daten-
punkte erhélt und ungefihr einschétzen kann, welches Verhalten fiir diese neuen Punkten
eintritt.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich eine weitere Moglichkeit des Lernens von Daten. Diese
nutzt den Ansatz der Rekonstruktion der Daten auf Grundlage des niedrigdimensionalen
Raums. Ein grofler Vorteil ist der Erhalt einer niedrigdimensionalen Darstellung der Daten



und einer Funktion, welche neue Daten produzieren kann. Diese kann zur Vorhersage weite-
rer Daten genutzt werden. An dieser Stelle setzt meine Arbeit an.

Grundlage meiner Arbeit sind die Resultat der Arbeit ,Regularized principal manifolds*
[SMSWO01] aus dem Jahre 2001 von Alexander J. Smola, Sebastian Mika, Bernhard Schol-
kopf und Robert C. Williamson. Mein Ziel ist es, ein Verfahren vorzustellen, mit dem eine
solche Funktion berechnet werden kann. Dazu werden zunéchst die theoretischen Grundla-
gen des Verfahrens beschrieben (Kapitel 2). Dabei werden Methoden aus dem Bereich des
Hilbertraums mit reproduzierendem Kern (engl. reproducing kernel hilbert space) genutzt,
um zum einen die gesuchte Funktion darzustellen und zum anderen einen Minimierungsterm
zu erstellen. Dieser wird genutzt, um eine Funktion zu berechnen, die einen moglichst kleinen
Rekonstruktionsfehler zulédsst. Danach wird der Algorithmus inklusive der Implementierung
beschrieben (Kapitel 3 und 4). Im Anschluss daran wird das Verfahren auf synthetische Da-
ten angewandt und getestet (Kapitel 5). Dabei wird zunéchst versucht, die in [SMSWO1]
préasentierten Ergebnisse nachzuvollziehen und nachzustellen. Gleichzeitig wird das Verfah-
ren auf weitere Datenmengen angewendet und analysiert. Zum Schluss wird in Kapitel 6 die
Tauglichkeit des Algorithmus eingeordnet und bewertet.



2 Theoretische Grundlagen

Ein Ziel dieser Arbeit ist die Erarbeitung und Analyse eines Verfahrens der Datenanalyse.
Um dieses Verfahren in allen Einzelheiten genauer zu verstehen, soll zundchst eine grobe
Einordnung des Verfahrens in den Bereich der Datenanalyse und des maschinellen Lernens
vorgenommen werden. Dazu formulieren wir die komplexe Aufgabenstellung der Datenana-
lyse in ein mathematisches Konzept um. Auf Grund der Tatsache, dass hochdimensionale
Daten oft auf einer niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeit liegen, kann man sich auf das
Lernen von Mannigfaltigkeiten beschridnken. Das bedeutet, dass die Daten im hochdimen-
sionalen Raum héufig eine wesentlich einfachere Struktur besitzen und durch wenige Dimen-
sionen dargestellt werden konnen. Diese Idee wollen wir nun mit einer Bijektion ¢ zwischen
einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit M und einem d-dimensionale Raum D (z.B [0,1]%)
umsetzen, also

¢: M D.

Dabei soll jeder Datenpunkt durch einen Punkt im niedrig-dimensionalen Raum D repréa-
sentiert werden und die Struktur der Mannigfaltigkeit moglichst erhalten bleiben. Allerdings
ist das Berechnen einer solchen Bijektion in der Realitat nicht moglich. Eine weitverbreitete
und héufig genutzte Idee dieses Problem zu umgehen ist die Bijektion in zwei Funktionen
g:R" > D und f:D - R" aufzuteilen. Dabei soll die Funktion g die Funktion ¢ und f die
inverse Funktion ¢~! simulieren.
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Abbildung 2.1: Graphische Darstellung der Funktionen g: M — D und f:D - M.

Anschaulich sollen dabei die hochdimensionalen Daten durch die Funktion ¢ so in einen d-
dimensionalen Raum abgebildet werden, dass die Daten dort beziiglich der Koordinaten der



Mannigfaltigkeit dargestellt werden. Der Vorteil der niedrigdimensionalen Darstellung ist die
Tatsache, dass man in wenigen Dimensionen genauer arbeiten kann und die Ergebnisse des
Verfahrens leichter kontrollieren kann.

All diese Verfahren, die versuchen, eine solche Funktion g zu konstruieren, werden dem
Bereich der Dimensionsreduktion zugeordnet. Das wohl bekannteste und am héufigsten ge-
nutzte Verfahren in diesem Bereich ist die Hauptkomponentenanalyse (principal component
analysis (PCA)) [LVO7; Hot33], welches lineare Zusammenhénge erfasst. Oftmals treten in
der Praxis aber nichtlineare Zusammenhénge auf, so dass eine lineare Dimensionsreduktion
nicht ausreichend ist um einen solchen Datensatz hinreichend gut in einem niedrigdimensio-
nalen Raum zu beschreiben. Ein anschauliches Beispiel dafiir ist der ,,Swiss Roll“-Datensatz,
welcher in der nachfolgenden Abbildung 2.2 dargestellt ist.
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Abbildung 2.2: Dargestellt ist die Swiss Roll mit 1000 Datenpunkten im R?® (oben) und
ihre zweidimensionale Darstellung mit der PCA (links) und dem Isomap-
Algorithmus (rechts). Abbildungen aus [Swi]



Der “Swiss Roll“-Datensatz besteht aus 1000 Testpunkten, welche auf einer spiralférmigen
Oberfléche liegen. Diese Oberfléche wird als eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit in einem
dreidimensionalen Raum aufgefasst und wird mit einem dimensionsreduzierenden Verfahren
in einen zweidimensionalen Raum eingebetten. Dazu wurden in Abbildung 2.2 zum einen
eine lineare Dimensionsreduktion in Form der PCA [LV07] und zum andern eine nichtlinea-
re Dimensionsreduktion in Form des Isomap-Algorithmus [LV07] verwendet. Betrachtet man
den Datensatz im obrigen Bild, kann man einen fliissigen Farbverlauf entlang der Spiralober-
fliche erkennen. Ziel einer Dimensionsreduktion ist es die Struktur der Mannigfaltigkeit zu
erhalten, in diesem Fall den Farbverlauf. Wie man erkennt, berechnet das Isomap-Verfahren
das gewiinschte Ergebnis. Die PCA hingegen fiihrt zu keinem brauchbaren Ergebnis, da zu-
sammengehorende Daten nicht zusammengehorig dargestellt sind. Dies ist in Abbildung 2.2
durch keinen eindeutigen Farbverlauf sichtbar.

Weitere bekannte Beispiele fiir nichtlineare Dimensionsreduktionen sind unter anderem Iso-
map [TSLO00], Kernel-PCA [SSM99] und Laplacian Eigenmaps [BN03].

Anders als die gerade beschriebenen Verfahren lésst sich das Principal-Manifold-Learning-
Verfahren (kurz PML-Verfahren) in die Klasse der Verfahren einordnen, welche versuchen,
eine Funktion f : D - M zu finden. Dabei versucht die Funktion f, auf Grundlage des
niedrigdimensionalen Raums D, die Daten zu rekonstruieren. Das heifit, dass man fiir einen
Datenpunkt x € R™ ein ¢ € D sucht, sodass der Fehler zwischen dem Datenpunkt und der
Rekonstruktion f(¢) moglichst gering ist.

Abbildung 2.3: Graphische Darstellung der Approximation des Datenpunktes x durch f(¢).
Die rote Linie stellt den Fehler der Approximation f(¢) an x dar.

Sucht man fiir alle Datenpunkte x eine solche Approximation f({), so bildet die Menge
aller ¢ auch eine niedrigdimensionale Darstellung der Daten, da man aus z = f(g(z)) den
Zusammenhang ¢ ~ g(x) herleiten kann. Das bedeutet insbesondere, dass man sowohl eine
niedrigdimensionale Darstellung der Daten, als auch eine Funktion erhélt, die zudem neue
Datenpunkte berechnet und daher Vorhersagen treffen kann. Demnach ist diese Moglichkeit
der Datenanalyse in der Theorie deutlich weitreichender als die zuvor beschriebene Idee der
Dimensionsreduktion, aber in der Praxis auch deutlich schwerer umzusetzen.

Da die Rekonstruktion einer Funktion aus gegeben Daten ein schlecht gestelltes Problem ist
[Gar04; TA77], werden wir die Regularisierungstheorie nach Tikhonov [Wah90; A.63] nutzen.
Ziel der néchsten Abschnitte wird es sein, diese Theorie auf unsere Situation anzupassen.



2.1. Das Quantisierungsfehler-Funktional

2.1 Das Quantisierungsfehler-Funktional

Wir moéchten nun ausfiihrlicher die Theorie betrachten, welche die Grundlage des PML-
Verfahrens sein wird. Dabei orientieren wir uns nachhaltig an den Kapiteln 2 und 3 aus
[SMSWO01]. In dieser Arbeit werden hauptséchlich zwei Rdume betrachtet. Zunéchst definiert
man einen (euklidischen) Ausgangsraum X ¢ R™ mit X := {z1,..., 2} ¢ X. Das heifit, wir
erhalten gegebene Datenpunkte {z;} aus einem n-dimensionalen Raum als n-dimensionale
Vektoren. Diese Datenpunkte werden dabei als iid' angenommen. Des Weiteren betrachten
wir fiir d <« n einen Zustandsraum Z ¢ R? und Funktionen vom Typ f : X - Z. Man
bezeichnet mit F die Klasse dieser Funktionen der Form

F={f:X->Z}.

Heuristisch gesprochen mdéchte man nun eine solche Funktion f € F finden, welche die Da-
tenmenge X erfasst, analysiert und anschlieBend zur Vorhersage weitere Vorgénge auswertet.
Genauer gesagt sucht man eine Funktion f: D — M, wobei M c R™ eine d-dimensionale
Mannigfaltigkeit und D ein d-dimensionaler Raum ist, welche die Mannigfaltigkeit M aus
der Menge D rekonstruiert. Um die Genauigkeit einer solchen Rekonstruktion beschreiben
zu konnen, bendtigt man ein Model, welches die mangelnde Genauigkeit als eine Art Fehler
ausdriickt.

Dieses Model wird ein Quantisierungsfehler-Funktional sein, auf dem auch das PML-Verfahren
aufbaut. Dazu betrachten wir den Ausgangsraum X und definieren den Quantisierungsfeh-

ler R[f]:
RIf]= [ mine(e, £(2))du(). (2.1)

Hierbei ist ¢(z, f(z)) eine Kostenfunktion und du(z) eine unbekannte Wahrscheinlichkeits-
verteilung. In dieser Arbeit wird als Kostenfunktion die euklidische Distanz gewéhlt:

c(z, f(2)) = |z - F(2)]3-

Schaut man sich R[f] genauer an, so fillt auf, dass die Bezeichnung , Rekonstruktionsfeh-
ler eine bessere Wortwahl wére, da man fiir eine feste Funktion f und jeden Wert = € X
die bestmogliche Approximation f(z) mit z € Z berechnen méchte. Es féllt auf, dass die
bestmogliche Approximation stark von der Funktion f abhéngt. Daher méchte man den
Rekonstruktionsfehler R[f] nicht nur fiir eine konkrete Funktion f berechnen, sondern fiir
alle moglichen Funktionen f minimieren und diejenige Funktion f* finden, so dass gilt:

R[f*]<R[f] VfeF. (2.2)

Man hat zwar ein Werkzeug gefunden, um zum einen anzugeben, wie gut die Rekonstruktion
ist, und um zum anderen den Erhalt einer optimalen? Funktion f zu sichern. Allerdings treten
dabei mehrere Probleme auf, welche das Quantisierungsfehler-Funktional nur zu einem theo-
retischen Modell machen. Eines der zentralen Probleme des Quantisierungsfehler-Funktionals

'Das ist gelaufige Abkiirzung aus dem Englischen fiir unabhéngig identisch verteilt
*Hier ist ,optimal® im Sinne von (2.2) zu verstehen.
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2.2. Regularisierer

ist die Annahme, dass man den ganzen Raum X als etwas kontinuierliches betrachten kann.
Dies ist aber eine sehr optimistische Annahme, da man in der Praxis nur die Datenmenge
X kennt. Daher muss das kontinuierliche Modell derart ummodelliert werden, so dass es
auch auf einen diskreten Raum angewendet werden kann. Dazu ersetzt man zunéchst das
unbekannte Mafl du(x) durch das empirische Maf3

() = % 25(1’ - xz;).

Anschlieflend wird in (2.1) das unbekannte Mafl du(z) durch p,,(z) ersetzt und man erhélt
den empirischer Quantisierungsfehler

Replf1:= [, mime(r. () () = == 5" mine(a (2)) (23)

Die Idee hinter Remp[f] ist dabei die selbe wie bei R[f]: Man finde fiir jeden gegebenen
Datenpunkt z; eine beste Approximation f(z) zu z;. Analog wird dabei f(z) eine beste
Approximation genannt, falls die Kosten ¢(x, f(z)) minimal sind.

2.2 Regularisierer

Bislang wurde stillschweigend angenommen, dass die Funktion f € F ,schone* Eigenschaften
hat, also dass sdmtliche Fehler-Funktionale wohldefiniert sind. Dies ist im Allgemeinen nicht
der Fall, da an die Menge F keinerlei Restriktionen gestellt wurde. Somit sind weder R]f]
noch Remp[ f] immer wohldefiniert. Insbesondere dann nicht, wenn f unstetig ist. Um dieses
Problem zu lésen, wird nun ein Regularisierer Q[ f] eingefiihrt.

Nun wird also nicht mehr das empirische Quantisierungsfehler-Funktional beziiglich f mi-
nimiert, sondern eine regularisierte Version davon. Dazu definieren wir das regularisierte
Quantisierungsfehler-Funktional Ryeq[f] wie folgt:

Rreg[f] = Remp[f] + )‘Q[f] (2'4)

In diesem Kontext bezeichnet Q[f] einen nicht negativen konvexen Regularisierungsterm
und A > 0 eine Konstante, welche -grob gesagt- den Anteil der Regularisierung steuert.
Genauer gesagt beschreibt A\, wie stark die Funktion f im Vergleich zu Funktionen mit
kleinem empirischen Quantisierungsfehler verdndert werden muss [SMSWO1].

Damit stellt sich die Frage, wie ein solches Q[ f] aussieht. Wir werden in dieser Arbeit nur
eine quadratische Version des Regularisierungsterms diskutieren.

Die folgenden theoretischen Uberlegungen basieren auf der Theorie des Hilbertraums mit
reproduzierendem Kern. Im néchsten Abschnitt werden daher Grundlagen und Resultate
aus diesem Bereich grob skizziert.

2.3 Hilbertraum mit reproduzierendem Kern

Im Laufe der Herleitung des PML-Verfahrens werden wir auf Hilbertraume von Funktionen
zuriickgreifen. Als eine gute Wahl solcher Rdume erweisen sich Hilbertrdume mit reprodu-
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2.3. Hilbertraum mit reproduzierendem Kern

zierendem Kern®. Dieser bieten den Vorteil, dass man in diesen speziellen Riumen einige
hilfreiche Resultate, wie zum Beispiel das Représentierungstheorem 2.1, nutzen kann und
diese einen einfach zu beschreibenden Algorithmus ermdéglichen.

Ein RKHS ist dabei ein Raum von Funktionen #H, welche auf einem Gebiet €2 definiert sind
und die folgenden Bedingungen erfiillen:

(1) fW)=06,(f)=(f,K(y,"))y,  fiiralle feH,yeQ (2.5)

und
(2) K(x,y) = (K(x,-), K(y,-))3 = (0,0 ) 5 fiir alle  z,y€H. (2.6)

Hierbei bezeichnet K : Q2 x 2 - R eine Kernfunktion, J, die Punktauswertung an der Stelle
z und H* den Dualraum von H. Eine Kernfunktion, welche die Bedingungen (2.5) und (2.6)
beziiglich des Raumes H erfiillt, wird reproduzierender Kern genannt.

Ein erstes Resultat beschreibt den Zusammenhang zwischen der Kernfunktion und einem
Hilbertraum von Funktionen. Es kann gezeigt werden, dass zu jedem Hilbertraum von Funk-
tionen eine Kernfunktion K existiert, welche die Bedingungen (2.5) und (2.6) erfiillt. Umge-
kehrt kann ein solcher Hilbertraum zu einer festen Kernfunktion K gefunden werden, so dass
K ein reproduzierender Kern ist. Wir nehmen diese Tatsache als gegeben an, ohne weiter
genauer darauf einzugehen. Weitere Resultate, wie wir gleich sehen werden, nutzen diese
Tatsache beziehungsweise setzen diese Tatsache voraus.

Eine weitere niitzliche Eigenschaft des RKHS ist es, dass man eine kernbasierte Darstellung
der Funktion f herleiten kann, siehe [Sch1ll]. Dazu definiert man eine Menge Z c Z mit
| Z |= M < oo und betrachtet den Unterraum

Hz =span{K(z,:)|z€ Z} cH.

Nun teilen wir den Raum H auf in den Unterraum Hz und dessen orthogonales Komplement
7 also H = Hyz @ Hy,. Zusammen mit dieser Zerlegung kann nun eine Funktion f € # in

f=fz+f7 (2.7)

aufgeteilt werden mit fz € Hz und f; € Hy. Aus diesen Uberlegungen kann man folgern,
dass die Interpolierende f; € Hz, definiert als

M
FC)=fz() = Z;ajK(ij)a aj eR™, (2.8)
=

die beste Approximation an eine Funktion f € H auf Z ist, siche [Sch11]. Man beachte an
dieser Stelle, dass es sich bei den «; fiir 1 <4 < M nicht um Skalare handelt, sondern um Vek-
toren. Analog berechnet die Kernfunktion K (zj,-) keinen Vektor, sondern einen Skalar. An
dieser Stelle verleitet diese Notation gerne dazu, umgekehrt zu denken, da man klassischer
Weise zunéchst ein Skalar und anschlieffend eine vektorielle Basisfunktion in der Funktions-
darstellung betrachtet.

Diese Zerlegung einer Funktion f ldsst auch einen einfachen Beweis eines bekannten und

3Eine iibliche Abkiirzung ist RKHS (repruducing kernel hilbert space). Diese Bezeichnung wird im weiteren
Verlauf benutzen
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2.4. Quadratischer Regularisierer

wichtigen Theorems zu. Auf Grundlage von Wahba’s klassischem Reprisentierungstheorem
[Wah90] wurde 2001 das, im Bereich der kernbasierten Verfahren bekannte, Représentie-
rungstheorem [SHS01| formuliert und bewiesen. Einige der benotigten Begriffe werden hier
nicht ndher erldutert und sind alle in [SS02; Garl6] zu finden.

Theorem 2.1 (Représentierungstheorem). Sei s:[0,00] - R eine streng monoton fallende
Funktion, A >0, Q) eine Menge, Y c R, ‘H eine RKHS auf der Menge Q) und c: QxY xR -
[0,00) eine Verlustfunktion. Dann gilt fiir die Daten D := {(z;,y;)}Y,,2; € Q,y; € Y, dass
jede minimierende Funktion f € H des reqularisierten empirischen Fehlerfunktionals

N
Riresl 1= 5 S0, 1 (0)) + X (1)

i=1

etne Darstellung der Form

N
flx) = ZaiK(xi,x)
i=1
fir feHx, X ={x1,...,xN}, zuldsst.

Ein ausfiihrlicher Beweis dazu kann in [SS02; Garl6] gefunden werden. Der Beweis beruht
hauptséchlich auf der Zerlegung (2.7) der minimierenden Funktion f. Man nutzt die Tat-
sache, dass f7 auf der Menge Z die beste Approximation ist und zeigt, dass f; = 0 ist.
Aus dem Représentierungstheorem folgt dann, dass die beste Approximation f unter allen
Funktionen in H, welche (2.4) minimiert, schon exakt durch die Darstellung (2.8) bestimmt
ist.

2.4 Quadratischer Regularisierer

Als eine gute Wahl eines solchen Regulierers hat sich ein quadratisches Funktional erwie-
sen. Dazu betrachtet man zunéchst einen Regularisierungsoperator P und definieren diesen
Operator wie in [SS02] als eine lineare Funktion auf dem Funktionenraum {¢ | ¢ : Q - R}
in einen Raum I', welcher ein Skalarprodukt besitzt.

Zusammen mit dem Regularisierungsoperator P definieren wir den Regularisierungsterm

Q[f] als

1

1 1 2
=5(Pf.Pf)=SIPfI"

Qlf]
Der Operator P uberfiihrt dabei nichtglatte Funktionen in einen Hilbertraum. Genauer ge-
sagt wird nun als Hilbertraum ein repruducing kernel hilbert space (RKHS) H gewéhlt.
Nachdem wir in Abschnitt 2.3 einige Eigenschaften des RKHS dargestellt haben, wollen wir
diese nun mit der Theorie des Quantisierungsfehlers kombinieren. Dazu betrachten wir zu-
néchst die Darstellung von f in (2.8). Dazu sei eine Menge Z := {z1,-,zp} ¢ Z, welche
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2.4. Quadratischer Regularisierer

zur Funktionsauswertung der Kernfunktion genutzt wird, gegeben. Wir definieren nun die
Darstellung der gesuchten Funktion f als

M
f(2) =Y ;K (zi,2) mit a; € X, K : Z2 SR (2.9)
i=1

Durch die Darstellung der gesuchten Funktion f als Summe von Kernfunktionen kénnen wir
besser beschreiben, wie die Funktion f aussieht.

Wir betrachten nun den Regularisierungsterm @[ f] genauer. Das Einsetzen der Darstellung
von f aus 2.9 ergibt

|Pf|?=(Pf,Pf)
M M
= <P(Zl aZK(z,,)) ,P(ZlaiK(Zj,')))
1= J=

M
Ozl'PK(ZZ', '), Z aiPK(Zjv )>
j=1

M=

-

<
1

Il
Mz
Mz ~

S
1]
=

' <O‘i7aj><PK(Zi7')>PK(Zj"))'

J

Il
—_

Zwischen Regularisierungsoperatoren und Hilbertrdumen mit reproduzierendem Kern wurde
1998 ein Zusammenhang gefunden und bewiesen [SS02; SSM98|.

Theorem 2.2. Fir jeden RHKS H mit reproduzierendem Kern K existiert ein dazugeho-
riger Regularisierungsoperator P:H — D, sodass fir alle f € H gilt:

Insbesondere gilt fir f(-) = K(-,z")
(PK(x,),PK(a',)), = K(z,1"). (2.11)

Umgekehrt gibt es fiir jeden Regularisierungsoperator P : L — D, wobei L ein Funktionen-
raum zusammen mit einem Skalarprodukt und einer zugehérigen Green-Funktion fir P* P
ist, einen dazugehorigen RKHS H mit Kern K, so dass (2.10) und (2.11) erfillt sind.

Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich in [SS02]. Wenden wir Theorem 2.2 auf die Regularisie-
rungstheorie von oben an, so ergibt sich

K(z;,2j) = (PK(z,),PK(%j,")) (2.12)

fir alle z;,2; € Z. Nutzen wir diesen Zusammenhang aus, ergibt sich als Regularisierungs-
term

M

IPFI? = 3 i, o) K (2, %)

ij=1
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2.4. Quadratischer Regularisierer

Nun haben wir sowohl fiir unsere unbekannte Funktion f, als auch fiir unseren Regula-
risierungsterm Q[ f] eine diskrete Funktionsdarstellung gefunden. Das Einsetzen der oben
erarbeiteten Aussagen in das regularisierte Quantisierungsfehler-Funktional ergibt:

Rreg[f]::Rem [ ]+é”Pf”2

kel

I & 2, 2
= — 2 min |z; - f(2)] —HPfH
mg=1 %
1 m 5 A M
=—>m 1n ;- ZaZK(zz,z)H + = 3 (o, o) K (2, 7).
m = 2,5
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3 Das Verfahren

In diesem Kapitel wird unter Verwendung der theoretischen Resultate aus Kapitel 2 ein Ver-
fahren vorgestellt, welches den Regularisierungsterm Ryeg[f] minimiert. Dabei bewegt man
sukzessive Vektoren im Raum Z und passt anschlieend die Hilfsvektoren im Ausgangsraum
an. Das PML-Verfahren verhélt sich dabei analog zu dem EM-Algorithmus aus der mathe-
matischen Statistik, sieche [DLR77].

Der groflie Vorteil dieses Verfahrens ist seine Einfachheit, da man es zum einen sehr gut
beschreiben, zum anderen gut in ein Programm umsetzen kann.

Man beachte, dass an dieser Stelle bewusst nicht von einem optimalen Verfahren im Sin-
ne der Konvergenz oder Geschwindigkeit gesprochen wird [SMSWO01]. Das Hauptaugenmerk
liegt darauf einen Algorithmus zu présentieren, welcher in das Konzept der kernbasierten
Funktionsdarstellung passt und in der Praxis solide umsetzbar ist.

Die nun folgenden Abschnitte orientieren sich sowohl inhaltlich als auch in ihrer Reihenfolge
an Kapitel 5 aus [SMSWO1].

3.1 Der Minimierungsterm

Im Folgenden nehmen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass unsere Datenmenge
X zentriert ist. Dies bietet den Vorteil, auf diverse Konstanten verzichten zu kénnen und ver-
einfacht somit das Verfahren. Wir haben in Kapitel 2 das regularisierte Quantisierungsfehler-
Funktional

Rieg[f]: [f1+2QLf]

= Remp
I & 2, 2

= LS min |ai - £(2)I + S1PAI%

m_y 2

eingefiihrt und hergeleitet. Des Weiteren haben wir gesehen, dass sich unter Ausnutzung

verschiedener Resultate aus dem Bereich des RKHS die Funktion f von der Form (2.8)

schreiben lédsst. Aus dieser Darstellung von f konnten wir auflerdem eine Darstellung des

Regularisierungsterms herleiten, s. (2.12). Betrachtet man diese Darstellungen genauer, so

stellt man fest, dass beide Terme von den Variablen {«1, ..., } abhédngen. Daher lasst sich

nun die Minimierung des regularisierten Quantisierungsfehler-Funktionals schreiben als

min |25 6@ frar o () + AQ(ons - - cuar) (3.1)

{¢15- ¢m}cZ m i=1

Dies ergibt eine doppelte Minimierung. Zum einen moéchte man fiir die Datenpunkte x; € X
die beste Approximation (; € Z beziiglich der Funktion f finden (Projektion), zum anderen
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3.2. Der Algorithmus

den Regularisierungsfehler moglichst klein halten (Adaption). Dies fithrt dazu, dass sowohl
{¢1,...,Gn} € Z als auch {aq,...,ap} € X in ihren zugrundeliegenden Raumen verschoben
werden.

3.2 Der Algorithmus

In diesem Abschnitt wird nun genauer auf den Aufbau und die Grundbausteinen des PML-
Algorithmus eingegangen. Hauptséchlich ist der Algorithmus aus einem Projektions- und
einem Adaptionschritt aufgebaut und iteriert abwechselnd zwischen diesen zwei Schritten.
Das bedeutet, dass in einer Iteration sowohl ein Projektions- als auch ein Adaptionsschritt
durchgefithrt wird. Um die erste Iteration iiberhaupt zu starten, bendtigt man zunéchst
gewisse q; als eine Art Startzustand. Eine genauere Wahl wird in 3.2.3 beschrieben. Zusam-
mengefasst ergibt sich folgender grundlegender Algorithmus:

Algorithmus 1 : Grundschema des PML-Algorithmus

Eingabe : X = {z1,..., 2} SR", Z = {21,..., 237} cR?
Ausgabe : oy, Approximationen Xeta

berechne gute Startvektoren «;
while ABBRUCHBEDINGUNG nicht erfillt do

L @ Projektion

@ Adaption

Ausgabe wird die Menge a = {1, ...,y } € R™ und die Menge {(1,...,(n} € RY sein. Diese
werden zum einen bendtigt um die Funktion f durch 2.9 als Linearkombination aus den «;
und den Kernfunktionen darzustellen und zum anderen um eine niedrigdimensionale Dar-
stellung der Daten zu erhalten.

In den folgenden Abschnitten werden nun die einzelnen Bausteine des PML-Algorithmus
genauer erldutert, wobei einige Rechnungen analog zu denen in Kapitel 3.2 aus [Gar04]
gefiihrt werden.

3.2.1 Projektion

Um die oben beschriebene doppelte Minimierung genauer zu untersuchen, betrachten wir
die Vektoren {ai,...,apr} zundchst einmal als fest, und minimieren tiber die Variablen
{(1,...,Cn}- Dies hat zur Folge, dass der Regularisierungsterm Q[ f] konstant bleibt und sich
beziiglich einer Minimierung nach {(i, ...,y } nicht dndert, da Q[ f] nur von den Vektoren
{aq,...,ap} abhéngig ist. Daher kann dieser in dem ersten Schritt vernachlassigt werden.
Wir minimieren nun (3.1) nicht komplett, sondern berechnen fiir jeden Datenpunkt z; ein
Approximation, das heifit fiir jedes i € {1,...,m} wahle man

¢i = argmin c(z;, f(¢)).
(eZ

17



3.2. Der Algorithmus

Wie iiblich wird als Kostenfunktion die La-Norm benutzt. In der praktischen Umsetzung
wird als Minimierungsverfahren ein niedrigdimensionaler, nichtlinearer Standard-Minimierer
genutzt.

3.2.2 Adaption

Nachdem diese besten Approximationen berechnet wurden, kann nun die Minimierung tiber
die Menge {aq,...,ap } beginnen. Analog zum ersten Schritt sehen wir jetzt die Variablen
{¢1,...,Gn} als fest an. Dies ergibt auf natiirliche Weise Sinn, da man im Algorithmus
als vorherigen Schritt die Variablen (; neu berechnet hat. Um nun (2.4) zu minimieren,
betrachten wir den Fehlerterm

2 M

1 M A
—Z XTi — Zajk(zj,@) + = Z (ai,aj)k(zi,zj). (3.2)
mi=1 j= , 2=

Diesen mochten wir nun nach den Vektoren ay, fir k =1,..., M minimieren. Dazu leiten wir

(3.2) nach oy ab und suchen einen KKT-Punkt. Wir erhalten damit
=—=——Z xi—ZajK(Q,zj) K(Ci,zk)+)\2ajK(Zj,zk), (33)
m =1 j=1 j=1

wenn wir (3.2) nach der k-ten Variable oy, differenzieren. Das Ausmultiplizieren von (3.3)
ergibt fir k=1,..., M

9 m M M
0=- —Z(ﬂcz Z K (Gis 2) )K(Ciyzk)+)\zaj[((zjvzk)

m =1 j=1 j=1

:_%i(mzK(Cz,zk) ZozjK(Q,zJ)K(Q,zk))+)\ZaJK(zJ,zk)

=1

1 m 1 M m

=—— > K (G z) +— )« ZK(Q,ZJ’)K(CZ’,%)+§ZajK(zj»Zk)-
m =1 m=1 =l j=1

Durch u erhélt man

Z aj (Z K(Gi,z)) K (G, zi) + —K(z],zk)) = i:le(Q,zk)

= =1

Um erstens eine kompaktere Schreibweise dieser Ausdriicke zu erhalten und zweitens gleich-
zeitig iiber alle k = 1,..., M zu differenzieren, fithren wir verschiedene Matrizen ein. Wir
mochten die Daten, die Variablen zj, die Vektoren a; und die Kernauswertungen K(:,-)
zusammenfassen. Dazu bezeichnen wir mit X die Matrix der Daten, wobei in jeder Zeile ein
Datenpunkt als n-dimensionaler Vektor gespeichert ist, also

I

X=| 1t |eR™"
Tm,
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3.2. Der Algorithmus

Analog definieren wir

aq <1
a=| : |eRM™ z=| + |eRM

apm M

Des Weiteren definieren wir die Kernmatrizen K, und K¢ durch (K.);; = K(z;,2;) und
(K¢)ij = K(G, %) als eine M x M bzw. m x M dimensionale Matrix.

Fiihren wir nun die oben angestellten Uberlegungen fiir alle £ = 1,..., M zusammen, er-
gibt sich das Gleichungssystem

A
(TWK + KCTKC) a=KlX,

welches nach « gelost werden muss. Man beachte, dass die Losung kein Vektor, sondern eine
M xn Matrix ist.

3.2.3 Initialisierung

Wie oben schon erwéhnt, benétigt man fiir die erste Iteration die Menge {a1,...,ap}, um
den ersten Projektionschritt durchzufiithren. Die nun beschrieben Initialisierung entspricht
dabei exakt der Initialisierung in [MS98].

Die Uberlegung ist, als eine erste Anndherung die PCA zu nutzen und die ersten d Haupt-
komponenten vy, ...,v4 der Daten zu betrachten. Man mochte also zunéchst die Vektoren
a; derart wihlen, dass die Approximation an die gesuchte Funktion f in die Richtung der
ersten d Hauptkomponenten zeigt. Wir betrachten dazu die Hauptkomponenten, die zu den
d grofiten Eigenwerten korrespondieren. In Formeln ausgedriickt wahlt man die Menge a.sqrt
durch

. 1 Y
Qstart = argmin M ZC(V(Z’L - 20)7 f(al,...,aM)(Z’i)) + )‘Q[f]

a=(ay,...,ap )cX i=1

In unserem Fall kann man dieses Problem dhnlich wie in 3.2.2 derart umformulieren, dass
diese Minimierung zu einem Losen des Gleichungssystem

(%1 . K) a=V(Z-2Z)

transformiert werden kann. K, ist wieder die Kernmatrix, Z die Matrix der Hilfsvektoren,
Zy die Matrix, welche aus M Kopien des Mittelpunktes zy der Hilfsvektoren z; besteht und
V = (v1,...,v4) die Matrix der Hauptkomponenten.

3.2.4 Abbruchkriterium

Nachdem nun das Grundprinzip dieses Verfahrens beschrieben wurde, stellt sich die Frage,
wie lange diese abwechselnden Schritte durchgefithrt werden sollen. Wir suchen also nach
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3.2. Der Algorithmus

einem geeigneten Abbruchkriteriums.

In der zugrunde liegenden Arbeit [SMSWO1] gehen die Autoren auf dieses Problem nicht
genauer ein. Um allerdings mit dem Verfahren praktisch zu arbeiten, ist ein solches Kri-
terium unabdingbar. Eine einfache, aber nicht notwendig gute Wahl ist es die Anzahl der
Iterationen durch eine konstante C € N zu beschrianken, also Anzahl Iterationen < C. Dies
kann dazu fithren, dass man das (lokale) Optimum nicht erreicht bzw. die Lésung noch nicht
exakt genug ist und man noch mehr Iterationen bendtigt, um Konvergenz zu erreichen.
Ein anderer Ansatz folgt aus dem Verfahren, das drauf angelegt ist, den Regularisierungsfeh-
ler pro Iteration zu verringern. Die Uberlegung geht dahin, den Regularisierungsfehler der
(i + 1)-ten Iteration mit dem der i-ten Iteration zu vergleichen. Anders ausgedriickt iteriert
man solange, bis der Unterschied des Fehlers kleiner als ein fest gewéhltes € > 0 ist. Dies ist
deshalb sinnvoll, weil man im Falle von Konvergenz* weif8, dass nicht mehr wesentlich besser
approximiert werden kann.

*An dieser Stelle versteht man Konvergenz im Sinne des vorherigen Abbruchkriteriums.
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4 Programmierung

Nachdem wir den PML-Algorithmus aus theoretischer Sicht beleuchtet haben, wollen wir
uns mit der praktischen Umsetzung des Verfahrens auseinandersetzen. Dazu wird zum einen
auf bestimmte programmiertechnische Details und zum anderen auf die konkrete Implemen-
tierung eingegangen.

Zunachst einmal haben wir in Algorithmus 1 ein grobes Versténdnis fiir das Grundprinzip
des Verfahrens erhalten. Beziehen wir nun unsere vorangegangenen Uberlegungen aus Kapi-
tel 3 mit ein, so erhalten wir folgenden Algorithmus:

Algorithmus 2 : PML-Algorithmus
Eingabe : X = {z1,...,2,,} SR", Z={z,..., 23} € RY, Fehlertoleranz e
Ausgabe : oy, Approximationen Xeta

berechne gute Startvektoren «
while Fehler > ¢ do

(D) vie{l,...,m}:

. 2
Gi = argmin [z; — f(O)l2;
(eZ

@ Lose das LGS

A
(TmK +KCTK<)a = KX

4.1 Aufbau der Implementierung

Unser Ziel im néchsten Abschnitt ist es, den Algorithmus 2 praktisch umzusetzen. Dazu wird
die Programmiersprache Python -Version 3.5.1- genutzt. Sdmtliche Programmiercodes und
alle Graphiken, die im Folgenden beschrieben und gezeigt werden, sind mit Python erstellt
und berechnet worden. Python wurde als Programmiersprache ausgewéhlt, da es dafiir Py-
thon eine grofle Anzahl an leistungsfihigen Bibliotheken und Paketen gibt.

Grundlage der Implementierung des PML-Verfahrens ist das Paket NumPy® (Numerical Py-
thon), welches viele mathematische und numerische Routinen enthélt. Wir nutzen NumPy

®Eine iibliche Abkiirzung von NumPy, welche hauptséichlich in der Programmierung benutzt wird, ist np
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4.1. Aufbau der Implementierung

hauptséchlich zum Speichern der Datensétze als mehrdimensionale Arrays und zum Ge-
brauch einiger Routinen der linearen Algebra.

In Kapitel 2 haben wir den Zusammenhang zwischen der gesuchten Funktion f und einer
Kernfunktion hergeleitet. In der Umsetzung des Verfahrens nutzen wir den Gauflschen RBF-
Kern®

2
K(x,y):= exp(——”m yl )
20

Umgesetzt wurde diese Kernauswertung durch die in NumPy implementierte Exponential-
und Normfunktion. Wichtig dabei ist, dass die implementierte Kernfunktion 4.1 als Eingabe
nur einen Vektor bekommt, da K ein RBF-Kern ist und daher umgeschrieben werden kann
als K(z,y) = ®(||x - y|), fir eine Funktion ®: [0,00] = R [VTS04; Garl6].

def gauss_kern(x,sig): return np.exp(-((np.linalg.norm(x))**2)/(2*sig**2))

Programmcode 4.1: Gaulscher RBF-Kern

Zusammen mit dem Gauflschen RBF-Kern kann nun die Berechnung der Kernmatrizen K,
und K, implementiert werden.

def erstelle_kernmatrix_z (Stuetzvektor ,sig,M):
Kernmat_z=np.zeros ((M,M))
for i in range(O,M):
for j in range (0,M):
tmp=Stuetzvektor [i] [0] -Stuetzvektor [j] [0]
Kernmat_z[i][j]l=gauss_kern (tmp,sig)
return Kernmat_z

def erstelle_kernmatrix_xeta(Xeta,Stuetzvektor ,sig,m,M):
Kernmat_xeta=np.zeros ((m,M))
for i in range (0O,m):
for j in range(O,M):
tmp=Xeta[i]-Stuetzvektor [j]
Kernmat_xetal[i]l[jl=gauss_kern(tmp,sig)
return Kernmat_xeta

Programmcode 4.2: Kernmatrizen

Da sich im PML-Algorithmus die Menge der Stiitzvektoren nicht &ndert, bleibt die Kernma-
trix K, konstant und kann daher vor Beginn des Algorithmus einmal berechnet werden und
anschlieflend als Argument iibergeben werden. Dies gilt nicht fiir K¢, da sich die Menge der
Approximationen in jedem Projektionsschritt dndert.

SRBF ist eine iibliche Abkiirzung fiir ’radial basis function’
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4.1. Aufbau der Implementierung

def alogorithmus(Data,Stuetzvektor ,Alphas,Kernmat_z,lambd,sig,n,d,m,M):
reg_error_old=0
iterator=1
Xeta=np.zeros ((m,d))
while True
#Projektion

#Adaption

reg_error_new=reguar_error (Data,Alphas,Kernmat_xeta ,Kernmat_z,lambd,m
M)
3

if np.abs(reg_error_old-reg_error_new)< le-6:
return Alphas, Xeta

if iterator >= 500:

print( )
print ( )

return Alphas, Xeta

reg_error_old=reg_error_new
iterator+=1

Programmecode 4.3: Algorithmus in Python

Als Grundgeriist der Implementierung ist eine do-while-Schleife implementiert worden, da
man nach der Initialisierung eine komplette Iteration durchfiihren méchte, um im Anschluss
daran die Abbruchbedingung zu tiberpriifen. In Kapitel 3.2.4 wurde eine Mdoglichkeit be-
schrieben, wie man die Anzahl der Iterationen des PML-Algorithmus steuern kann. Dabei
verstehen wir unter einer Iteration wieder die Durchfiihrung eines Projektions- und eines
Adaptionsschrittes. Die Idee dieser Abbruchbedingung war der Vergleich zweier aufeinander
folgender Regularisierungsfehler. Dazu bendtigt man eine Funktion, die diesen Fehler be-
rechnet.

def regular_error (Data,Alphas,Kernmat_xeta,Kernmat_z,lambd,m,M):
error=0
for i in range(O,m):
tmp=np.copy(Datali,:])
for j in range(O,M):
tmp-=Kernmat_xetal[i][jl*Alphas[j,:]
error+=(np.linalg.norm(tmp)) **2
for i in range(0,M):
for j in range (0,M):
error+=(lambd/2) *(Kernmat_z [i][j])*(Alphas[i,:].dot (Alphas[j,:]1))
return error

Programmcode 4.4: Fehlerberechnung
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4.2. Umsetzung der Adaption

Analog werden der empirische Fehler Remp[ f] und der Regularisierungsterm Q[ f| berechnet,
indem man den jeweiligen Term aus 4.4 extrahiert. Um zu verhindern, dass der Algorithmus
im Falle der Nicht-Konvergenz in eine Endlosschleife gerédt, wird dieser nach einer gewissen
Anzahl an Iterationen vorzeitig beendet und eine Fehlerwarnung ausgegeben, mit der Aus-
sage, dass die berechneten Ergebnisse eventuell unbrauchbar sein kénnten.

Es sei erwéahnt, dass der Algorithmus selbst in Python als eine Funktion definiert ist und tiber
eine Main-Funktion aufgerufen wird. Dies bietet die Méglichkeit, den Programmecode univer-
sell zu gestalten und ausschliellich die Gegebenheiten und Parameter in der Main-Funktion
der Aufgabe anzupassen ohne den Programmcode des Algorithmus zu manipulieren.
Nachdem wir uns der praktischen Umsetzung des Grundschemas des Algorithmus gewid-
met haben, wollen wir im Folgenden die Implementierung der Hauptbestandteile des PML-
Algorithmus, der Adaption und der Projektion, genauer betrachten.

4.2 Umsetzung der Adaption

Zunéchst beschreiben wir die Umsetzung der Adaption genauer. Aus 3.2.2 ist bekannt, dass
das Gleichungssystem

by
(TmKZ+KgKC)a:KgX (4.1)

gelost werden muss. Wie im vorherigen Abschnitt erwdhnt ist dabei die Matrix K, konstant
und wurde dem Algorithmus als Argument {ibergeben. Die Matrix K hingegen héngt von
der vorherigen Projektion ab. Daher wird zunéchst die Matrix Kernmat_zeta mit der vorher
definierten Routine erstelle kernmatriz_zeta berechnet. Um das Gleichungssystem 4.1 zu
l6sen, werden zunéchst zwei Matrizen 77 und T5 erstellt und anschlieBend das Gleichungs-
System

jﬁonJB
mit dem solve-Befehl des NumPy-Pakets linalg gelost. Dieser Befehl bietet den Vorteil, dass

auf schnelle und effiziente Implementierungen des Losers in C zuriickgegriffen wird [Oli06;
Num16].

Kernmat_xeta=erstelle_kernmatrix_xeta(Xeta,Stuetzvektor ,sig,m,M)

Ti=(lambd*m) /2 * Kernmat_z + (Kernmat_xeta.T).dot(Kernmat_xeta)
T2=(Kernmat_xeta.T).dot (Data)

Alphas=np.linalg.solve(T1,T2)

Programmcode 4.5: Adaption
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4.3. Umsetzung der Projektion

4.3 Umsetzung der Projektion

Im Gegensatz zum Adaptionsschritt, der in der Implementierung klar durch die Theorie vor-
gegeben ist, lasst der Projektionschritt viel mehr Freiraum in der Implementierung zu. In
[SMSWO01] wird kaum bis gar nicht auf weitere Details diesbeziiglich eingegangen. Einzig der
Gebrauch eines nichtlinearen niedrigdimensionalen Standardminimierers zur Umsetzung der
Minimierung wird empfohlen und auf das Buch [PTVF92] verwiesen, welches einen ausfiihr-
lichen Uberblick iiber grundlegende numerische Verfahren gibt.

Um mit Python die Minima (; beziiglich der Datenpunkte zu berechnen werden wir das
SciPy-Pakete (Scientific Python) nutzen. Wir kénnen damit auf sehr leistungsfahige und
effiziente Implementierungen von bekannten numerischen Verfahren zugreifen. Dabei inter-
essieren wir uns hauptsachlich fiir die implementierten Minimierungsverfahren aus dem Be-
reich der Optimierer. Zur Verfiigung stehen dort elf verschiedene Verfahren wie das CG- oder
BFGS-Verfahren [JOP+01; Sci].

Bevor wir den genutzten Minimierer genauer beschreiben, definieren wir zunéchst eine Funk-
tion, welche nach ¢; minimiert werden kann. Dazu betrachten wir erneuert die Kostenfunktion
c(z;, f(¢)) und formulieren diesen Ausdruck unter Zuhilfenahme von 2.8 ein wenig um:

2

2

o(@i, £(Q) = lwi = F(Ol3 =

M
zi— Y oK (2,Q)
j=1

Diese Darstellung ldsst nun eine einfache Implementierung der zu minimierenden Funkti-
on zu. Dazu definiert man zunéchst eine Funktionsauswertung evaluation_f Alphas 4.6 der
Funktion f als Summe von Kernfunktionen. Diese wird sowohl zur Berechnung der zu mini-
mierenden Funktion als auch bei der Erstellung diverser Graphiken bendétigt.

def evaluation_f_Alphas(x,Stuetzvektor ,Alphas,sig,n,M):
result=np.zeros (n)
for i in range(O,M):
result+=gauss_kern(Stuetzvektor [i]-x,sig)*Alphas[i,:]
return result

Programmecode 4.6: Funktionsauswertung

Diese Funktionsauswertung nutzen wir, um die zu minimierende Funktion funct zu defi-
nieren, siehe Programmcode 4.7. Des Weiteren verwenden wir aus dem NumPy-Paket die
Norm-Subroutine aus der linearen Algebra. Da wir fiir einen Datenpunkt eine Minimierung
beziiglich des d-dimensionalen Vektors ¢ durchfithren, wird in der Implementierung iiber die
d-dimensionale Variable zeta minimiert. Die restlichen Parameter werden in Form von Ma-
trizen oder Skalaren iibergeben. Man bemerke noch, dass die Norm-Funktion aus NumPy die
gewoOhnliche euklidische Norm berechnet. Dies bedeutet insbesondere, dass dort die Wurzel
gezogen wird. Aus diesem Grund wurde in der Implementierung die Norm quadriert.
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4.3. Umsetzung der Projektion

def funct(xeta,Xi,Alphas,Stuetzvektor,sig,n,d,m,M):
return np.linalg.norm(Xi-evaluation_f_Alphas(xeta,Stuetzvektor ,Alphas,sig
,0, M) ) *x2

Programmcode 4.7: Minimierungsfunktion

Insgesamt haben wir damit ein unrestringiertes, nichtlineares Optimierungsproblem formu-
liert. Um dieses Problem zu l6sen, wollen wir das Newton-Verfahren nutzen [GK99; UU12].
Angesichts der Komplexitat der Minimierungsfunktion wollen wir auf die Berechnung der
Hessematrix moglichst verzichten und dies durch symmetrisch positiv definite Matrizen ap-
proximieren. Dieser Ansatz fithrt zu den Quasi-Newton-Verfahren [GK99; UU12|. Aus dieser
Klasse der Quasi-Newton-Verfahren werden wir das BFGS-Verfahren als Minimierungsver-
fahren nutzen.

Genauer gesagt werden wir eine Variante des BFGS-Verfahrens, das L-BFGS-B-Verfahren,
nutzen, welches hiufig im Bereich des Maschinellen Lernens angewandt wird [Hagl14]. Dabei
wird der benutzte Speicher im Rechner begrenzt, indem nur eine begrenzte Anzahl an Vek-
toren zur Approximation der Hessematrix genutzt werden. Weitere Details sind in [Skal0;
BNSNBO94] zu finden. Auch werden dabei die Wertebereiche der Variablen sowohl von unten
als auch von oben begrenzt [ZBLN97]. Diese Einschrankung wird benétigt, da wir nicht im-
mer iiber den kompletten R? minimieren méchten, sondern auch d-dimensionalen Teilrdume
betrachten.

Bei der Implementierung in Python nutzen wir den SciPy-Minimierer minimize mit der Me-
thode L-BFGS-B. Eine Ausnahme bildet dabei der eindimensionale Fall des Raumes D, da
dort der eindimensionale Minimierer minimize scalar mit der Methode bounded verwendet
wird 7.

for i in range(O,m):
Xi=np.copy(Datal[i,:])

#Im Falle won d>1 muss der Startwert-Vektor und die Grenzen auf d-
Dimensionen erweitert werden. Hier ist ein Beispiel der Dimensiona d
=2 angegeben.

if d==1:
solution = minimize_scalar (funct, bounds=[-1,1], args=(Xi, Alphas,
Stuetzvektor ,sig,n,d,m,M), method= )
else:
solution = minimize (funct,(0.01,0.01), args=(Xi, Alphas, Stuetzvektor
,sig,n,d,m,M), method= , bounds=((-1,1),(-1,1)))

Xeta[i,:]=solution.x

Programmcode 4.8: Projektion

"Dies ist eigentlich keine Ausnahme, da man auch mit dem normalen minimize den eindimensionalen Fall
16sen kann. Es hat sich in der Praxis gezeigt, dass der Unterschied zwischen den Minimieren im eindimen-
sionalen Fall im Bereich von 107 bis 107 gelegen hat.
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4.3. Umsetzung der Projektion

Die nétigen Parameter und Datenmengen werden als Argumente zusammengefasst und als
Menge args dem Minimierer iibergeben. Zudem miissen noch die Grenzen der einzelnen
Variablen und deren Startwerte angegeben werden. Dabei werden in den Experimenten in
Kapitel 5 zwei verschiedene Moglichkeiten eines Startwertes genutzt. Eine Moglichkeit ist
eine Wahl aus einer Umgebung der 0. Eine zweite Moglichkeit ist, die in der vorherigen Ite-
ration berechnete niedrigdimensionale Darstellung der Datenpunkte als geeignete Startwerte
zu nutzten.

Die SciPy-Minimierer geben viele Informationen nach dessen Ausfiihrung zuriick. Um nun
den Losungsvektor aus diesen Informationen zu extrahieren, nutzt man den Punktoperator,
in unserer Implementierung also solution.z. Da wir fiir jeden Datenpunkt einen solchen Lo-
sungsvektor erhalten, speichern wir diese fiir den i-ten Datenpunkt in der i-ten Zeile der
Matrix Xeta ab. Die berechneten Vektoren bilden nun eine niedrigdimensionale Darstellung
der hoherdimensionalen Daten.

Um zum einen das Verfahren immer auf gleiche Datenmengen zu testen und zum anderen
iiberfliissige Berechnungen zu vermeiden, werden sowohl die synthetischen Daten und die
Stiitzvektoren, als auch die Menge der initialisierten «; extern berechnet, abgespeichert und
im Verfahren als Datei eingebunden.
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5 Resultate

In Kapitel 3 haben wir ein Verfahren kennengelernt, welches eine niedrigdimensionale Dar-
stellung hochdimmensionaler Daten berechnet und gleichzeitig eine Funktion f : Z2 - X
liefert. Wir haben gesehen, dass man den PML-Algorithmus 2 mit den Methoden der Kern-
basierten Funktionsdarstellung und einem Quantisierungsfehler-Funktional herleiten kann.
Im Anschluss daran wurde in Kapitel 4 die Implementierung des PML-Verfahren erlautert,
mit der das PML-Verfahren getestet werden kann.

Ferner wurde gezeigt, dass die Resultate des PML-Verfahrens von vielen Faktoren beeinflusst
werden. Unter anderem sind die Resultate des PML-Verfahren von

der Initialisierung der Vektoren {a,...,anr}

- der Parameterwahl des Regularisierungsparameters A und der Gauflbreite o

der Anzahl an Basisfunktionen M zur Funktionsdarstellung
- der Wahl des Optimierungsverfahren

der Initialisierung des Optimierungsverfahren

- und dem Abbruchkriterium

anhingig. Diese Uberlegungen fiihren zu der Frage, welche Konfiguration des PML-Verfahrens
fiir die gegebene Situation und die jeweiligen Daten gewéhlt werden sollte um sinnvolle Re-
sultate zu erzielen. Insbesondere soll der Einfluss einiger der eben genannten Faktoren auf
das PML-Verfahren untersucht werden. Dazu werden in diesem Kapitel vier Experimente
beschrieben, in denen der PML-Algorithmus auf verschiedene Daten angewendet wird. Im
Anschluss daran werden die Ergebnisse dieser Experimente unter verschiedenen Gesichts-
punkten analysiert. Ein weiteres Ziel dieses Kapitel ist die Bestétigung der in [SMSWO01]
gezeigten Resultate.

5.1 Experimente und deren Datensatze

Um die Wirksamkeit des PML-Algorithmus zu belegen wurde in [SMSWO1], in drei verschie-
denen Experimenten, mit verschieden Daten das Verfahren getestet. In diesem Abschnitt
werden diese Experimente beschrieben. Dabei wird versucht, die Experimente beziehungs-
weise die betrachteten Datensétze bestmoglich zu imitieren, da in [SMSWO01] nicht eindeutig
beschrieben wird wie die Daten entstanden sind.
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5.1. Experimente und deren Datenséitze

5.1.1 Polynomrekonstruktion

Wir mochten das Verfahren fiir das Problem der zweidimensionalen Polynomrekonstruktion
nutzen. Dazu betrachten wir den Graph eines Polynoms p als eine eindimensionale Man-
nigfaltigkeit im zweidimensionalen Raum und mdchten diesen Graphen auf Grundlage der
Daten, welche entlang des Graphen liegen, rekonstruieren.

Um nun diese Daten zu erzeugen, betrachten wir das kubische Polynom p(z) = 3.223 - 2.2
auf dem Intervall [-1,1]. Durch diese Wahl erhalten wir zwei Ausschlige (Hoch- und Tief-
punkt) in unserem Datensatz, welche optimalerweise durch den Algorithmus erkannt werden.
Des Weiteren definieren wir, genau wie in [SMSWO01], den Zustandsraum Z = [-1,1]. Selbst-
verstindlich tauchen solche Daten in der Realitét nicht als eine Mannigfaltigkeit auf. Daher
wird auf die synthetischen Daten noch ein Rauschen aufaddiert.

Eine Abschétzung aus den dargelegten Resultaten in [SMSWO1] ergab eine Anzahl von 70
Datenpunkten, auf dessen Grundlage ein Datensatz aus m = 70 Datenpunkten erzeugt wur-
de. Analog wurde ein gleicher Datensatz mit m = 200 Daten erhoben. Des Weiteren wurden
zwei weitere Datensétze fiir je 70 und 200 Daten erzeugt, indem jeweils die y-Koordinate
auf ein Drittel gestaucht wurde (s. im Folgenden 5.2). Die Anzahl an Kernfunktionen M im
Algorithmus wird auf 10 gesetzt. Die Menge Z c [-1,1] wurde durch ein eindimensionales
Gitter mit 10 gleichverteilten Gitterpunkten erzeugt.

5.1.2 Oberflachenrekonstruktion

Im vorherigen Experiment haben wir eine eindimensionale Mannigfaltigkeit im zweidimen-
sionalen Raum betrachtet. Nun wollen wir diese Situation um eine Dimension erhdéhen, dass
heiflt, wir mochten eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit im dreidimensionalen Raum re-
konstruieren. Dazu betrachten wir den Graph der Funktion h(x,y) = 333—33—%3/2 auf dem Qua-
drat [-1, 1]2 und generieren daraus 400 Datenpunkte. Auf diese Datenpunkte wird wieder ein
Rauschen aufaddiert. In den Experimenten wurden jeweils 36 Kernfunktionen, Z = [-1,1]?
und auf Z ein zweidimensionales Gitter mit 36 gleichverteilten Gitterpunkten genutzt.

Ziel dieses Experiments ist die Rekonstruktion der Funktion h. Dabei soll die Struktur des
Graphen erkennbar sein, dass heifit in Richtung der x-Achse sollte ein wellenférmiger Verlauf
und in Richtung der y-Achse ein parabelférmiger Verlauf erkennbar sein.

5.1.3 Swiss Roll

Ahnlich wie in der zuvor beschriebenen Rekonstruktion des zweidimensionalen Polynoms
mochten wir die in Kapitel 1 erwéahnte Swiss Roll als eine spiralférmige Oberfliche ansehen
und das PML-Verfahren darauf anwenden. Diese Oberfliche wird dabei durch den Gra-
phen der Funktion ¢(z,y) = (zcos(x),y, zsin(z)) erzeugt. Der Swiss Roll Datensatz enthalt
nun 500 Datenpunkte, welche auf dieser Oberfliche liegen. Um den PML-Algorithmus auf
diesen Datensatz anzuwenden verwenden wir 36 Kernfunktionen auf dem Zustandsraum
Z =[-1,1]? und ein gleichverteiltes Gitter mit 36 Gitterpunkten auf dem Raum [-1,1]?.
Das Ziel dieses Experiments sollte es sein, diese spiralférmige Struktur in der Rekonstruktion
der Daten wiederzuerkennen.
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5.1. Experimente und deren Datenséatze

-1.01 -1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10

Abbildung 5.1: Graphische Darstellung der Polynomdaten fir 70 (links) und 200 (rechts)
Datenpunkte.

Abbildung 5.2: Graphische Darstellung der Oberflichendaten fiir 400 Datenpunkte. Unge-
staucht (links), gestaucht (rechts)
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5.2. Initialisierung
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Abbildung 5.3: Graphische Darstellung der Swiss Roll mit 500 Datenpunkte.

5.1.4 Der Ol-Fluss-Datensatz

Um zu zeigen, dass das PML-Verfahren nicht nur fiir Instanzen mit geringer Dimensionalitét
sinnvolle Ergebnisse liefert, wird das PML-Verfahren auch auf den so genannten Ol-Fluss-
Datensatz angewandt. Die Idee das PML-Verfahren mit diesen Datensatz zu testen, stammt
aus der Ndahe des PML-Verfahrens zu der GTM. In [MS98] wurde der GTM-Algorithmus
auch auf den Ol-Fluss-Datensatz angewandt und liefert niitzliche Ergebnisse.

Der Ol-Fluss-Datensatz enthilt 1000 Datenpunkte aus einem 12-dimensionalen Raum und
beschreibt den Fluss einer Mixtur aus Ol, Wasser und Gas in einer Pipeline [LYL14; Law16].
Dabei kénnen diese Daten, genauer gesagt der Fluss in der Pipeline, je einen von drei Zu-
standen (horizontal geschichteter Fluss, ringformig verschachtelter Fluss oder gleichméafig
gemischter Fluss) einnehmen. Daraus folgt, dass die Daten in drei Klassen eingeteilt werden
konnen. Jede Klasse wiederum besitzt zwei Freiheitsgrade (Wasserdruck und Oldruck), so
dass jede Klasse eine zweidimensionale Darstellung besitzt [Law16].

Aus diesen Uberlegungen folgt, dass man die 12-dimensionalen Daten mit Hilfe des PML-
Verfahren in zwei Dimensionen darstellen und dort klassifizieren kann. Falls der PML-
Algorithmus wie gewiinscht arbeitet, sollten die drei verschiedenen Klassen der Daten klar
im zweidimensionalen Raum voneinander getrennt dargestellt sein.

5.2 Initialisierung

In Kapitel 3.2.3 haben wir gesehen, dass eine Initialisierung der Vektoren{a;,...,ans} be-
rechnet werden muss. Betrachten wir dazu die Polynomdaten und die in Kapitel 3.2.3 be-
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5.2. Initialisierung
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Abbildung 5.4: Darstellung der Initialisierung des PML-Algorithmus (links), der Approxima-
tionen der Datenpunkte (Mitte) und der Verlauf der rekonstruierten Funkti-
on auf dem Intervall [-1,1] fiir die gestauchten Daten (obere Reihe) und die
ungestauchten Daten (untere Reihe). Das PML-Verfahren wurde dabei mit
den Parametern A\ = 0.001 und o =1 ausgefiihrt.

schriebene Initialisierung entlang der ersten Hauptkomponente. In Abbildung 5.4 kann man
erkennen, dass die Initialisierung (rote Linie) im ungestauchten Fall deutlich steiler als die
Initialisierung im gestauchten Fall ist. Dies fithrt im PML-Algorithmus zu stark unterschied-
lichen Resultaten.

Lésst man nun den Algorithmus (bei gleicher Parameterwahl) mit den beiden Datensétzen
laufen, so erhélt man in beiden Féllen Konvergenz. Allerdings unterscheiden sind die Resulta-
te deutlich voneinander. Wie man in Abbildung 5.4 sieht, gelingt sowohl die Approximation
der Daten als auch der Erhalt einer glatten Funktion f bei einer flacheren Initialisierung
der Vektoren {aq,...,ap}. Hingegen sind die Resultate bei einer zu steilen Initialisierung
nicht brauchbar. In Abbildung 5.5 ist eine Initialisierung entlang zweier Hauptkomponenten
fiir verschiedene Regularisierungsparameter dargestellt. Zunédchst kann man erkennen, das
die Initialisierung der dreidimensionalen Vektoren {aq,...,a)s;} dem entspricht, was in Ab-
schnitt 3.2.3 beschrieben wurde. Betrachtet man die Auswertung der berechneten Funktion
f nach der Initialisierung auf dem Raum [-1,1]%, so ergibt sich eine Ebene, die entlang
der ersten und zweiten Hauptkomponenten der Datenmenge verlauft. Ein weiterer Aspekt,
der in Abbildung 5.5 sichtbar wird, ist der Einfluss des Regularisierungsparameters auf die
Initialisierung. Betrachtet man die berechneten Ebenen entlang der z-Achse, so kann man
fiir verschiedene Werte des Regularisierungsparameters verschieden grofie Ebenen erkennen.
Je kleiner dabei der Regularisierungsparameter gewéhlt wird, umso mehr tendiert die Form
dieser Ebene von einem Oval hin zu einem Rechteck. Die Tatsache, dass fiir unterschiedliche
Regularisierungsparameters unterschiedliche Ergebnisse in der Initialisierung erzielt werden,
wirft die Frage auf, in wie weit dieser Parameter auch die Ergebnisse des gesamten Algorith-
mus beeinflusst. Dieser Einfluss des Regularisierungsparameters soll im néchsten Abschnitt
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5.3. Einfluss des Regularisierungsparameter

A=0.1 A =0.001

Abbildung 5.5: In dieser Abbildung ist die Auswertung der berechneten Funktion auf dem
Raum [-1,1]? fiir verschiedene Regularisierungsparameter nach der Initiali-
sierung dargestellt.

genauer untersucht werden.

5.3 Einfluss des Regularisierungsparameter

In Abschnitt 2.2 haben wir den Regularisierungsparameter A definiert. Vereinfacht ausge-
driickt gibt dieser an, wie stark die Funktion f glatter gemacht werden muss und hat damit
einen groflen Einfluss auf die berechneten Resultate. Es wird daher untersucht, wie genau
dieser Parameter Einfluss auf die Resultate nimmt und welche Wahl dieses Parameters ak-
zeptable Ergebnisse liefert.

5.3.1 Beispiel Polynomrekonstuktion

Man betrachte zunéchst in Abbildung 5.6 die berechneten Approximationen und den Verlauf
der Polynomrekonstruktion fiir verschiedene Regularisierungsparameter. Man kann erken-
nen, dass fiir A = 1 sowohl die berechneten Approximationen der Daten als auch die Funktion,
ausgewertet auf dem Intervall [-1,1], nicht ausreichend ist, um die Ursprungsfunktion dar-
zustellen. Je kleiner allerdings den Regularisierungsparameter gewéhlt wird, umso besser
werden die berechneten Approximationen und die gesuchte Funktion f. Dabei steigt die
Genauigkeit mit negativen Zehnerpotenz an. Ein Regularisierungsparameter um 0.001 lie-
fert die gewiinschten Ergebnisse, also die Rekonstruktion des Polynoms p auf dem Intervall
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5.3. Einfluss des Regularisierungsparameter
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Abbildung 5.6: Darstellung der Rekonstruktion der Datenmengen fiir A = 1,0.1,0.01,0.001.
In der linken Spalte sind durch rote Sternchen die Approximationen der
Datenpunkte (graue Kreuze im Hintergrund) gekennzeichnet, in der rechten
Spalte ist der Verlauf der rekonstruierten Funktion f auf dem Intervall [-1,1]
zu sehen. Hierbei wurden die Parameter m = 70, 0 = 1 gewahlt und der
Algorithmus angehalten, falls die Fehlerdifferenz kleiner als 1076 ist.
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5.3. Einfluss des Regularisierungsparameter
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Abbildung 5.7: Verhéltnis A zu der Anzahl der Iterationen und dem regularisiertem Fehler.

[-1,1] und eine gute Approximation der Daten.

Allerdings folgt auf eine noch kleinere Wahl des Regularisierungsparameters nicht zwingend
eine hohere Genauigkeit. Betrachtet man die Abbildung 5.7, so kann man erkennen, dass der
Regularisierungsfehler fiir kleinere Regularisirungsparameter kleiner wird. Allerdings kann
man fiir Regularisierungsparameter kleiner als 1073 keine signifikanten Fehlerverbesserun-
gen erreichen. Beispielsweise liegt der Regularisierungsfehler fiir A = 1073 ungefihr bei 0.51
und fiir A = 107 ungefihr bei 0.47. Des Weiteren steigt fiir kleinere Regularisierungspa-
ramter die Anzahl an Iterationen stark an, so dass es fiir kleinere Regularisierungsparamter
deutlich langer dauern kann, bis Konvergenz erreicht wird. Daher ist ein zu kleiner Regula-
risierungsparametrers A nicht zwingend eine gute Wahl, um sinnvolle Resultate am Beispiel
der Polynomrekonstruktion zu erzielen.

5.3.2 Beispiel Swiss Roll

In dem Experiment zur Polynomrekonstruktion konnte gezeigt werden, dass eine geeignete
Parameterwahl fiir A um 1073 liegt und fiir diese Wahl Konvergenz erreicht werden kann.
Nutzt man das PML-Vefahren fiir den Swiss Roll Datensatz, so zeigen sich gegenteilige Re-
sultate. Betrachtet man in Abbildung 5.8 sowohl die Approximationen an die Datenpunkte
als auch die zweidimensionale Darstellung der Swiss Roll fiir die Regularisierungsparameter
4,1,0.01,0.0001 so kann man erkennen, dass fiir A = 0.0001 die Struktur der Swiss Roll nicht
wieder gegeben werden kann und die Datenpunkte auf getrennten Ebenen und Geraden lie-
gen. Ein dhnliches Resultat erhélt man fiir A = 0.1. Hierbei kann man zwar die spiralférmige
Struktur etwas deutlicher erkennen, aber betrachtet man die dreidimensionale Darstellung
der approximierten Datenpunkte in einem anderen Blickwinkel, so kénnen wieder Ebenen
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5.3. Einfluss des Regularisierungsparameter

A =0.0001

Abbildung 5.8: Dargestellt sind jeweils die Approximationen (links) und die zweidimensio-
nale Darstellung eingebettet in den dreidimensionalen Raum (rechts) fiir die
Regularisierungsparameter 4,1,0.01,0.0001 des Swiss Roll Datensatzes fiir
500 Datenpunkte nach 100 Iterationen.
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5.4. Einfluss der Gaufibreite

und Geraden, auf denen ein Grofiteil der Datenpunkte liegen, erkannt werden. Betrachtet
man zudem die zweidimensionale Darstellungen der Swiss Roll fiir A = 0.0001 und 0.01, so
sind diese Darstellung der Swiss Roll nicht brauchbar, da diese beziiglich der y-Achse eine
starke Skalierung aufweisen.

Je grofler man den Regularisierungsparamter wahlt, umso klarer wird eine zuféllige Anord-
nung der Datenpunkte erkennbar. Damit ist gemeint, dass die berechneten Approximatio-
nen immer seltener auf einer gemeinsamen Geraden oder Ebene liegen und die spiralférmige
Struktur der Swiss Roll sowohl in Hohe und Breite als auch in der Tiefe besser erkennbar
wird. Trotzdem kann eine Vermischung verschiedenfarbiger Datenpunkte erkannt werden.
Betrachtet man zusétzlich die berechnete zweidimensionale Darstellung, so liefert das PML-
Verfahren fiir jeden der betrachteten Regularisierungsparameter keine niitzliche zweidimen-
sionale Darstellung, da kein gleichméafliger Farbverlauf erkennbar ist. Allerdings wird fiir
A=1und ) = 4 immerhin der gesamte Raum [-1,1]? ausgeschépft. Fiir die beiden kleineren
Parameter ist die y-Achse deutlich skaliert worden, um eine gewissen Struktur sichtbar zu
machen.

5.3.3 Beispiel Oberflachenrekonstruktion

Fiir das Experiment der Oberflichenrekonstruktion tritt fiir verschiedene Regularisierungs-
parameter Konvergenz ein. Allerdings ist dabei keine eindeutige Tendenz erkennbar, welche
Groflenordnung eine gute Wahl der Parameters A haben sollte. Betrachtet man die rekonstru-
ierten Oberflachen in Abbildung 5.9, so dhneln sich die berechneten Oberflichen sehr stark,
auch wenn man punktuell kleinere Unterschiede im Randverhalten erkennen kann. Dieses
Resultat unterscheidet sich an dieser Stelle von den présentierten Ergebnissen in [SMSWO01],
da dort fiir verschiedene Regularisierungsparameter auch verschiedene Oberflichen gezeigt
werden.

Insgesamt kann man festhalten, dass die Wahl eines geeigneten Regularisierungsparameters
von der jeweiligen Situation abhéngt. Aus diesem Grund lésst sich keine genaue Vorhersage
fiir einen sinnvolle Wahl des Regularisierungsparameters treffen.

5.4 Einfluss der GauBbreite

Nachdem wir den Einfluss des Regularisierungsparameters analysiert haben, wollen wir uns
nun dem zweiten Parameter, der Gaufibreite, widmen. Die Gauflbreite o tritt hauptséchlich
in der Auswertung des Gaufischen RBF-Kerns auf und hat damit auch einen grofien Einfluss
auf das PML-Verfahren und dessen Resultate. Um diesen Einfluss deutlich zu machen be-
trachtet man das Experiment der Polynomrekonstruktion. In Abbildung 5.10 ist der Verlauf
der rekonstruierten Funktion f auf dem Intervall [-1,1] fiir den Regularisierungsparameter
A = 0.001 und fiir verschiedene Gaufibreiten dargestellt. Fiir o > 1 tritt eine deutliche Ein-
schrinkung der Funktionsapproximation ein. Exemplarisch kann man fiir o = 2 erkennen,
dass die Verformung der Graden, welche durch die Initialisierung berechnet worden ist, zu
steif ist und die Ursprungsfunktion nicht ausreichend genug rekonstruiert wird. Dagegen wird
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5.4. Einfluss der Gauf3breite
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Abbildung 5.9: Oberflichenrekonstruktion fiir die Regularisierungsparameter
0.1,0.01,0.001,0.0001. Als Gauflbreite ist o = 1 gewéahlt. Es wurde
jeweils Konvergenz, im Sinne einer Fehlerdifferenz von 1072, erreicht.
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Abbildung 5.10: Auswertung der berechneten Funktion f auf dem gesamten Zielraum [-1,1]
fiir verschiedene Gauflbreiten ¢. Dabei wurde bei allen Gauflbreiten Kon-

vergenz erreicht mit A = 0.001
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Abbildung 5.11: Abgebildet sind die ungestauchten Polynomdaten und deren Approximation
(links) und der Verlauf der Funktion f ausgewertet auf dem Intervall [-1,1]
mit den Parametern A =0.01 und o =0.1.

das Polynom p fiir ¢ = 1 nahezu optimal rekonstruiert. Im Gegensatz dazu tritt fiir o < 1
ein starkes Overfitting ein. Fiir o = 0.5 oder 0.1 kann man erkennen, dass der Verlauf der
Funktion zwar eine eingeschréinkte Datenapproximation zuldsst, aber die berechnete Funk-
tion selber keine Funktion mehr ist. Selbst bei kleinen Abweichungen, wie zum Beispiel fiir
o = 0.7, erhélt man keine Funktion mehr. Je kleiner also die Gaufibreite gewéhlt wird, umso
starker tritt merkwiirdiges Verhalten fiir die berechnete Funktion auf und liefert in Bezug
zum Erhalt einer Funktion f nur inakzeptable Resultate.

Wie gerade beschrieben tritt fiir kleine Werte der Gauflbreite merkwiirdiges Verhalten in
der rekonstruierten Funktion f auf. Lassen wir diesen Aspekt mal auflen vor, so kann der
PML-Algorithmus trotzdem eine Approximationen an die Datenpunkte berechnen, welche
nicht optimal, aber annehmbar ist. Dies wird in Abbildung 5.11 sichtbar. Betrachtet man
fir die Parameter A = 0.01 und o = 0.1 den Verlauf der berechneten Funktion, so ist dieser
unbrauchbar. Trotzdem liegen die Approximationen ungefdhr in der Néhe der Originaldaten.
Ein selber Effekt kann fiir das Swiss Roll Experiment gezeigt werden.

5.5 Konvergenzen

Neben dem Einfluss der Parameter A und o auf die Resultate des PML-Verfahren spielt auch
die Konvergenz der Resultate eine wichtige Rolle. Dabei kann man zwei Aspekte untersuchen:
die Art der Konvergenz und die Schnelligkeit der Konvergenz. Unter den ersten Aspekt fallen
alle Uberlegungen beziiglich eines geeigneten Abbruchkriteriums, da der Begriff Konvergenz
beziiglich des Abbruchkriteriums eingefiihrt wurde. Die Schnelligkeit spielt dahingehend eine
Rolle, da man im Rahmen der Datenanalyse ziigig niitzliche Resultate bendtigt. Ziel dieses
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5.5. Konvergenzen

Abbildung 5.12: Darstellung des Verlaufs der Funktion f ausgewertet auf dem Intervall
[-1,1] zu verschieden Zeitpunkten. Initialisierung (links), erste Iteration
(mitte) und Konvergenz (rechts)

Abschnittes ist die Analyse diese zwei Aspekte.

Dazu betrachte man zunédchst die Abbildung 5.12. Man kann erkennen, dass nach einer
Iteration der Verlauf des betrachteten Polynoms fast exakt rekonstruiert wird. Vergleicht
man den Verlauf nach einer Iteration mit dem Verlauf nach Eintreten der Konvergenz, so
lassen sich nur sehr kleine Unterschiede feststellen. Daraus kann man schlieflen, dass in
diesem Experiment eine Iteration fiir eine ausreichende Rekonstruktion geniigt. Ahnliche
Effekte konnen auch fiir die dreidimensionale Oberflichenrekonstruktion erzielt werden. Da-
bei muss man allerdings beachten, dass zwar wenige Iterationen ausreichen, um akzeptable
Ergebnisse zu erhalten, aber eine falsche Abbruchbedingung dazu fithren kann, dass der
PML-Algorithmus nicht nach diesen wenigen ausreichenden Iterationen terminiert, sondern
plétzlich schlechtere Ergebnisse berechnet. Betrachtet man in Abbildung 5.13 den Verlauf
des Regularisierungsfehlers Ryeg[ f], so wird zunachst die gewiinschte Minimierung des Feh-
lers Ryeg[ f] pro Iteration erreicht, aber ab der 16. Iteration steigt der Fehler sprunghaft an
und die Berechnung konvergiert nicht mehr. Dabei wurde als Abbruchbedingung der Feh-
lerunterschied zwischen zwei aufeinanderfolgenden Iterationen genutzt und der Algorithmus
beendet, falls dieser Unterschied kleiner als 107 ist. Diese GroBenordnung der Fehlerdifferenz
erweist sich als zu klein und demnach als zu genau um ein geeignetes Resultat zu erhalten.
Eine Fehlerdifferenz in der GréSenordnung von 1073 bis 1072 fithrt dabei rechtzeitig zu einer
gewiinschten Konvergenz.

Ein weiteres Beispiel fiir diesen Effekt ist in Abbildung 5.14 dargestellt. Hierbei wurden
sowohl der Regularisierungsfehler, der empirische Fehler und der Regularisierungsterm pro
Iteration fiir das Swiss Roll Experiment dargestellt. Zunéchst wird innerhalb der ersten Ite-
rationen der Regularisierungsfehler verringert, bevor dieser immer wieder enorm ansteigt.
Untersucht man die Griinde fiir diese plétzlichen Anstiege des Regularisierungsfehlers, so
kann man feststellen, dass weder der Projektions- noch der Adaptionsschritt alleine verant-
wortlich sind. Des Weiteren erkennt man, dass der Regularisierungsterm @[ f] einen gerin-
gen Einfluss auf den Regularisierungsfehler R,ee[f] hat, da dieser zum einen im Verhéltnis
und zum anderen auch absolut gesehen sehr klein ist. Daraus folgt insbesondere, dass der
Regularisierungsfehler Ryeq[f] und der empirische Fehler Remp[f] sich kaum voneinander
unterscheiden.
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Abbildung 5.13: Verlauf der Fehler und Regularisierungsterme der ersten 50 Iterationen fiir
die Rekonstruktion der Oberflasche des zweidimensionalen Polynoms mit
den Parametern A\ = 0.0001, o = 1 und als Startwert des Optimierers die
vorherige niedrig-dimensionale Darstellung des Datenpunktes.
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Abbildung 5.14: Verlauf der Fehler und des Regularisierungsterms der ersten 100 Iteratio-
nen fiir den Swiss Roll Datensatz mit den Parametern A = 1 und o = 1.
Als Initialisierung des Optimierers wird die vorherige niedrig-dimensionale
Darstellung des Datenpunktes genutzt.
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5.6. Resultate fiir hoherdimensionale Daten am Beispiel des Ol-Fluss Experiments
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Abbildung 5.15: In dieser Abbildung sind die zweidimensionalen Darstellungen des Ol-Fluss
Datensatzes fiir verschiedene Konfigurationen dargestellt. In der oberen
Graphik wurde die PCA zum Erhalt einer zweidimensionalen Darstellung
genutzt. In der mittleren Graphik ist die Darstellung nach 18.099 Iterationen
mit dem modifiziertem PML-Verfahren dargestellt. In der unteren Graphik
ist die Darstellung, die das reguldre PML-Verfahren nach 200 Iterationen
berechnet hat, zu sehen.

5.6 Resultate fiir hoherdimensionale Daten am Beispiel des
Ol-Fluss Experiments

Fiir den Ol-Fluss-Datensatz zeigt das PML-Verfahren mit den Parameterwahlen, die in
den Experimenten in [SMSWO01] gewéhlt wurden, keine iiberzeugende Ergebnisse, s. Ab-
bildung 5.15. Nutzt man zunéchst die PCA, so kann man erkennen, dass es in der niedrig-
dimensionalen Darstellung Bereiche gibt, in denen keine klare Klassifikation der drei Klassen
moglich ist. Dieses Resultat, welches auch in [SMSWO01] beschrieben ist, kann bestatigt wer-
den. Im Gegensatz dazu kann eine eindeutige Klassifizierung der Daten in drei Klassen durch
den PML-Algorithmus nicht bestétigt werden. In Abbildung 5.15 ist zu erkennen, dass es in
bestimmten Bereichen zu eine Vermischung aller Klassen kommt. Allerdings kann man recht
gut erkennen, dass jeweils die Klasse, dargestellt durch griinen Kreuze, relative gut getrennt
dargestellt werden kann. Insbesondere die unterste Abbildung lisst die Vermutung zu, dass
nach ausreichend Iterationen das gewiinschte Ergebnis erreicht werden kann.

Fihrt man den Algorithmus mit anderen Parametern oder mit einer Variante des Projek-
tionsschrittes durch, in der anstatt fiir alle Datenpunkte nur fiir eine zuféllige Anzahl an
Datenpunkten eine Minimierung durchgefiihrt wird, so zeigt sich der gleiche Effekt wie zu-
vor, s. mittlere Abbildung in 5.15.
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6 Fazit

Die Arbeit baut hauptsichlich auf der Arbeit [SMSWO01] auf. Es wird versucht, uniiber-
wachtes Lernen unter Betrachtung einer Minimierung eines Fehlerfunktionals in iiberwachtes
Lernen zu transformieren [SMSWO01]. Dazu haben wir ein Fehlerfunktional hergeleitet und
versucht, dieses zu minimieren. Dies filhrte zur Suche einer Funktion f, welche die Daten
moglichst gut approximiert.

Um nun einen Algorithmus herzuleiten, der eine solche Funktion berechnet, wurde als Funk-
tionenraum ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern gewéhlt. Diese Wahl bringt den
Vorteil mit sich, dass sich die gesuchte Funktion als Summe von Kernfunktionen schreiben
lasst. Neben der Anwendung des Reprasentierungstheorems nutzen wir den Zusammenhang
zwischen Kernen und Regularisierungsoperatoren. Aus diesen Uberlegungen heraus konnte
man relativ leicht ein Algorithmus formulieren. Alles in allem lésst sich dieses Verfahren sehr
einfach mit den Methoden aus dem Bereich der Kern-Verfahren beschreiben und fasst dabei
alle wesentlichen Resultate aus dem Bereich des RKHS zusammen. Dies bedeutet, dass das
PML-Verfahren gut in den Rahmen der kernbasierten Funktionsdarstellung und der Theorie
des RKHS passt.

Neben diesen guten Aspekten des PML-Verfahren gibt es aber auch kritische Aspekte, wes-
halb das PML-Verfahren nicht die gewiinschten Ergebnisse leistet. Dazu wurde in Kapitel 5
gezeigt, dass einige der in [SMSWO01] dargestellten Resultate nur zum Teil bestétigt werden
konnen. Beispielsweise kommen die Autoren zu dem Schluss, dass die GauBlbreite keinen
groflen Einfluss auf die Resultate hat. Wir haben hingegen einen starken Einfluss der Gauf3-
breite o auf die Resultate zeigen konnen. Auch die Wahl des Regularisierungsparameters
A kann nicht verallgemeinert werden und ist demnach von der betrachteten Situation ab-
héngig, das heifit je nachdem aus welcher praktischen Anwendung die betrachteten Daten
stammen, muss der Wert des Parameters A\ anders gewédhlt werden. Insbesondere konnten
Unterschiede in der Wahl des Regularisierungsparameters nur fiir andere Werte, also nicht
fir die in [SMSWO1] beschriebenen Werte, erreicht werden.

Eine weitere Schwierigkeit, welche die in [SMSWO01] dargestellten Resultate eher kiinstlich
erscheinen lassen, ist das Fehlen von prézisen Angaben der Datensétze, auf die die Autoren
das PML-Verfahren angewandt haben. Es wurde gezeigt, dass nur unter giinstigen Vorausset-
zungen einige der Resultate bestétigt werden kénnen. Daraus kann man Folgern, dass die Au-
toren moglicherweise ihre Daten derart skaliert haben, dass die Tauglichkeit des Verfahrens
nachgewiesen werden kann. Ein weiterer Anhaltspunkt fiir diese These sind die Resultate der
Oberflichenrekonstruktion und des Ol-Fluss-Experiments. In beiden Fillen kann man nach
einer gewissen Anzahl an Iterationen bessere und schlechtere Resultate erzielen, ohne dass
dabei eine Konvergenz zustande kommt. Daher liegt es Nahe, dass die Autoren moglicher-
weise bestimmte Zeitpunkte eines Experiments darstellen, in denen der PML-Algorithmus
das gewlinschte liefert. Dies kann vor allem am Verlauf des Regularisierungsfehlers belegt
werden, da die Autoren lediglich einen Verlauf eines, nicht weiter erlduterten und daher
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unbekannten, Experiments fiir die ersten 10 Iterationen zeigen. Betrachtet man den dar-
gestellten Fehlerverlauf des Swiss-Roll Experiment fiir die ersten 10 Iterationen, so kénnen
die in [SMSWO01] gezeigten Fehlerverlaufe bestétigt werden, obwohl ab der 11. Iteration das
Verfahren instabiles Verhalten aufweist. Dies unterstiitzt die These, dass die Autoren nur
Resultate zeigen, die die Korrektheit des Verfahrens zeigen soll.

Des Weiteren haben wir in den Kapiteln 3 und 4 gesehen, dass der Projektions-Schritt einen
wesentlichen Einfluss auf die Resultate des Verfahrens hat. Genau an dieser Stelle beschrei-
ben die Autoren nicht ausfithrlich, wie man dort das gesuchte Minimum berechnen kann und
verweisen den Leser auf ein Standardwerk iiber numerische Verfahren. Es bleibt daher vollig
offen, wie genau die Minimierung und die Konvergenz der dargestellten Resultate zustande
gekommen sind. Daher liegt auch hier die Vermutung nahe, dass ausschliefflich sinnvolle Re-
sultate gezeigt werden.

Eine moégliche Fehlerquelle, ndmlich eine fehlerhafte Programmierung des PML-Verfahren, ist
nahezu auszuschlieen, da man beispielsweise fiir die Polynomrekonstruktion die gewiinsch-
te Resultate erzielen kann. Zudem zeigt sich bei der Ausfithrung der Programmierung eine
gewisse Stabilitdt. Allerdings kann man, je nachdem wie die Parameter gewdhlt werden und
wie die Minimierung im Projektionsschritt umgesetzt wird, andere Resultate erhalten. Alles
in allem besitzt das PML-Verfahren sehr viele Freiheitsgerade, welche fiir die jeweilige Si-
tuation angepasst werden miissen um brauchbare Ergebnisse zu erhalten.

Ein weiteres Argument, weshalb das PML-Verfahren in der Anwendung nicht praktikabel
genug ist beruht auf der Tatsache, dass es wenige Folgearbeiten von Wissenschaftlern gibt,
die dieses Verfahren in der Praxis anwenden. Wissenschaftliche Arbeiten, die die Arbeit von
Smola, Mika, Scholkopf und Williamson referenzieren, erwidhnen meist nur, dass es diese
Moéglichkeit der Datenanalyse gibt oder skizzieren grob, was dort gemacht wird. Auch die
Tatsache, dass man mit diesem Verfahren lediglich ein lokales Minimum finden kann ist un-
befriedigend.

In dieser Arbeit wurden einige Faktoren diskutiert, fiir die gezeigt werden kann, dass diese
einen Einfluss auf die Resultate des PML-Verfahrens haben. Man konnte diese Analyse nun
fortfiithren und weiter Faktoren, wie beispielsweise die Anzahl an Kernfunktionen, analysie-
ren.
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