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Notation

Symbol Bedeutung
A B Matrizen
a,b,...,z Vektoren
a,b,...,z  Skalare
' X' Der transponierte Vektor von x und die transponierte Matrix von X
I1d, Einheitsmatrix der Grofie n x n
Id,«m Einheitsmatrix der Groéfie n x m
3 Kovarianzmatrix
A Diagonalmatrix
L Untere Dreiecks-Matrix einer Cholesky-Zerlung
12| Determinante der Matrix ¥
Il 1 Spaltensummennorm von
XY, Z Zufallsvariablen
E[X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X
VIX] Varianz der Zufallsvariablen X
Cov(X,Y) Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y
N(u,0?) Univariate Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o
Nn(p,X)  Multivariate Normalverteilung der Dimension n mit Erwartungswerten p
und Kovarianzmatrix 3
Us(Q) Die d-dimensionale Gleichverteilung auf dem Gebiet 2
o(x) Dichtefunktion der standardisierten Normalverteilung A(0, 1)
o(x) Dichtefunktion von n unabhingig und N(0, 1) verteilten Zufallsvariablen
O () Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung N (0, 1)
1(x) Indikatorfunktion
id(x) Identitétsfunktion
I'(x) Wert der Gammafunktion an der Stelle x
Df(x) Differential der Funktion f an der Stelle x
l(d) f Anwendung der Quadraturregel (Q mit Level [ auf die d-dimensionale Funktion f
Cc*® Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen
L?[a, b Menge der zweifach Lebesgues-integrierbaren Funktion

Skalarprodukt auf dem Raum L?[a,b] mit Gewichtsfunktion w(z)
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1. Einleitung

Die Okonometrie ist ein wichtiges Teilgebiet der Wirtschaftswissenschaften, das die Modelle
der Wirtschaftstheorie empirisch iiberpriift und versucht die auftretenden ckonomischen Phéno-
mene zu quantifizieren. Hierzu werden mathematische Methoden mit statistischen Verfahren
kombiniert. Auch in anderen empirischen Sozialwissenschaften finden ckonometrische Methoden
vermehrt Anwendung.

Wihrend das klassische Werkzeug der Okonometrie, die lineare Regressionsanalyse, nicht an Be-
deutung verloren hat, erweitern moderne computerorientierte Verfahren die existierenden Metho-
den. Letztere erlauben die Analyse auch von extrem grofien Datensétzen und bieten empirischen
Forschern eine grofiere Freiheit bei der Modellierung von Zusammenhingen und Abhéngigkei-
ten.

Der Analysegegenstand vieler wirtschaftstheoretischer Modelle, die durch 6konometrische Me-
thoden tiberpriift werden, sind menschliche Entscheidungsprobleme. Wéhrend einige dieser Ent-
scheidungen einen kontinuierlichen Charakter haben, d.h. eine Entscheidung wird {iber die be-
stimmte Menge getroffen, sind andere wichtige Entscheidungsprobleme von diskreter Natur. Das
bedeutet, dass Entscheidungen zwischen einer festen Anzahl von genau definierten Alternativen
getroffen werden.

Beispiele fiir Entscheidungsprobleme diskreter Art sind die Wahl zwischen mehreren politischen
Parteien, Kaufentscheidungen zwischen einer endlichen Anzahl von Produkten oder auch die
Entscheidung iiber einen Arztbesuch in der Gesundheitsdkonomie.

Die geeigneten Modelle zur genauen Untersuchung solcher diskreten Entscheidungen und ih-
rer Einflussfaktoren sind die Discrete Choice Modelle der Okonometrie. Aufgrund der Vielzahl
von Anwendungen, der immer flexibleren Modellierungsmdoglichkeiten durch theoretische Fort-
schritte und aufgrund der verbesserten Verfiigbarkeit geeigneter Datensétze haben sie enorm an
Bedeutung gewonnen.

Die Discrete Choice Modelle ermdglichen die Analyse von menschlichen Entscheidungen und
konnen damit als ein Hilfsmittel zum besseren Verstindnis menschlichen Verhaltens verstan-
den werden. Thre Bedeutung ist auch erkennbar an der Verleihung des von der schwedischen
Reichsbank in Erinnerung an Alfred Nobel gestifteten Preises fiir Wirtschaftswissenschaften (im
allgemeinen Sprachgebrauch ,, Wirtschaftsnobelpreis“) an Daniel McFadden fiir ,,die Entwicklung
von Theorie und Methoden zur Analyse diskreter Entscheidungen im Jahr 2000.

Wiéhrend die Analyse von einzelnen bindren Entscheidungen bereits durch zufriedenstellende
Methoden moglich ist, ist dieses fiir multikategoriale Entscheidungen nur begrenzt oder nur mit
sehr spezifischen Modellannahmen moglich. Multikategoriale Entscheidungen sind dabei alle Ar-
ten von Entscheidungen, die iiber eine bindre Entscheidung hinausgehen, wie z.B. Modelle zur
Analyse von mehr als zwei Wahlmoglichkeiten oder Modelle zur Analyse einer bindren Entschei-
dung an mehreren Zeitpunkten.
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Problemstellung

Die zur Analyse von diskreten Entscheidungen verwendeten Modelle lassen sich durch die Glei-
chung
P[Wahl von Alternative i) = F'(Parameter, Daten) (1.1)

darstellen. Es wird also die Wahrscheinlichkeit fiir die Wahl einer bestimmten Alternative in
Abhéngigkeit von Parametern und ihren Einflussfaktoren, den unabhéngigen Variablen, unter-
sucht. Die Verkniipfung der Entscheidungswahrscheinlichkeit mit den Parametern und Daten
erfolgt iiber eine Funktion F', die Responsefunktion.

Wiéhrend in einigen Modellformen und Zusammenhéngen die Wahl von F'(x) als eine beliebige,
monotone Funktion F : R? — [0, 1] erfolgen kann (siehe [FT01]), wird sie in anderen Modellen
durch die Annahme an die stochastischen Stérungen des Modells determiniert und ist dann
durch die Verteilungsfunktion der den Stérungen zugrundeliegenden Zufallsvariablen gegeben.
Wichtige Modelle dieser Art sind Untersuchungen mit latenten Variablen. Diese analysieren einen
Zusammenhang mit abhéngigen Variablen, die grundsétzlich von kontinuierlicher Art, jedoch
nicht beobachtbar sind. Es kann lediglich eine Variable beobachtet werden, die eine Indikation
iiber die quantitative Hohe der eigentlichen Variablen gibt.

Ein einfaches Beispiel dieser Art ist die Untersuchung der Bedeutung (des Nutzens) des Ge-
sundheitszustandes fiir verschiedene Individuen in Abh#ngigkeit des Alters, des Einkommens
und anderer bestimmender Gréflen. Eine Indikation iiber die Bedeutung des Nutzens von Ge-
sundheit fiir ein Individuum koénnte die bindre Entscheidung fiir oder wider einen Arztbesuch
bilden.

Neben den beobachteten Daten hingt das Modell in Gleichung (1.1) von Parametern ab, die
quantifizieren wie sich die Entscheidungswahrscheinlichkeit fiir eine Alternativ dndert, falls sich
die gegebenen Daten verdndern. Die Schitzung dieser Parameter ist eine zentrale Aufgabe von
okonometrischen Verfahren und wird iiber die Maximum-Likelihood-Methode durchgefiihrt. Die
hierzu notige Likelihood-Funktion muss zunéchst aus der rechten Seite von Gleichung (1.1) mit
den gegebenen Daten berechnet werden und sollte méglichst exakt sein, damit ihre Maximie-
rung bestmoglich erfolgen kann. Insbesondere ist fiir eine einmalige Auswertung der Likelihood-
Funktion eine mehrmalige Auswertung von F' erforderlich.

Da F in allen relevanten Fillen durch die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen gegeben ist,
kann die Auswertung von F' auch als ein Integrationsproblem der Form

Plz) = /_ " ) de (1.2)

mit einer Dichtefunktion f interpretiert werden. Je nach Zufallsvariable kann eine geschlossene
Losung fiir F' existieren oder nicht.

Wihrend fiir bindre Entscheidungen die Responsefunktion F' (und damit das Integrationspro-
blem (1.2)) eindimensional ist und daher hinreichend gute Approximationen der rechten Seite in
Gleichung (1.2) (oder sogar die analytische Bestimmung dieser) moglich sind, ist die Funktion
F' fiir multikategoriale Entscheidungen mehrdimensional. Die Dimension d des Problems kann
dabei durch die Anzahl der Wahlmdoglichkeiten, die Anzahl der untersuchten Zeitpunkte oder
auch die Anzahl der unabhéngigen Variablen determiniert sein und beliebig grof3 werden.



Der kritische Punkt dieser Methode ist die Auswertung der Funktion F' fiir multikategoriale
Modelle, falls keine geschlossene Losung fiir F' existiert, da dann eine numerische hochdimensio-
nale Integration erforderlich ist. Dieses ist fiir die multikategorialen Erweiterungen der beiden
wichtigsten Modelltypen, die Probit- und die Logit-Modelle, der Fall. Erstere spezifizieren F
als Verteilungsfunktion der multivariaten Normalverteilung und stehen im Hauptfokus dieser

Arbeit.

Die Bestimmung des Integrals in Gleichung (1.2) kann durch Quadraturformeln der Form

N
/Q f(@)de ~ Qf =3 wif ()
=1

erfolgen. Die numerische Bestimmung dieser Integrale ist mit herkémmlichen Produkt- Qua-
draturverfahren schwer moglich da deren Konvergenzrate exponentiell mit der Dimension des
Problems fillt. Dieses Phdnomen wird auch als Fluch der Dimension (siehe [Bel61]) bezeichnet.
Fiir eine ausfiihrliche Darstellung dieses Phénomens und geeigneter Losungsmoglichkeiten siehe
auch [Gri06].

Ein weiteres Problem ist das unbeschrinkte Gebiet des Integrationsproblems (1.2). In dieser
Arbeit zeigen wir Moglichkeiten auf beide Problem zu losen und eine gute Approximation der
rechten Seite von (1.1) zu bestimmen.

Losungsansatze

Zur Losung des uneigentlichen Integrationsproblems, der Auswertung einer multivariaten Nor-
malverteilung, ist die Transformation des urspriinglichen Problems von grofier Bedeutung. Hierzu
sind verschiedene Ansitze entwickelt worden, welche die Transformation des Integrationspro-
blems auf ein anderes Integrationsgebiet vereint und die Konvergenz der numerischen Methoden
dadurch verbessert.

Wichtige Beispiele sind die Transformation auf ein sphérisches Koordinatensystem von Dedk
in [Dea80] und die Transformation auf den Einheitswiirfel (0,1)¢~!. Letztere ist unabhingig
voneinander von Genz in [Gen92] in der Statistik und in der Okonometrie durch die Gruppe
Geweke und Hajivassiliou (siehe [Gew89] und [BSH93]) sowie Keane in [Kea94] entwickelt worden
und hat sich als besonders erfolgreich erwiesen. Eine Weiterentwicklung der Methode ist durch
eine Umordnungstechnik, die eine Ordnung entlang der Wichtigkeit der Dimension einfiihrt, von
Gibson et al. in [GGE94] beschrieben worden

Die diskutierte Transformationstechnik ist urspriinglich fiir die Auswertung des Integrals mit
Zufallszahlen, d.h. einem Monte Carlo Verfahren, entwickelt worden. In dieser Arbeit disku-
tieren wir sowohl die Verwendung von Quasi-Monte Carlo Verfahren als auch die Verwendung
von diinnen Gittern zur Losung des transformierten Integrationsproblems. Quasi-Monte Carlo
Verfahren verwenden als Auswertungspunkte Folgeglieder von Niederdiskrepanz-Folgen anstatt
gleichverteilten Zufallszahlen und kénnen so die Konvergenz gegeniiber (Pseudo-)Zufallszahlen
erhohen. Diinne Gitter konnen die Glattheit des Integranden ausnutzen und auf diese Weise die
Konvergenz verbessern.

Die Diinngitter-Integration kombiniert aus gelevelten Tensorprodukten eindimensionale Quadra-
turregeln zu einer d-dimensionalen Quadraturregel. Als eindimensionale Basisregel verwenden
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wir dabei die geschachtelten Clenshaw-Curtis-Regeln und generalisierte Gaufl-Quadraturregeln.
Letztere sind besonders fiir das Integrationsproblem geeignet, da sie die bei der Transformation
nach Genz entstehenden Randsingularitéiten berticksichtigen kénnen.

Es gelingt uns zu zeigen, dass die diinnen Gitter fiir das Integrationsproblem geeignet sind. Im
Speziellen fiihrt die Genz-Transformation mit den diinnen Gittern auf Basis der generalisierten
GauB-Quadraturregeln zu einer deutlich verbesserten Approximation des Integrals.

Auch die in dieser Arbeit erstmals im Kontext der diinnen Gitter betrachte Umordnungstech-
nik von Gibson et al. fiihrt zu einer Verbesserung aller betrachteten Integrationsverfahren. Die
Verbesserung der Integration durch die Umordnungstechnik ist bei Verwendung der Diinngitter-
Integration besonders grofl. Zwar fithrt sie nicht zu einer Erhéhung der Konvergenzrate des Ver-
fahrens, jedoch kann der Einfluss auf die Konstante erheblich sein. Dadurch kann die benotigte
Anzahl von Auswertungspunkten fiir eine bestimme Genauigkeit deutlich gesenkt werden.

Insgesamt kann durch die Kombination der Genz-Transformation, der Umordnungstechnik nach
Gibson et al. und den diinnen Gittern mit den generalisierten Gauf-Quadraturregeln ein zu-
friedenstellendes Verfahren fiir die Auswertung der multivariaten Normalverteilung fiir niedrige
und mittlere Dimensionen aufgezeigt werden.

Auf diese Weise ist eine exaktere Auswertung der Funktion F' in den Discrete-Choice-Modellen
und damit eine bessere Approximation der Likelihood-Funktion méglich.

Eigene Beitrige

e Herausarbeitung des Zusammenhangs zwischen Discrete-Choice-Modellen und generali-
sierten linearen Modellen, sowie Identifizierung hochdimensionaler Probleme im Kontext
der Discrete-Choice-Modelle.

e Vergleich existierender Methoden zur Berechnung der multivariaten Normalverteilung und
Entwicklung einer neuen verbesserten Methode durch die Kombination von Transformations-
und Umordnungstechniken mit diinnen Gittern.

e Schitzung eines Modells mit realen Daten.

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 geben wir zunéchst eine kurze Einfithrung in die grundlegenden linearen Regressi-
onsmodelle der Okonometrie und entwickeln darauf aufbauend die Struktur der generalisierten
linearen Modelle und insbesondere der hierin enthaltenden Discrete-Choice-Modelle. Der Fokus
liegt hierbei auf den entstehenden hochdimensionalen Fillen dieser Modelle sowie auf den fiir
die Schétzung der Parameter benotigten Groflen. Des Weiteren werden konkrete 6konomische
Anwendungen aufgezeigt.

In Kapitel 3 stellen wir verschiedene Verfahren fiir die hochdimensionale Integration dar und
beschreiben ihre Eigenschaften.

In Kapitel 4 erldutern wir unterschiedliche Anséitze zur Auswertung der multivariaten Normal-
verteilung, die in einer Vielzahl von Fillen als Integrationsproblem im Kontext der Discrete-
Choice-Modelle auftritt. Wir betrachten insbesondere verschiedene Verfahren zur Transforma-



tion des Integrationsproblems, so dass dieses zur numerischen Integration mit diinnen Gittern
besser geeignet ist.

Das Kapitel 5 dient den numerischen Experimenten. Wir untersuchen die Eigenschaften unter-
schiedlicher Integrations- und Transformationsverfahren fiir multivariate Normalverteilungen,
die sich als Integrationsproblem der Probit-Modelle ergeben und erweitern unsere Analyse dann
auf ein Integrationsproblem, das sich im Rahmen der multikategorialen Logit-Modelle ergibt.
Waihrend wir zur Analyse generierte Daten verwenden, fithren wir abschlieffend eine Maximie-
rung einer approximierten Likelihood-Funktion mit einem realen Datensatz aus der Gesund-
heits6konomie durch und belegen damit die praktische Relevanz der von uns entwickelten Me-
thode.

Kapitel 6 fasst die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf mdogliche
Erweiterungen, sowohl in Bezug auf die Anwendbarkeit der diskutieren Verfahren in anderen
Kontexten als auch in Bezug auf die Weiterentwicklung des Verfahrens selbst.
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2. Okonometrische Grundlagen

In diesem Kapitel erldutern wir die wichtigen 6konometrischen Grundlagen, die zum Verstédndnis
des in dieser Arbeit betrachteten Anwendungszusammenhangs nétig sind.

Nach einer kurzen Motivation definieren wir die grundlegenden linearen Regressionsmodelle der
Okonometrie und erldutern die fiir diese Art von Modellen iibliche Schitzmethodik. Darauf
aufbauend erweitern wir das Modell zu den generalisierten linearen Modellen und definieren die
Komponenten dieser umfassenden Modelle.

Wir fiihren Beispiele fiir solche Modelle an und fokussieren uns dabei im Besonderen auf eine
wichtige Klasse der generalisierten linearen Modelle, die Discrete-Choice-Modelle.

Im letzten Teil dieses Kapitels gehen wir dann in besonderem Mafle auf die hochdimensionalen
Falle der beiden wichtigsten Modelle, die Probit- und Logit-Modelle, ein.

2.1. Motivation

In der Erstausgabe der Zeitschrift Econometrica erldutert die Econometric Society, dass es das
Hauptziel der Okonometrie [als Teilgebiet der Volkswirtschaftslehre] sei eine Verbindung von
theoretisch-quantitativen und empirischen-quantitativen Ansétzen zu 6konomischen Problemen
herzustellen. Insbesondere sei es die Verbindung von Sichtweisen aus der Statistik, der dkono-
mischen Theorie und der Mathematik, die die Okonometrie ausmache (siehe [Fri33]).

Eines der Kerngebiete der Okonometrie ist die Schiitzung von Parametern in ékonomischen
Modellen, die Zusammenhénge zwischen einzelnen Groéflen wie z.B. Inflationsrate, Bruttoinland-
sprodukt und Arbeitslosigkeit abbilden. Ein prominentes Beispiel fiir ein solches, 6konomisches
Modell ist das Okunsche Gesetz.

2.1.1. Das Okunsche Gesetz

In [Oku62] untersucht Okun den Zusammenhang zwischen Verédnderungen der Arbeitslosenrate
und Verdnderungen des realen Bruttoinlandsprodukts (BIP). Eine seiner Modellierungen stellt
diesen Zusammenhang iiber die lineare Beziehung

y=a+bx

her, wobei z die quartalsweise prozentuale Verdnderung des BIPs und y die quartalsweise pro-
zentuale Verdnderung der Arbeitslosenrate enthélt. Mit Daten fiir die Jahre 1947-1960 fiir die
US-amerikanische Volkswirtschaft und der in Abschnitt 2.2.2 erlduterten Methode kommt er auf
den Zusammenhang

y=0.3—-0.3z.

Dies bedeutet, dass eine Steigerung des BIPs um 1% mit einer Verringerung der Arbeitslosenrate
um 0.3% einhergeht.
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2.2. Lineare Regressionsmodelle

Das Okunsche Gesetz ist ein Beispiel fiir ein lineares Regressionsmodell. Ein solches Modell
untersucht den Zusammenhang zwischen einer abhingigen, erklidrten oder endogenen Va-
riablen (auch Regressand) y und einer oder mehreren unabhingigen, erklirenden oder
exogenen Variablen (auch Regressoren) z; durch eine lineare Gleichung. Dieses ldsst sich
mathematisch als

Y= F(@r, o) +e
=x101+...+rgPK +¢€ (2.1)
=x'B+e¢

mit = (z1,...,7x), 8= (B1,...,Bk) € REX! darstellen.

Der zufillige Storterm e tragt hierbei dem Umstand Rechnung, dass es i.d.R. nicht gelingen wird
den realen 6konomischen Zusammenhang exakt zu modellieren und dass es zu Messfehlern bei
modellrelevanten Daten kommen kann (siehe [Gre08b] Kap. 2.2.).

Zur Spezifikation der Modellannahmen seien die n Beobachtungen einer Variablen x; in einem
Vektor &; € R™! und diese Vektoren x; in einer Matrix X € R"*K zusammengefasst. Ferner
seien die n Beobachtungen der Variablen y und die Stérterme e in Vektoren y € R™¥! bzw.
€ € R™*! zusammengefasst.

In diesem Modell ist es auch moglich eine Konstante in der Gleichung (2.1) zu modellieren, was
dazu fiihrt, dass eine entsprechende Spalte von X durch den Vektor Idy,x1 = (1,...,1)" € R?*!
gegeben ist.

2.2.1. Modellannahmen

Um das Modell exakt zu spezifizieren werden die folgenden Annahmen ([Gre0O8b] Tab. 2.1) an
das Modell gestellt:

1. Linearitit: Das Modell bildet einen linearen Zusammenhang zwischen y und x1,...,xx
wie in Gleichung (2.1) ab. Da das fiir jeden der n Datenpunkte gelten soll, ldsst sich dieses
darstellen als y = X3 + €.

2. Voller Rang: Es gibt keine exakte lineare Abhéngigkeit zwischen den erkldrenden Varia-
blen, d.h. rang(X) = K.

3. Exogene erklirende Variablen: Die erkldrenden Variablen x; enthalten keine Informa-
tionen iiber den Stérterm e , d.h. E[e|X] = 0.

4. Homoskedastizitit und fehlende Autokorrelation: Jeder Fehlerterm ¢; hat die kon-
stante Varianz o (Homoskedastizitit) und ist unkorreliert mit allen anderen ¢; (Freiheit
von Autokorrelation). Dieses lisst sich beschreiben als Ele€’] = o2Id,,.

5. Daten: Die n Datenséatze fiir die erkldrenden Variablen konnen deterministisch oder Aus-
pragungen einer Zufallsvariablen sein. In Matrixform: X sei deterministisch oder zufallig.

6. Normalverteilung: Die Fehlerterme ¢; sind normalverteilt, d.h. €| X ~ N, (0,02Id,,).



2.2. Lineare Regressionsmodelle

2.2.2. Parameterschitzung
Kleinste-Quadrate-Schitzung

Ein moglicher Ansatz zur Bestimmung der Modellparameter 3 ist die Minimierung der ent-
stehenden Fehlerquadrate. Dazu seien 3 und €, wie bisher, die unbekannten Parameter bzw.
Storterme des Modelles. Des Weiteren enthalte b Schiatzungen fiir B und e entsprechend fiir €.
Es sei § eine Schétzung fiir die Werte von y, die bei Benutzung der geschétzten Parameter b
entsteht. Dieses ldsst sich zusammenfassen als

Xb

~

Y-y

0o
1

Offenbar enthélt der Vektor e die Absténde, auch Residuen, zwischen den tatséchlich realisierten
Werten von y und den prognostizierten g. Als ein sinnvolles Giite-Kriterium fiir b erscheint
die Minimierung dieser Abstinde. Um dieses Vorzeichen unabhingig zu gestalten, werden die
Fehlerquadrate minimiert:

S(b) :== Ze? =é'e
i=1

= -9y -9
= (y — Xb)'(y — Xb)
=y'y— 2y’ Xb+ b X'Xb.

Die notwendige Bedingung fiir das Minimum ist

95(b) _ —2X'y +2X'Xb = 0.

b
& X'Xb=Xy. (2.2)

Es ist zu erkennen, dass die Bedingung fiir das Minimum der von linearen Ausgleichsproblemen
bekannten Normalengleichung (siehe [Sto94] Kap. 4.8.1) entspricht. De facto kann die Para-
meterschitzung im linearen Regressionsmodell als ein solches Ausgleichsproblem interpretiert
werden.

Aus (2.2) ergibt sich als Schétzer fiir die Parameter

b= (X'X)1X'y.

Maximum-Likelihood-Schéitzung

Lineare Regressionsmodelle kénnen auch mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode geschéitzt
werden. Die Methode ist im Anhang A.1 dargestellt. Insbesondere lisst sich zeigen, dass diese
Methode im Falle von linearen Regressionsmodellen zum gleichen Schitzer fiir 8 fithrt (siehe
[Gre08b] Kap. 14.2.1).



2. Okonometrische Grundlagen

2.2.3. Heteroskedastizitit und Autokorrelation

Eine Erweiterung des linearen Regressionsmodells ist das verallgemeinerte lineare Regressi-
onsmodell, das die 4. Annahme des urspriinglichen Modells aufhebt und sowohl Autokorrelation
als auch Heteroskedastizitét (als Gegenstiick zu Homoskedastizitét) zuldsst. Das ist gleichbe-
deutend mit der Annahme einer allgemeinen Kovarianz-Matrix fiir die Storterme e,

Elee] =X

mit einer positiv-definiten Matrix 3.

Auch fiir die verallgemeinerten linearen Modelle gibt es verschiedene Herangehensweisen an die
Parameterschéiitzung, die z.B. auch davon abhéngen, ob 3 unbekannt ist oder nicht. Fiir eine
ausfiihrliche Darstellung siehe [Gre08b] Kap. 8.

2.3. Generalisierte lineare Modelle

Nach der ausfiihrlichen Darstellung der linearen Regressionsmodelle wollen wir in diesem Ab-
schnitt die soeben diskutierten Modelle auf die ,, Generalized Linear Models“, die generalisierten
linearen Modelle erweitern. Sie sind ein sehr weitgehendes Framework aus der Statistik, das die
Modellierung von unterschiedlichsten Zusammenhéngen und Datentypen erlaubt. Wahrend das
lineare Regressionsmodell offenbar nur die Modellierung von Zusammenhéngen erlaubt, in de-
nen die abhingige Variable kontinuierlich ist, ist durch die generalisierten linearen Modelle z.B.
auch die Modellierung von abhéngigen Variablen mit bin&rer Struktur oder die Modellierung
von abhéngigen Variablen, die eine bestimmte Anzahl beschreiben, méglich.

Zur Verdeutlichung der allgemeinen Definition stellen wir zunéchst basierend auf [MN89] Kap.2.2
fest, dass sich das lineare Regressionsmodell auch wie folgt beschreiben lésst:

Es sei y € R™! mit unabhingigen und identisch normalverteilten Eintrigen y; mit V[y;] = o2

fir i = 1,...,n gegeben und es gelte

Ely] = p (2.3)
mit p=Xpg
fiir Beobachtungen X € R™ X und Parameter 8 € RE*1,

Ausgehend von dieser Beobachtung folgen wir der dreigliedrigen Definition fiir generalisierte
lineare Modelle von McCullagh et al. in [MN89] Kap. 2.2.1.:

1. Zufallskomponente: Es sei y € R™*! ein Vektor von unabhiingigen Zufallsvariablen (die
abhéngigen Variablen des Modells) aus der Familie der exponentiellen Verteilungen mit
konstanter Varianz o2 und E[y] = p.

Die Dichte einer solchen Zufallsvariablen aus y ist in diesen Modellen durch

f(yil0s, p,w;i) = exp (yﬂz—(;(@)wz + c(yi, ¢7Wi)>

mit

a) 0; als ,natiirlichem“ Parameter,
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2.3. Generalisierte lineare Modelle

b) ¢ als Skalierungsparameter,
c¢) b(z) und c(x) als spezielle Funktionen der Verteilung und
d) w; als Gewicht abhéngig vom Datentyp

gegeben (siehe [FT01] Kap. 2.1.2). Fiir eine Darstellung der Eigenschaften dieses Typs von
Zufallsvariablen verweisen wir auf den Anhang von [FT01].

2. Systematische Komponente: Es sei 7 € R™*! ein linearer Pridiktor, der sich aus den
abhéngigen Variablen des Modells durch

n=Xpg

mit unbekannten Paramatern 5 € REX1 ergibt.

3. Linkfunktion: Die Zufallskomponente und die systematische Komponente seien fiir ¢ =

1,...,n durch eine auf dem Wertebereich der Zufallsvariablen y; monotone und differen-
zierbare Linkfunktion G(u) bzw. ihrem Inversen, der Responsefunktion H(n) = G~1(n),
mit

ni = G(wi) & pi = H(n:)
verbunden.

Das lineare Modell aus den Gleichungen (2.3) und (2.4) ist in dieser Definition enthalten, indem
die Eintrige von vy als normalverteilt und g(z) als die Identitdtsfunktion spezifiziert wird.

Daraus wird ersichtlich, dass die beiden wesentlichen Erweiterungen in den generalisierten li-
nearen Modellen (gegeniiber dem linearen Regressionsmodell) einerseits durch die Verallgemei-
nerung der Verteilungsannahme an die Eintrdge der abhéngigen Variablen y und andererseits
durch die Moglichkeit verschiedener Linkfunktionen gegeben sind. Die erste Annahme ist insbe-
sondere auch gleichbedeutend mit der Annahme einer von der Normalverteilung verschiedenen
Verteilung der Storterme € im Fall des linearen Regressionsmodells.

Waéhrend die obige Definition als Response- bzw. Linkfunktion alle Funktionen einer Klasse mit
bestimmten Eigenschaften zulésst, induziert jede Zufallsvariable eine kanonische Linkfunktion.
Dieses ist die Funktion, die den natiirlichen Parameter 6 der Dichtefunktion der zugrundeliegen-
den Zufallsvariablen mit dem linearen Prédiktor n verbindet:

G(p) =n=0(n).

In Folgenden geben wir Beispiele fiir verschiedene Datentypen der abhéngigen Variablen, mogli-
chen Zufallsvariablen zur Modellierung solcher Daten und passende Responsefunktionen an. Wir
verzichten dabei auf die explizite Angabe der Dichtefunktion fiir jede Zufallsvariable und geben
jeweils nur eine kurze Intuition fiir den Datentyp. Die Dichtefunktionen kénnen leicht aus der
Tabelle 2.1. in [FT01] entnommen werden, wihrend [MN89] Kap. 2.2.4 einen Uberblick iiber die
kanonischen Linkfunktionen fiir die jeweiligen Zufallsvariablen gibt.

2.3.1. Kontinuierliche Variablen

Falls wir einen Anwendungszusammenhang betrachten, in dem die abhingigen Variablen jeden
Wert in R annehmen diirfen (z.B. das motivierende Beispiel in Abschnitt 2.1.1), bietet sich als
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2. Okonometrische Grundlagen

Verteilungsannahme fiir die stochastische Komponente des Modells die Normalverteilung an.
Neben der Identitdtsfunktion als kanonische Link- und Responsefunktion nennen Fahrmeier et
al. in [FT01] Kap. 2.1.3 z.B. noch die Responsefunktion

H(n) =log (n), und H(n) = exp (n)

fiir diese Verteilung.

In manchen statistischen Zusammenhéngen kann die abhéngige Variable zwar als kontinuierlich
modelliert werden, allerdings nur auf dem Bereich (0,00). Anwendungsbeispiele konnten die
Lebenserwartung oder die Sonnenscheindauer eines Tages darstellen. Fiir diese Variablen bietet
sich neben der Verwendung der Gammaverteilung mit der kanonischen Responsefunktion

auch noch die Verwendung der inversen Normalverteilung an.

2.3.2. Haufigkeitsdaten

Weitere mogliche Anwendungszusammenhénge kénnte die Untersuchung der Anzahl bestimm-
ter Ereignisse in einem festgelegten Zeitraum sein. Beispiele fiir solche Haufigkeitsdaten, auch
,Count Data“, sind die Anzahl von Geburten oder die Haufigkeit von Unfillen in einem be-
stimmten Zeitfenster. Diese Art von Daten wird typischerweise mit einer Poisson-Verteilung
modelliert, deren Responsefunktion durch

h(n) = exp ()

gegeben ist.

2.4. Binary-Choice-Modelle

Im vorgehenden Abschnitt haben wir ein allgemeines Framework fiir ,,Generalized Linear Mo-
dels“ eingefiihrt und verschiedene Beispiele aufgezeigt. Ein weiteres Beispiel fiir die generalisier-
ten linearen Modelle sind Modelle, die binére Daten untersuchen. Da auf diesem Datentyp (und
seinen Erweiterungen) der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt, stellen wir ihn ausfiihrlich dar, leiten
den Zusammenhang zur allgemeinen Definition in Abschnitt 2.3 ausfiihrlich her und geben die
typischen Kontexte aus der 6konomischen Theorie an, die zu diesen Modellen fiihrt. Wir ge-
ben dabei insbesondere eine aus der dkonometrischen und nicht aus der statistischen Literatur
motivierte Einfithrung.

2.4.1. Motivation und Modellaufbau

In vielen 6konomischen Anwendungen ist die zu untersuchende abhéngige Variable als diskret zu
betrachten. Zum Beispiel konnte der Zusammenhang zwischen Partizipation am Arbeitsmarkt
(d.h. beschéftigt oder aktiv jobsuchend im Gegensatz zu weder beschiiftigt noch jobsuchend)
und verschiedenen Regressoren (z.B. Alter und Ausbildung) untersucht werden. Da hier nur
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2.4. Binary-Choice-Modelle

die Moglichkeit zwischen zwei verschiedenen Antworten (Partizipation oder nicht) besteht, wird
auch von Binary Choice-Modellen gesprochen. Ein anderes Modellierungsbeispiel ist die Analyse
des politischen Wahlverhaltens in einem Zweiparteiensystem.

Fiir die Modellspezifikation sei i der zu erklirende Regressand, & € RE*! ein Vektor mit den

Werten fiir die K Regressoren, die die binire Entscheidung erkliren und 8 € RE*! ein Vektor
mit Parametern, die den Einfluss der Verinderungen in @ erklidren. Die Verbindung zwischen
den Regressoren und der zu erklérenden Variable in der Entscheidung

P(y = 1|z) = F(«'B) (2.5)

wird durch die Funktion F(z) spezifiziert. Die natiirlichste Wahl fiir F'(z) wére die Identitéts-
funktion id(x), was (wieder) zu einem linearen Regressionsmodell fithren wiirde. Jedoch ist bei
dieser Wahl nicht sichergestellt, dass '3 € [0, 1], was aber notwendig ist, da F(z'3) in (2.5)
eine Wahrscheinlichkeit darstellt.
Wir stellen zusétzlich an das Modell die Bedingung, dass ein hoher numerischen Wert von x’3
fiir gegebene Daten @ und gegebene Parameter 3 zu einer hohen Wahrscheinlichkeit fiithrt. Dieses
bedeutet mathematisch, dass
li Py =1lz) =1
i Py = 1))
li P(y =0lx) =0
Jim Py =0ja)
gelten soll. Aus dieser Darstellung ist zu erkennen, dass jede Verteilungsfunktion einer reell-
wertigen Zufallsvariablen diese Anforderungen erfiillt. Verschiedene Binary-Choice-Modelle un-
terscheiden sich also in der Spezifikation dieser Verteilungsfunktion F'(x). Die laut Greene in
[Gre08b] Kap. 23.3.1 gebriauchlichsten Modelle sind die in Abschnitt 2.4.6 dargestellten Probit-
und Logit-Modelle.

2.4.2. Eigenschaften des Modells und Zusammenhang zur allg. Definition

Da die zu erkldrende Variable y; Bernoulli-verteilt mit Parameter G(x;'8) ist, ergibt sich fiir
den Erwartungswert

Elyilzi] = F(zi'8) (2.6)

und fiir die Varianz

V[yi] = F(zi'B)(1 - G(xi'B)).
Wenn wir Gleichung (2.6) in die Teile

Ely;|zi] =
und p; = F(xi'8)

zerlegen und n; := x;3 setzen, erkennen wir, dass sich der dritte Teil der Definition aus Ab-
schnitt 2.3 als
pi = F(@i'B) & pi = H(pi) < ni = F~' () = G(wi)
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2. Okonometrische Grundlagen

ergibt. D.h. die Binary-Choice-Modelle in der obigen Formulierung sind als Spezialfall mit
der Annahme einer Bernoulli-Verteilung an y und einer noch zu wéhlenden Responsefunkti-
on H(x) = F(z) in der allgemeinen Definition enthalten.

2.4.3. Modelle mit latenten Variablen

Binary Choice-Modelle sind neben der Modellierung von direkt beobachtbaren Gréfien vor allem
bei der Modellierung von latenten (d.h. nicht direkt, sondern nur durch Indikatoren beobacht-
baren) Variablen von Bedeutung.

Mikrotkonomische Entscheidung mit latenten Variablen

Greene gibt in [Gre08b] Kap. 23.3.2 das Beispiel einer typischen mikrookonomischen Entschei-
dung: Ein Konsument erwirbt ein Produkt, wenn der zusitzliche Nutzen durch eine weitere
Einheit (der Grenznutzen) seine Kosten fiir diese weitere Einheit (die Grenzkosten) iibersteigt.
Dieses ist dquivalent dazu, dass die Differenz von Grenznutzen und Grenzkosten positiv ist. Die
konkrete Hohe dieser beiden Variablen bzw. der Differenz ist jedoch nicht beobachtbar. Es ist
lediglich beobachtbar, ob der Konsument eine weitere Einheit erworben hat oder nicht.

Allgemein sei ein linearer Zusammenhang zwischen der latenten Variablen y* und beobachtbaren
Regressoren x gegeben:
v =a'B+e (2.7)

Die Verteilungsfunktion des Storterms e sei durch F'(z) gegeben und es sei der Zusammenhang
zwischen der beobachtbaren (Indikator-) Variablen y und der latenten Variablen y* durch

_J1 fallsy* >0
v= 0 fallsy* <0

gegeben. Im obigen Beispiel bedeutet dieses ein Konsument kauft das Produkt (y = 1), wenn
die Differenz aus Grenznutzen und Grenzkosten positiv ist (y* > 0), andernfalls erwirbt er es
nicht (y = 0).

Aus den Uberlegungen
P(y* > 0)|z) = P(x'8 + € > 0|z)

=P(e > —2'B|z) (2.8)
=1-Ple < —2'B|z)
=1-F(-2'B) (2.9)

erkennen wir, dass die Modellspezifikation auf das grundlegende Discrete-Choice-Modell zuriick-
gefithrt werden kann. In dieser Modellierung gibt die Verteilungsfunktion der stochastischen
Storterme F'(z) dann unmittelbar die Responsefunktion des Modells an.

Unter der Annahme einer symmetrischen Verteilungsfunktion lisst sich (2.9) zu
P(y" > 0)|z) = F(a'B)

vereinfachen.
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2.4. Binary-Choice-Modelle

2.4.4. Random Utility Modelle

Als einen dritten Kontext in dem Discrete Choice-Modelle in der Okonometrie auftreten nennt
[Gre08b] Kap. 23.3.3 die Random Utility Modelle. Im Gegensatz zu den Modellen aus Abschnitt
2.4.3 wird in diesen Modellen der Nutzen zwischen zwei Alternativen a und b betrachtet und die
Alternative mit dem hoheren Nutzen vom Individuum gew#hlt. Analog zu Abschnitt 2.4.3 ist
der Nutzen eines spezifischen Produktes nicht direkt beobachtbar, sondern nur die Entscheidung
fiir oder wider einer der Alternativen.

Wir wollen im Folgenden lineare Nutzenmodelle der Form
Us = 513/;80, +€q
Uy =2'Bp + &
betrachten.

Fiir die Indikatorvariable y gelte

)1 falls Uy > Uy
S0 falls U, < Up.

Durch die Uberlegungen
Ply = 1|x| = P[U, > Uy)
['Ba + €a — ' By — € > 0|z]
[ca — & > —x'(Ba — Bb)]
— F(—2'B)

P
P
1

mit € := ¢, — €, F'(x) als Verteilungsfunktion von € und 3 := (3, — B ist zu erkennen, dass auch
in diesem Modellrahmen die Wahrscheinlichkeit fiir eine Alternative auf die Verteilungsfunktion
der Storterme e und damit auf ein Discrete-Choice-Modell zuriickgefithrt werden kann.

2.4.5. Parameterschitzung

Zur genauen Untersuchung des modellierten Zusammenhangs ist es notig die Parameter 3 des
Modells zu schitzen. Dieses wird mit der Maximum-Likelihood-Methode (siehe A.1) durch-
gefiihrt. Da y nur die beiden Werte 0 oder 1 annimmt (bzw. Bernoulli-verteilt ist), gilt fiir die
Verteilungsfunktion

fy) = (F@B)(1 - F(a/8))' .
Fiir n unabhéngige Beobachtungen «;, y; ergibt sich hieraus die Likelihood-Funktion

(B) = [[((F(i'B)" (1 - F(ai'B))' ¥

1=1

und die log-Likelihood-Funktion

n(1(8) =Y wiln(F(z:/B)) + (1 — y;) In(1 - F(a'B)). (2.10)
=1
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2. Okonometrische Grundlagen

Als notwendige Bedingung fiir die Likelihood-Schétzung erhalten wir hieraus

8111[ Z szﬁ (1 yz) _f(xzﬁ) -0

— F(zi/B)

mit f(x) als Dichtefunktion von F'(x).

Anhand der Gleichung (2.10) konnen wir erkennen, dass zur Maximum-Likelihood-Schétzung
die Auswertung der Verteilungsfunktion F(z) an verschiedenen Stellen erforderlich ist. Falls
F(z) nicht analytisch darstellbar ist, kann die Auswertung von F(z) an diesen Stellen nur
approximativ erfolgen und die zur Maximierung notige Likelihood-Funktion kann ebenfalls nur
approximativ bestimmt werden.

Dieses Prinzip wird auch als Maximum-Simulated-Likelihood-Schéitzung (MSL-Schitzung) be-
zeichnet.

2.4.6. Beispiele fiir Verteilungsfunktionen

In den bisherigen Uberlegungen wurde keine spezifische Annahme beziiglich der Verteilungs-
funktion, bzw. Responsefunktion F(z) gemacht. Geméf [Gre08b] Kap. 23.3.1, [Woo02] Kap.
15.3 und [MN89] Kap. 4.1.4 sind die folgenden Spezifikationen von F'(x) in der 6konometrischen
Modellierung von Bedeutung.

Probit-Modell
Im Probit-Modell wird angenommen, dass die Storterme € (in der latenten Formulierung des

Modells) standard-normalverteilt sind, d.h. die Responsefunktion F(x) ist gegeben durch die
Verteilungsfunktion einer standardisierten Normalverteilung

F(x)z(l)(x):/x 127rexp< t;) dt

Logit-Modell

Im Logit-Modell wird die Responsefunktion spezifiziert als die einfache Logistik-Funktion

B _exp(z) 1
Fla) = Az) = I+exp(z) exp(—x)+1

Gumbel-Modell

Im Gumbel-Modell wird die Responsefunktion spezifiziert als die Verteilungsfunktion der ,,Extreme-
Value-Type 1“-Verteilung

F(x) = exp(— exp(—a).
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2.5. Modelle fiir Panel-Daten

Komplementéares log-log-Modell

In diesem Modell ist die Responsefunktion durch die Verteilungsfunktion der ,, Extreme-Minimum-
Value“-Verteilung

F(z) = 1 — exp(exp(—))
gegeben.

Anhand von Abbildung 2.1 erkennt man die Symmetrie der Dichtefunktionen der Probit- und
Logit-Modelle.

0.5

T
Probit
Logit
Gumbel
log-log

0.4

0.3

0.2

0.1

0

X
Abbildung 2.1.: Dichtefunktionen von verschiedenen Responsefunktionen

2.5. Modelle fiir Panel-Daten

Bevor wir in den néchsten beiden Abschnitten die multikategorialen Erweiterungen der bei-
den wichtigsten Binary-Choice-Modelle (Probit und Logit) vorstellen erldutern wir in diesem
Abschnitt einige wichtige Definitionen zur Klassifikation von Modellen mit Panel-Daten. Panel-
Datensitze bestehen sowohl aus Querschnittsdaten als auch aus Langsschnittdaten, d.h. es wer-
den mehrere Stichproben (Querschnitt) an unterschiedlichen Zeitpunkten (Léngsschnitt) von ein
oder mehr Variablen untersucht. Z.B. konnte das Haushaltseinkommen von mehreren Familien
in verschiedenen Jahren betrachtet werden.

Panel-Daten tauchen in den Erweiterungen der Probit- und Logit-Modelle in den Abschnitten
2.6 und 2.7 wieder auf und haben durch die Zunahme von zur Verfiigung stehenden Panel-
Datensiitzen - und damit einhergehend die Auswertung und Schiitzung dieser - in der Okonomie
an Bedeutung gewonnen. Beispiele fiir derartige Datensétze sind u.a. das ,,German Socioecono-
mic Panel“ oder das ,,Michigan Panel Study of Income Dynamics“, die gesundheitsékonomische
bzw. arbeitsmarktékonomische Daten beinhalten.
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2. Okonometrische Grundlagen

Diese Art von Modellen lésst sich durch die Gleichungen

yit:$it/,3+2i/a+€it, i:17...,n,t:1,...,ﬂ
= x4/ B+ c; + €ir, i1=1,....,n,t=1,...,T; (2.11)

beschreiben. Hierbei ist x;; € RXX! ein Vektor, der die Beobachtungen von K abhingigen
Variablen bei n Individuen zu T; Zeitpunkten beinhaltet. Im Speziellen wird eine Konstante
nicht zugelassen.

Der Index i bei T; deutet an, dass jedes Individuum 7 unterschiedlich héufig beobachtet werden
konnte. [Gre08b] Kap. 9.2.4 unterscheidet hier den Fall von balancierten Daten (T; = T,i =
1,...,n) und unbalancierten (7; # Tj) Daten.

Der Vektor B € REXL erklirt den globalen Einfluss von ;¢ auf y;; iiber alle Individuen und
Zeitpunkte hinweg. Demgegeniiber steht ein individualspezifischer Effekt z;'a = ¢;, der z.B. vom
Geschlecht und der ethnischen Abstammung abhéingt, iiber alle Zeitpunkte T; konstant ist und je
nach Modellzusammenhang beobachtbar oder auch nicht beobachtbar sein kann. [Gre08b] Kap.
9.2.1 spezifiert diesen Effekt als die Heterogenitit und fithrt hierauf aufbauend die folgende
Klassifikation von Modellen fiir Panel-Daten ein:

1. Gepoolte Regression: Es gilt z; = z;, d.h. z; enthélt nur einen konstanten Term und
das Panel-Daten-Modell kann als ein lineares Regressionsmodell mit einer Konstante «
interpretiert werden.

2. Fixed-Effects: Die individuellen z; sind nicht beobachtbar aber mit a;; korreliert. Das
fithrt dann auf ein Modell der Form (2.11), in dem ¢; als ein unbeobachtbarer, individuals-
pezifischer Term betrachtet wird. Geméf Greene in [Gre08b] Kap. 9.2.1 kann dieses Modell
durch die Formulierung

Yir = Tit' B + i + €t
beschrieben werden. Dabei wird «; als eine individualspezifische Konstante geschétzt. Der
Ausdruck , Fixed-Effects* steht hier lediglich als Synonym dafiir, dass eine Korrelation,

ein fizer Zusammenhang, zwischen x;; und ¢; angenommen wird. Er schliefft insbesondere
nicht aus, dass ¢; ein stochastischer Effekt ist.

3. Random Effects: Auch hier sind die individuellen z; bzw. ¢; nicht beobachtbar, aber
auch nicht mit a;; korreliert. Dieses Modell kann durch

Yit = Tit' B+ +u; + €t

mit einer globalen Konstante o und einer individualspezifischen, zufélligen Komponente
u; dargestellt werden. Fasst man « + wu; zusammen, so kann dieses Modell auch als ein
Modell mit einer stochastischen Konstante interpretiert werden.

4. Random Parameter: Hierbei wird von stochastischen Parametern ausgegangen. Diese
Modellierung wird durch

vir = it (B + hg) + (a0 + w;) + €

ausgedriickt. Der Vektor h; gibt die zufillige Storung in den Parametern 3 fiir das Indi-
viduum ¢ an.
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2.6. Probit-Modelle

Waéihrend im Abschnitt 2.4 die Darstellung des univariaten Discrete-Choice-Modells und die
Einbettung in die Theorie der generalisierten linearen Modelle im Vordergrund steht, wollen
wir in diesem Abschnitt verschiedene Erweiterungen des univariaten Probit-Modells aus der
Okonometrie betrachten.

Unser Fokus liegt dabei auf den Erweiterungen fiir die bei der Maximum-Likelihood-Schétzung
der Modellparameter die Auswertung der multivariaten Normalverteilung erforderlich ist. Wir
erldutern die Definition jedes Modells und zeigen auf fiir welche Modellierungen es geeignet ist.
Ferner geben wir fiir jedes Modell die Likelihood-Funktion an und geben eine Referenz fiir eine
konkrete Untersuchung mit diesem Modell an.

2.6.1. Panel Probit-Modell

Eine Modell-Spezifikation, die es n6tig macht multivariate Verteilungen auszuwerten, sind Probit-
Modelle fiir Panel-Daten. Diese untersuchen die binédre Entscheidung von n Individuen zu T;
Zeitpunkten und sind daher als eine Kombination der binéren Modelle in Abschnitt 2.4 und des
allgemeinen Modells fiir Paneldaten in Abschnitt 2.5 zu sehen. Eine Spezifikation dieser Modelle
ist die Annahme, dass ein Parametervektor 3 fiir alle Zeitpunkte und Individuen gilt. Bertschek
et al. nennen dieses Modell in [BLI8] das ,,Panel Probit Model“. Es lésst sich fiir unabhéngige
Stichproben ¢ = 1,...,n durch

yh =z’ B+en, t=1,...,T,

{1 falls 7, > 0
Yit =
0 sonst

beschreiben.

Der Vektor x;; € RE*! enthilt hierbei die Beobachtungen zu Individuum 4 zum Zeitpunkt t.
Der Vektor B8 € RX*1 beschreibt die Partialeffekte, den Einfluss einer Anderung, von x;; auf
die Variablen ;.

Des Weiteren erkennen wir, dass es sich um ein latentes Modell handelt, d.h. dass die y;; nicht
direkt, sondern nur durch die Indikatorvariablen y;;, beobachtbar sind.

Zur Schatzung der Parameter dieses Modells ist es nétig die Likelihood- bzw. die log-Likelihood-
Funktion zu bestimmen. Die Likelihood-Funktion ergibt sich in diesem Modell fiir ein Individuum
¢ als

Ui

U;r
Li(Blys, Xi) = Plyit, - - -, yir| X, B] = / fleits - €ep)dein ... deir,
L;T L1

mit den Entscheidungen von Individuum 4 zu allen Zeitpunkten y; € R*7 und den zugehorigen
K Regressoren zu allen T Zeitpunkten X; € RIXTXK,

Die Grenzen des Integrals sind analog zur univariaten Formulierung des latenten Modells in
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2. Okonometrische Grundlagen

Gleichung (2.8) durch
+00 falls i =1
Ui = ,
—Lit ,3 falls Yit = 0
—xi/B falls yy =1
Liy =
—00 falls yium =0
gegeben.

Durch die Annahme, dass sich jedes Individuum unabhéngig von den anderen Individuen ent-
scheidet, kénnen wir die Likelihood-Funktion als

::]:

L(BY,X)=P(y1,....yn|X,8) = | | P(v:]| X;,8)

.
I
—

Il
:]:

(/3’y17 z)

-
Il
—

und die log-Likelihood-Funktion als
log(L(B]Y, X)) Zlog Li(Blyi, X))

ableiten. Beide Funktionen liegen offenbar in der Klasse C*°(2). Die Dimension des Integrati-
onsproblems ist durch die Anzahl der Zeitpunkte T' gegeben.

Je nach Annahme an die Verteilung der Stérterme e€;; ist die Auswertung der Likelihood-Funktion
in diesem Modell unterschiedlich schwierig. In jedem Fall sind die ¢;; normalverteilt.

Butler et al. spezifizieren in [BM82] eine Erweiterung des Random Effects-Modells, das durch
zusétzliche Annahmen an die Storterme €;; eine geschickte Reduktion des Integrationsproblems
auf eine eindimensionale Integration erlaubt. Die Grundannahme des Modells ist eine Zerlegung
der Storterme € in einen individualspezifischen Term p; und einen Term vy

€it = i + Vit
mit
eit ~ N(0,0?) und Corr(ey, eis) = p.
Dieses ermoglicht iiber die Verwendung der Unabhéngigkeit der auf den individualspezifischen

Term p; bedingten ¢; die Reduktion auf eine Dimension. Greene zeigt in [Gre08b] Kap. 23.5.1,
dass diese Modellformulierung auch eine beliebige, aber konstante Varianz von u; zulésst.

Da diese Modellformulierung die Modellierungsméglichkeiten dennoch erheblich einschrinkt,
werden wir im Folgenden nur das Panel Probit-Modell mit einer allgemeinen Kovarianzstruk-
tur

(67;1, ceey €z'T)/ ~ NT(O, 2)
betrachten. Die Kovarianzmatrix X ist hier fiir jedes Individuum gleich. Dieser allgemeine Ansatz
schlieft insbesondere auch die Formulierung von Butler et al. ein.

Eine Beispieluntersuchung ist in [Ber95] zu finden. Bertschek analysiert hier den Zusammenhang
zwischen Produktinnovationen und Importen sowie ausldndischen Investitionen bei deutschen
Firmen iiber einen Zeitraum von 5 Jahren.
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2.6.2. Multivariate Probit-Modelle

Eine sehr dhnliche Struktur wie das Panel Probit-Modell in Abschnitt 2.6.1 weisen die multi-
variaten Probit-Modelle auf. Auch sie untersuchen einen Zusammenhang mit latenten Varia-
blen.

Im Gegensatz zu Panel Probit-Modellen werden in multivariaten Probit-Modellen jedoch nicht
verschiedene Individuen zu 7T verschiedenen Zeitpunkten betrachtet, sondern verschiedene Indivi-
duen mit M bin&ren Entscheidungsproblemen konfrontiert. Je nach Anwendung und Verfiighar-
keit der Daten konnen diese Entscheidungen zeitlich parallel oder seriell erfolgen, obwohl die Mo-
dellierung die zeitliche Komponente nicht beriicksichtigt. In multivariaten Probit-Modellen steht
daher die Analyse von Zusammenh#ngen zwischen den Entscheidungen im Vordergrund.

Ein weiterer, entscheidender Unterschied zum Panel Probit-Modell ist die Annahme, dass fiir
jede Entscheidung spezifische Partialeffekte 3, beriicksichtigt werden. Daher kann dieses Modell
als ein System von Gleichungen aufgefasst werden in dem jede Gleichung von der Form eines
einzelnen univariaten Probit-Modells analog zu Gleichung (2.7) ist. Gem#f Greene in [Gre08b]
Kap. 23.9 ldsst sich das Modell fiir die (unabhéngigen) Individuen i = 1,...,n als

y;m:mim,/@m‘Fﬁimm:l,...,M

{1 falls 7 >0
Yim =
0 sonst

beschreiben.

Dabei gelte fiir die Storterme €;,, fiir jedes Individuum ¢
(€i1y ey €inr) ~ N (0, %)

mit einer beliebigen, aber fiir jedes Individuum gleichen, Kovarianzmatrix 3.

Die Likelihood-Funktion fiir ein Individuum ¢ ergibt sich in diesem Modell dann als

Li(lgla"'vﬁM|yi>X2) y’L‘X’Laﬂla"-;/BM]

M Uzl
/ . f(eil,...,EeiM)dQ'l...qu
’LM

11

mit allen Entscheidungen y; € R"M fiir Individuum 4 und den zugehorigen Regressoren X; €
Rl XMxK .

Die oberen und unteren Grenzen héngen analog zum Panel Probit-Modell davon ab, welche
Werte die Indikatorvariablen y;,, annehmen:

U 400 falls 9 = 1
T~ B falls yim = 0

I — —Zim/ B falls Yy, =1
) falls yim = 0

21



2. Okonometrische Grundlagen

Daraus ergibt sich dann die globale Maximum-Likelihood-Funktion als

n

L(B1, ... Bm|Y, X) = [[ Li(Br, .., Bralyi, Xs).

i=1

Auch hier ist die Likelihood-Funktion wieder beliebig oft differenzierbar und nicht analytisch
bestimmbar, d.h. auch in diesem Modell muss einer Maximierung der Likelihood-Funktion, die
Simulation derselbigen vorausgehen. Die Anzahl der Wahlmoglichkeiten M determiniert die
Dimension des Integrationsproblems.

2.6.3. Multinomiale Probit-Modelle

Eine andere Erweiterung des Probit-Modells ist das multinomiale Probit-Modell, mit welchem
das Verhalten von Individuen bei der Wahl zwischen J verschiedenen Moglichkeiten untersucht
werden kann. Es erweitert in dieser Weise die Random Utility Modelle aus Abschnitt 2.4.4 auf
Entscheidungsprobleme mit J verschiedenen Moglichkeiten. In dieser Modellklasse folgen wir
der Definition in [Gre08b] Kap. 23.11.5.

Die Modellgleichungen fiir unabhéngige Individuen 7 = 1,...,n lauten
Uj=zij/B+ej, j=1,...,J

Auch in diesem Modell hingt die Schwierigkeit der Parameterschitzung entscheidend von den
Annahmen an die Fehlerterme ¢;; ab. Unter der Annahme einer allgemeinen Kovarianzstruk-
tur

l€it, ..y €] ~ N3 (0,3),

dhnlich wie in den vorhergehenden Abschnitten, ist fiir die Maximum-Likelihood-Schétzung
die Auswertung der durch die Verteilung der Storterme induzierten Verteilungsfunktion einer
multivariaten Normalverteilung erforderlich. Dieses ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen
fiir jedes Individuum i =1,...,n

= ]P)[w'iq//B + €iq > w'L]//B + 6ij7j = 17 ) J,j 7é Q]
= P[(Eil — eiq) < (:I}iq/ — a:ill),@, ceey (EiJ — eiq) < (:Biq/ — :l:i_]/)ﬁ] (2.12)
wobei y; = g die Wahl von ¢ durch Individuum ¢ bedeutet. In Gleichung (2.12) ist die rechte

Seite eine multivariate Normalverteilung der Dimension J — 1, da j = ¢ nicht beriicksichtigt
wird.

Wenn wir y = (y1, ..., yn)" € R®! und d = (dy, ..., d,) € R™*! definieren, wobei d; die Wahl von
Individuum 4 enthilt, ergibt sich die Likelihood-Funktion fiir die Parameterschéitzung als

n

LBIX,y) =[Pl = a:|X, 8]

=1

Diese Likelihood-Funktion erfiillt wieder hinreichende Differenzierbarkeitsannahmen und muss
zur Maximierung erst approximiert werden.
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2.6.4. Ordered multivariate Probit-Modelle

Als letzte Erweiterung der multivariaten Probit-Modelle wollen wir eine Erweiterung auf ,,Ordered
Choices“ diskutieren. ,,Ordered-Choice“-Modelle sind zur Modellierung von Zusammenhingen
geeignet, in denen die zu erklirenden Variablen eine implizite Ordnung (z.B. Ratings fiir Staats-
anleihen) aufweisen.

Ordered Probit-Modelle

Bevor wir die multivariate Erweiterung der Modelle betrachten, definieren wir die univariaten
Ordered Probit-Modelle basierend auf [Gre08b] Kap. 23.10. In diesen Modellen lassen wir J + 1
verschiedene Antwortmoglichkeiten fiir die beobachtete Indikatorvariable y zu und definieren
diese Modelle werden als latente Modelle durch:

v =x'B+e (2.13)

Anders als im univariaten Probit-Modell lassen wir in dieser Modellierung J + 1 verschiedene
Antwortmoglichkeiten fiir die beobachtete Indikatorvariablen y zu. Insbesondere nehmen wir
den Zusammenhang

falls y* <0
falls 0 < y* <y
y=1<1 falls p1 <y* < po (2.14)

J  falls pyq <y*
zwischen den Indikatorvariablen und der latenten Variablen y* an. Fiir die Stérterme gilt:

e ~ N(0,0%).

Die Grenzen der Kategorien py_1 = (p1,...,us—1) werden dabei als unbekannt vorausgesetzt
und miissen zusammen mit den B durch die Maximum-Likelihood-Methode geschétzt werden.
Lediglich ihre Anzahl J + 1 ist fest. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Indikatorvariable
y bedingt auf die vorhandenen Daten kann dann in einem analogen Vorgehen zu Abschnitt 2.4.3
als

Ply = 0|z, B, py—1] = ®(—x'B)
Ply = 1|z, B, py—1] = ®(u1 — 2'B) — 2(~'B)
]P)[y = 2|33,,6, NJ—l] = (I)(MQ - :B//B) - q)(lu’l - wlﬁ)

Ply = Jlz] =1 - @(pj1 — 2'B)
hergeleitet werden.

Dabei wird vorausgesetzt, dass
O<pr <...<pj—1
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2. Okonometrische Grundlagen

gilt, damit keine der Differenzen negativ ist und so auch tatséichlich eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung vorliegt.

Auch diese Modelle lassen sich auf den Fall mehrerer Gleichungen des Typs (2.13) bzw. (2.14)
erweitern, was dann auf die Definition der multivariaten Ordered Probit-Modelle fiihrt:

Dazu betrachten wir n Individuen mit M Entscheidungsproblemen der Form (2.13). Es stehen
dabei jeweils J,, + 1 Moglichkeiten fiir die Indikatorvariablen zur Verfiigung. Falls y;, die In-
dikatorvariable fiir Individuum ¢ beziiglich Entscheidung m ist, ergibt sich das Modell fiir die
Individuen ¢ = 1,...,n und die Entscheidungen m =1,..., M durch

y;km = ximlﬁm + €;m und
0 fallsy;, <0

Yim =S¢ falls v € (Ume—1, tme],c=2,...,J —1
Jfalls yi > pmg—1

Léasst man in diesem Modell allgemeine Korrelationen zu, so ergibt sich auch hier fiir die Bestim-
mung der relevanten Wahrscheinlichkeiten die Notwendigkeit der Auswertung einer multivariaten
Normalverteilung mit allgemeiner Kovarianzmatrix X. Das ldsst sich durch die Annahme

[Eila ceey EiM] ~ NM(Oa 2)7

an die Verteilung der Stérterme mit fester Kovarianzmatrix 3 spezifizieren.

Wir verzichten in diesem Modell auf die genaue Angabe der Likelihood-Funktion und geben
als ein Beispiel fiir ein solches Modell die Untersuchung der Zufriedenheit von Touristen in der
japanischen Region Hokkaido in [Has10] an. Die implizite Ordnung der Indikatorvariablen ist in
diesem Zusammenhang durch Kategorien wie ,vollstdndig zufrieden, ,zufrieden“ etc. gegeben
und die multivariate Komponente stellt sich durch mehrere Fragen mit solchen Antwortmaoglich-
keiten dar.

2.7. Logit-Modelle

Neben den in Abschnitt 2.6 angegebenen Probit-Modellen ldsst sich auch das Logit-Modell auf
ein Modell mit mehreren Wahlméglichkeiten pro Individuum erweitern. Es erlaubt durch die zum
Probit-Modell verinderte Annahme an die Fehlerterme eine alternative Schiatzung. Allerdings
ist fiir die Schéatzbarkeit des Modells eine Unabhéngigkeitsannahme an die Fehlerterme zwingend
erforderlich. Diese Annahme, in der Literatur (z.B. [Gre08a] Kap. 0.7.1) auch als Unabhéingigkeit
von irrelevanten Alternativen (UIA) beschrieben, schriankt die Modellierung von Korrelations-
bzw. Abhéngigkeitsstrukturen erheblich ein.

Allerdings bilden die multinomialen Logit-Modelle den Grundstein fiir die umfassenden Mixed
Logit-Modelle in Abschnitt 2.7.2 und sollen daher kurz dargestellt werden.

2.7.1. Multinomiale Logit-Modelle

Die multinomialen Logit-Modelle dienen analog zu den multinomialen Probit-Modellen zur Mo-
dellierung von Zusammenhingen in denen Individuen die Wahl zwischen J verschiedenen Al-
ternativen haben. Dazu gehen wir von einer Modellierung als ein Random Utility-Modell in der
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von Greene in [Gre08b] Kap. 23.11.1 vorgeschlagenen Form
Uij = 45 Bi + €ij (2.15)

mit Individuen ¢ = 1,...,n aus.

Die Fehlerterme ¢;; folgen unabhéngig und identisch-verteilt einer Extremal-1-Verteilung (auch
Gumbel-Verteilung) mit Verteilungsfunktion

F(eij) = exp(— exp(—€ij))- (2.16)

Des Weiteren sei D € R eine Matrix mit d;; € {0, 1}, die angibt, ob Individuum i die j Alter-
native wahlt oder nicht. Da jedes Individuum genau eine Alternative wahlt,
gilt [|Dll; = 1.

McFadden zeigt in [McF73], dass sich die Wahrscheinlichkeit fiir die Wahl von Alternative m
als

exp(zij'Bi)

Pldi; = 11X5, 8] =
[ J 1] Bi) Z;-IzleXp(iUij'ﬁi)

(2.17)

ergibt.
Darauf aufbauend lésst sich die Likelihood-Funktion mit 8 € R™*¥ durch

n J
L(BIX,D)=> > Pld; =1|X;,5]

i=1 j=1

darstellen.

Eine Vereinfachung dieser Modelle sind die conditionalen Logit-Modelle, die 3 =31 = ... =
B~ annehmen.

2.7.2. Mixed Logit-Modelle

Die im Vergleich zu den Probit-Modellen in Abschnitt 2.6 restriktiven Annahmen an die Vertei-
lung der Storterme haben in der Okonometrie zur Weiterentwicklung der multinomialen Logit-
Modelle gefiihrt. Insbesondere lésst diese Struktur keine Modellierung von Korrelationen fiir die
Storterme €;; zu.

Eine Modellform, die dieses z.T. aufhebt, sind Nested Logit-Modelle. Diese heben die Korre-
lationsbeschrankung durch das Gruppieren von Daten in verschiedene Gruppen auf. Innerhalb
der Gruppen wird dann jeweils ein multinomiales Logit-Modell geschétzt. Anschliel werden die
Modelle zu einem gesamten multinomialen Logit-Modell kombiniert. Fiir Details verweisen wir
an dieser Stelle auf [Gre08b] Kap. 23.11.4, und stellen stattdessen eine andere Erweiterung, die
Mixed Logit-Modelle, in den Vordergrund.

Die Mixed Logit-Modelle sind sehr weitreichendes Framework, die als Random Parameter-Modell
geméif der Einteilung in Abschnitt 2.5 interpretiert werden kénnen.

Durch die Annahme eines stochastischen Storterms ist es moglich die Restriktionen in der Mo-
dellierung, die durch die Annahme der Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen (UIA) in
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Gleichung (2.16) entstehen, aufzuheben. Dazu wird die Korrelation zwischen den einzelnen Ent-
scheidungen in Gleichung (2.15) iiber eine Korrelation der K Regressionsparameter in den 3;
realisiert.

Zur formalen Darstellung sei fiir Individuum ¢ und die Regressoren 3;
Bi=0+v;

gewihlt. Hierbei gibt der k-te Eintrag von 6, einen Mittelwert fiir den k-ten Regressor fiir alle
n Individuen an, wihrend v; den Storterm fiir die Verteilung der Parameter angibt.

Die Verteilungsannahmen an die stochastischen Komponenten sind damit die unabhéingig und
identisch verteilten Stérgrofien

€;j ~ Extremal-Type-1-Verteilung

fiir das eigentliche Modell und die entlang einer Dichtefunktion f(3;]0) verteilten und auf die
Mittelwerte 8 bedingten stochastischen Parameter

Bi ~ f(Bil0).

Als Beispiele fiir in diesem Kontext genutzte Verteilungen fiir 3; gibt Greene in [Gre08a] Kap.
0.7.3 die (multivariate) Normal- oder die log-Normal-Verteilung an. Die Dichte der zweiten
Verteilung mit Mittelwerten g und Kovarianzmatrix 3 ist durch

f(z) L log(@ — u)'Slog(e - u))

e
= exp
|12m)" [Ty i 2
gegeben, wobei der Logarithmus log(x) komponentenweise zu verstehen ist. Weitere mogliche
Verteilungen sind laut [Tra03] Kap. 6.1 die Gleichverteilung oder die Dreiecksverteilung.

Aufgrund des Zusammentreffens von einer grundlegenden Logit-Struktur mit einer andersge-
arteten zusétzlichen stochastischen Verteilungsannahme wird von einem Mixed Modell gespro-
chen.

Auch Bezeichnungen wie Mixed Multinomial-Modelle sind in der Literatur (z.B. in [HWO08]) zu
finden und verdeutlichen, dass auch in diesem Kontext eine Modellierung von nicht notwendi-
gerweise bindren Entscheidungen moglich ist.

Zur Schitzung des systematischen Teils des Modells 8 sei d; € R7*! der Vektor der die Ent-
scheidung fiir eine der j Alternativen angibt, d.h. ein Eintrag in d; ist eins und alle anderen
sind null. Der Vektor x; € R/*! enthalte die exogenen Variablen fiir jede Alternative j des
Invidiuums 1.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Alternative d; gew#hlt wird, ergibt sich dann als
dij
[T exp (zi'Bi) ™

P*(8;) = P[Y; = d;|xs, B8] = ) 2.18
(Bi) [ |, Bi] Z}]=1 oxp (@751) (2.18)

Dies ist eine alternative Darstellung der Gleichung (2.17), jedoch enthilt diese Wahrscheinlich-
keit die zufilligen Parameter 3. Dieser stochastische Einfluss kann durch die Uberlegungen

P(6) = P[Y; = di|:, 6] = A £(B:10)P* (8] d:
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unter Nutzung der Regeln fiir bedingte Dichtefunktionen herausintegriert werden. Die Integra-
tion erfolgt hier iiber den gesamten Triager ¥ der Dichtefunktion f(3;]|0) der zugrundeliegenden
Zufallsvariablen.

Die Likelihood-Funktion des Problems kann dann durch

ausgedriickt werden.

FEine Erweiterung dieses Modells ist méglich in dem auch noch eine Zeitkomponente betrachtet
wird. Jedes Individuum ¢ = 1,...,n hat die Wahl zwischen J Alternativen zu T Zeitpunkten.
Da diese Entscheidungen unabhéingig voneinander getroffen werden, ergibt sich die Wahrschein-
lichkeit aus Gleichung (2.18) hierfiir durch

T J ’ diss
[Ti—; exp (@it Bs)""

P*(8;) = PlY; = di|xs, Bi] = - ,

t[[l Yo7y exp (@it Bs)

wobei die relevanten Groéflen x; und G; auch noch die zeitliche Komponente beinhalten.

Abschlieflend konnen wir feststellen, dass auch diese Funktion hinreichende Annahmen an die
Differenzierbarkeit erfiillt. Ferner ist in den Mixed Logit-Modellen die Dimension des Integrati-
onsproblems nicht durch die Grofle, die durch die multikategoriale Erweiterung, wie die Anzahl
der Zeitpunkte T oder die Anzahl der Alternativen J, entsteht, sondern durch die Anzahl der
Regressoren K gegeben.

27






3. Hochdimensionale Integration

In diesem Abschnitt stellen wir verschiedene Integrationstechniken zur Approximation eines
hochdimensionalen Integranden der Form

N
/Q f(@)de =~ Qf =3 wif (@ ®) (3.1)
=1

dar. Dabei sei Q das d-dimensionale Integrationsgebiet und (¥ € Q seien Stiitzstellen bzw. w;
Gewichte fiir die Approximation durch das Quadraturverfahren ). Die beschriebenen Quadra-
turverfahren lassen sich alle als Spezialfille dieser allgemeinen Darstellung (3.1) auffassen und
unterscheiden sich durch die jeweilige Wahl der (¥ und w;.

Neben der Beschreibung der einzelnen Verfahren wollen wir auch auf die Konvergenzeigenschaf-
ten der Verfahren eingehen. Z.B. lisst sich fiir das Monte Carlo Verfahren eine dimensionsun-
abhingige Konvergenzrate zeigen, wihrend die Konvergenzrate der anderen Verfahren (Quasi-
Monte Carlo, Produktansatz und diinne Gitter) in hohem Mafle von der effektiven Dimension
des Problems abhéngt.

Zur Analyse verwenden wir dabei den absoluten Fehler

(f) = ‘Qf— /Q /(@) da

als ein Ma#f fiir die Approximationsgiite (die Konvergenzrate) eines Verfahrens.

3.1. Monte Carlo

Bei der Monte Carlo Integration (MC) werden die Stiitzstellen (®) als Zufallszahlen einer Gleich-
verteilung auf dem d-dimensionalen Integrationsgebiet €2 entnommen und mit dem festen Ge-
wicht w; = % multipliziert. Dieses Verfahren,

N
1 ) !
/Q fl@)de ~ 3 fa®) mit 2® ~ iy (9),
i=1
fiihrt zu einer dimensionsunabhéngigen Konvergenzrate von

e(f) =0 (N’%)

unter der Voraussetzung, dass die Varianz beschrinkt ist. Dies folgt unmittelbar aus einem
Gesetz der groflen Zahlen.

Der Nachteil des Verfahrens liegt (gegeniiber den anderen Verfahren) in seiner geringen Konver-
genzrate fiir niedrige Dimensionen. Demgegeniiber stehen die geringen Voraussetzungen an die
Funktion und insbesondere die Dimensionsunabhéngigkeit der Konvergenzrate.
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Die Verwendung von Monte Carlo Integrationsverfahren, hdufig auch Monte Carlo Simulationen
genannt, und ihren Erweiterungen wird auch in einer Vielzahl von ckonometrischen Artikeln
diskutiert. Einen Uberblick iiber verschiedene Methoden gibt Geweke in [Gew96].

3.2. Quasi-Monte Carlo

Bei Quasi-Monte Carlo Verfahren (QMC) werden keine Pseudo-Zufallszahlen als Auswertungs-
punkte des Integranden verwendet, sondern deterministische Punktfolgen sog. Nieder-Diskrepanz-
Folgen, die das gegebene Gebiet 2 iiberdecken. Beispiele fiir solche Folgen auf dem Gebiet
Q = [0,1]¢ sind die Sobolev-, Niederreiter- und Halton-Folgen ([Sob76],[Nie78],[Hal60]). Diese
Folgen sind , gleichméfiger* auf dem Integrationsgebiet verteilt, was sich auch anschaulich an
der Gegeniiberstellung von MC und QMC fiir zwei Dimensionen und N = 128 Punkte in Ab-
bildung 3.1 erkennen lisst. Um diese Eigenschaft, die Diskrepanz, auch mathematisch exakt zu
erfassen sind verschiedene Moglichkeiten entwickelt worden. Fiir eine Darstellung der Methoden
verweisen wir auf den Anhang von [Holl0].

Durch die verbesserten Verteilungseigenschaften kann die Konvergenzrate im geringem und mitt-

leren Dimensionsbereich auf
o <10g(N )d>

N

verbessert werden (siehe z.B. [Nie92]).

Auch in der 6konometrischen Literatur finden Quasi-Monte Carlo Verfahren Beachtung. Z.B. dis-
kutiert Bhat in [BhaOl] die Verwendung von Sobolev-Folgen fiir ein Mixed Logit-Modell.

1 - 1
T T T N T T T T

Tow

4 L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 07 08

(a) Monte Carlo Gitter

Abbildung 3.1.: Integrationsgitter auf dem Gebiet |

3.3. Produktansatz

Der Produktansatz basiert auf eindimensionalen numerischen Quadraturverfahren. Ein solches

Verfahren ist durch
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3.3. Produktansatz

mit dem Diskretisierungslevel [ der Quadraturformel gegeben.

Ausgehend von diesem Verfahren wird durch Tensorierung von eindimensionalen numerischen
Quadraturformeln eine Quadraturformel fiir hochdimensionale Integrale konstruiert. Dabei sei
l; das Diskretisierungslevel der Quadraturformel in der i-ten Dimension und N, die zugehéorige
Anzahl von Auswertungspunkten. Dann lisst sich diese Tensorierung schreiben als

A= e...oQ)f

Ny, Ny,

:Z...Zwll-...-wld-f(xllil,...,xldid)

i1=1 ig=1

mit den 4;-ten Stiitzstellen und i;-ten Gewichten fiir eine Quadraturformel mit Level [;.

Der Nachteil dieses Ansatzes ist die exponentiell wachsende Anzahl von Auswertungspunkten
(der von Bellman in [Bel61] beschriebene ,,Fluch der Dimension“): Ein Quadraturverfahren mit
der gleichen Diskretisierung in jeder Richtung, d.h. N := N;, = ... = N -Auswertungspunkten
in jeder Richtung, benétigt in d Dimensionen insgesamt N¢ Auswertungspunkte.

Die Konvergenzrate des Verfahrens ist gegeben durch

Hier gibt o die Konvergenzrate des eindimensionalen Quadraturverfahrens an.

Da die Konvergenzrate exponentiell von der Dimension d des Problems abhéngt, ist dieses Ver-
fahren fiir grofle Dimensionen unbrauchbar.

Wichtige Beispiele fiir eindimensionale Quadraturverfahren, die auch in den durchgefiihrten
numerischen Experimenten von Bedeutung sind, sollen an dieser Stelle kurz dargestellt wer-
den.

3.3.1. Eindimensionale Quadraturverfahren

Aus der Theorie iiber Quadraturformeln (siehe z.B. [FH07] Kap. 3.6) ist bekannt, dass Gau$-
Quadraturformeln den hochsten Exaktheitsgrad (2N — 1 falls N die Anzahl der Stiitzstellen
beschreibt) erzielen. Bei diesem Verfahren wird die zu integrierende Funktion g(z) in g(z) =
O (z)w(x) aufgeteilt, wobei der Anteil w(x) dieser Zerlegung als Gewichtsfunktion bezeichnet
wird. Das Integral ldsst sich dann durch

b b b n
Agmm=L¢mmeszmmmm:;ymW

mit einem Polynom p,(x) vom Grad n approximieren.

Damit der optimale Exaktheitsgrad erreicht wird, miissen die Polynome po(x),...,pn(z) eine
Orthogonalbasis bzgl. des von der Gewichtsfunktion induzierten Skalarprodukts

b
Umw:/uWﬁwamn
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3. Hochdimensionale Integration

bilden. Die Stiitzstellen z; sind dann als Nullstellen des Polynoms p,(z) zu wéhlen und die
Gewichte w; als Losung des Gleichungssystems

- (po,po) falls k=0
S s =
— 0 falls k=1,...,n—1.

Zur Konstruktion der Gewichte und Stiitzstellen wird in der Praxis héufig ein Zusammenhang
zwischen Tridiagonalmatrizen und den Orthogonalpolynomen der jeweiligen Gewichtsfunktion
ausgenutzt. Die Stiitzstellen ergeben sich dann als Eigenwerte dieser Matrizen und die Ge-
wichte als Quadrat des ersten Eintrags der zugehorigen Eigenvektoren. Fiir eine ausfiihrliche
Darstellung verweisen wir auf [FH07] Kap. 3.6 und zitieren lediglich zwei wichtige Beispiele fiir
Gaufl-Quadraturformeln aus dieser Quelle.

Gauf3-Legendre

Die Gauf-Legendre-Quadraturformel ist in ihrer urspriinglichen Form zur Integration auf dem
Intervall [—1,1] geeignet und hat die Gewichtsfunktion w(z) = 1. Eine Transformation auf
beliebige endliche Intervalle [a, b] ist durch
b—a a+b
( 5 Li + 5 >

/f

mit den urspriinglichen z; und w; auf [—1, 1] leicht méglich und erlaubt in dieser Weise die
Integration auf beliebigen endlichen Intervallen mit dieser Quadraturformel.

Gauf3-Hermite

Die zur GauB-Hermite-Quadraturformel gehérenden Polynome sind orthogonal beziiglich der
Gewichtsfunktion w(z) = exp(—2?) und ermoglichen die Integration auf dem gesamten
Raum R.

Clenshaw-Curtis

Neben den GauB-Quadratur-Formeln ist in dieser Arbeit die Clenshaw-Curtis-Regel aus [CC60)]
von Bedeutung. Obwohl diese keinen optimalen Exaktheitsgrad hat, ist sie aufgrund der ge-
schachtelten Struktur ihrer Gewichte und Stiitzstellen (fiir die spéter dargestellten diinnen Git-
ter) sehr hilfreich.

Die Stiitzstellen und die Gewichte der (offenen) Clenshaw-Curtis-Formeln auf dem Gebiet 2 =
(0,1) ergeben sich als

1 1 i
=y o8 N +1

. (N;+1)/2 . .
und wy; = 2 sin Uk lz: L sin (2) = D
N+ 1 N +1 = 25 —1 N+1 )

Der Index ! gibt hierbei das Level und N; := 2! — 1 die Anzahl der Stiitzstellen bzw. Gewichte
an.
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3.4. Diinne Gitter

Generalisierte Gauf3-Regel

Eine weitere Moglichkeit ist die Verwendung von generalisierten Gauf3-Regeln. Diese versuchen
die Integration bei Randsingularitéten durch eine Verschiebung der Singuléritét in die Gewichts-
funktion zu verbessern. Die Konstruktion einer solchen Regel wird von Oettershagen in [Oet12]
vorgestellt.

3.4. Diinne Gitter

Um dem ,Fluch der Dimension“ bei der reguldren Produktintegration zu entgehen, bietet
sich der Diinngitter-Ansatz an. Dieses Verfahren hat den Vorteil, dass die Konvergenzrate,
ghnlich zu Quasi-Monte Carlo Techniken, nur logarithmisch von der Dimension des Problems
abhéingt.

Eine Darstellung der diinnen Gitter ist iiber die Differenz zwischen zwei Quadraturformeln
unterschiedlicher Level gegeben. Dazu sei eine Folge von Quadraturformeln mit Nl(d) Auswer-
tungspunkten fiir ein Level [ € N mit IV, l(d) < Nl(frl)l
Wir definieren die Differenz zwischen zwei Leveln durch

AV P =@ - Q) s

gegeben.

Nk-1

N
= wpif(eri) — Y wporif(who14) (32)
i=1 i=1
mit Qo f := 0.

Die klassische Diinngitter-Quadratur nach Smolyak (siehe [GG98]) mit k € N? ergibt sich dann
als

Q%= Y @aPe..eal)r

ki+...+kq<i+d—-1

Es werden also auch hier Tensorprodukte von eindimensionalen Quadraturformeln betrachtet.
Anders als im vorhergehenden Produktansatz werden in der Diinngitter-Quadratur nur die Sum-
manden betrachtet, deren Summe der Level echt kleiner als die vorgegebene Konstante [ + d
ist. Eine weitere Darstellung, die geméf Gerstner und Griebel in [GG98] auf Delovs in [Del82]
zuriickgeht, ist durch die Gleichung

d k-1 d—1 1 1
I<||k]l1 <i+d—1

gegeben und wird auch als Kombinationstechnik bezeichnet.

Falls die Quadraturformeln geschachtelt sind, ldsst sich die Teleskopsumme in (3.2) zu

Ng
Z@k,if(mk,z') mit Wy, ; =

{w;m» falls ¢+ ungerade
i=1

Wi — Wy i falls ¢ gerade
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3. Hochdimensionale Integration

zusammenfassen und die Auswertung der eindimensionalen Differenzenformel A](Cl) benotigt

genauso viele Auswertungen wie die Regel Q. Neben der in Abschnitt 3.3.1 dargestellten
Clenshaw-Curtis-Regel hat auch die von Gerstner und Griebel in [GG98] analysierte Gauf-
Patterson-Regel aus [Pat68] eine solche geschachtelte Struktur. Zu dem erhilt diese Regel den
erhohten Exaktheitsgrad der Gaufl-Quadraturregeln.

Zur Fehleranalyse des Verfahrens betrachten wir die Klasse W), der Funktionen mit beschriankten
Ableitungen bis zur Ordnung r:

a‘sllg

7= Q=R ||
W {9 Il (I

<oo,5i§7"}.

o0

Erfiillt die eindimensionale Quadraturregel zusétzlich die Fehlerabschéitzung
e(f) =0 ")

und gilt fiir die Auswertungspunkte N; = O(2!), dann ergibt sich fiir alle Funktionen f € W,

die Fehlerabschéitzung
e(f) = O(N; " (log Ny) =D+

fiir die Integration mit diinnen Gittern. Dabei wurde eine Gesamtzahl von N = O(N;(log N;)?~1)
Punkten fiir die Integration verwendet. Der Unterschied der diinnen Gitter fiir die Clenshaw-
Curtis-Regel gegeniiber dem Produktansatz ist auch anschaulich in der Abbildung 3.2 zu erken-
nen.

Die diinnen Gitter kénnen auch in anderen Kontexten als der Integration verwendet werden.
Fiir eine Darstellung solcher Moglichkeiten verweisen wir auf [BG04].

1 T T T T 3 T T T T 1

0o | + | ooltt v+
08 — 08
+ Foeoe
07 . . . e 07k + 4+ o+ 4 . " . . . e+ 4 .4
06 + g 06+ + o+ o+ + + + + + |
05 H + + o+ + + + + + + + o+ 05 + o+ o+ + + + + + + + o+
0.4 + B 04+ o+ o+ + + + + + + + o+
03l + + + 1 a4+ + + + + + L
+ R
02t g 02}

01r + 1 R

0 L L L L + L L L L ol w0 4 14 s - + 4 4 P
0 01 0.2 03 0.4 05 06 07 08 09 1 0 01 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1

(a) Diinnes Gitter (b) Volles Gitter
Abbildung 3.2.: Integrationsgitter fiir die Clenshaw-Curtis-Regel fiir das Level [ =4
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4. Transformationstechniken

In Abschnitt 2.6 hatten wir gesehen, dass fiir die Schéitzung der Parameter in verschiedenen Arten
von Erweiterungen des univariaten Probit-Modells die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten der
zentrierten multivariaten Normalverteilung,

1 b bn 1
F(a,b) = / / exp <—az’2_1:1:) dz,, ...dz, (4.1)
NOICE 2

mit beliebiger Kovarianzmatrix 3 erforderlich ist.

Auch wenn eine direkte Anwendung der in Kapitel 3 behandelten Methoden auf dieses Integral in
einigen Fillen zu einem Ergebnis fithren kann, wird die Konvergenz der behandelten Methoden
durch geeignete Transformationen verbessert. Insbesondere erlauben die dargestellten Transfor-
mationen auch eine Behandlung von Féllen mit unbeschrinkten Gebieten, d.h. a; = —oo oder
by, = oo fiir einige j, k € {1,...,n}, was im Allgemeinen mit den vorher dargestellten Methoden
nicht moglich ist.

Alle dargestellten Methoden (mit Ausnahme von Schervishs Methode) wurden urspriinglich fiir
die Verwendung von Monte Carlo Integrationsmethoden entwickelt. Wir werden alle dargestell-
ten Methoden in diesem Abschnitt jedoch vorrangig als Transformationsmethoden auffassen, die
dann die Verwendung einer beliebigen Integrationsmethode aus Kapitel 3 erlauben.

Neben einem Ansatz, der eine Transformation auf ein sphérisches Koordinatensystem ermdoglicht,
stellen wir eine Transformation auf den Einheitswiirfel (0,1)? in den Vordergrund und zeigen
verschiedene Moglichkeiten zur Verbesserung dieser Transformation auf. Ferner zeigen wir ei-
ne in [Heil0] und [RZ07] entwickelte Methode fiir effizientes hochdimensionales Importance
Sampling auf. Fiir eine umfassende Darstellung der existierenden Methoden verweisen wir auf
[GB09].

4.1. Cholesky-Zerlegung

Eine zentrale Idee in jedem der im Folgenden dargestellten Verfahren ist die Verwendung der
Cholesky-Zerlegung zur Transformation des Integrals (4.1). Dazu wird in einem ersten Schritt
die Cholesky-Zerlegung ¥ = LL’ der Kovarianzmatrix 3 berechnet.

Im zweiten Schritt wird eine lineare Transformation & = Ly mit der berechneten Matrix L auf
das Problem (4.1) angewendet. Durch die Verwendung dieser Transformation mit

¢Sl =y L'l 'L Ly = y'y

und dx = |L|dy = /| X|dy und unter Verwendung des Transformationssatzes A.1 ldsst sich das
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4. Transformationstechniken

Problem als

F(a,b) = (2;)3 / exp <—;y’y> dy

a<Ly<b
= [ Tt (4.2)
a<Ly<b i=1
- / B(y) dy
a<Ly<b
= / 1[a < Ly < blo(y) dy (4.3)

Rn

darstellen.

Eine sehr einfache Moglichkeit zur Berechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeiten in (4.1) ldsst
sich aus (4.3) ableiten. Unter Verwendung der Monte Carlo Integration fithrt die Gleichung
(4.3) unmittelbar auf den in der 6konometrischen Literatur (siehe z.B. [HMR96]) bekannten
,»Crude-Frequency-Simulator“ (CFS).

4.2. Deaks Ansatz

Waihrend die Idee dieses Verfahrens, die Transformation des Integrationsproblems auf ein sphéri-
sches Koordinatensystem, von Deédk in [Dea80] entwickelt wurde, folgt diese Darstellung Genz
in [GB09] Kapitel 4.1.1.

Bei dieser Transformationstechnik wird zunéchst die Cholesky-Zerlegung der Kovarianzmatrix
berechnet und das Integral analog zum Vorgehen in Abschnitt 4.1 transformiert.

Eine zweite Anwendung des Transformationssatzes stellt y in (4.2) durch den Radius r und den
Richtungsvektor z, d.h. y = rz mit |ly||2 = 1 und y'y = 7? fiir r > 0 dar. Dieses veriindert das

Problem (4.2) zu
Flab) / ol—% /rz(z) - ( Tz)dd]/[( ) (4.4)
a, = ey T eXp | ——= T z .
I'(3) Jr 2

2
llz[l=1

mit U(z) als Gleichverteilung auf der n-dimensionalen Einheitssphére. Die Integrationsgrenzen
sind durch

ri(z) =min{r:r > 0,a <rLz < b}
und r2(z) = max{r:r > 0,a <rLz < b}

gegeben.

Um diese Transformation praktisch anwenden zu konnen ist die Auswertung der Gleichvertei-
lung auf der n-dimensionalen Einheitssphére erforderlich. Genz gibt in [GB09] Kap. 4.2.1 eine
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4.3. Schervishs Methode

Transformation aus [FW94] an, die den n — 1-dimensionalen Einheitswiirfel (0,1)"~! auf die Ein-

heitssphére transformiert. Falls w € [0,1]""!, dann sind die z mit ||z|| = 1 gegeben durch
Zn—2it+2(w) = sin (2mwy—2i+1) Wy~ 52 H w,~ Z
-l
und z,—9i41(w) = cos (2mwp—2i41)\/ 1 — w5 H w
j=1
fir i = 1,...,l mit | = [§] — 1 und enden, falls n gerade ist, mit

1
2o(w) = sin (27w ) H w5
j=1

1

l
und z; (w) = cos (2rwy) H wg,
j=1

oder enden, falls n ungerade, mit
z3(w) = (2w — 1) H W, ;;,

zo(w) = 2sin (2mwe) /w1 (1 — wy Hwn ;’j

und z;(w) = 2 cos (2mws mnwﬁ ;JJ

Die Gleichung (4.4) ldsst sich dann, unter der Beachtung, dass die Dichte einer x2-Verteilung
mit n Freiheitsgeraden durch

gegeben ist, als

darstellen.

4.3. Schervishs Methode

Schervish berechnet in [Sch84] das Integral (4.1) {iber eine Folge von geschachtelten Integra-
len, die dann mit Hilfe von lokal adaptiven Quadraturformeln gelést werden. Dabei wird eine
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4. Transformationstechniken

Umordnung der Variablen des Integrationsproblems vorgenommen, so dass die beiden grofiten
Integrationsgebiete mit den genauesten Quadraturregeln berechnet werden.

Da sich die Methode von Schervish in hochdimensionalen Féllen (d > 5) als ineffizient her-
ausgestellt hat (siehe [Gen93],[GDS02]), verzichten wir auf eine ausfiihrliche Darstellung. Eine
wesentliche Idee des Verfahrens, das Umordnen der Integrationsvariablen, wird jedoch in Ab-
schnitt 4.4.1 wieder aufgegriffen.

4.4. Genz-Algorithmus/GHK-Simulator

Ein hiufig verwendeter Ansatz ist es das urspriingliche Integrationsproblem auf den Einheitswiirfel
[0,1]™ im R™ zu transformieren. Dieser Ansatz geht sowohl auf Genz (siehe [Gen92]), die Gruppe
Geweke und Hajivassiliou (siehe [Gew89] und [BSH93|) sowie auf Keane (siehe [Kea94]) zurtick,
die dieses Verfahren unabhéngig voneinander entwickelt haben. In der statistischen Literatur
werden diese Verfahren hiufig als ,,Genz-Algorithmus“ bezeichnet, wihrend in der 6konometri-
schen Literatur die Bezeichnung ,, GHK-Simulator® iiblich ist.

Dazu wird das eigentliche Integrationsproblem zunéchst analog zu Abschnitt 4.1 auf die Form

Fab)= [ T[elw)dy (4.5)

a<Ly<b =1

transformiert. Aus a < Ly < b lassen sich dann, unter Ausnutzung der Dreiecks-Struktur der
Matrix L mit den Eintrégen [;;, rekursiv (wie beim Vorwirtseinsetzen bei der Lésung eines
Gleichungssystems) Integrationsgrenzen

i—1
a; — Zj:l lijyj

Liz
bi — 251 Lijyj
li;

a;(zl, ceey Zifl) =

b;(zl, ceey zi_l) =

ableiten. Diese erlauben die Darstellung von (4.5) als

bll bé(y1) b;’L(ylp..,yn—l)
F(a,b) :/ ¢(y1)/ qﬁ(m)---/ P(yn) dy.

1 5(y1) n (Y15 Yn—1)

Als néchster Schritt wird eine Transformation der einzelnen Koordination mit der inversen
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4.4. Genz-Algorithmus/GHK-Simulator

Normalverteilung y; = ®~1(z;) durchgefﬁhrt. Das fiihrt auf die Darstellung
by (2" P(br, (@7 (21),0, 27 (20-1)))
F(a,b) :/ / . / dz
O (a) D (ah(®~1(21))) ®(al, (P~ 1(21)..., 27 1 (2n=1)))

b (21) by (215020 —1)
_ / / / iz (4.6)
ay al’(#1,...s2n—1)

i—1
a; — l;; &~
mit a;/(zl""vzi—l):q)< Z] 1 bij ( ))

l’L’L

by — > 1@
undb;’<zl,...,z,~_1>:qs< DRI >>'

l’L’L

Auch wenn die zu integrierende Funktion in (4.6) denkbar einfach ist, ist diese Darstellung fiir
die Verwendung der in Kapitel 3 vorgestellten Methoden ungeeignet, da die Integrationsgrenzen
von den Integrationsvariablen z abhéngen.

Eine weitere Anwendung des Transformationssatzes A.1 mit der linearen Transformation
n /1! /// /1! n
zi=a; + (b —a; )w;, dz; = (b]" —a; )dw;

und den Grenzen

Lii

a; —
mit a'”(wl,...,wi,l) =® < ! Z
; 11lzj(I’ ( /// (b/// ///)w]))

Iy e + (0 ;">wj>>

b; —
und b’ (w1, ..., wi—1) = ® < 2 l--

transformiert das Problem nun auf den Einheitswiirfel [0, 1]™:
1
Fa,b) =~ ") [ @ (wn) — o (wn)
0
1 1
. / W (wi, . wp—1) — al (wi, ..., Wp—1) / dw. (4.7)
0 0

Diese Darstellung erlaubt die direkte Anwendung von mehrdimensionalen Integrationsmethoden.
Auch ist an Gleichung (4.7) zu erkennen, dass sich das Integrationsproblem um eine Dimension
reduziert hat, da die rechte Seite der Gleichung nicht von w,, abhingt und diese Variable daher
herausintegriert werden kann.

Um auch Integrationsmethoden, die fiir den Raum R"™ gegeben sind, verwenden zu koénnen,
fithren wir eine weitere Transformation w, = ®(z;), dw; = ¢(z¢)dz; durch, so dass sich das
Integrationsproblem als

[e.e]

F(a,b) =(b7" - ”’)/_ (b5'(®(21)) — a3'(®(21)))

../_Oo B (®(21), ..., (2n-1)) _a;;'(@(zl),...,@(znl))/_oo b(z)dz  (4.8)

schreiben lésst.
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4. Transformationstechniken

4.4.1. Variablen-Umordnungstechnik von Gibson

In [GB09] Kap. 4.1.3 gibt Genz verschiedene Techniken zur Verbesserung des Verfahrens in
Abschnitt 4.4 an. Diese Verfahren basieren auf einer Umordnung der Integrationsvariablen.

Eines der von Genz beschriebenen Verfahren geht auf Gibson et al. in [GGE94] zuriick und sor-
tiert die Integrationsvariablen so, dass die inneren Integrale im Genz-Algorithmus die grofiten Er-
wartungswerte und dass die &ueren Integrale (d.h. diejenigen mit kleinem Index i) die kleinsten
Erwartungswerte haben. Damit wird eine Umordnung entlang der Wichtigkeit der Dimensionen
des Integranden erreicht.

Fiir die Umordnung wird zuné&chst die Variable mit dem kleinsten Erwartungswert nach der

Transformation bestimmt:
b .
izargmin{@( ! >—<I>( & )}
1<i<n v/ O /O

Durch das Vertauschen der i-ten und 1-ten Integrationsgrenzen sowie der dazugehorigen Zeilen
und Spalten in der Kovarianzmatrix hat das erste (d.h. das &uflere) Integral dann den kleinsten
Erwartungswert.

Im néchsten Schritt wird die erste Spalte der Cholesky-Zerlegung

lig=+/o11

li71 = 0'@1/[171 fiir 1 = 2, N

und der Erwartungswert fiir y; durch

1 b
Y1 = (I)(bl)—q)(al)/al sg(s)ds

bestimmt. Die Eintridge von X sind dabei mit o; ; bezeichnet.

Die weiteren Indizes lassen sich daraus rekursiv bestimmen:

Es seien die j — 1-Integrationsvariablen bereits gew#hlt und Approximationen fiir y1,...,y;-1
gefunden. Die j — te Integrationsvariable wird dann als

i = argmin ¢ ® m M Zlmym [ 4T Zlmym (49)
71<i<n \/Ji,i — Z‘Zn 1 lzzm \/Ji,i - Z‘zn 1 lz2m
gewahlt.

Als néchstes werden die Integrationsgrenzen, die Zeilen und Spalten von X sowie die entspre-
chenden Zeilen von L fiir die Variablen ¢ und j vertauscht.

Das Update fiir den Cholesky-Faktor wird dann durch
j—1
2
- Z Liom
1 . . .
undli’j—l— lemlm firi=4j4+1,...,n
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4.5. PA-Simulator

bestimmt.

SchlieBlich ergibt sich der Erwartungswert fiir y; als

1 %
y] = (I)(b/) _ (I)(CL;) /a; Sd’(s)ds

1
mit a; = Z] i
’ lj.j
j—1
und V; = b = 2z lj’iyj.
’ Ljj

4.4.2. Variablen-Umordnungstechnik von Genz

In [GB09] Kap. 4.1.3 gibt Genz eine weitere Moglichkeit zum Umordnen der Integrationsvaria-
blen an. Anstatt eine Sortierung zu wéhlen, die auf dem Erwartungswert der Integrale entlang
einzelner Dimensionen basiert, schligt Genz eine Sortierung anhand der Grofle des Integrations-
gebietes vor.

Ein kleineres Integrationsgebiet fiir die Variable w; fithrt aufgrund der geordneten Struktur der
Transformation nach Genz zu einer verringerten Varianz von w; fiir j > . Basierend auf diesen
Uberlegungen schligt Genz vor, beim Umordnen die néchste Variable so zu wihlen, dass die
Varianz minimiert wird. Dieses bedeutet, dass der Index fiir die nichste Variable nicht durch
(4.9) sondern durch

i—1 —1
) . b, — S limy a; — 1 limy
i =argmin < v i~ 2 mi zlm UL Z llm n
i<i J 2 J 2
Jsi=n \/Uu Yim=t lim A0 = Xt o

wobei v(a,b) als Varianz einer standard-normalverteilten Zufallsvariablen X auf [a,b], d.h.
als

v(a,b) : = V[X]
_ E[X?) - EX?
fxexp( %)dw f:cexp( %)dm ’
®(b) — P(a) ®(b) — @(a)

definiert wird, gew#hlt werden sollte.

4.5. PA-Simulator

Stern stellt in [Ste92] einen teilweise analytischen (,,partially analytic“*=PA) Ansatz zur Losung
des Integrationsproblems fiir den Fall a; = ... = a, = —oo vor. In diesem Fall entspricht
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4. Transformationstechniken

das Integrationsproblem (4.1) der Auswertung der Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen
X ~ N,(0,%).

Zur Bestimmung des Integrals schligt Stern eine Zerlegung von X =Y + Z mit Y ~ N, (0, A)
und Z ~ N, (0,3 — A) mit einer Diagonalmatrix A vor. Zur Varianzreduktion sollte A = o1,
gewahlt werden, wobei o der kleinste Eigenwert von X ist.

Die grundlegende Idee besteht nun darin das Integral durch die Fehlerzerlegung fiir Y teilweise
analytisch zu l6sen. Dieses ist aufgrund der Diagonalgestalt von A und der damit einhergehenden
Unabhéngigkeit der Y; moglich. Hierfiir wird die auf Z bedingte Wahrscheinlichkeit genutzt. Das
neue Integrationsproblem ergibt sich dann durch die Uberlegungen

P[X <b] =PlY <b— Z]
../_ZIP’[Y<b—z|z]fZ(z)dz
/_Zf[lp[yz < b; — zi|zi|fz(z) dz

_/Oo _../_Zi]f[lq><b’;zi>fz(z)dz. (4.10)

Eine lineare Transformation z = Lze, analog zu Abschnitt 4.1, ermé6glicht es nun die Korrela-
tionen aus Z in das Produkt in (4.10) zu transformieren. Hierbei ist LzLy =¥ — A, d.h. Lz
ist der Cholesky-Faktor der Kovarianzmatrix von Z. Mit /;; als Elementen von Lz ergibt sich
die zu bestimmende Wahrscheinlichkeit als

P[X < b] _/OO /OO ﬁ@(bi_(:ze)i)d)(e)de
- T%04=1
- /oo /OO e (b" - Zil l”ej>¢(e) de. (4.11)
- T%04=1

Die Darstellung (4.11) erlaubt nun die Verwendung von Integrationsmethoden, die eine Integra-
tion auf dem gesamten Raum R"™ vorsehen.

4.6. Effizientes hochdimensionales Importance Sampling

Eine weitere Moglichkeit die Integration zu verbessern ist die Nutzung von Importance Sampling
Methoden. Wahrend die zuletzt vorgestellten Methoden in den Abschnitten 4.4 und 4.5 bereits
als Importance Sampling aufgefasst werden kénnen (siehe [HMR96]), wollen wir in diesem Ab-
schnitt eine moderne Importance Sampling Methode vorstellen, die speziell fiir hochdimensionale
Integranden geeignet ist und die die vorhergehenden Transformationen erweitert.

In [RZ07] beschreiben Richard und Zhang eine Methode fiir effizientes Importance Sampling in
hochdimensionalen Féllen und wenden sie u.a. auf ein Mixed Logit-Modell an. Heiss greift in
[HeilO] diese Methode fiir Integranden des Typs

/ g(=)p(=)dz (4.12)
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4.6. Effizientes hochdimensionales Importance Sampling

auf. Sowohl die Gleichungen (4.3) als auch (4.11) sind sofort durch diese Methode abgedeckt.
Auch auf den Genz-Algorithmus/GHK-Simulator ist, unter Verwendung der Gleichung (4.8), die
Methode anwendbar.

Die von Heiss spezifizierte Methode ldsst sich ausgehend vom allgemeinen Importance Sampling

Ansatz
9(2)9(2)
/ \ k(=) MF0) =

fiir (4.12) wie folgt beschreiben:
Falls k(z, 0) als sog. Gauf-Sampler,
k(2,0) = L7 [¢(L7 (= - a))
mit einem Parameter-Vektor @ und noch zu bestimmenden a und L gewihlt wird, ergibt
sich

9=)0(2), g [ 9RO s
/W,e) k(= 0)d R[d)w—l(z—a))w( Ve

R4
_ / et L?(iga *L2) () da (4.13)
Rd
:/h(az,O)d)(:c)dm (4.14)
Rd

(a+ Lz)¢p(a + Lx)
é(x)

Die Umformung in Gleichung (4.13) entsteht dabei durch eine einfache Anwendung des Trans-
formationssatzes A.1 mit der affin-linearen Funktion h(z) = a + L.

mit h(z,0) = |L|Z

Die Idee des Importance Samplings liegt darin ein 8* zu finden, so dass
h(x,0%) ~ ¢ (4.15)

fiir eine Konstante ¢ gilt. Die Losung des Integrationsproblems ist dann durch die Konstante ¢
gegeben, da das Problem auf die Integration der Dichtefunktion einer Zufallsvariablen multipli-
ziert mit c iiber ihren gesamten Tréger vereinfacht werden kann.

Offenbar ist die Eigenschaft aus Gleichung (4.15) gleichbedeutend mit der Wahl von 8, so
dass

9(2)6(2) ~ c- (L7 (2 - ) (4.16)
gilt.
Der kritische Punkt in dieser Methode ist die Wahl eines geeigneten 6. Heiss definiert zur
Bestimmung eines solchen @ den Fehler zur perfekten Proportionalitit in (4.16) durch

e(2,0):=1In <9(Z)¢(Z)> +e

¢(L(z — a))
~Ing(z) — %z'z + % ((z — a)(LL) Mz — a)) + c. (4.17)
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GeméB [HeilO] zeigen Richard und Zhang in [RZ07], dass die minimale Varianz des Fehlers
e(z,0) durch die Minimierung des Ausdrucks

R

V(0)=> e*(z",0)g(z)w"

i=1

bestimmt werden kann. Die 2" und w, geben dabei die Auswertungspunkte bzw. die Gewichte der
zur Approximation benutzten Verfahren aus Kapitel 3 an. Eine Minimierung dieses Ausdrucks
ist durch eine Erweiterung der kleinsten Quadrate-Schétzung aus Abschnitt 2.2.2 auf lineare
Funktionen mit Gewichten, der gewichteten kleinsten Quadrate Regression (siehe [Gre08b] Kap.
8.6), moglich.

Wir definieren B™! := (LL')~! mit den Eintréigen bj; und schreiben (4.17) zu

1 n n
Ing(z) — §z’z =a+ Z Zﬁjkz§z£ + 2y +e(2",0) (4.18)
j=1k=1
um, wobei « := ¢ — %a’B_la, Bjr = —%bjk und 7 := B~ 'a definiert wurde.

Die Schatzwerte d,Bjk und 4 fir die entsprechenden Groflen aus Gleichung (4.18) konnen
geméf [HeilO] mit Hilfe einer gewichteten linearen Regression geschétzt werden. Wir erhalten
dann

bjk = —2Bjn
a = B¥

und daraus L als Cholesky-Zerlegung von B fiir das Importance Sampling in Gleichung (4.14).

Das Integrationsproblem in der Form von Gleichung (4.14) kann nun mit den Methoden aus
Kapitel 3 fiir den Raum R™ approximiert werden.

4.7. Weitere Techniken

Auch wenn in den vorhergehenden Abschnitten einige der wichtigsten Techniken zur Losung
des Problems (4.1) vorgestellt wurden, sind in der Literatur weitere Methoden zur Approxi-
mation der gesuchten Wahrscheinlichkeit zu finden. Ein wichtiger Typ unter diesen Methoden
sind Ansétze, die das Problem aus der Perspektive der Approximation einer Wahrscheinlichkeit
betrachten.

Z.B. beschreiben Gassmann et al. in [GDS02] eine auf Szantai in [Sza76] zuriickgehende Ap-
proximation, die auf den aus der Stochastik bekannten Bonferroni-Ungleichungen basiert. Da in
dieser Arbeit allerdings die Betrachtung des Problems (4.1) als Integrationsproblem im Vorder-
grund steht, verzichten wir auf eine ausfiihrliche Darstellung dieser Methoden und diskutieren
sie nur kurz im Anhang A.3.
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In diesem Kapitel wollen wir die Ergebnisse von Experimenten fiir die wichtigsten numerischen
Integrationsverfahren fiir die Discrete-Choice-Modelle aufzeigen. Wir gehen dabei sowohl auf die
Integrationsprobleme der Probit-Modelle als auch auf diejenigen der Logit-Modelle ein. Fiir die
Konvergenzanalyse der unterschiedlichen Verfahren verwenden wir generierte Daten.

In einem abschlieenden Schritt analysieren wir einen Datensatz aus der Gesundheitsékonomie,
der erstmals in [RWMO03] betrachtet wurde und iiber die Homepage des Journal of Applied
Econometrics abgerufen werden kann, mithilfe eines Panel Probit-Modells und der Maximum-
Likelihood-Schétzung. Wir verwenden dabei zur Approximation der fiir die Likelihood-Funktion
relevanten Wahrscheinlichkeiten diejenige Kombination aus den analysierten Integrations- und
Transformationsmethoden, die sich in den numerischen Experimenten als besonders erfolgreich
herausgestellt hat.

5.1. Performance-Vergleiche fiir ein Probit-Modell

Bevor wir die Ergebnisse der Experimente fiir die Integrale der Probit-Modelle darstellen und
erliutern, zeigen wir auf, wie experimentelle Daten modifiziert werden kénnen, so dass die Trans-
formationstechniken fiir die multivariate Normalverteilung aus Kapitel 4 direkt angewendet wer-
den koénnen. Ferner erldutern wir den zur Analyse verwendeten stochastischen Prozess.

5.1.1. Anpassung der Daten

In Abschnitt 2.6 haben wir gesehen, dass fiir die Schitzung der Modellparameter in Probit-
Modellen Integrale der Form
Ur Ui
Ply1, ..., yr| X] :/ flet, ..., €ep)der...der
Ly Iy

mit

—x/B fallsy, =0

—x/B3 fallsy, =1
L=
—00 falls y;: = 0

U, — {+oo falls y; = 1

zu approximieren sind.

Da wir im Allgemeinen nicht davon ausgehen kénnen, dass U; = oo fiirallet = 1,...,T oder Uy =
—oo fiirallet =1,...,T gilt, ist eine Transformation der Daten nétig, bevor wir die in Kapitel 4
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5. Numerische Resultate

erlduterten Transformationsmethoden fiir die multivariate Normalverteilung verwenden kénnen.
Diese Transformation ist durch

qr =2y — 1
1 /
vy = —qxy B
Ot
* qiqj
)= L (), 1
(2 = (B (5.1)

moglich, wobei (X);; die Eintrage der urspriinglichen Kovarianzmatrix 3 darstellen.

Nach dieser Transformation gilt

vT v1
Ply1, ..., y7| X] :/ / f(€l, s €cx )deq ... der,

wobei f(€7, ..., €) die Dichtefunktion einer multivariaten Normalverteilung mit der in (5.1)
konstruierten Kovarianzmatrix angibt. Die Matrix hat insbesondere normierte Varianzen.

Durch diese Transformationen kann die zu schatzende Wahrscheinlichkeit im Probit-Modell di-
rekt mit den in Kapitel 4 behandelten Methoden approximiert werden.

Fiir eine Analyse der verschiedenen Integrations- und Transformationsmethoden wollen wir eine
in der Okonometrie (insbesondere in der Zeitreihenanalyse) vielfach benutzte Korrelationsstruk-
tur, den autoregressiven Prozess, verwenden.

5.1.2. Autoregressive Korrelationsstruktur
Ein autoregressiver Prozess erster Ordnung, kurz AR(1), ist definiert durch
U = pu—1 + € fiir t € Z
mit einer Korrelationskonstanten p € (—1,1), sowie unabhéngig und identisch verteilten

et ~ N(0,0%).

Hieraus lésst sich fiir u; die Beziehung

o0
up = pug—1+ € = plpuro+ 1) te=... = ijetfj
§=0

herleiten.

Daraus ergibt sich fiir den Erwartungswert

Elu] = E[Y_ pPe] = 3 pEler—j] = 0
j=0 j=0
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5.1. Performance-Vergleiche fiir ein Probit-Modell

und die Varianz

Viw] =
=K pjét —3
Z 2IE[?) = Z pPo? = 5 (5.2)

wobei in (5.2) die geometrische Reihe verwandt wird und ausgenutzt wird, dass aus der Un-
abhéngigkeit der ¢

E[ejei] = E[Ej]E[EZ‘] =0 fiir 4 ;éj

folgt.

Das gleiche Argument liefert uns

fir ¢t > 1.

Dies ermoglicht es den folgenden Ausdruck in (5.3)

cov(ug, up—r) = Ef(uy — Elug]) (ue—r — Elw—7])] = E[(uy — 0)(wi—r — 0)]

t—1 r—1 t—1
=E ij€t—j u—r | =E ijﬁt—j +ij5t—j Ut—r
| \j=0 §=0 j=r
I t—r—1 T—1 '
=E ijet i+ Z P e i | wr | = Zp]IE[et_jut_T] + p"Elu—]
L 7=0
Vo] = o7 - 653
=p' Viu—-|=p 5.3
1— p?

mit 7 € {1,...,t — 1} fiir die Kovarianz herzuleiten.

Eine wichtige Beobachtung ist, dass sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz in jedem
Zeitpunkt t gleich sind, d.h. der Prozess ist stationér.

Es ergibt sich die Kovarianzmatrix fiir T° aufeinanderfolgende Zufallsvariablen dieses Prozesses
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als
1 0 0? pT=1
2 p 1 p 2
_ p2 ) 1 T—3
1—p2 . .
pT—1 T2 T3 1

5.1.3. Numerische Ergebnisse

Zum numerischen Vergleich der Verfahren verwenden wir ein latentes Panel Probit-Modell ohne
Konstante
Yit = 1[51.%‘# + €4 > 0] mitt=1,...,T.

Die Daten x;; werden dabei durch unabhéngig und identisch standard-normalverteilte Zufalls-
variablen simuliert. Fiir die Storterme €;; verwenden wir einen AR(1)-Prozess

€it = €t—1 + P
mit v ~ N(0,0%(1 — p?)).

Dadurch vereinfacht sich die Kovarianzmatrix fiir die Integration zu

1 p p? .. plt

P 1 P .o pi2

»=o2| # P 1 pt =3
pT—1 T2 T3

Zum numerischen Vergleich konstruieren wir je 100 Samples fiir diesen Prozess fiir verschiedene
Kombinationen von T, 0 und p. Die generierten Daten werden dann durch die in Abschnitt
5.1.1 dargestellte Methode auf die zur Integration benétigte Form gebracht. Im letzten Schritt
verwenden wir verschiedene Methoden zur Transformation und Auswertung des Integrals.

Weil wir von Daten in ,Rohform“ ausgehen und diese vor dem Integrieren anpassen, kann sich
auch fiir gleiche 7,02 und p das Integrationsproblem leicht veréindern, da in der Kovarianzmatrix
noch Vertauschungen und Normierungen vorgenommen werden (siche Abschnitt 5.1.1). Deshalb
kann diese Sichtweise auf das Problem als eine 6konometrische angesehen werden, da das 6kono-
metrische Schétzproblem fiir jedes der Sample gleich ist wahrend sich das numerische Problem
leicht veréndert.

Da offenbar , korrekte“ Werte nicht verfiigbar sind, verwenden wir den durch die Quasi-Monte
Carlo Integration mit Sobolev-Folgen und die (einfache) Transformation von Genz ermittelten
Wert mit n = 10000000 Auswertungspunkten als ,,wahren“ Wert fiir die Konvergenzanalyse der
Verfahren.

Als Fehlermafl verwenden wir den gemittelten relativen Fehler

— 1NN QF — fy f(@) da
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In der Abbildung 5.1 sind die entstehenden Fehler fiir eine verschiedene Anzahl von Auswer-
tungspunkten bei gleichem 7 und verschiedenem o2 und p mit den unterschiedlichen Methoden
dargestellt. Fiir alle Verfahren ohne den Zusatz ,,Gibson“ wurde lediglich die Transformation
von Genz verwendet und dann eine Approximation des Integrals mit der spezifizierten Me-
thode durchgefiihrt. Fiir die Quasi-Monte Carlo (QMC) Experimente wurden Sobolev-Folgen
verwendet. Fiir die Diinngitter-Quadratur wurde die Clenshaw-Curtis-Regel (Spare-CC) bzw.
die generalisierte Gaufi-Regel (Gau$}) verwendet. Bei den Verfahren mit dem Zusatz ,,Gibson*
verwenden wir zusétzlich die Umordnungstechnik nach Gibson et al.

Die Umordnungstechnik nach Genz wurde nicht mit in die Konvergenzanalyse aufgenommen,
da sich in unseren Experimenten gezeigt hat, dass diese nur in sehr wenigen Féllen tatsdchlich
zu einer signifikanten Umordnung der Variablen fiihrt. Daher ist ein Unterschied in der Appro-
ximation gegeniiber dem normalen Genz-Algorithmus nur in Ausnahmenfillen gegeben, der sich
dann nur als sehr gering darstellt.

Die Plots in Abbildung 5.1 zeigen, dass die Korrelationskonstante p mafigeblich die Konvergenz
der unterschiedlichen Verfahren beeinflusst. Diese Beobachtung lisst sich durch die Betrachtung
der Kovarianzmatrix 3 des Problems erklédren. Eine hohe Korrelation fiithrt zu vielen von null
verschiedenen Eintrdgen von 3, wihrend bei einer geringen Korrelation die Kovarianzmatrix
3% nahezu der Kovarianzmatrix von unabhéngigen Zufallsvariablen entspricht, welches das Inte-
grationsproblem zu einem Problem aus Produkten von univariaten Problemen vereinfacht und
daher auch eine numerische Approximation deutlich einfacher zu bestimmen ist.

Fiir niedrige und mittlere Korrelationen fithrt die Integration mit den diinnen Gittern und der
generalisierten Gauf-Regel eindeutig zu den besten Ergebnissen. Erst bei extremer Korrelati-
on verschlechtert sich die Konvergenz der diinnen Gitter soweit, dass das Quasi-Monte Carlo
Verfahren den diinnen Gittern iiberlegen ist.

Im Vergleich unterschiedlicher Dimensionen fiir die gleiche Varianz und die gleiche Korrelation
in Abbildung 5.2 wird deutlich, dass der Vorteil der Umordnungstechnik bei hoher Korrelation
besonders stark ausgepragt ist. Dieses ldsst sich anhand der Kovarianzmatrix ¥ erklaren. Fiir
die Kovarianzmatrix eines AR(1)-Prozesses ist eine hohe Korrelationskonstante gleichbedeutend
mit einem hohen Quotienten benachbarter Eintrige in der Matrix. Dieses wiederum fithrt zu
einem signifikanten Unterschied in der Wichtigkeit der Dimensionen des Integranden. Da die
Umordnungstechnik gerade diese Eigenschaft zur Verbesserung der Genz-Transformation aus-
nutzt, ldsst sich so der deutlich stirkere Effekt der Umordnunstechnik fiir hohe Korrelationen
erkléren.

Eine weitere Erkenntnis, die sich aus der Abbildung 5.2 gewinnen lisst, ist, dass der positi-
ve Einfluss der Umordnungstechnik fiir grofle Dimensionen steigt. Sie ist daher besonders zur
Verbesserung der Integration in hochdimensionalen Féllen geeignet. Dieses lédsst sich dadurch
erklédren, dass es in hohen Dimensionen besonders wichtig ist die Integrationsdimensionen, die
besonders zum Wert des Integrals beitragen, zu identifizieren. Durch die Umordnungstechnik in
Kombination mit der geordneten Struktur der Genz-Transformation wird gerade dieser Effekt
erreicht.

Insgesamt zeigen die numerischen Ergebnisse, dass die Kombination aus Genz-Transformation
mit der Umordnungstechnik von Gibson et al. und den diinnen Gittern mit der generalisier-
ten GauB-Regel auch in hohen Dimensionen zu guten Ergebnissen fithrt. Lediglich fiir eine ex-
treme Korrelation sind bei hohen Dimensionen Quasi-Monte Carlo Verfahren zu bevorzugen.
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Des Weiteren fiithrt die vorgestellte Umordnungstechnik fiir kein Integrationsverfahren zu einer
Verschlechterung der Konvergenz und sollte daher in Anbetracht des geringen Aufwands ihrer
Berechnung im Vergleich zum eigentlichen Integrationsproblem in jeder Integrationsmethode
berticksichtigt werden.
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5.2. Anwendung auf ein Mixed Logit-Modell

5.2. Anwendung auf ein Mixed Logit-Modell

In diesem Abschnitt wollen wir die in Kapitel 3 vorgestellten Verfahren auf ein Mixed Logit-
Modell anwenden. Bei der Analyse steht die Dimension des Integrationsproblems, die in diesen
Modellen durch die Anzahl der Regressoren K gegeben ist, im Vordergrund.

Wie wir in Abschnitt 2.7.2 hergeleitet haben ist das Integrationsproblem in diesem Fall durch

Mmzmnzw%mzﬂﬂ@mwmum
mit
[T exp (i3 B:)™

P*[B;] =
. Y1 exp (zij'Bi)

gegeben.

Ahnlich zur Untersuchung dieses Modells in [HW08] nehmen wir dabei fiir die Dichte der Vertei-
lungsfunktion f(3;|@) an, dass diese als Produkt von unabhéngig und identisch normalverteilten
Zufallsvariablen mit Erwartungswert 1 und Varianz 2/K gegeben ist. Des Weiteren simulieren
wir unsere Daten entlang der Nutzenfunktion

Uij = x45'Bi + €
mit €;; ~ Extremal-Type-1,
2
xij ~ Nk (0, KlK) ;
und G; = 1k x1.
Aus diesen simulierten U;; wird dann diejenige Alternative mit dem hochsten Nutzen fiir jedes

Sample i bestimmt und die Entscheidungsmatrix D € R™*Y mit den Eintrigen d;; entsprechend
besetzt.

Zur Analyse der Verfahren verwenden wir in diesem Fall den gemittelten absoluten Fehler

eabs(f)n = % Z

=1

QfAf@Mw

und untersuchen die Verfahren fiir n = 100 Sample.

Neben dem Monte Carlo Verfahren und dem Quasi-Monte Carlo Verfahren (mit Sobolev-Folgen)
untersuchen wir dieses Problem fiir die Diinngitter-Quadratur mit der Gaufl-Hermite-Regel
(Sparse in der Abbildung 5.3) auf dem Raum R. Da auch hier , korrekte* Werte nicht verfiigbar
sind, verwenden wir wieder eine Approximation mit einer hinreichend grofien Anzahl 20000000
von Quasi-Monte Carlo Punkten zum Vergleich.

In Abbildung 5.3 erkennen wir, dass die diinnen Gitter im niedrigdimensionalen Fall K = 3 auch
in diesem Modellrahmen die beste Approximation liefern. Jedoch bereits fiir die Dimension
K = 5 fiihrt das Quasi-Monte Carlo Verfahren auf eine dhnlich gute Approximation wie die
diinnen Gitter. Fiir héhere Dimensionen liefert sowohl Quasi-Monte Carlo als auch Monte Carlo
bessere Ergebnisse als die Diinngitter-Quadratur.
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5. Numerische Resultate
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Abbildung 5.3.: Mixed Logit-Modell mit J = 5 Alternativen

5.3. Panel Probit-Analyse

In diesem Abschnitt analysieren wir die Wahrscheinlichkeit eines Arztbesuchs in Abhéngigkeit
von den Regressoren Alter, Einkommen, Anzahl der Kinder, Anzahl an Schuljahren und Fami-
lienstand mit Hilfe eines Panel Probit-Modells. Das Modell ldsst sich durch

P[ArztBesuchy > 0] =F(p1 + B2Altery; + S3Einkommen;; + S4Kinder;;+
BsSchuljahre;;, + fgFamilienstand,;)
=F (/Blmit)

darstellen. In den Vektoren 3, x;; € R6*! sind die entsprechenden GroBen aus Gleichung (5.4)
zusammengefasst. Wahrend die Auspriagungen der Variablen Alter, Einkommmen, Kinder und
Schuljahre offenkundig sind, ist dieses fiir den Familienstand nicht der Fall. Dieser Regressor
kann die Werte 1 fiir ,,verheiratet” und 0 fiir ,unverheiratet“ annehmen.

(5.4)

Da wir eine Probit-Analyse durchfiihren ist F' durch die Verteilungsfunktion einer multivariaten
Normalverteilung gegeben. Wir spezifizieren die Kovarianzmatrix von F durch einen AR(1)-
Prozess. Dieses scheint plausibel, da z.B. das Alter der gleichen Person in zwei verschiedenen
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5.3. Panel Probit-Analyse

Jahren offenkundig voneinander abhingt. Da wir die Varianz o2 und die Korrelation p des
Prozesses nicht kennen, werden sie in der Maximum-Likelihood-Schétzung der Parameter inte-
griert.

Als Datensatz, der die genannten Variablen enthélt, verwenden wir Ergebnisse von 27.326 Be-
obachtungen in 7.293 deutschen Haushalten in den Jahren 1984 bis 1995 der iiber
http://people.stern.nyu.edu/wgreene/Econometrics/healthcare.txt bzw. iiber die Homepage des
Journal of Applied Econometrics abgerufen werden kann. Wir haben aus diesem Datensatz al-
lerdings nur die Beobachtungen verwendet, fiir die Daten fiir die gleiche Person zu 7 verschiede-
nen Zeitpunkten zur Verfiigung standen. Zur Schiatzung der Parameter 3 muss die Likelihood-
Funktion

=1

maximiert werden. Wir verwenden hierzu die Matlab-Routine ,,fminunc®, wobei die Berechnung
von Plyi1, ..., yir| X, 8] mit dem Genz-Algorithmus einschlieBlich der Umordnung nach Gibson
et al. und den diinnen Gittern mit der generalisierten Gauf3-Regel erfolgt. Fiir die benotigten
Startwerte dieser Routine machen wir uns zu Nutze, dass Greene in [Gre08b] Bsp. 23.8 das gleiche
Problem durch eine wesentlich einfachere Probit-Modellierung analog zu [BM82] untersucht und
verwenden die von ihm errechneten Werte fiir 3, 0% als Startwerte fiir die Matlab-Routine. Falls
solche Startwerte nicht zur Verfiigung stehen, bietet es sich an sie durch Schitzung eines entspre-
chenden Modells zu bestimmen. Dieses ist leicht moglich, da in der Likelihood-Funktion in sol-
chen Modellen nur die Auswertung eindimensionaler Verteilungsfunktion erforderlich ist.

Als ein wichtiger Hinweis sei angemerkt, dass wegen der Unabh#nigkeit der einzelnen Individuen
und damit der einzelnen Summanden in der log-Likelihood-Funktion in 5.5, die Auswertung der
Funktion durch Parallelisierung beschleunigt werden kann.

Wir erhalten als Schéitzungen fiir die entsprechenden Parameter im Modell:

b1 B2 B3 Ba s Be
0.1070 | 1.0797 | 0.0304 | -0.1979 | 0.2492 | 0.0482
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Resultate dieser Arbeit

In dieser Arbeit leiteten wir ausgehend von den grundlegenden Modellen der Okonometrie, den
linearen Regressionsmodellen, die generalisierten linearen Modelle der Statistik her. Wir sahen,
dass diese Modelle die Analyse einer Vielzahl von empirischen Datentypen erlauben und kon-
zentrierten uns auf einen besonders wichtigen Spezialfall, die Discrete Choice Modelle. Diese
erlauben die Analyse von Entscheidungen zwischen verschiedenen Alternativen in unterschied-
lichsten Kontexten.

Wir erlduterten mehrere Erweiterungen der beiden wichtigsten Discrete Choice Modelle (Probit
und Logit), die die Modellierungsmoglichkeiten vergréfiern und stellten fest, dass in diesen Er-
weiterungen die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten, die als ein hochdimensionales Integral
interpretiert werden konnen, nétig ist, wenn die Parameter des Modells mit der Maximum-
Likelihood-Methode geschétzt werden. Wir erkannten insbesondere, dass in allen multikatego-
rialen Erweiterungen des Probit-Modells die Auswertung der Verteilungsfunktion einer multiva-
riaten Normalverteilung erforderlich ist.

Da die hieraus und die aus den Erweiterungen des Logit-Modells entstehenden Integrations-
probleme nicht analytisch gelost werden koénnen, sind hierfiir approximative Verfahren notig.
Solche Verfahren, beispielsweise Monte Carlo, Quasi-Monte Carlo und diinne Gitter, stellten
wir daher im néchsten Kapitel vor. Wir gingen dabei auch auf unterschiedliche eindimensionale
Quadraturformeln, die fiir die diinnen Gitter verwendet werden koénnen, ein.

Wir erkannten, dass zur erfolgreichen Anwendung dieser Methoden auf das Integrationsproblem
(die Auswertung der Verteilungsfunktion der multivariaten Normalverteilung) eine Transfor-
mation des Problems erforderlich ist und erlduterten daher verschiedene Moglichkeiten einer
solchen Transformation. Im Speziellen stellten wir eine u.a. auf Genz in [Gen92] zuriickgehende
Transformation auf den offenen Einheitswiirfel (0,1)?~! und eine auf Gibson et al. in [GGE94]
zuriickgehende Verbesserung dieser Methode vor. Sie ordnet die Integrationsvariablen in der
Genz-Transformation entlang ihres Erwartungswerts.

In den numerischen Experimenten in Kapitel 5 konnten wir dann zeigen, dass die Kombination
der Genz-Transformation mit der Umordnungstechnik von Gibson et al. zu einer Verbesserung
sowohl der Monte Carlo und Quasi-Monte Carlo Integration als auch der diinnen Gitter fiithrt.
Wir untersuchten dabei in dieser Arbeit zum ersten Mal die Kombination von diinnen Gittern
mit der Umordnungstechnik von Gibson. Wir erkannten, dass der positive Effekt der Umord-
nungstechnik auf die Genauigkeit der diinnen Gitter in einigen Féllen betréchtlich (bis zu einer
Groflenordnung) sein kann und beobachteten, dass die Verbesserung dann besonders gro8 ist,
wenn die diinnen Gitter relativ zu den anderen Verfahren besonders schlecht konvergieren. Ins-
gesamt zeigten die numerischen Experimente, dass die Kombination der Genz-Transformation
mit der Umordnungstechnik nach Gibson et al. sowie den diinnen Gittern mit generalisierten
GauB-Quadraturregeln in fast allen Fillen am besten konvergiert.
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6. Zusammentassung und Ausblick

Fiir die Experimente verwendeten wir einen autoregressiven Prozess erster Ordnung, welcher
auch in der praktischen Anwendung in Discrete Choice Modellen verwendet wird, so dass un-
sere Ergebnisse auch praktische Relevanz aufweisen. Dieses konnten wir an einer Maximum-
Likelihood-Maximierung mit realen Daten aus dem Bereich der Gesundheitsékonomie bele-
gen.

Ausblick

Diese Arbeit bietet Ankniipfungsmoglichkeiten in vielerlei Hinsicht.

Die eine Seite der Ankniipfungspunkte ist die der potenziellen Anwendungen. Hochdimensionale
Integrale und insbesondere die Auswertung der Verteilungsfunktion der multivariaten Normal-
verteilung sind in verschiedenen Zusammenhéngen erforderlich, z.B bei korrelierten Assets im
Rahmen des Black-Scholes-Modells in der numerischen Finanzmathematik (siehe z.B. [Gla04]).
Weitere Anwendungsmoglichkeiten sind im Bereich des ,,Stochastic Programming* (siehe [Pre03]
und in der Bayesschen Statistik (siche [Sha88]) zu finden.

Auch die Betrachtung des #hnlich gearteten Integrationsproblems der Auswertung der Vertei-
lungsfunktion der zentrierten multivariaten ¢-Verteilung

v+n

1:1: )
Th(a,b, X v) = ) dx (6.1)

1/+n b1

( \/ |E] vm)n / / (

konnte an die dargestellten Methoden ankniipfen (siche [GB09]).
Als zweite Seite der Ankniipfungspunkte ist die Verbesserung der eigentlichen numerischen In-
tegrationsmethode zu sehen. Da die von Gibson et al. eingefithrte Umordnungstechnik zu einer
Umordnung der Integrationsdimension entlang ihres Erwartungswerts fiihrt, fithrt sie auch eine
Ordnung entlang der Wichtigkeit der Dimensionen ein. Hier kénnte es sinnvoll sein zu unter-
suchen, ob diese Priorisierung fiir die Verwendung von Methoden, die eine solche abfallende
Bedeutung von unterschiedlichen Dimensionen ausnutzen kénnen, hinreichend ist. Ein Beispiel
sind die von Gerstner und Griebel in [GGO03] erlduterten adaptiven diinnen Gitter. Diese kénnen

die relevanten Dimensionen des Integrationsproblems erkennen und so die Konvergenz des Ver-
fahrens verbessern.
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A. Anhang

A.1. Maximum-Likelihood-Schitzung

In diesem Abschnitt stellen wir kurz die Methode der Maximum-Likelihood-Schiatzung dar.
Wir beschrianken uns dabei auf den Spezialfall von ,,Produktmodellen®, d.h. Modelle, die aus-
schliefllich unabhéngige Stichproben der Zufallsvariablen fiir die Schétzung verwenden. Die Ein-
schrinkung ist hinreichend, da alle betrachteten Anwendungen in dieser Arbeit diese Eigenschaft
aufweisen. Fiir eine allgemeine Darstellung verweisen wir auf [Geo09] Kap. 7.3.

Es sei f(y|0) die Dichtefunktion einer d-dimensionalen Zufallsvariablen bedingt auf die Para-
meter 6. Es seien y;,7 = 1,...,n unabhéingige Beobachtungen dieser Zufallsvariablen, die in
der Matrix Y € R¥" zusammengefasst sind. Die Likelihood-Funktion L(0]Y) fiir ein solches
Produktmodell ist dann definiert als die Funktion, die den Parametern 8 die gemeinsame Dich-
tefunktion zuordnet:

L(O)Y) == f(y1,. ... unl0) = [ [ F(:il0).
=1

Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 0 ist definiert als das Maximum der Likelihood-Funktion
und muss der notwendigen Bedingung
OL(6]Y) _0
00 -
geniigen.

Aufgrund der ausschliellich unabhéngigen Stichproben y; und der daraus resultierenden multi-
plikativen Verkniipfung in der Likelihood-Funktion ist es fiir die Maximierung i.d.R. von Vorteil
mit der Log-Likelihood-Funktion, d.h. der logarithmierten Likelihood-Funktion

In (L(0]Y)) = In (H f(yi|9)> = n(f(yil6)),
i=1 i=1

zu arbeiten, da diese dann eine additive Struktur aufweist. Wegen der Monotonie des Logarith-
mus fithrt dieses zur selben Schétzung fiir die Parameter 6.

A.2. Transformationssatz

Definition A.1. Diffeomorphismus:

Eine bijektive, stetig differenzierbare Abbildung T : U — V einer offenen Menge U C X auf
eine offene Menge V C Y heifit Diffeomorphismus, wenn die Umkehrung T~ : V. — U ebenfalls
stetig differenzierbar ist.
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A. Anhang

Satz A.1. Transformationssatz

Fiir jeden Diffeomorphismus T : Q- Q, QO c R und jede auf Q integrierbare Funktion gilt

/ f(@) dz = / f o T(y) |det(DT ()] dy.
Q Q

Beweis: Der Beweis ist in vielen Standardwerken tber Maf$- und Integrationstheorie zu finden,
z.B. in [Kin04).

A.3. Szantais Ansatz

Ein Ansatz, der sich deutlich von den Integrationsmethoden fiir Wahrscheinlichkeiten einer mul-
tivariaten Normalverteilung unterscheidet schligt gemafS [GDS02] Szdntai in [Szd76] vor. Dieser
Ansatz approximiert, im Gegensatz zu den Methoden in Kapitel 4, das eigentliche Problem, die
Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit und nicht die Bestimmung eines Integrals. Des Weiteren
ldsst sich dieser Ansatz fiir die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten auf beliebige multiva-
riate Verteilungen anwenden. Dazu sei das rechteckige Integrationsgebiet (a,b) als Schnitt von
Halbriumen der Form {x € R : z; > a;} bzw{x € R : z; < b;} dargestellt. Wenn wir beide
Restriktionen zusammenfassen, ergibt sich fiir das Integrationsgebiet die Darstellung:

A= (a,b)zﬂAi, m'LtAl:{SL‘ERnalSl‘ZSbl}
=1

Wir definieren, wie diblich, A; = R™\ A; und erhalten dann mit dem Inklusions-und Exklusions-
prinzip bzw. der Siebformel die Darstellung

A)

.

i<j i<j<k i=1

fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit P[A]. Schneidet man diese Darstellung nach den ersten k
Summanden ab, so erhdlt man eine untere bzw. obere Abschdtzung fiir die gesuchte Wahrschein-
lichkeit. Diese auch als Bonferroni- Ungleichungen bekannten Abschdtzungen liefern fir k = 1
bzw. k = 2 die Abschdtzungen

n n
By:i=1-Y P(A4) <PA<1-> P(A4)+> P(ANA;) = B,.
i=1 i=1 i<j
Da zur Bestimmung von P[A;] und P[A; N A;] lediglich ein- bzw. zweidimensionale Integrale
bestimmt werden miissen, lassen sich By undBo sehr gut mit numerischen Quadraturverfahren

approximieren. Hierauf aufbauend schligt Szdntai die Verwendung der folgenden drei Schdtzer
fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit P[A] vor:

1. p1 als ein direktes Monte Carlo Sampling des Integrationsproblems p.

2. po als ein Monte Carlo Sampling fir das Integral p — pr,, wobei pr, die untere Schranke,
also By, fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit angibt. Dieses Sampling wird danach um py,
korrigiert.
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A.3. Szdntais Ansatz

3. p3 als ein Monte Carlo Sampling fir das Integral p — py, wobei py die obere Schranke,
also Ba, fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit angibt. Dieses Sampling wird dann um py
korrigiert.

Die Schitzer 2. und 3. lassen sich dann auch als py = p/—\pL + pr und p3 = p/—EJ + pu
darstellen. Zur Varianzreduktion wird schlieflich der Ausdruck

P = w15, + waps + waps mit wy 4+ wy + wy =1

minimiert, was den Schétzer pi™ fiir P[A] liefert.

Eine weniger aufwendige Methode ist die Approzimation von P[A] durch den Mittelwert (%)

der errechneten Grenzen py und pr. Diese Methode empfiehlt sich aber nur, wenn der absolute
Fehler PUSPL Elein ist.
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