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1 Einleitung

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit einem inversen und schlecht gestellten Problem
aus der Fernerkundung. In Kapitel 2 fithren wir eine Energie ein, deren Nullminima Loésun-
gen dieses Problems sind, und minimieren diese Energie mit Hilfe eines Gradientenflusses.
Anschliefend wird in Kapitel 3 der Gradientenfluss diskretisiert und damit ein Algorithmus
erarbeitet, der aus gegebenen Eingangsdaten lokale Minima der Energie berechnet. Die Qua-
litdt der konkreten Implementierung des Algorithmus wird abschlielend in Kapitel 4 mit einer
Fehleranalyse der Ergebnisse eines Blindtests untersucht.

Informationen zum Hintergrund und weitere Anwendungen der Grundidee dieses Ansat-
zes, also das Benutzen eines sog. regularisierten Gradientenflusses zur Losung eines inversen
Problems, finden sich in [24, 22, 7]. Zunéchst kldren wir jedoch, was sich hinter den Begrif-
fen inverses und schlecht gestelltes Problem verbirgt, und skizzieren unser Problem aus der
Fernerkundung.

1.1 Inverse und schlecht gestellte Probleme

Die folgenden Definitionen stammen aus [20], dort sind auch weitere, allgemeine Ausfiihrungen
zu inversen und schlecht gestellten Problemen zu finden.

Wir sprechen von einem inversen Problem, wenn wir Eigenschaften eines Objektes er-
mitteln wollen, dies aber nicht durch direkte Messung mdoglich ist, sondern nur indirekt, indem
wir aus Beobachtungen anderer Eigenschaften Riickschliisse auf die gesuchten Eigenschaften
ziehen. Ein bekanntes Beispiel hierfiir ist die Computer-Tomographie: Man mo6chte die Dichte
des Korpergewebes eines Menschen bestimmen, kann dies jedoch nicht durch direkte Messung
im Korper, sondern schickt Rontgenstrahlen durch den Korper, vergleicht die Intensitét der
Strahlen vor und nach dem Durchqueren des Korpers und ermittelt damit die gesuchte Dichte.

1.1.i Definition. Seien X,Y topologische Rdume und A : X — Y. Das Problem (A4, X,Y")
heifit gut gestellt, wenn

(i) Af =g fiir jedes g € Y eine Losung f hat,
(ii) diese Losung eindeutig ist,
(iii) die Losung stetig von g abhéngt.

Ist eine der Bedingungen nicht erfiillt, dann heiit das Problem schlecht gestellt.

1.2 Ein inverses Problem der Fernerkundung

Fiir die numerische Wettervorhersage sind kontinuierlich gemessene Profile beziiglich der Hohe
von
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e Temperatur (7)) in K

e Feuchte (¢) in kgm 3
e Druck (p) in Pa

auflerst niitzlich (vgl. Abbildung 1.1). Eine direkte Messung dieser Profile ist durch Radioson-
denaufstiege zwar im Prinzip mdoglich und wird derzeit auch betrieben, aber die sehr hohen
laufenden Kosten fiir Personal und Material bei Radiosondenaufstiegen (ca. 300.000 Euro pro
Jahr und Radiosondenstation) sorgen dafiir, dass nach giinstigeren Alternativen gesucht wird.

Hohe 2

(=)

Temperatur T

Abbildung 1.1: ein hohenabhdngiges Temperaturprofil

Seit einiger Zeit gibt es so genannte Mikrowellen-Radiometer, mit denen man gleichzei-
tig Strahlungstemperaturen an mehreren Frequenzen messen kann. Genau geht es hier um
die Mikrowellen-Frequenzen an der linken Flanke des Sauerstoff Absorptionskomplexes (eine
Erlduterung dazu ist in [16] zu finden). Damit ergibt sich eine Moglichkeit, indirekt Riick-
schliisse iiber die Profile zu ziehen, denn es gibt Modelle, mit denen aus den Atmosphéren-
profilen die Strahlungstemperaturen errechnet werden koénnen, und mit einer Invertierung
dieser Modelle kénnte man aus gemessenen Strahlungstemperaturen die Profile bestimmen.
Einen Uberblick iiber das Potenzial dieser Art Ansitze geben [3, 26]. Wir bezeichnen die Be-
rechnung der Strahlungstemperaturen aus den Atmosphérenprofilen als Vorwéirtsrechnung
und die Umkehrung als Riickwértsrechnung. In dieser Arbeit beschrinken wir uns darauf,
das Temperaturprofil (und daraus das Druckprofil) zu bestimmen, das Feuchteprofil nehmen
wir immer als gegeben an. Ein mit einer Riickwéartsrechnung gewonnenes Temperaturprofil
nennen wir Retrieval.

Existierende Ansiitze dieser Art sind z.B.

e Mehrfachregression und Neuronale Netze in [13],

e Ansatz nach Bayes in [23] und [10].
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Von diesen Ansétzen ist der erste rein statistisch, der zweite physikalisch mit statistischen
Elementen, wihrend wir hier einen neuartigen und schnellen numerischen Ansatz zur Bestim-
mung des Temperaturprofils vorstellen, der hauptséchlich auf dem physikalischen Vorwérts-
modell beruht und nur wenige (und in der Implementation abschaltbare) statistische Infor-
mationen benutzt. [4] ist eine erste Veroffentlichung zu unserem Ansatz.
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2 Das kontinuierliche Problem

2.1 Das Problem als Minimierungsproblem

Wie schon erwdhnt, benttigen wir ein Modell, um aus den Atmosphérenprofilen die Strah-
lungstemperaturen zu errechnen. Wir beschrénken uns hier auf die Benutzung eines relativ
einfachen Modells, es spricht jedoch nichts dagegen, ein anderes, komplizierteres Modell zu
wiithlen, solange die Variation der Strahlungstemperaturen stetig von der Temperatur abhéngt
(vgl. 2.6). Mit Ausnahme der Berechnung der Strahlungstemperaturen und deren Variation
bleiben die folgenden Ausfiihrungen auch fiir andere Modelle gleich.

Fiir unser Modell miissen wir folgende Voraussetzungen machen:

e Messkonfiguration

— Mehrkanal-Mikrowellen-Radiometer in Bodenhohe zg

— Atmosphére ist horizontal geschichtet, d.h. Temperatur, Druck, Feuchte sind in
Hohe z konstant

— Keine Wolken
e Voraussetzungen

— Strahlungstemperaturen hangen nur von T, ¢, p, Anstiegswinkel O, Frequenz v ab
— Atmosphirenparameter Q(z) := (¢(z),p(z)) bekannt fiir alle Héhen z

— nm Strahlungstemperaturmessungen (Tpm11, -, Lbmnm) bel Frequenzen vy, ..., vy,
Winkeln 64, ..., 0,, sind gegeben

e In unserem speziellen Fall sind die Frequenzen 50.8, 51.8, 52.8, 53.8, 54.8, 55.8, 56.8, 57.8,
58.8 GHz, entsprechend einem Band des 22-Kanal-Mikrowellen-Radiometers MICCY
(MIcrowave Radiometer for Cloud CarthographY) der Universitdt Bonn, die Winkel
sind frei wéhlbar. Eine genauere Beschreibung des Radiometers ist in [9] zu finden.

Ist T € C?[2g, 00[ ein Temperaturprofil, so gilt nach [16] fiir die zugehorigen Strahlungstem-
peraturen T} € C?[zg, 00| die in der Meteorologie gebriuchliche Integralformulierung

Ty(v,0,z) = Tygexp (— sec(6) /ZOO oa(v, T(t),Q(t)) dt)
+scclt) [ oulw 70, QT
exp <— sec(8) / t Ja(u,T(s),Q(s))ds> dt.

Hierbei ist
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o Ty kosmische Hintergrundstrahlung von 2.73 K
e 0, Absorptions- und Emissionskoeffizient

Da wir numerisch Integrale nicht bis oo auswerten werden, beschrinken wir auch den kon-
tinuierlichen Fall darauf, dass die Strahlungstemperaturen nur von Parametern bis zu einer
Hohe zpax abhingen. Sei 7 := C?([20, zmax]) der Raum der Temperaturprofile mit der Norm

1Tz = 1T Moo fz0,2med + 1177l Rl A

o, [ZO7Zmax 7[20 7Zmax] ’

wobei fiir f € C%([a, b))

1o gy = mac{lf ()] | € [a,B]}-

Ist T € T, so erfiillen die zugehorigen Strahlungstemperaturen T, € 7 nach dem Vorwérts-
modell folgende Gleichung:

Ty (1,0, 2) = Tyy exp (- sec(8) / T a1 T(1), Q1) dt>
+sec(8) / T (T, Q)T () (2.1)
exp <—Sec(9) / t Ja(u,T(s),Q(s))ds> dt.

Aus Satz 5.1.i folgt, dass (2.1) die Integralformulierung der folgenden Differentialgleichung
ist:

L Ty(0,6,2) = G(Ty(2,.0),1,6,T(2), Q(2)), 22)
Tb(l/a 07 Zmax) - Tb07

wobei die rechte Seite G gegeben ist durch
G(Ty,v,0,T(2), Q(2)) = sec(f) 0a(v, T(2), Q(2)) (Tp =T (2)) (23)

= A(z,v,0) Ty +B(z,v,0)
mit
A(z,v,0) : = sec(0) o,(v, T(2),Q(z2)),
B(z,v,0) : = —sec(0) oq(v, T(2),Q(2)) T(2).

Sind T' € T, ein Winkel 6 und eine Frequenz v gegeben, so ist dies eine lineare gewthnliche
Differentialgleichung erster Ordnung in z. Wir setzten ferner voraus, dass die Atmosphéren-
parameter Q(z) und der Absorptions- und Emissionskoeffizient o, stetig differenzierbar sind.
Wir setzten ebenfalls voraus, dass die Ableitung von o, nach T, also Oro,, stetig differenzier-
bar ist, dies wird in Abschnitt 2.4 und 2.6 bendétigt. Also sind A und B stetig und (2.2) besitzt
eine eindeutige Losung, nidmlich (2.1). Sei Ty(v, 0, z) die Losung von (2.2), dann schreiben
wir

Ty(v,0,2)[T] == Tp(v,0, 2),
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um die Abhéngigkeit von T klar zu machen, und als Kurzschreibweise fiir die Strahlungstem-
peraturen in Bodenhche

Ty (v, 0)[T] := Ty(v, 0, 20)[T).

Da die einzigen gegebenen Messdaten die Strahlungstemperaturen Th,11y - s Thmpm Sind,
miissen wir nun ein realistisches 7' € 7 finden, dessen theoretische Strahlungstemperaturen
zu den Messdaten passen, d.h. wir suchen ein T' € 7, fiir das gilt

Messdaten Theoretische Daten

v v Tymir = Ty (v, 00)[T]. (2.4)
ie{l ke L m} R b (vi, O [T]

Um zu priifen, wie gut ein bestimmtes T € 7 diese Bedingung erfiillt, definieren wir als
Energie das quadratische Kostenfunktional £ : 7 — R fiir dieses Problem durch

E[T] = %Z > (Tomax — To(vi, 04)[T1). (2.5)

i=1 k=1
Fir T € T gilt also

T erfiillt (2.4) < E[T] =0,

d.h. T ist ein Minimum der Energie und somit ist das physikalische Problem in ein Opti-
mierungsproblem umgewandelt. Das Problem ist schlecht gestellt, denn zumindest eine der
Bedingungen fiir gut gestellte Probleme ist verletzt: Die Losung ist nicht eindeutig (vgl. Ab-
bildung 2.1). Die beiden Profile in dieser Abbildung wurden numerisch bestimmt: Das griine
Profil (nicht gemessen, sondern generiert mit einer e-Funktion, um ein glattes Ausgangs-
profil zu haben) wurde als Ausgangsdatensatz benutzt, d.h. es wurden zu diesem Profil die
zugehorigen Strahlungstemperaturen mit der Vorwértsrechnung ermittelt und auf diesem Da-
tensatz das Programm ausgefiihrt, das das rote Profil als Minimierer bestimmt hat. Dies ist
natiirlich nicht der eigentliche Programm-Code, sondern eine Abwandlung, die speziell fiir die
Generierung des Beispiels geschrieben wurde.

10000

E[T] A

8000 -

6000 |

0 =
230 240 250 260 270

Abbildung 2.1: Das irrequldre, rote Profil und das glatte, griine Profil sind beide Minima der
Energie fiir einen bestimmten Datensatz
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2.2 Gradientenfluss zur Energieminimierung

Ein bekanntes Verfahren zur Minimierung eines Funktionales ist der Gradientenfluss. Diesen
wollen wir zur Losung unseres Minimierungsproblems nutzen.

2.2.1 Motivation: Der endlich-dimensionale Fall

Sei f € C1(R™,R). Um f zu minimieren, nutzen wir, dass grad f(z) = (8%1 (x), ..., 8%” (a;))
lokal immer in die Richtung des steilsten Anstiegs zeigt, — grad f(x) zeigt also in die Rich-
tung des steilsten Abstiegs. Um f ausgehend von einem Startpunkt zyp € R™ zu minimieren,
betrachten wir die Differentialgleichung

72(t) = —grad f(z(1)),

Ist x(t) eine Losung, so gilt fiir 0 < ¢; < to

flz(tr)) = f(x(t2)),

denn:

f(a(t2)) = fx(t1)) = (f o z)(t2) — (f o z)(t1) = / 2(f o x)'(t)dt

:/Qgradf(x(t)) . %x(t)dt: —/Qgradf(x(t)) erad f(z(t))dt

t1 t1

to
= —/ lgrad f(x(t))|5 dt < 0.
t1
Da grad f stetig ist, folgt hiermit sogar mehr: Ist grad f(z(¢1)) # 0 und ¢; < to, so folgt

f(z(t1)) > f(z(t2)).

Ist also xq kein kritischer Punkt von f (also grad f(zg) # 0), so liefert die Differentialgleichung
einen Punkt, an dem f echt kleiner ist als in xzq. Ist allerdings x( ein kritischer Punkt von f,
so ist die Losung der Differentialgleichung die konstante Kurve z(t) = x¢ und das Verfahren
minimiert f nicht weiter.

2.2.2 Gradientenfliisse auf Funktionenrdumen

Sei X ein normierter, vollstdndiger reeller Funktionenraum und E : X — R ein Funktional.
Zu jedem x € X sei ein Skalarprodukt, bzw. eine Metrik, g, : X x X — R gegeben. Dann ist
der Gradient von E bzgl. der Metrik g, definiert durch folgende Bedingung

grad, Elz]=ve X & sz 9o (v,w) = (E'[z], w).

Fiir einen Startwert xg € X ist der Gradientenfluss gegeben durch folgende Gleichung

0

agj(t) = —grad, . Elz(t)],

9z (t
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Nach Definition des Gradienten muss also gelten
vV g 2x(t) w) =—(E'zt)], w)
wex O\ o ’ T

2.2.3 Der spezielle Gradientenfluss

Nun betrachten wir unseren Funktionenraum 7. Zu jedem T € 7T sei eine Metrik g auf 7
gegeben, derart, dass eine Darstellung

Ar: T - R(Ar) = {Arvjv e T} C T’
von gr existiert, d.h. es soll gelten

\4 T, T5) = (A7T,T5) .
et gr(Th,T3) = (AT, T3)

Der Gradientenfluss ist, wie eben gezeigt, definiert durch

Y or (%T, 19) — (BT, 9).

Setzen wir die Darstellung von ¢ ein, so folgt

9 i
1927 <AT$T,19>_ (E'[T),9),

also
Ard,T = —E'[T).
Ist nun Ap auf R(Ar) invertierbar und ferner E'[T] € R(Ar), so folgt

OsT = —AL'E'[T).

2.3 Wahl und Eigenschaften der Metrik
2.3.1 Wahl der Metrik

Da unsere Energie mehrere lokale und globale Minima haben kann, miissen wir dafiir sorgen,
dass der Gradientenfluss moglichst zu einem globalen und reguldren Minimum fiithrt. Daher
benutzten wir die Metrik als regularisierendes Element, sie sorgt dafiir, dass glatte Abstiegs-
richtungen bevorzugt werden und vor allem eine reguldre Losung aus der Menge der Minima
gefunden wird. Zusammen mit der Zeitdiskretisierung, die wir in 3.3 benutzten, ist dieser
Ansatz eng verwandt mit der iterativen Tikhonov Regularisierung (vgl. [14, 24, 8])

Der erste Ansatz fiir die Wahl von A ist es, die Metrik so zu wihlen, dass A~! ein Stan-
dardfilter ist (einfache Gléttung, z. B. Konvexkombination). Mit einer geschickten Wahl der
Metrik kann man dafiir sorgen, dass Temperaturprofile, die gewisse Bedingungen erfiillen, wie
z.B. Bedingungen, die fiir reale Temperaturprofile charakteristisch sind, begiinstigt werden.
Wir werden zwar auch dafiir sorgen, dass unser Verfahren dies tut, aber nicht durch die Me-
trik, sondern durch einen zusétzlichen Regularisierungsterm in der Energie, vgl. 2.8, da es
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relativ naheliegend ist, wie der Regularisierungsterm zu wihlen ist. Wir entscheiden uns fiir
eine Metrik, die fiir eine natiirliche Glattung sorgt.

Zu gegebenem Temperaturprofil 7' € 7 sei I' = I'[T] die Kurve, die gegeben ist durch den
Graphen von T

I: [207 zmax] - RQa Z = (Z>T(Z)) .
Sind v, w € C?(T,R), so wihlen wir als Metrik
gr(v,w) = gra(v,w) + gra(v, w)

mit

1
gl—‘,l(vvw) = T/ / v - wd37
L(T) Jr
gr2(v,w) = L(T") / Vro - Vrwds,
r
wobei fiir € I' der tangentiale Gradient von v in z mit Vrv(z) und die Liange der Kurve I’
mit L(I") bezeichnet wird. Den Faktor ﬁ bzw. L(I') wéhlen wir aus Normierungsgriinden,

um numerische Probleme zu verhindern, denn die Metrik verhélt sich deswegen immer so, als
wére die Lange der Kurve auf 1 normiert. Dies zeigt folgendes Lemma:

2.3.i Lemma. Sei T € T und I' = T'[T]. Dann gilt fiir ¢ :== L(T') > 0 und v,w € C*(T',R)
gri(v,w) = gr  (voc,woc),

9F,2(U,w) = 92?2(11 oc,woc),

wobei ¢ € R auch als Abbildung ¢ : R — R,z — cz aufgefasst wird, o' := {ax|z € T} fir
aeRund%:: %F.

Beweis Seien v,w € C?(I',R). Offensichtlich gilt dann v o c,woc € C? (%,R). Die erste
Gleichung folgt direkt mit

grate ) :ﬁ /Fv(x) w(@)ds(a) = ﬁ /F v(cx) - w(cx)eds(x)
1 c
:@ A v(cx) - w(cx)ds(x) = 95,1(” oc,woc).

Fiir die zweite Gleichung miissen wir zunéchst einige Vorbereitungen treffen: ¢p(z) sei die
Tangente im Punkt z an die Kurve I'. Ist a > 0 und I''(z) # 0 (bei Graphen immer erfiillt)
so gilt

_ I'(z2) _ al’(z)
L") flal"(2)]]

tr(I'(2)) = tor(al(2)).

Sei z € % Dann existiert ein z € [2q, Zmax] Mit © = @ und es folgt

tr(cz) = tr(D(2)) = tr (M) = tr ().

c
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Sind v, w nach C?([20, zmax] X R, R) fortgesetzt (Da I' ein Graph ist, ist dies auf jeden Fall
moglich), so gilt

Vrv(z) = (1 —np(z) @ nr(z))Vo(x),
wobei nr(x) die obere Normale an I' im Punkt x bezeichnet. Fiir = € % gilt dann
nr(cx) = tr(czx)t =tr (2)* =nr (z)

und es folgt

V%(v oc)(x) =(1—n

oA

(z) @ nr (2))V(voc)(x))
=(1 —nr(cz) @ nr(cx))cVo(cx) = cVro(cx).
Ebenso gilt
Vg (woc)(x) = cVrw(cx),

so dass insgesamt folgt

g;’z(v oc,woc)= L(%) f; Vre(woe)(x) - Ve(woc)(x)ds=1- f; cVro(ex) - eVrw(cx)ds
= c/F Vru(ez) - Viw(ex)eds (5-Lew) c/ Vrv(z) - Vrw(z)ds
L r

= gr,z(U, w)-

Aus dem Lemma folgt also direkt
gr(v,w) = gr(voc,woc),

also die behauptete Normierungseigenschaft. Nun benétigen wir aber eine Metrik auf 7 x 7
und nicht auf C%(T',R) x C?(T',R), also miissen wir einem v € 7 ein Element aus C?(T, R)
zuordnen. Dazu sei

1 R? 5 R, (x1,x2) — 21

die kanonische Projektion auf die erste Koordinate. Ist v € 7, so ist v o p1 € C?([20, Zmax] X
R,R) D C?(T',R) und wir setzten fiir v,w € 7:

gr(v,w) :=gr(vopi,wopi) =gri(vopi,wopi)+gra(vopi,wopi).

—~
=:g7,1(v,w) =:g7,2(v,w)

2.3.ii Lemma. Fir T,v,w € T gilt

gra(v,w) = 1 /Zmax v(2) - w(2)/1+T'(2)%dz,

L(T) Jz

gra(ow) = L(r) [ @)

20 \1 +T/(Z)2
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Beweis Seien v € 7 und z € [20, Zmax|. Dann gilt (z,7(z)) =T'(z) € I" und ferner

(=T'(2),1) _ (=T'(2),1)

T T IA TR
Also gilt
’ 2 _ (2
n(I'(z)) @ n(I'(2)) = 1 +11ﬂ/(z)2 ( zWTE’ZZ) Tl( ) >

und damit folgt

Ve(w o p)(T(2) =(1 -n(L(2) @ n(I'(2))) V(v o pr)(T(2)
—(1 (D) @ n(T (=)W (1 D)V (1) ()
—(1 (D) @ n(T(E)W ()1 0
/() (10) = (T —T)
s (L TGP0 — (PGP, 7))
VG
1, T )

gr,2(v, W) /Vr vopy)(z) - Vr(wopr)(x)ds(x)
—L(r / " T o ;) (D(2) - Viw o ) (D(2)) |T'(2)] d=

:(r)/zm“ Y@ ey ) ) I T

1+ 17(2)?

_ (F)/Z“““M |+ ()21 F ()2

=L(I") . \/Wdz,
gr1(v, w) :ﬁ /F(’U op1)(z) - (wopy)(z)ds(x)
Zﬁ /zmax(v op1)(L(2)) - (wop1)(T(2)) [T'(2)| d=

1 Zmax ;
:ﬁ/ v(2) - w(z)y/1+T'(2)2%dz.
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2.3.2 Invertierbarkeit der Metrik

Jetzt, da wir das Kurvenintegral in ein Integral einer Verédnderlichen umgewandelt haben,
kiimmern wir uns um die Existenz einer invertierbaren Darstellung Ap : 7 — R(Ap) der
Metrik, da wir eine solche benétigen, um den Gradientenfluss folgendermafien darzustellen
(falls E'[T] € R(Ar)):

OsT = —AL'E'[T).

Diese Darstellung des Gradientenflusses benttigen wir spéter, um die Kurzzeit-Existenz des
Gradientenflusses zu zeigen.
Wir zeigen, dass Ar aufgefasst werden kann als Abbildung

A : T = 02([20,Zmax]) — C’O([ZO,zmaX]) x R?

und dann bijektiv ist. Dabei gilt C°([20, Zmax]) X R? C 77, indem wir ein Element (f,a,b) €
C%([20, Zmax]) X R? mit einem Element von 77 identifizieren, mittels

Vo (fab),w) = / T )w(2) + bw(zma) — aw(zo). (2.6)

weT 20

Es gilt

(Arow) =g [ ) w0 [T R

—L Zmaxvz ~w(z "(2)?dz — o 41/(2) /wz z
[ v eI TP - L) [ ( W) ()

20 20 1+1T
L(T)v (2max) 0 () — L(T)v'(20) w(z0)
T+ Dm0 T+ (202
e (VIRTGR (D N e
_/zo ( rwy Y ( RV EE )>> 2
L(T)v' (2max) 0 () — L(T)v'(20) w(z0)
T+ T Cmax)? 0 /14 T(20)? ’
(2.7)
fiir beliebige v, w € 7. Es gilt Apv =7+ (f,a,b), genau dann wenn
Vo (Apv,w) = ((f,a,b),w), (2.8)

weT

wobei a =7+ b bedeutet, dass a und b als Element von 7’ gleich sind. Wegen (2.7) gilt offenbar

- G G TV NN
ATU—T/<< ) (HTW <>>>,

L(T)v'(20) L(T)v (zmax)
VIFT (20)2 14+ T (zmax)? )

(2.9)
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Daher ist A7v € C%([20, Zmax]) X R? und somit ist A7 : C?([20, 2max]) — C°([20, Zmax]) X R?
wohldefiniert.
Gilt nun Apv =7 (f,a,b), so folgt aus (2.8), eingeschrénkt auf w € C§°, und (2.9)

(JTFT(R)P T TR Y
f(z) = (TU(Z) - <1+4T’(z)2v (2)> ) :

Fir wy € 7 mit wi(2z0) # 0 und w1 (2max) = 0, bzw. we € 7 mit wa(20) = 0 und wa(2max) # 0
folgt nun mit (2.8) und (2.9)

L(T)v'(20) g, b — L(T)v' (2max)

V14T (202 AT+ T (zman)?

Wir haben somit gezeigt: Apv =7 (f,a,b) gilt genau dann, wenn v Losung des Randwert-
problems

£(2) = ar(20() = (pr(0/(2))' = (Lro)(:), 210

Ri1v :=pr(20)v'(20) = a,  Rorv := p7r(2max)V’ (Zmax) = b
ist, wobei

LD _ V1I+T(2)?

pr(z) == T qr(z) == L)
2.3.iii Satz. Seiena < b, p € C'([a,b]) mit p > 0, ¢ € C%([a,b]) mit ¢ > 0, a1, 2,51, P2 € R
mit crag < 0 und B1B2 > 0 und (a1, a2), (81, B2) # (0,0). Dann ex. zu allen f € C%([a,b])
und o1, 02 € R genau ein v € C?([a,b]) mit

(p(2)'(2)) = q(z)v(z) = f(),

Riu = aqu(a) + aou/(a) = 01, Rou := Bru(b) + Bou/(b) = 02.

Beweis Nach [15] (S. 389, Aufgabe 9) sind bei obigen Voraussetzungen alle Eigenwerte A
der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe

(p(z)v' (z)) + Ag(z)v(z) =0, Riu=0, Rou=0
nichtnegativ. Insbesondere ist —1 kein Eigenwert, d.h. das homogene Randwertproblem
Lv = (p(z)v'(z)) — q(x)v(z) =0, Riu=0, Rou=0

hat nur die triviale Losung. Dann folgt mit [15] (Satz 35.2), da dieser (mit analogem Beweis)
auch fiir Sturmsche Randwertaufgaben gilt, die eindeutige Losbarkeit der Randwertaufgabe
aus der Behauptung. O
Sei (f,a,b) € C°([20, Zmax]) x R2. Nach 2.3.iii gibt es genau ein v € C?([20, Zmax]) mit

(pr(2)v'(2))" = ar(2)v(z) = = f(2),
pT(ZO)U/(ZO) = a, pT(ZmaX)U/(Zmax) = bv

und somit hat (2.10) genau eine Losung. Damit ist A7 : C?([20, Zmax]) — C°([20, Zmax]) x R?
bijektiv. Ferner haben wir gezeigt, dass gilt

R(A7) =7 C°([20, Zmax]) X R? =: S. (2.11)

Anders als im mehrdimensionalen Fall bei partiellen Differentialgleichungen, ist es hier nicht
notig zusétzlich Holder-Stetigkeit zu fordern, um die Invertierbarkeit zu erhalten (vgl. [12]).
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2.3.3 Stetigkeit der Inversen der Metrik

Fiir die Existenz des Gradientenflusses brauchen wir auch die Stetigkeit der Inversen der Me-
trik. Dazu bendtigen wir die stetige Abhéngigkeit der Losung einer halbhomogenen Sturm-
schen Randwertaufgabe von den Daten und den Koeffizienten.

Im Folgenden ist mit C° immer C°([20, zmax]) gemeint, analog fiir C1 und C2.

2.3.iv Satz. (Stetige Abhdngigkeit von den Daten und den Koeffizienten) Sei T € T beliebig.
Fir SeT,ge 00 sei v(s,g) die Lisung von

Lsvsg =9, Risvsg =0, Rasvsg =0.

Dann gilt
\ N \4 3 \ v — < €.
TET  feco 0 650 ser A o) —vsglly <e

IT=Sl7<6  ||f=gllqo<s

Beweis Seien T € 7 und f € CY beliebig, aber fest. Angenommen die Behauptung ist falsch,
dann gilt

cgo nzN TnzelT fngco HU(T’f) B U(Tn’fn) H’T > c.

1
IT=Tnllr<3  |If=fallco<:

Seien v := v(p 5y und vy, = v(1, 5,). Offenbar konvergiert T;, gegen 1" in der 7-Norm und f,
konvergiert gleichméfig gegen f. Es folgt die gleichmé&fige Konvergenz von g7, gegen gr und
die Konvergenz von pr, gegen pr in der C*-Norm (folgt mit Hilfe der Aussagen iiber h im
Beweis von 2.3.vii). Insbesondere ist g7, in der C’-Norm beschrinkt. Mit den S#tzen 21.2,
21.3 und 36.1 aus [15] kann man zeigen, dass nun v,, gleichméfig gegen v konvergiert. Aus

qr,Vn — (anUZ)/ = Ly, v, = fn und qrv — (pTU/), =Lrv=f

folgt fiir gy, := pr,v), — prv’

/
Hg;'LHCO = H(an'U;L _pTUI) ‘ oo < an - cho + HQTn’l)n — qT'UHCO
< |fa = fllco + llgr,vn — ar,vll oo + llar,v — grvllco

< o= Fllo + |lan.llco [lon = vl co + [lan, = arlico V]l go-
—_—————  ~——

—0 fiir n—oo beschr. —0 fiir n—oo —0 fiir n—oo

Somit konvergiert g/, gleichmifig gegen 0. Ferner gilt

gn(20) = p1, (20)0},(20) — pr(20)V'(20) = R1,1,00n — R17v =0—0=0,

also konvergiert insbesondere g, (29) gegen 0. Nach 5.1.ii konvergiert g,, gleichméfig gegen ein
g € C! und ist insbesondere in der C°-Norm beschrinkt.
Wegen pr(z) > 0 fiir alle z € [20, 2max] und der Stetigkeit von pr, existiert ein d > 0

mit |pr(z)| = pr(z) > d und es folgt Hi’#‘ o < é. Da pr, gleichméBig gegen pr konvergiert,

existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt [|pr, — prllco < 4. Fiir 2 € [20, zmax] folgt

d d

[pr,. ()] 2 lpr(2)] = p7,(2) = Pr(2)| 2 d = 5 = 5

1

2
pr(2) ’

< Z
—d
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ot |
also gilt Han

oo < %. Nun folgt

Jetlon < |-

2
Nervnlleo < 5 (lpre'lleo + [lpz,vn = pref] o)

2. P
= E HPT'U HC’O + E ||gn||CO7
beschr.
d.h. v/, ist in der C°-Norm beschrénkt. Ferner gilt

S N
pr
1
E(HPTU = 21,0l o + [[P7, 00 — 70" = 9 0)

HpT’v; —prv’ = gl| o

1
vy, — —(prv’ +9)
pr Co

1
<3 (llpr = pr,llco o |l o + HPTn vy, — prv’ — gl| o)

1
7 llpr = prlles [[04]| co + 3 lgn — gllco
E/—/\w—/ N——
—0 fiir n—oo  beschr. —0 fiir n—oo

und somit konvergiert v/, gleichmiifig. Da auch v, gleichméfig gegen v konvergiert folgt nun
mit Satz 5.1.ii und aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes, dass

lim v}, (2) = v'(2).
n—00
Insgesamt konvergiert also v/, gegen v’. Aus
41, V0 — D, Vs, — PT, Uy = L, 0p = fr und qrv — ppv’ — prv” = Lyv = f
folgt
oz, vn = 21" || o < fn = Fllco + llaz,vn — arvllco + ||P7, v — P70'|| o
<|fa = fllco + llgr,vn — grvnllco + llarvn — grvllco
+ [P, vn = Prvnll o + 1P7on — P70 o
<|[fn = flleo + llaz, — arllco [lvallco + llgzllco lon = vllco
—— —_—

—0 fiir n—oo —0 fiir n—oo  beschr. —0 fiir n—oo
+ |pr, = 2l 0o |00l 0o + [Pl o [[on = 'l o
—_——— —— —_——
—0 fiir n—oo  beschr. —0 fiir n—oo

Damit ergibt sich

"
<
ollen < ||

2 2
lm. 2o < 5 71”0 + 5 Jpnst = pro” oo
—0 fi':rrn—wo

d.h. v/’ ist in der C°-Norm beschrénkt. Ferner gilt

v ="l co <=l Ileron — prv"|| co

Pr ||co

1
Sa (HPTU — pr,v n”co + Han pTU"HCo)

1
<= lpr = prlleo vl o +3 |z, v — prv"|| o
——— .

—0 fiir n—»00  beschr. —0 fiir n—o0
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d.h. v konvergiert gleichméBig gegen v”. Insgesamt konvergiert v,, in der 7-Norm geben v.
Dies ist aber ein Widerspruch zu |[v — v,|; = HU(T’f) — U(Tnyfn)HT > c fiir alle n € N. Somit
ist die Annahme falsch und die Behauptung richtig. O
Ein weiterer Baustein, der fiir die Stetigkeit der Inversen der Metrik benétigt wird, ist das
folgende Lemma:

2.3.v Lemma. Zu jedem T € T ex. einc > 0, so dass fiir allev € T mitv'(z9) = v'(2max) = 0
gilt
[1Lrvlgo > ¢lloll7 -

Beweis Sei T € 7 beliebig. Fiir v = 0 ist die Aussage trivial. Fiir v # 0 gilt

>

IZrvllco > ey & ||Lrp=| , = e

l[oll 7

es geniigt also die Aussage fiir v € X = {w € T|w'(2) = W' (2max) = 0, |w|; = 1} zu
beweisen. Angenommen die Aussage ist falsch, dann gilt insbesondere

1
nZ/N vnéX HLT’U”HCO < E

vy, ist Losung des Randwertproblems
Lyvy, =: f?‘u RI,T'Un = pT(ZO)U;l(ZO) =0, RQ,T'Un = pT(zmax)U;(zmax) =0.

Fiir g € C° sei Vg = U(T,g), WObei v(7 4 Wie in 2.3.iv. Dann existiert nach 2.3.iv ein § > 0, so
dass gilt
A Vg — U < 1.
oo Tl
10—gllco<é
0 und vy 16sen
LTU = 0, RI,TU = 0, R27TU = 0,

also folgt aus der eindeutigen Losbarkeit vy = 0. Fiir n mit % < gilt

1
”fTLHCO = HLTUTLHCO < E <9
und es folgt
1= H/UnHT = ||Un - OHT = ||Ufn — 1)0”,]. < 1.

Widerspruch. Also war die Annahme falsch und es folgt die Behauptung. O

2.8.vi Bemerkung. Die Aussage von 2.3.v ist falsch, wenn man auf Nullrandwerte der Ablei-
tung verzichtet: Das Randwertproblem

LT’U = 0,

Ryrv=1, Rorv=0,

hat eine Losung, die offenbar von Null verschieden ist. Sei v diese Losung. Wegen v # 0 gilt
lv|l7 # 0 und es folgt fiir beliebiges ¢ > 0

L] 0o((20,2ma]) = O < €Vl 7 -

Zmax]
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2.3.vii Satz. Die Inverse der Metrik ist in folgendem Sinne stetig:

v % v 3 v % AZYN(£,0,0) — A3 (g,0,0 .
TET fec® >0 6>0 SeT 4eCo | AZ*(f,0,0) s (9,0, )H7<f
IT=Sll7<6 || =gl co<d

Beweis Seien T € 7T, f € CY und € > 0 beliebig, aber fest. Nach 2.3.v existiert ein ¢ > 0, so
dass fiir alle v € 7 mit v'(20) = V' (Zmax) = 0 gilt

ILrvlco = clloll7 -
Fiir S € 7,9 € C° sei V(S,g) ‘= Agl(g,0,0) € 7. Dann gilt
Lsvsg) =9, Risvsg) =0, Rasvsg =0.
Daraus folgt UES’g)(ZQ) = UES’Q) (Zmax) = 0 und

Lrvey) — Lsvisg = —9

/ ! / !
= 4qrY(T,f) — (pTU(TJ)) —4sv(sg) t (psv(s,g)) =f—y

= qror,f) — DTV sy — PTV( ) — 45V(S.g) T PsV(sg) + PsV(s.9) = F — 9

ar(vr. ) — v(s,g) — Pr(Vir.p) — Visg) = PTV(T ) = V(s ,)
= (g5 — ar)v(s,9) — Ws — P7)v(s4) — s — PT)V(s ) + [ — 9
= ||Lr(va,p = vs9)llco < |osglly (las = arllco + Ips = prlle) + I1f = gllgo -

Wegen (U(T,f) (Zo) —V(S,g) (Zo)), = ('U(T,f)(zmax) —V(S,g) (Zmax))/ = 0 folgt

_ _ 1
147" (£,0,0) = Ag'(9,0,0)[| 7 = [[ver.p) = vl < < 1o (i) = vsa) o
1 1
< losg 7 (las = arllco + lps = prllc) + - 1 = gllco
Wegen der stetigen Abhéngigkeit der Losung der halbhomogenen Sturmschen Randwertauf-
gabe von den Daten und den Koeffizienten (vgl. 2.3.iv), folgt die Existenz eines §; > 0, so

dass fiir alle S € 7 und alle g € C° gilt

IT = Sl <61, 11f = gllco < 01 = |lvs.g) — v lly <1

> losally < lose —vapls + lvanlly <1+ lo@plly = €.
Ist h € CY(R), so existiert zu jedem € ein § > 0, so dass fiir alle S € 7 gilt
HT - SHT <= Hh(T/()) - h(Sl())Hco < ga

denn: Sei I := [— ||T"||co — 1, [|T"]|co +1]. Da h auf I gleichméfig stetig ist, existiert ein d;, > 0
so dass gilt

|z —y| < dn = |h(z) — h(y)| <

| N
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Fir S € 7 mit ||S — T'||; < min(ds, 1) gilt dann offenbar fiir alle z € ([20, Zmax])-
T'(2),8'(z) €1, |5'(z)=T'(2)| <6

= |h(S'(2)) — M(T'(2))| <

= [|R(T() = h(S" ()] o

Ferner ist die Abbildung L(T'[-]) : 7 — R stetig (vgl. Beweis von 2.3.ix), also existiert wegen
der Gestalt von ppr und gr ein do > 0, so dass fiir alle S € T gilt

< €.

A Dol

|

ce
3C
Sei § := min{d1,d2, §} > 0. Dann gilt fiir S € 7,9 € COmit [|S — T||; < dund || f — gllco < &
|47 (£,0,0) = 45" (g, 0,0)]|-
1 1
<z [os.) || (las = arllco + lps — prller) + P 1f = 9gllco

<lC(C6 ce) lg
c c3

1S —=T|l; <d2=llgs —arllco, lps — prilc: <

3¢ T30

= €.

2.3.4 Stetigkeit der Metrik
Zunéchst zeigen wir einen allgemeineren Satz, der uns die Stetigkeit von Ap in T liefern wird.

2.3.viii Satz. Seien V C X := C?[a,b],a < b und F:V — L(X,X') so, dass ein f : R — R
und ein g : V — R existieren mit entweder

b /
Lty <F($)vvw>=9(w)/a f(@ (2))v(z)w(z)dz

oder
b / / /
WY (P = g(a) / P ()0 (20 (2)d.

Sind f und g stetig, so ist auch F stetig.

Beweis Wir beweisen die Aussage nur fiir den Fall, dass die zweite Bedingung fiir F' erfiillt
ist. Der andere Fall folgt analog, da im Beweis nur |v'(z)| < |[v||y benutzt wird und auch
lv(2)| < ||lv|| x (analog fir w) gilt.

Sei x € V und € > 0 beliebig. Dann existiert wegen der Stetigkeit von g ein §, > 0 und
ein Cy > 0, so dass fiir alle y € V gilt

ly —zllx <dg=lg(z)| < Cy.

Analog zum Beweis von 2.9.i existiert wegen |v(z)w(z)| < ||v| x [|w]| x ein 6 > 0, so dass fiir
alle y € V mit ||y — x|y < 0y und alle v,w € X mit v, w # 0 gilt

b b €
/ f(iv'(Z))v’(Z)w’(Z)dz—/ Fy ()0 (2)w'(2)dz| < 2—Cgllv\lx [wllx -
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Ferner gilt fiir alle y € V mit ||y — xHX <y

b
)z Yol (2)dz — / (' ()0 (=) (2)dz
[ o e
€ b
< (f + [lree) dz) lollx ol
=:Cy>0

Wegen der Stetigkeit von ¢ existiert ein gg > 0, so dass fiir alle y € V gilt

~ €
ly —zllx <8y = l9(x) —9(¥)| < 5= 2,

Seien 0 := min(5f,5g,gg), y € X mit |ly — x|y < dg und v,w € X mit v,w # 0. Dann folgt

(F(x)— F =]g ()o(w(2)dz — g / P (@)e(2)w(z)dz

]g (o(u(z)dz — g / P/ ()l ulz)dz

<Cysz& 20y ||U||X H'LUHX

1 /f 2z —g /f Jw(z)dz

<55, Crlvlixliwlx

<elvllx lwllx -

Die Stetigkeit von F' folgt nun aus 5.1.iii. O

2.3.ix Satz. Die Abbildung A[-] : T — L(7,S),T — [v — (w — gr(v,w))] ist stetig.
Beweis Fiir T € 7, sowie v,w € T gilt

Zmax

1

o |/, 21+ T'(2)%dz
\/1 ¥ HTHT /
w(z)| dz

Zmax Z v w
- L(F) & 0 o o

e <0t [ 0

<L(T) |2max — 20 HUIHCO Hw/HCO

g1 (v, w)| =

lgr,2(v, w)| =L(T)
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und wegen [|v|| o + |||l co < |[v]| 7, sowie gr(v, w) = g1 (v, w) + gr2(v,w), folgt
g7 (v, w)| < O [|v]l£ lwll7 (2.12)

wobei C'r > 0 nur von T abhéngt. Fiir T' € 7 gilt also

AlTv||+ AlT|v, w
||A[T]||L(7,7/) = Ssup M = sup sup w <C,
over  vll7 ozveT 02weT V|7 w7

wegen
(A[T]v, w)| = |gr (v, w)| < Clv]l7 [lwll7 -

Somit ist A[T] € L(7,7’) und da wir bereits gezeigt haben, dass A[T]: 7 — Sund S C 7,
gilt A[T] € L(7,S), d.h. A[-] ist wohldefiniert. Die Abbildung

Zmax

T R, T V14 T'(2)2dt (= L(T[T7))

20

ist bekanntlich stetig, also ist L(T'[-]) : 7 — R stetig. Die Stetigkeit von A[-] folgt nun durch
Anwenden von 2.3.viii auf beide Teile von A[-], wobei die Voraussetzungen wegen 2.3.ii und
der Stetigkeit von L(I'[-]) erfiillt sind. O

2.3.x Satz. Seien X,Y,Z normierte Vektorriume und x € X. Ferner sei A[] : X —
L(Y,Z),x — Alx] stetig in X und es existiere ein § > 0 und ein C' > 0, so dass fiir alle
yeX mit |z —y|y <6 gilt

Aly] ist invertierbar und HAil <C.

[v] HL(Z,Y)
Dann ist A7) : X — L(Z,Y),z — A7L[x] stetig in x.

Beweis Sei € > 0. Nach Voraussetzung existieren ein §; > 0 und ein C' > 0, so dass fiir alle
y € X gilt

lz = yllx <61 = [|A7" <C.

[v] HL(Z,Y)

Ferner existiert wegen der Stetigkeit von A[-] in  ein d2 > 0, so dass fiir alle y € X gilt

€

lz = yllx <02 = [lAle] = AWl v,z) < 7o

Sei nun § := min(dq,d2) und y € X mit ||z — y||x < d. Dann gilt
A~ 2] — A )= | A~ 2] (1 —A[z] A" [y])

= (| A7 (2] (Aly] — Al2) A7 ]| 0
< HA_I[w]HL(Z’y) HA[y] - A[x]HL(Y,Z) HA_l[y]HL(Zy)

<C%C — e

“'[y] | oizy Iz
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2.4 Variation der Energie

Wie wir nun gesehen haben, ist es fiir die Anwendung des Gradientenflusses nétig, die Varia-
tion E'[T] der Energie auszurechnen. Sei

1
Ji|T] = 2 | Ty (i, O, 20)[T) — Tomaxl”

dann gilt

BT =33 Julr).

i=1 k=1

Die Variation von T} ist eine Funktion, abhéngig von z:

d
<Tb,(Vi,9k,Z)[T],’l9> = & Tb(Vi,ek,Z)[T-F 619]
e=0

Es gilt dann nach der Kettenregel und der Definition der ersten Variation
(JiplT),9) = (Tp(vi, O, 20)[T] — Tomar) (T4 (v, O, 20)[T], ) .

Wegen der Linearitét der ersten Variation gilt

= ii(Tb(Vi,Qk,zo)[T] — Thir) <Tb'(yi,9k,z0)[T],19>

und unser Problem reduziert sich auf das Auswerten von
(Ty' (vi, Ok, 20)[T), 9).

Um die Notation iibersichtlicher zu machen, seien i € {1,...,n} und k € {1,...,m} fest. Fiir
die Frequenz v; und den Winkel ), benutzen wir im Folgenden fiir die Gleichung (2.2) die
Kurzschreibweise

d
— Ty =G(Ty, T
dz b (ba )

T (2max) = Tho -
und Ty (2)[T] := Tp(z), um die Abhéngigkeit von 7" hervorzuheben. Ferner benutzten wir
(T,/[T],9)
als Kurzschreibweise fiir die von z abhiingige Funktion. Bei der Auswertung von T}’ hilft uns
das folgende Lemma:

2.4.i Lemma. Die Variation der Strahlungstemperaturen erfillt die Differentialgleichung

d , 0 / 9
3 (T IT19) = GG, T) - (T[T),0) + 77G(T, T) - 9, (2.13)

(Ty' (2max) [T, 9) = 0.
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Beweis Aus (2.2) folgt

d, d(d d(d
E<Tb [T],9) = P (de Ty [T + €] ) = <dz Tb[T+€19]>
_\/_/ 620 620
A/
d
:d—(G(Tb[T+619],T+619))
‘ =0 (2.14)
= G(my, 1) (T[T, 9+ 2Ty, T - 9
T, Vb L T ’
A
(T Canas) [T 0) = & Ty (o) [T+ e8] = Ty | =0
b (Zmax s = de b Zmax € 70_d€ b0 70—

O
Nun schreiben wir die Abhéngigkeit von v; und 6, wieder aus. Aus der eindeutigen Losbarkeit
von Gleichungen obigen Typs folgt ferner: Ist A eine Losung von

%A(V@ O, 2) =(0rG(Ty(2z,vi, 0k),vi, 0k, T(2),Q(2))) I(2)+
(81, G(Ty (2, v, 1), vi, O, T(2), Q(2))) A(2), (2.15)
A(Via Hk:a Zmax) =0 y

so gilt
<Tb/(Vi,9]€,Zo)[T],19> = A<Vi79k720)a

und das Auswerten der Variation der Strahlungstemperaturen ist auf das Losen obiger Diffe-
rentialgleichung zuriickgefithrt. Im Folgenden sei immer

(Ty/ (v, 0)[T), ) := (T4 (vi, O, 20) [T, V) .
Aus (2.3) folgt

orG(Ty,v,0,T,Q)) =sec(0)(0roa(v, T, Q)(Ty —=T) — (v, T, Q)),
or,G(Thy,v,0,T,Q) =sec(f)oq(v, T, Q).

Mit Satz 5.1.i erhélt man nun die Integralform fiir die Variation der Strahlungstemperaturen:
< Tb/(lj, 07 Z)[T]v 19> =
—sec(0) / (9rou(v. T(1), Q) (Ty (1,6, DIT] = T(1)) — 7ulv, T(1), Q1)) ) 9(1) 216

exp (- sec(f) / t a(v, T(s), Q(s))ds> dt.

2.5 Adjoint variable method

Bei inversen Problemen wird héiufig die adjoint variable method angewendet. Informationen
zum Hintergrund und Anwendungen dieser Methode gibt es in [25, 21]. Daher priifen wir,
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ob es sinnvoll ist, dieses Verfahren auf unser Problem anzuwenden. Seien dazu i € {1,...,n}
und k£ € {1,...,m} fest. Fiir die Frequenz v; und den Winkel 6 benutzen wir wieder die
Kurzschreibweise aus 2.4.

Die zu (2.13) gehorige adjungierte Gleichung lautet

0
= —=—G(Ty,T)Sit + (To(20) — Tomir)0z:
0Ty

Sik(z0) =0,

wobei d,, die Deltadistribution ist. Ist S;; eine Losung dieser Gleichung, so folgt durch Um-
stellen, Multiplikation mit (7}'[T],9) und Integration {iber [20, Zmax]

(Tu()T] = T T3 )T 0) = ( S+ 5o T IS, (TVT10) )

Lo [Z07zmax}

0
= < z{kv <Tb/[T]’ﬁ>>L2[zo,Zmax] + <a—]wa(Tb7T)S’Lk7 <Tb/[T]7 19>>

LQ[ZOaZmaX]

part. Int d , o /
= —( Sik, — (T’ [T],9 Sik, =—G( Ty, T){Ty'|T], 0
Sik(20)=0 < ‘ dZ( V1] >>L2[zo,zmax] i < ) T S >>

e _[g O |
= <Szk,aTG(Tb,T) z9>

L2[207Zmax]

Lo [ZOyzmax}

Es gilt also

(E'T0) =) — <Sk %G(Tb,T) - §>

1=1 k=1 Lo [ZOaZmax}

Wollen wir zu Testfunktionen 91, ..., 9; jeweils die Variation der Energie ausrechnen, so miissen
wir m-n - [ Differentialgleichungen 16sen, wenn wir die Berechnung wie in 2.4 durchfithren. Da
Sir nicht von der Testfunktion abhéngig ist, miissen nur m - n Differentialgleichungen gel6st
werden. Allerdings benétigt man noch m - n - [ Ls-Skalarprodukte, also Integrationen, die
bei entsprechender Genauigkeit genauso teuer sind wie das Losen einer Differentialgleichung.
Daher kann bei unserem Problem der Rechenaufwand durch die adjoint variable method nicht
verringert werden und wir benutzen zur Berechnung der Variation der Energie die Methode
aus 2.4.

2.6 Stetigkeit der Variation der Energie
Seien v und 0 fest. Wir benutzten wieder die Kurzschreibweise aus Abschnitt 2.4. Ferner sei
0:R? SR, (2,T) — sec(B)oa(v, T, Q(2)).

Wegen der Voraussetzung an die stetige Differenzierbarkeit von o,, 0ro, und @ gilt o, 0ro €
C1([20, 2max] X R). Wir setzten weiter fiir z,t € [20, Zmax] und T € T

F(t,2)[T] = exp (- / ta(s,T(s))) ds.
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2.6.1 Hilfssatz.

T A A ” wir 5 Z,te[z\izmax} |f(t, 2)[v] = f(t, 2)[w]] <e,
VW<

| (t 2)[w]] < C.

Beweis Sei v € T und € > 0. Fiir z,t € [20, Zmax] gilt

/: lo(s,v(s))|ds| < /me lo(s,v(s))| ds :== M.

20

/Zta(s,v(s))ds

<

Da exp stetig und somit auf [-M — 1, M + 1] gleichmé&Big stetig, existiert ein d; > 0, so das
fir alle a,b € [-M — 1, M + 1] gilt

la —b| < 61 = |exp(a) — exp(b)| < e.

Ferner gilt 0.E. 6; < 1. Sei

I(v) := min  v(z) —1, max wv(z)+1]|.
26[207Zmax] 26[20721"“&)(}
Da o stetig, ist o auf [20, zmax] X I(v) gleichmifBig stetig und es existiert ein d9 > 0, so dass
fiir alle s € [20, 2max), ©,y € I(v) gilt

o1

‘.’E—y‘ <62:>‘0'(8,1I)—0'(8,y)| < .
Zmax — 20

Sei w € 7 mit ||[v — w||; < J := min(ds, 1). Dann gilt fiir alle s € [20, Zmax]

min  v(z) —1<wv(s)—1l<w(s)<v(s)+1< max ov(z)+1,

26[207zmax] ZG[ZO@'maX}

d.h. w(s) € I(v) fiir alle s € [20, Zmax] (v(s) € I(v) gilt offensichtlich). Wegen ||jv — wl||; < &
gilt auch |v(s) — w(s)| < d2 fiir alle s € [20, 2max|. Es folgt fiir z,t € [20, Zmax]

[ otsswtonas = [ ots,vtsds

o1 |t —
<M<61

Zmax — 20

<

~~
51
Zmax —2(Q

/ lo(s,w(s)) —o(s,v(s))|ds

und

< /:o(s,w(s))ds—/zto(s,v(s))ds + /:U(s,v(s))ds <M+1.

<61<1 <M

/: o(s,w(s))ds

Seien

t t
a:= —/ o(s,v(s))ds,b:= —/ o(s,w(s))ds,
wir haben gezeigt a,b € [-M — 1, M + 1] und |a — b| < d;, also folgt

[F(t,2)[v] = f(t, 2)[w]| = [exp(a) — exp(b)] < e.
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Ferner gilt, da exp wachsend,

el <o (| (s, w(s))ds

) <exp(M +1)=:C.

O

2.6.ii Satz. Fiir d gelte die Aussage aus 2.6.7 und sei g € C°([20, zmax] X R). Ferner sei fiir
z € [20, Zmax), 0V € T und 9 € T

(2ol 0) = | " gt o()d(t, ) [e] ().

=:D(t,z)[v]
Dann gilt
A A . LZE[ZXZW] oL 1)), 9) = (R(2)w], 9)] <elldlir
C>0  |lu—w|[, <8 970

A (h(2)[w], D) < C[|F]| 7 A |D(E, 2)[v] = D(t, 2)[w]| < eA|D(, 2)[w]] < C.
Beweis Sei v € 7 und € > 0. Sei M := ||gllo 12 2x1(0) T 1- Wegen 2.6.1 existiert d; > 0
und ein C > 0, so dass fiir alle w € 7 und alle z,t € |20, Zmax] gilt

€

o = wly <6 = ld(t, 2] = d(t, Awll < grr——mss.

ld(t, z)[w]| < C.

g ist in [20, Zmax| ¥ I (v) gleichméBig stetig, also existiert ein d; > 0, so dass fiir alle t € [20, Zmax],
x,y € I(v) gilt

€

[z =yl <02 = |g(t,x) — g(t,y)| < 2C (2max — 20)

Sei w € T mit ||v —wl||; < d :=min(dy,02,1) und ¥ € 7. Wie im Beweis von 2.6.i folgt

v(t),w(t) € I(v) A |v(t) —w(t)| < 01, da.

KIS [ZO 7Zmax]

Es folgt
[(h(2)[v], 9) — (h(z)[w], )| < /m lg(t, v(t))d(t, 2)[v] — g(t, w(t))d(t, z)[w]] [9(t)] dt

SIIﬁIT/ |9t v())d(t, 2)[v] = g(t, v(t))d(t, 2) [w]| dt
=lg(t.0(0)d(,2)[e] —d(t,2)fw] | <M

€
2M (zmax —ZO)

+ 1191l / gt o)t 2] — gt w(t))d(t, 2)w]) di

=lg(t,0(t)) =g (w(®))|-|d(t,2)[w]|< om0 C

Zmax —
— < €|+
z —zo_EH H

max

<[]l €
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und
b
<C <19l

|mwwwms/%ﬁmmwmwwamwmﬂﬁ<Mm%M 2)
O

<M
20) 1917 = CI9ll7-

SMC(ZmaX
Analog zu den Abschiitzungen fiir den Integranden, zeigt man die beiden Ungleichungen fiir

D.
v | Ty(2)[v] = Th(2)[w]] <e,

abhdngig:
\4 3 3 N4
6>0 C>0 weT ZG[ZO,Zmax]
lv—wll<é
| Ty (2)[w]| < C.

v
veT >0

2.6.iii Satz. Die Strahlungstemperaturen sind im folgenden Sinne stetig von der Temperatur

Beweis Wegen (2.1) gilt
Ty(2)le] = T S, Dol + [ 00,0000, 2)ulde
0
O

=1
Mit g(t,s) := o(t,s)s gilt g € C°([20, zmax] X R) und die Behauptung folgt durch Anwenden

von 2.6.1 auf I und durch Anwenden von 2.6.ii mit ¥ = 1 (Voraussetzungen sind unter anderem

wegen 2.6.1 erfiillt) auf II.
2.6.iv Satz. Die Variation der Strahlungstemperaturen ist im folgenden Sinne stetig von der
(T (2)[v], 9) = (T’ (2)[w], 9)| < el £,

Temperatur abhdngig:
3 A4 v 4
weT ZG[Z07ztl\ax] veT
970
(T (2)[w],9)| < C |97

v \4
veT 0  §>0
C>0  |jv—w|,<é

Ferner eristiert ein F : [20, zmax|? X 7T, (t,2,v) — F(t,2)[v], so dass fiir alle v € T gilt

F(-,)[v] € CH([20, 2max)?) und
/ P ) ]9 ()t

v v Ty ) =
veT ZE[ZO,ZmaX] < b (Z) [’U] >
Weiter gult
5>0 weT b 2€lz0,zman] |[F(t, z)[v] (t, 2)[w]| < e,
lv—wll <6
’F(taz)[w” < C.

\
veT 0
C>0
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Beweis Sei v € 7 und € > 0. Wegen (2.16) gilt

=:F(t,2)[v]

A

(T @010) = [ = (Orote o) (TOl] — 0(0) — o000 0,2l 00

=:F (t,2)[v]

A

—— [ brolto®) T AR V(e

=:1(v,2,9)
=:F5(t,z)[v]

+ [ (orote. o)) + ott.0(0)) £t ) Do)t

=:11(v,z,9)

Mit gi(t, s) := Oro(t,s) gilt g1 € C°([20, 2max] X R). Ferner sei fiir w € T sei

d(t, 2)[w] := Ty(t)[w]f(t, 2)[w].
Nach 2.6.iii existiert ein d7, > 0 und ein C'7, > 0, so dass gilt

v T < Cr,.
weT 2€[20,2max] ‘ b(Z) [w” T
lv—wll7<éz,

Nach 2.6.i existiert ein d; > 0 und ein C'y > 0, so dass gilt

€
N4 v t — f(t < A|f(t < Cy.
Gt @Rk - )l < i A2l < O
lv—wl||<df
Nach 2.6.iii existiert ein §7, > 0, so dass gilt
€
A Ty(2)|v| — Tp(2)|w|| < =—.
A | Ty (2)[v] — To(2)[w]| 2C;

weT
o=l <8,
Fiir ¢’ := min(dr,, 67, ,d7) und beliebiges w € 7 mit [|v — w7 < ¢' und z,t € [20, Zmax] gilt

|d(t, 2)[v] = d(t, 2)[w]| = [ Te (B[] f(E, 2)[v] = To(B)[w] £ (£, 2)[w]|
<[ To(®)[lf (¢t 2)[w] = To(t)[v] f (2, 2)w]|

und



2.6 Stetigkeit der Variation der Energie 33

also gilt fiir d die Aussage aus 2.6.i und somit folgt aus 2.6.ii, dass ein d; > 0 und ein C; > 0
existieren, so dass gilt

€
weT 2€[20,2max] veT ’(’U,Z, ) (U/,Z’ )‘ 2” H']'7
||U—wHT<5I 19;&0

[H(w, z,9)| < Cr[|dl7 -

Mit gri(t, s) := Oro(t,s)s + o(t,s) gilt gn € C°([20, 2max] X R) und somit folgt aus 2.6.ii
(Voraussetzungen sind unter anderem wegen 2.6.1 erfiillt), dass ein d;; > 0 und ein Cyp > 0
existieren, so dass gilt

€
v v Vo |T(v,z,9) — 11 Nl < S
T o oy @20~ w2 O < 5Pl
llv—wll7<éu 9#0

1w, z,9)| < Cu |||
Mit § := min(dy, 017) und C := Ct + Cyy folgt wegen
(T (2)[v],9) — {Tp/(2)[w], 9)| < [I(v, 2,9) — L(w, z,9)| + |II(v, 2,9) — (w, z,9)|
und
[(Ty'(2)[w], 9)| < [L(w, z,9)] + [IT(w, 2, 9)|

der erste Teil der Behauptung. Fiir v € 7 gilt offenbar F(,-)[v] € C'([20, 2max)?), da F aus
stetig differenzierbaren Funktionen zusammen gesetzt ist. Analog zu den Abschétzungen des
ersten Teils der Behauptung folgen die Abschétzungen von F', wenn man die Abschéitzungen
von D aus 2.6.ii anwendet, um die nétigen Abschéitzungen fiir F; und F» zu erhalten (so wie
man die Abschétzungen von h aus 2.6.ii fiir I und II verwendet hat). i
Nun haben wir genug Vorbereitungen getroffen, um die Stetigkeit der Variation der Energie
zu beweisen:

2.6.v Satz.
E']:T -8, T+ E'[T]
1st stetig.

Beweis Hier zeigen wir zunichst nur, dass F'[-] : 7 — 7' stetig ist. Die Behauptung folgt
daraus mit R(E’[-]) C S, was wir im Beweis von 2.7.i zeigen werden.

Seien v € 7 und € > 0. Ferner seien ¢ € {1,...,n} und k € {1,...,m} fest. Seien M :=
mn > 0 und N := |Tp;| +1 > 0. Wir benutzten wieder die Kurzschreibweise und lassen v;
und 0 weg. Nach 2.6.iii existiert ein ; > 0 und ein C > 0 mit

wV}_ IJE(ZO)hU” <:CH.
lv—wl| <41
Nach 2.6.iv existiert ein d9 > 0 und ein Cy > 0 mit
. € €
N \ ‘<Tb/(zo)[1}],'l9> — <Tb,(z0)[’ll)],ﬂ>| < min <W’3]\T—M> HﬂHT,

weT veT
lo—wllp<s> 970

(T8 (20)[w], 9)| < Ca [0l -
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Nach 2.6.iii existiert ein d3 > 0 mit

€
5 | Ty (20)[v] — T (20)[w]| < 30,00
lo—w|| r<d3

Sei 4 := min(dy, 92, 03). Seien w € 7 mit ||v — w|; < d und ¥ € T mit ¥ # 0, dann gilt

(i), 9) = (Jix[v], 9)|
= [(Ty(20)[v] = Thir) { To' (20)[v], ) — (Ty(20)[w] — Thir) { To'(20)[w], )|
< | Ty (20) [v] { Tv'(20)[0], 0) — To(z0)[w] { Tp'(20)] 19)!

+ [ Ty (To' (20)[0], 0) = Toir, (T’ (20) [w], 9)]

-~

<Nz I9ll7
< ‘Tb(z(])[v] <Tb'(z0)[v],19> — Ty(20)[v] <Tb 20)[ 19>’

<Ci 3C€11VI Hﬁ”T

+ | Ty (20)[v] ( Tb' (20) [w], 9) — Ty (20)[w] (T3 (z0)[w], )| + < 3LM 191l

302MCQII19HT

€
< Wi 9] -

Analog findet man zu jedem ¢ € {1,...,n} und k € {1,...,m} ein d;; und setzt § := min{d;;|i €
{1,..,n},ke{l,..,m}}. Seien nun w € T mit |[v — w|; < 6 und ¥ € T mit ¥ # 0, dann gilt

(L)~ (El,0)] < 330 wl, 9)|

=1 k=1

<D i Wl =elidlr.

i=1 k=1

Die Stetigkeit von E'[-] folgt nun mit 5.1.iv. O

2.6.vi Satz. Es existiert ein H : [20, zmax] X T, (t,v) — H(t)[v], so dass fiir alle v € T gilt
H()[o] € CX([#0, Zmax]) und

v (E[],9) = / T @[ dt.

veT

Ferner gilt

v v 3 v v H(#)[v] — H(t <
veZ >0 §>0 | we”']’<5 t€[20,Zmax] | ( )[U] ( )[w” €
v—w T

Beweis 2.6.iv gilt fiir jede Frequenz v; und fiir jeden Winkel 6;, daher existiert zu allen
i€{l,..,n} und k € {1,...,m} ein Fj, so dass fiir beliebiges v € 7 gilt

Y (T B, ), 9) = / T Bt 20)[]0(D)dt.
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Fiir v,9 € T folgt daraus

(E'],9) =Y > (To(vi, Ok, 20)[v] = Toip) (To' (v, O, 20)[0], 9)

=1 k=1
=3 (Tt za)lo) — Toa) [ Futzo) o0
i=1 k=1 z
_ / SO S (Ty (0,50 20)[e] — Toae) Fa(t, 20)[e] 9(0) e
z i=1 k=1

—H ()]

Da Fy.(-,)[v] € CY([20, 2max)?) (vgl. 2.6.iv), gilt offenbar H(-)[v] € C([20, 2max]) und die
behauptete Abschitzung kann man analog zum Beweis von 2.6.v zeigen, indem man statt des
ersten Teils von 2.6.iv den zweiten anwendet. O

2.7 Kurzzeit-Existenz des Gradientenflusses

2.7.1 Satz. Die Abbildung
T —T,Tw— A E'[T)
1st stetig.

Beweis Seien € > 0 und T € 7 beliebig, aber fest, und sei H wie in 2.6.vi. Dann gilt wegen
(2.6) und 2.6.vi

o E'o] = (H()[v].0,0).

Damit folgt mit (2.11) insbesondere E'[T] € C([20, zmax)) X {(0,0)} C R(Ar) = S, die
Abbildung 7 — 7,T — AZ'E'[T)] ist also wohldefiniert. Sei C° := C°([20, zmax]). Wegen
2.3.vii und H(-)[T] € C? existiert ein §; > 0, so dass gilt

AZN(H()[T),0,0) — Ag" :
sgf gevco | A7 (H()[T1,0,0) — Ag'(g,0,0) || < e
IT=817<b )T gl co<br

Nach 2.6.vi existiert ein d9 > 0, so dass

v v HOI - HOLS) <

SeT t€[20,2max]

1T =8|l <2

Daraus folgt
)
v [HOT] = H)[Slco < 51 < 1.

17— 8]l <2
Fiir § := min(dq,02) und S € 7 mit [|T" — S|, < ¢ folgt

|47 B'[T) = A E'S)| 7 = | A7 (H()[T1,0,0) — AG*(H(-)[S],0,0)]| ; < e.
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2.7.ii Satz. (Ewistenz des Gradientenflusses) Zu jedem Ty € T existiert ein € > 0 und ein
T :[0,¢] = T, so dass gilt

%T(t) = AFLET(1)] fir t €]0,€],
7(0) = Tp.
Beweis Sei Ty € 7. Analog zum Beweis von 2.7.i folgt, dass die Abbildung
F:T —T,F[T] = -AyE'[T]
stetig ist. Es existiert also ein d; > 0, so dass fiir alle 7" € 7 mit |7 — Tp|| < 1 gilt
\FIT] - F(Tollly < 1= |F(T]l7 < I1FT) = FTolly + 1FITly < 1+ [FITl, = c.

Sei H wie in 2.6.vi. Dann ex. ein d3 > 0, so dass

H(#)[To) — H®)[T]| < 1.
e 1€[20,2max] [H()[To] = H®)[T]| <
HTO*T”7—<52

Seien 0 := min(d1,d2) und D := B%(To) ={T € T||T - Ty|l; < §}. Fiir T € D folgt
1H()[To] = HC)[Tl[ o < 1,

also
IHOT o < [HOT] = HO)[Tolllgo + 1H)[Tolllco < 1+ [1H()[Tollco =: C

Sei X := C%([20, zmax)) x {(0,0)} mit [|(£,0,0)||x = [|f|lco. Wie im Beweis von 2.7.i folgt fiir
TecT

E'[T] €Y := C (20, Zmax]) x {(0,0)} € X und E'[T] = (H()[T],0,0).
Fir T € D folgt
IE'[T]| x = I(HOIT],0,0)x = [H)[T]]lco < C,

also ist E'[D] eine beziiglich der Norm von X beschrénkte Teilmenge von Y. Nach 8.6 aus [1]
ist die Einbettung C'([20, Zmax]) — C°([20, Zmax]) kompakt, also ist auch die Einbettung

J 1Y = C([20, 2max]) x {(0,0)} — X = C%([z0, zmax]) x {(0,0)}

kompakt. Da FE’[D] eine beschrinkte Teilmenge von Y ist, ist J(E'[D]) = E'[D] relativ
kompakt in X. Wegen 2.3.vii ist

—A;Ol X =T

stetig, also ist — A, E'[D] = F[D] relativ kompakt in 7. Fiir B C D gilt F[B] C F[D], also
ist auch F[B] relativ kompakt. Fiir T € D gilt |7 — Ty|| < § < &, und somit |F[T]|; < c.
Nun folgt mit Theorem 2.2 und Lemma 2.2(i) aus [11] die Behauptung. O
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2.8 Regularisierung

Tests mit einer fritheren Programmversion haben gezeigt, dass die damit berechneten Retrie-
vals zwar Minima der Energie aus 2.1 sind, aber teilweise deutlich von den gesuchten Profilen
abweichen und insbesondere Eigenschaften aufweisen, die in der Natur normalerweise nicht
auftreten. Bei Beratungen mit Meteorologen aus Bonn hat uns Professor Simmer empfohlen,
besonders auf Folgendes zu achten, das bei unseren Retrievals nicht erfiillt war: Natiirliche
Temperaturprofile oberhalb der Inversion haben in der Regel die Eigenschaften:

(i) Das Profil ist konkav
(ii) Der Erwartungswert des Gradienten liegt bei —6.4%.

Wir erweitern nun die Energie, die bisher durch das quadratische Kostenfunktional gegeben
ist, um einen Regularisierungsterm, der Profile begiinstigen soll, die obige Eigenschaften ha-
ben. Damit verhindern wir, dass Profile, die deutlich von diesen Eigenschaften abweichen,
Minima der Energie sind. Dieser Ansatz ist auch bekannt als Tikhonov Regularisierung, eine
detaillierte Beschreibung findet sich in [20], typische Anwendungen in [2].

Zuerst fithren wir einen Term fiir die Konkavitéit ein:

2.8.1 Erster Teil der Regularisierungsenergie

Zu gegebenem Temperaturprofil T' € 7 sei

inv[T] := {z € [200m, 8000 m]|T"(z) = 0 A T"(z) < 0}
und

h1 = h1[T] = sup(inv[7], 200 m),

d.h. inv[T] ist die Menge der Hohen aller Inversionen zwischen 200 m und 8000 m von 7" und
hi[T] ist die Hohe der hochsten dieser Inversionen (falls vorhanden, ansonsten h; = 200m)
und he = 8000m, d.h. hy ist abhingig von T, hy jedoch nicht. Die Kurve I' = T'[T] des
Temperaturprofils sei gegeben durch den Graphen des Temperaturprofils:

L :[h, ho] = R2 2 — (2,T(2)).

Fiir z € T' sei H(x) die Kriitmmung im Punkte x und N (z) die (oberhalb des Graphen liegende)
Normale im Punkte x. Es gilt

I ist konvex in x < H(z) - N(x) > 0,

I" ist konkav in x < H(z) - N(x) <0.

Um Konvexitit stark zu bestrafen und gleichzeitig die Energie nach unten zu beschrénken,
wenden wir die Exponentialfunktion auf den Term an und integrieren ihn iiber die Kurve.
Zusétzlich fithren wir die Parameter o,y > 0 ein und erhalten folgende Energie:

E.[T) =~ / e H@N@) g(z), (2.17)
T[T
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2.8.2 Zweiter Teil der Regularisierungsenergie

Jetzt kiimmern wir uns um den Erwartungswert des Gradienten. Seien h1, ho wieder wie oben.
Ferner nehmen wir an, dass der Gradient der Temperaturprofile in jedem Punkt normalverteilt
ist mit Erwartungswert p und Varianz o. Fiir z € [hy, ho] und ¢ € R nehmen wir als Maf fiir
die Wahrscheinlichkeit, dass der Gradient den Wert 7”(z) annimmt,

PITI(z) =1 =P (0= |T'(2) = p] ) < X < (u+|T'(2) = ], |,

wobei |z|, == V&2 4+ ¢? und P[X < a] die Wahrscheinlichkeit, dass eine normalverteilte Zu-
fallsvariable X mit Erwartungswert p und Varianz o einen Wert kleiner gleich ¢ annimmt.
Dabei wahlen wir |-|, anstatt von ||, damit die Variation der Energie stetig ist (vgl. Abschnitt
2.9). Offensichtlich liegt p,[T](z) zwischen 0 und 1 und je néher der Wert bei 0 liegt, desto
weiter ist 77(z) vom Erwartungswert p entfernt. Da die Energie Profile bevorzugen soll, bei
denen T”(z) nah beim Erwartungswert liegt, muss sie dafiir sorgen, dass p,[T](z) nahe bei 1
liegt. Daher betrachten wir

(s 1) <o

und definieren als Energie mit dem Parameter 8 > 0

Ep[T] = 5/}:[; (W _ 1) dz. (2.18)

Insgesamt erhalten wir die Regularisierungsenergie

Ereg[T] = EC[T] + EP[T]

ho 1
— aH(z)-N(z) + <7 — 1) dz.
”Ame @8 \eme ) *

Statt £ zu minimieren, minimieren wir nun Fges[] 1= E[-] + Eregl'].

Zur Implementierung von Ep[T] ist es niitzlich, die Auswertung von p,[T](z) auf die sog.
Errorfunction erf zuriickzufiihren, die bereits in der C++ Bibliothek <math.h> vorhanden ist.
Dies liefert folgendes Lemma

2.8.i Lemma. Fs gilt

pIT)(2) = 1 — erf (%%) .

Beweis Sei ¢ die Gaufy’sche Verteilungsfunktion, dann gilt

T'(2) —uh) 7

g

plTi() =220 (

denn aus

P[aﬁXﬁb]z@(b;M)—®<%)
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folgt

iro =1 (o (IDELZ) g (TG ulY)
=1- (2@ (M) - 1) (2.19)

— 2o (L),

g

Um & auszuwerten, nutzen wir nun erf:

1 T 2 1 0 @ 1 T2
P(z) = — e 2dt = — e2dt—|——/ e 2dt
(z) 277/00 v 2T /oo V2 Jo
1 x

:%jum—Qerf(E):ijL%erf(ﬂ),

insgesamt gilt also

pIT() = 2 - 20 (M) P @%erf <|T<f%>>
)_

/
1 of <M) .
V2o
O
2.8.3 Variation der Regularisierungsenergie
Um die Variation von Eies[T] ausrechen zu konnen, miissen wir zuvor
d
&hl [T + 6?9]
e=0
berechnen. Dazu sei
Tinv = {T € T|inv[T] # 0}.
2.8.ii Lemma. Fiir T € Ty gilt
d V' (ha[T7])
—hi [T + €v = - 2.2
" =Ty (2.20)

insbesondere ist hy stetig in T'.
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Beweis Sei T' € Tiyy, also inv[T] # 0, und sei f(e, 2) := T'(z) + e (2) und h(e) := hi[T +€9).
Fiir kleine € gilt dann

fle,h(e)) =T (h(e)) + €' (h(e)) = (T' + ") (M [T + €9]) = 0, (2.21)

da die Inversion ein lokales Maximum des Temperaturprofils T + €v ist. h ist also durch die
Gleichung (2.21) implizit definiert und falls gilt d2f(0, h(0)) # 0, so folgt aus dem Satz iiber
implizit definierte Funktionen:

01 f (e, h(e)) _ ' (h(e)

L B )
O = ot ehe) - Tt ) (h(©)

und es folgt

d ey - V(R(0)) P (m[T])
a el == TGy T Ty
O

Sind f: R? — R stetig und b : R — R differenzierbar, so gilt mit F(z,y) f f(z,y)d

d (b d

e ( f(z, e)dz) = (F(b(e),€)) = L F(b(e)) (€) + D2 F(b(e)) - 1

b(e)
—|—/ o f(z,€)dz

Daraus folgt

d

%< 6fze > /agfzedz—(())b’() (2.22)

Fiir z € [hi[T], he] und x =T'(2) = (2,T(2)) gilt

H(z) = H(I'(2)) =T"(2) = (0,T"(2))
r

e - CDETNE) (TR
M@ =N = 16 mel ~ s ree
N() = L&)
=H(x)  N(x) NES LB
Im Folgenden sei w(z) := /1 + T"(2)?, dann gilt
i e (2 _ 1 "N () = T'(2)Y'(2)
GV TFIFACE| = @) = =2

' (R)u(z) - TEEET ()
w(z)?
_ V) TEHTE(E)
w(z) w(=)?

d (T + e9)"(2)
de \ /14 (T + e9) (z)?

e=0
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o T4 )
d V14 (T +e9)(2)? - e VitTrea) )2
€

TG o et () TI(Z)T"(ZW(Z)>

w(z)

_ o (TG TETEIE) | )

—

)
w(z) w(z)
TII(Z / ! 173 T//(Z)
— 6 w(z) (Z) O[T (Z)T (Z) 79/(2) 5"
w(z) w(z)?
Wegen (2.17) und obiger Rechnung gilt

ha
EC[T] _ ')’/ eaH(m)-N(z)d8($) _ ,Y/ eaH(F(z))-N(F(z)) ‘F/(ZM dz
[T h1[T)

ha 7" (2)
= fy/ e \/1+T’(z)2 \/]_ + T’ )de
hy [T

und es folgt daraus mit (2.20) und (2.22), dass

ha 1@ (T(2) T'(2)T"(2) ()
< ET),9 >:'y/ O] < -« >19’ 2) 4+ ae® @ 9 (2)dz
7 i O AT O A )

o O o (T DTH((hl[[TT]f)

(2.23)

Ferner folgt mit Hilfe von (2.19)

-4 <2 2 <|<T+a93j’<z> - u|b)>

TN\ T
‘_29"< ; )E\T%z)—mbﬁ(z)’

%pb T + ed](2)

e=0

2
wobei ¢(t) = ¢~ 7 die Dichte der GauB’schen Verteilung ist. Somit ist

[T (2)=pl, \ 1 _T'(2)=p_qr
20 (TG S ()
p[T](2)?

%<m‘l>

und es folgt mit (2.18), (2.20) und (2.22)

e=0

T’ Z)—H T’ z [14
dZ

h[T) PL[T](Z)2 (2.24)

A ZA)
o <pL[T]<h1m> 1) T [T))°

< Ep[T), 0 >=p

(2.23) und (2.24) liefern eine Darstellung von < E!

reg

[T],0 >.
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2.9 Stetigkeit der Variation der Regularisierungsenergie

Aus (2.23) und (2.24) sieht man, dass E.[] und E%[] jeweils aus zwei Teilen bestehen und
sich von der Struktur her sehr dhneln. Wir beweisen daher, um die Stetigkeit von Ef,[-] zu
zeigen, zunichst zwei allgemeinere Sétze, die dann zusammen die Stetigkeit von E.[] und

B[] liefern und somit auch die von Ej,[-], allerdings gilt die Stetigkeit nicht auf ganz 7.

T

2.9.i Satz. Seien V C X := C?[a,b],a < ho < b,hy : V —]a, ho] und F :V — X' so, dass ein
f:R%2 = R existiert mit entweder

ho

(F(v),0) = / £ (2),0"(2))9 (2)dz

v v
veY veX
oder

ha

= / " "
vgv ﬁevX (F(v),0) = /hl(v) f(W'(2),v"(2))9" (2)d=.
Ist hy stetig in v und existiert ein ¢ > 0, so dass a < hi(v)—c und f stetig in I := I.(v")xI.(v")
ist, wobet

Ic = min Z)—¢C, ma z)+c Nir g € CO a, b :
(9) |:z€[h1(”)—c,h2]g( ) ze[h1(v))—(c,h2}g( ) fir g [a, b]

so st F' stetig in v.

Beweis Wir beweisen die Aussage nur fiir den Fall, dass die obere Bedingung fiir F' erfiillt
ist. Der andere Fall folgt analog, da im Beweis nur [¢'(2)| < |||y, benutzt wird und auch
[97(2)] < 9]l gilt

Sei € > 0 beliebig und sei M := || f|,, ; +1 > 0. Dann existiert wegen der Stetigkeit von
h1 in v ein §; > 0, so dass fiir alle w € V gilt

. €
o = w0 < 61 = [ (v) — b (w)] < min (W c) . (2.25)

Da I kompakt ist, ist f auf I sogar gleichméfig stetig, also existiert ein §o > 0, so dass fiir
alle x1, 11 € I.(v) und alle zg,y2 € I.(v") gilt

|z1 —y1] < 02, |w2 — yo| < b2 = |f(x1,y1) — f(22,92)] < (2.26)

2(b—a)
Sei nun d := min(d1, d2,¢) und w € V mit [[v — w|ly o, <. Wegen [[v —w|ly , < < 52 folgt

v (2) —w'(2)| < b2,

v"(z) —w"(2)| < b2 fiir z € [a, b].
Wegen |[v — wl|y ., < < 01 folgt aus (2.25)

hi(v) — ¢ < hi(w) < hi(v) + ¢,
also insbesondere

[hi(w), ha] C [h1(v) — ¢, ho], sowie offensichtlich [h1(v), ha] C [h1(v) — ¢, ha.
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Wegen |[[v — wl|y o, <0 < cgilt fiir z € [h1(v) — ¢, ho] C [a, b]

min V' (2) —c <V (2) —e<w'(2) <V (2) + < max  v'(2) + ¢,

ze[hl(v)—c,hg] - zG[hl(U)—C,hz]

also w'(2) € I.(v"). Analog folgt w”(z) € I.(v") fiir z € [hy(v) —¢, ha]. Ferner gilt offensichtlich
(V'(2),0"(2)) € I.(v") x I.(v") fur z € [h1(v) — ¢, ha], es gilt also insgesamt
(W'(2),0"(2)) € I, (W' (2),w"(2)) € I

[0(2) — ()] < B, |07 (2) — w(2)] < 3 7 € ) el U ), el (2.27)

Sei nun ¢ € X, ¥ # 0 beliebig. Im Falle hq(v) < hy(w) gilt
ha

ha
/ F (2), 0" ()0 (2)dz — / Flw'(2), 0" (2))9(2)dz
h

1(v) hi(w)

[{(F'(v) = F(w)), )] =

ha

<[ R - f @) |9)] d:
h1(w) ~~ S——

nach (2.26), (2.27) <92, 00

<sm=a)

h1(w)
e [ e )] o) e
hl(v) —_—

<M wegen (2.27) <[|9|l5 o

€
< (ha = h(w)) oo [[9llg 0 + [ha(w) = ha(v)| M |95
~——— 2(b a) N————
<b—a <537 nach (2.25)

<€ [9]l,00 -

Fiir den Fall hy(v) > hi(w) folgt analog
((F(v) = F(w)), )] < eIl -

Mit Lemma 5.1.v folgt nun die Stetigkeit von F' in v. O

2.9.ii Satz. Seien V C X := C?[a,b],a < ha < b,hy : V —]a,ho] und F : V — X' so, dass
ein f : R?> = R emistiert mit

Vo (F(v),9) = f(V'(h1(v)), 0" (h1(v)? (h1(v)).

N
veY  veX
Ist hy stetig in v und ist f stetig in (v'(hy(v)),v"(h1(v)), so ist F stetig in v.

Beweis Sei € > 0 beliebig. Sei M := |f(v'(h1(v)),v”(h1(v)))] + 1 > 0. Dann existiert wegen
der Stetigkeit von f in (v'(h1(v)),v"(h1(v)) ein 61 > 0, so dass fiir alle z,y € R gilt

V(b1 (v)) — 2| < b1,

V'(ha(v)) = y| < 01 = [f(V (7 (0)), 0" (ha(v)) = f(,y)| <

N o

Ferner existiert wegen der Stetigkeit von v’ in hy(v), ein 2 > 0, so dass fiir alle = € [a, b] gilt

[ha(v) = 2| < 02 = |V (I (v)) —v'(2)] < 3,
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und wegen der Stetigkeit von hy in v existiert ein §3 > 0, so dass fiir alle w € V gilt

o= w00 < 8 = |1 (v) = b (w)] < min (33, 7).
Sei nun w € V mit [|v — wll, , < ¢’ := min <%1, 53). Dann gilt insbesondere

of () ' (s ()] < 2

Es folgt nun
|0/ (h1(v)) = w'((w))] < V' (Rh(v)) =o' (ha (w))| + [V (R (w)) — w' (hn (w))] < &1

Analog findet man ein ¢”, so dass fiir w € V mit [|v — wl|, , <" gilt

0" (h1(v)) — w" (hi(w))| < 61.

Sei nun ¢ := min(d’,6”) und w € ¥V mit |lv — w|, o, < d. Dann gilt

’U'(hl(v)) — w'(hl(w))‘ < o1, ’U”(hl(v)) — w”(hl(w))‘ < 0.
Sei nun ¥ € X, # 0 beliebig. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein ¢, das zwischen h(v)
und hq(w) liegt, mit

9 (h1(v)) = ¥ (hi(w)) = 9"(C) (h1(v) — ha(w)),

also gilt

|9/ (h1 (v)) = 9 (i (w))] < [0]l5,00 [h1(v) = ha(w)] < ﬁ 192,00 -

Insgesamt folgt
!<(F(v) - F(w))ﬂ?)\
= [f(v' (71 (0)), 0" (h1(0)))0 (7 (v)) = f(w' (h1 (w)), w" (h1(w)))d' (b1 (w)))|
<|f(v (hl( ), 0" (R ()9 (ha(v)) = f (V' (h1(v)), " (h1 (0)))D (R (w))|
<MY (hy(v))—9 (1(w))|<M2M||19H200
+ £ (0 (R (v)), " (R ()9 (ha (w)) — f(w' (7 (w)), w" (ha (w)))0' (7 (w)) ]

<G[0 (h1(w))[<5119l,00

< €[l -

Mit Lemma 5.1.v folgt nun die Stetigkeit von F' in v. O

2.9.iii Satz.
E(/:H : Tiny — TlaT = E/[T] und E;D[] : Tiny — T/,T — E/[T]
sind stetig.

Beweis Anwendung von 2.9.i und 2.9.ii auf E.[] bzw. E}[-], wobei die Voraussetzungen
wegen 2.8.i1, (2.23) und (2.24) erfiillt sind. O



3 Diskretisierung

3.1 Ortsdiskretisierung

Um den Ort sinnvoll zu diskretisieren, ist es notig zu wissen, wie die Datenséitze, auf de-
nen in der Praxis gerechnet werden soll, aufgebaut sind und dies bei der Diskretisierung zu
beriicksichtigen. Ein typischer Datensatz besteht aus

e cinem Gitter, das sind [ Hohen, z1 < 20 < ... < 2,
e dem Profil der Atmosphérenparameter in Form der Werte Q(z1), ..., Q(21),

e den Strahlungstemperaturen Tpp11, .-, Lbmnm des Referenztemperaturprofils Tief, das
wir bestimmen wollen,

den dazu gehorenden Frequenzen vy, ..., v, und Winkeln 64,...,0,, und

den Werten des Referenztemperaturprofils auf den ersten n; und den letzten ng Gitter-
punkten (ni,ng € N)

Tref(zl)a ceey Tref(znl )a Tref(zl—nz—i—l)a ceey Tref(zl)-

In unserem Fall sind dies meist die Temperaturen bis 200m, da es bei dem Radiometer in
Cabauw einen 200m hohen Turm gibt, an dem die Temperatur gemessen werden kann, und
die Temperaturen iiber 8000m, da diese hinreichend bekannt sind (vgl. Abschnitt 4.1).

z

Zjro]

zi4

0;(2)

Zja

Abbildung 3.1: ©;, die FE-Basisfunktion zum Knoten z;
Die naheliegende FE-Diskretisierung sieht folgendermaflen aus (eine Einfiihrung in die

Theorie der Finiten Element wird in [5] gegeben): Fiir j € {1, ..., [} sei ©; die FE-Basisfunktion
zum Knoten z; (vgl. Abbildung 3.1). Ein diskretes Profil T" ist dann gegeben durch

l
T(z) = Y Ti64(2),
=1
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wobei
T; = Tyef(zi) fir i € {1,...,n1,0l —n2 + 1,..., 1},

um die Vorgabe der Werte an ersten n; und den letzten no Gitterpunkten zu erfiillen, und
T; € [0,00[ fiiri € {n1 +1,...,1 — na}.

Allerdings werden wir diese Diskretisierung hier nicht verwenden: Die natiirlichen Tempera-
turprofile sind in der Regel ndherungsweise stiickweise linear. Bei bestimmten Wetterbedin-
gungen gibt es sog. Inversionen, das sind Zonen, in denen die Temperatur bei steigender
Hohe zunimmt (normalerweise ist genau das Gegenteil der Fall). Die Zonen sind von beson-
derem Interesse und sollen daher so genau wie moglich bestimmt werden koénnen. Da die
Hohen, an denen die eventuell vorhandene Inversion liegt, ebenfalls von den Wetterbedingun-
gen abhéngen, gibt es mit obiger Diskretisierung unter Umsténden keine Gitterpunkte in der
Néhe der InversionshShen, wenn nicht sehr viele Freiheitsgrade eingefiihrt werden. Da wir nur
wenige Messdaten haben, sollte man sich auf moglichst wenige Freiheitsgrade beschrianken.
Anstatt also die Diskretisierung durch ein feineres Gitter zu verbessern, soll auch das Gitter
variabel sein. Fiir festes M € N wéhlen wir folgenden Ansatzraum

T ={T €T|32n, < Z1 < Zy < ... < It < Zlpgt1
T2z, ist affin fiir i € {1,...,n1 — 1,0l —n2 +1,...,1 = 1},
T2, 2:, ist affin fiir i € {1,..., M — 1},
T|[ZWL17Z1]’T|[ZMvzl—n2+1] sind affin,
T(z) = Tret(z) fiir i € {1,...,n1, 0 —ng +1,..., 1} }.

Ty ist mit der iiblichen Addition kein Vektorraum! Ein Element T' € Ty, kénnen wir mit den
zwei Vektoren

T=(T\,,...,Ty) und Z = (Zy, ..., Zar)
identifizieren, wobei
T, :=T(Z;) firi € {1,..., M}.

T enthilt auch physikalisch verbotene Profile, da wir nicht 7; > 0 fiir i € {1, ..., M'} fordern.
Dies ist in der Praxis jedoch kein Problem, da solche Profile nicht in der Nihe von Minima
der Energie liegen, wenn die Strahlungstemperatur-Messwerte von einem Profil mit positiver
Temperatur kommen. Zur Energieminimierung sollen die Eintréige dieser Vektoren frei bewegt
werden konnen, mit der Einschrinkung

Zn; < < ZLo<..< ly< Zl—nod1s

daher miissen wir geeignete Testfunktionen finden, die diesen Variationen entsprechen, wahrend

die Zeitschrittweitensteuerung dafiir sorgt, dass die Profile diese Einschrankung immer erfiillen
(vgl. 3.10.5).

3.2 Testfunktionen

Sei z1 < ... < z; ein Gitter und T < ... < T} Werte an den Gitterpunkten. Dann ist dadurch
eindeutig eine stiickweise affine Funktion 7" : [z1, z;] — R bestimmt, fiir die gilt T'(z;) = T; fiir
1< <L
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3.2.1 Variation der Temperatur
Sei ©; die FE-Basisfunktion zum Gitter z1, ...,z und Knoten z;. Fiir die Funktion T¢(z) :=
T(z) + €0;(z) gilt dann fiir 7 # j
Te(zi) = T(zi) + €9j(zi) = T
~—
=0
und
Te(zj) = T(z5) + €9;(z;) =T + €.
——
=1

T¢ entspricht also der Funktion 7', nur dass der Wert am Knoten z; um e erhoht ist. Es gilt
also

eyt B =Ty, o) = To()

dTY] e—0 f e—0 € - & (TE(Z)) - @j(Z)’

e=0
und somit ist ©; die Testfunktion zur Variation der Temperatur am Knoten z;.

3.2.2 Variation der Hohe

Sei ©F die FE-Basisfunktion zum Gitter 21, ...,z und Knoten Z;, wobei
~ Ziy i # j
Zp = . .
Zj + €& 1=12
vgl. Abbildung 3.2. Fiir die Funktion 7,(z) := T(z — €05(2)) gilt dann fiir i # j
Te(Z) = Te(z) = Tz — € ©(2)) = T

~—
=0

und
Tu(5j) = Tz +0) = Tz +c— €O5(z + ) = Tj.
1

ﬁ entspricht also der Funktion 7', nur dass der Knoten z; um e erhoht ist (vgl. Abbildung
3.2).

z
Z=zte L 9;(2) j\l
o) J T

Abbildung 3.2: @; und ﬁ im Vergleich zu ©; und T
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Es gilt also

d €
. = (T(z — €©5(2)))

e=0

1) (-650) e (€5)) | =-T'Ies(0)

e=0

also ist —71" ©; die Testfunktion zur Variation der Hohe am Knoten z;.

3.3 Zeitdiskretisierung

Fiir die Zeitdiskretisierung benétigen wir eine Darstellung von 7, in der 7 ein Vektorraum
ist, also inbesondere eine Basis hat (vgl. Abschnitt 3.3.2). Passend zu der Idee unserer geo-
metrischen Metrik werden wir die Temperaturprofile nicht wie bisher als Abbildungen von
einem Intervall nach R auffassen, sondern als Kurven, die den Graphen dieser Abbildungen
entsprechen.

3.3.1 Diskreter Kurvenraum

Sei n > 2 die Anzahl der Punkte, durch die die Kurven bestimmt werden sollen. Fiir 1 < i < n
sei

7—1

n—1

und éj die FE Basisfunktion zum Gitter hq, ..., h, und Knoten h;. Ferner sei fir 1 < j <n
(wegen hy = 0 und h,, = 1 wohldefiniert)

@)JZ 0,1 = R% 2 — (éj(:c),0> ,

éf :[0,1] — R?, 2 — <0,éj(z)> .
FirT;,zz e R(1<i<n)mit z; < zi41 (1<i<n-—1)sei
~ n ~ ~
T:= Z (zi@f + Tl@,LT> .
i=1
Dann gilt

n

T(hj) = Z (Zi(éijao) + Ti(oaéij)) = (ZJ'7TJ')7
=1
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d.h. T ist der Polygonzug (eine stiickweise gerade Kurve) durch die Punkte (z1,71), ..., (zn, Tn)
(in dieser Reihenfolge). Als Entsprechung von 7y, setzen wir n = nj +ng + M und definieren

T { S (367 + 76Y)

i=1

d2p, <21 < Zo < ... < Zpp < Zl—pgti

51- =z fir 7 € {1, -~-,n1}a
ﬁ = Tref(zl') fur 'l S {17 7n1}

,—Ti-‘rnl S R?%-&-nl = Z; firi e {1, ...,M},

5i+n1+M = Zl—no+i fiir 4 S {17 ...77’L2},

Ti—&-nl—}-M = Tref(zl,mﬂ) fiir i € {1, ...,nz}}.

Wie bei 7); konnen wir ein Element T ¢ %M mit den zwei Vektoren

T=(T,,...,Ty) und Z = (Z1, ..., Zn1)
identifizieren, wobei
Ty = Ty, fiir i € {1,..., M},

Zi i= Ziym, fiir i € {1,..., M}.

Offensichtlich gibt es eine bijektive Abbildung ¢ von 7y nach %M, die einem Element T € Ty,
die Kurve T' € Tjs zuordnet, die dem Graph der Abbildung von 7' entspricht. So kénnen wir
auch auf 7, unsere Energie definieren:

Eges : Tar — R, T — Eges[0 ™ (T)).
Ferner seien

Q7 .= 67

[ i+nq

und ©F := or

i+nq

fir 1 <4 < M. Mit diesen Definitionen gilt fiir 1 < j < M

/ .9 _ 9 (= =\ el
< EgES[T]7 @] > = a_fz‘v] (Eges[T]) - a_iz—v] <Eges[T]> =< Eges[T]a 6] >7
5 ) (3.1)

< EL[T],-T'0; > =

i - Y M) —< E' [T ©%
ges aZj (Eges[T]) - 82’]’ <Eges[T]> =< Eges{T])@J >

Der Raum der Testfunktionen ist somit gegeben durch

M
% = {Z(Zl@f-f-Tl@zﬂ) zi, T} ER(l <1< M)},

=1

bzw. durch 7y := ¢ (7).
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3.3.2 Zeitdiskretisierung mittels Differenzenquotient

Sei T4 0 E Tar ein Startprofil und 7 > 0 die Zeitschrittweite. Istj“v die Lésung des Gradien-
tenflusses aus 2.2 auf dem diskreten Raum 7j; mit Startwert Tp und der Energie Fges, so
wollen wir diese Losung an den Stellen nr fiir n € Ny durch T(™ iiber folgende Beziehung
approximieren:

%T(m) T((n+ 1):) —T(n1)

Seien

T = (T7,,...,TY) und Z" = (22, ..., Z%)

die T entsprechenden Vektoren und T := ©~3(T(). Im Folgenden schreiben wir kurz
gn statt gre,. Ist U eine Testfunktion, so gilt

f(n+1) _ T(n)
0 <fﬂ9 B>

M
(Z ((Zpt = ze; + (1 —17e]) ,19> = —7 < Ep [T™], 0 >
1=1

M
(Z Zn+1@Z+TTL+1@T) ,&)
=1

=
M
= Gn (Z (zr'e; +17O]) ,19) —r< Eées[f(”)], 9 >
=1
M
S (201 gn (07,9) + T g, (67, 9))
=1
-~ Y .
ann + Tngn (@;F,ﬁ)) -7 < Eées[ (n)],ﬁ > .
=1

Der n-te Zeitschritt muss also folgende Bedingung erfiillen:

=n+1 =n
n (T n (T
A <7n+1> =A (7”) - TE;

wobei

—1
FE A" AR
E=|_,|,4A":= ("1 2>
<E2> (Ag‘ Ay

und (wegen (3.1))

B'i= (< Blr™),0,>) . E*i= (< BT, —(1y6;>)
n _ ( (@T @T)) i An ( (@T @2)) i1 An ( (@z @Z)) it
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Es gilt also

—=n—+1 =n
T T ny—1
<7m{)=(70—w«A> B
und ist die Metrik g,, so gewihlt, dass g,(07, @jz) =0firl<i,j <M,sogilt Ao =0 und

somit

T =T" 7 (A" B wd 2" =7" —r (4} B

3.4 Die diskrete Metrik

Da wir im diskreten Ansatzraum Randwerte vorgeben, wird bei der Metrik nur noch der Teil
der Kurven betrachtet, der variabel ist. Wegen 2.3.ii setzten also fiir v,w € C?([20, Zmax), R)

1 Zl—ng+1
gronalvs) = gy [ 00 w1 Oy epas
Fl—ng+1 V(2w (z
rom o(v,w) = LT™) (wtz) dz,
Zng 1+ (T(n)>/(z)2

wobei
™ =TM N[z, 21—nyq1] X R.

Zu beachten ist auch, dass die Metrik im n-ten Zeitschritt abhéingig von T(™ ist. Nun
benstigen wir aber eine Metrik auf 7o C C([0,1],R?) und nicht auf C?([z0, 2max); R). Sei
n =mn1 + ng + M und sei p : [20, Zmax] — [0, 1] die Abbildung, die gegeben ist durch

i—1
i) = fiir i € {1, ..., ,
p(zi) —— frd { ni}
i —1
p(Z;) = # firr i € {1,..., M},
P
i—14+m+M,
P(otonysi) = —————— fiwi € {1,...na},

DPlizi 24 B8 affin fiir € {1,..,n1 — 1,1 —na +1,...,1 — 1},
p|[ZgL7z;_ﬂ+l] ist affin fiir 7 € {1, ,M — 1},

Plizay 2715 PlI25; 51y 1) Sind affin.

Dann gilt éj+n1 op = 0; fiir j € {1,..., M}, wobei éj+n1 die Basisfunktion aus Abschnitt 3.3.1
und ©; die FE-Basisfunktion zum Gitter z1 < ... < 2, < 47" < Z3 < ... < Z}; < Zj—pyt1 <
... < z und Knoten Z7' ist. Fiir v = (v1,v2) € 7o sind dann vy o p,va 0 p : [20, Zmax] — R und
wir setzten

9n,i(v,w) := gp@ ;(v1 © pwi 0 p) + grm ;(va o p,waop), i =1,2.
(Dies ist moglich, da die Elemente aus 7y fast iiberall differenzierbar sind). Sei ferner

(znlaTref(zru)) 1=0
zi = (21, 720) = 4 (27 T7) 1<i<M.
(Z1—ngt1s Tref(21-npt1)) i=M +1
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Dann gilt mit

Z |zjt1 — x| = (F(n )

fir 1 <j<M

gn,1 (05 ,07) =grwm 1(0,0) + 9T<n>,1(éj+n1 0p,0j4n, 0p)
Zl—no+1 __
=0+ Ln/ ’ (@j-i-nl op)(z)Q 1+ (T(n))/(z)QdZ
Zny

1 Zl— n2+1
=7 / ; 1+ (TM)(2)2dz
1 1 'L+1
- / 22 /1 4+ (T (2)2d=

= l[vii

h’

s |~
Il

o

A

2 Z1,i4+1
302 1— 22, ’
1 + ax Z) / 0,(2)%dz
T1it1 — T, 214
2

X241 — X2 Tii41 — T15 , .
1+ ( & ’Z> s " (gilt nach 5.1.viii)
L T1,i41 — L1 3

=
M-

i=j—
Z \/ (1,541 — T14) 74 (x2,i41 — 33'2,2')2
3L
i=j—1
_ri—wial | mi — 2l
3L, 3L,

und analog zeigt man

i —

Ferner gilt offenbar fiir 1 <4, < M
9n1(8],0%) =0
gn,l(@?7 Gf) = gn,l(@fa 65)7
gn1(0],07) =0 falls j & {i — 1,i,i+ 1}.
Fir1 <j < M ist

9n2(07,07) = grm 2(0,0) + g7t 2(Ojsn, © P, Oj4n, ©p)

Zicngt1l (Q. 1(,\2 Zl—not1 O’ ()2
:0—|—Ln/ 21 (Ojmy ©P) (Z)2dz:Ln/ : (2) -
L+ (T () L+ (T ()

M

T1,it1 @/.(z)
_ J
=Ln 2 / NGO
i—=0 Y1, z)
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M
=L ( 7,0+1 —
=L
$1z+1_mlz

2 /e

2 1.
T4l — T2, z> / 1,i+1 .
51/‘1 g+l — L1,i x1,

j
L, N
221 (x1z+1 — T1;)

=]

2
T2i41 — T2
(iﬂl,z‘ﬂ - £U1,z‘)
xl i+l — Tl

Ly, Ly,

= —+ s

und analog zeigt man

L
CHNCH e —
9207, O51) = |21 — ;]
Ferner gilt offenbar fiir 1 <4, < M
gn72(97,r7 9:72) - 07
gn,2(®zT7 631) = gn,?(@fa 6‘?)7

gn2(07,07) =0 falls j & {i —

i=j—1 \/(xl,m - x1,¢)2 + (w241 — T2)°

lzj —wj1| |z — 2y

1,4, + 1}.

Seien A1, A9 > 0. Dann definieren wir fiir v, w € ’jf)

gn(”? ’U}) -

und erhalten so eine Metrik auf 75. Es gilt also Aq

AMgn,1(v,w) + Aagn2(v, w),

und ist schwach diagonaldominant, also invertierbar.

3.5 Unterschiede der Testfunktionen im diskreten und

kontinuierlichen Fall

= A3, A = 0 und A; hat Tridiagonalgestalt

Im kontinuierlichen Fall werden die Testfunktionen als Elemente von C?([20, zmax), R) auf-
gefasst, wihrend im diskreten Fall Testfunktionen aus C%(T,R?) (bzw. aus C?([0, 1], R?))
betrachtet werden. Dies ist jedoch in gewissem Sinne #dquivalent: Ist 7' € 7, I' = I'|T] und
v € C%(T,R?), so dass ' + v ein Graph iiber |20, Zmax] ist, so entspricht v einem Element aus
C?([20, Zmax), R): Da I' + v := {z 4+ v(z)|]z € I'} Graph ist, ex. zu z € [20, Zmax] genau ein
z, € ' mit z = pi(x, + v(x,)) und v entspricht

w [307 Zmax] - R,z p2($z + 'U(xz)) - T(Z)’

denn:

3.5.i Lemma. Fir v € C?(I',R?) und w wie oben gilt

T[T] +v = T[T + wl.

Beweis
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»,=“: Seiy € I'[T] + v, dann existiert ein € I' mit y = = + v(z). Ferner sei z := p1(y), dann
gilt z =pi(x +v(z)), dh. v ==z,.

(2, T(2) + w(z)) =(2,T(2) + p2(2: + v(x2)) = T(2))
=(p1(z +v(2)), pa(x + v(2)))) = 2 +v(z) =y,

also y = (2,T(2) + w(z)) € T[T + w).
»<=“: Sel y € I'[T 4+ w]. Dann existiert ein z € [2(, Zmax| mit

y =(2,T(2) + w(2)) = (z,p2(2z + v(22))) = (P1 (22 + v(22)), pa(2 + v(22)))
=z, +v(x,) € T[T] + v.

3.6 Numerische Lésung der Differentialgleichungen

Um Differentialgleichungen (wie (2.2) und (2.15)) zu losen, bendtigen wir ein geeignetes nu-
merisches Verfahren. Eine Vielzahl solcher Verfahren findet man in [27]. Wir werden hier ein
sog. Einschrittverfahren verwenden, um gewohnliche Differentialgleichungen der Form

y'(z) = f(z,y(2)),
y(a) =yo

auf einem Intervall [a, b] zu 16sen. Dazu benutzten wir

1 1
y(t+h):y(t)+/0 %(y(t+xh))dx:y(t)+h/o y'(t +xh)dz.

Um das Integral numerisch auszuwerten, benutzen wir eine Quadraturformel, die Keplersche
Fassregel (die dadurch entsteht, dass der Integrand an den Stellen 0, % und 1 durch ein qua-
dratisches Polynom interpoliert und dieses dann exakt integriert wird). Damit erhalten wir

1
/Oy’(t—i-xh)dxx () +4y (t+5) + vt +h))

D= O =

(fy®) +4f (t+ 5,y (t+5)) + S+ hy(t+h)) .
Ferner gilt
y(t+5) =y(t) + §y'(t) + O(h?)

und

%y’(g) (fiir ein & € [t, ¢t + %])
s(t+3) + 0,
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daher folgt

4 (4 B 1+ B) =27 (1 B+ B) 27 e+ oy (14 )
~2f (L+B,y@) + Ly (6) +2f (t+ B yt) + Byt + 1))

Deswegen setzen wir

f(ty()
(t+2,y hkl)
fFt+ 5 yt) + bky)
ky = f(t+ h,y(t) + hks)
y(t+h) = y(t) + B(k1 + 2k + 2k3 + ka).

Das so erhaltenen Verfahren heiffit Runge-Kutta-Verfahren. Fiir den etwas spezielleren Typ
von gewoOhnliche Differentialgleichungen der Form

Y (z) = b(x) + e(x) - y(2),

y(21) = Yo

auf [2z1, 7] fiir b, ¢ : [21, 2] — R, ist es implementiert. Gegeniiber obiger Uberlegung ist noch zu
beachten, dass in unseren Differentialgleichungen der Anfangswert nicht am linken, sondern
am rechten Intervall-Endpunkt gegeben ist und die Schrittweite durch unser Gitter schon in
gewissem Sinne vorbestimmt ist.

Dies fithrt zu folgendem Algorithmus: Sei

f(z,y) = b(x) + c(z) - y.

Die numerische Losung (y(z1), ..., y(z;)) wird berechnet durch

y(z1) == wo
und fiir k& < [ iterativ absteigend mit

h = zk11 — 2k,

ki = f (2k41,Y(2041))

ko = f (Zk+1 - %ay(szrl) - %

ks = [ (zk41 — %, y(2ks1) — 5k2) |

ki = f(ze41 — hy(2pg1) — hks),
y(2r) = y(zke1) — £ (k1 + 2k2 + 2k3 + ka).

Der Loser ist so implementiert, dass er fiir N € N auch die Losung an den Stellen
y (2 + & (2pp1 —21)) 1 <i< N -1

berechnet. In der Praxis muss in N > 3 gewéhlt werden, um auf einem typischen, gemessenen
Datensatz die Strahlungstemperaturen mit (2.2) hinreichend genau zu berechnen, da bei
einem solchen Datensatz nur 20-40 Knoten fiir einen Hohenbereich von 0 — 30km vorhanden
sind.
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3.7 Auswertung der benutzten Funktionen

Da der Runge-Kutta-Loser die Funktion f an beliebigen Stellen auswerten kénnen muss, die
Funktionen zum Teil aber nur als Punktauswertungen gegeben sind, miissen sie interpoliert
werden.

3.7.1 Auswertung von p

Aus der Natur ist bekannt (siehe dazu z.B. [19]), dass der Druck mit der Hohe exponentiell
abnimmt. Daher wird der Druck exponentiell interpoliert: Seien z7 < 29 und p1,po die zu-
gehorigen Druckwerte. Gesucht ist nun eine Funktion p : [z1,22] — R mit p(z1) = p; und
p(2z2) = py der Form

p(2) = aexp(c(z — 21)).
Es folgt sofort @ = p; und

p1exp(c(z2 — 21)) = p2

= c¢(za—2z1)=1In (22)

b1

1
= c= ln<}2>.
22— 21 b1

Es gilt also

p(2) = prexp <Z2 ! ~hn (%) (2 — 21)> .

3.7.2 Auswertung von g

q wird linear interpoliert, d.h. sind z1 < ... < z; die Gitterknoten und ¢, ..., q; die zugehorigen
Feuchtewerte, so gilt

!
9(2) = 4:i0i(2),
i=1
wobei fiir j € {1,...,1} ©; die FE-Basisfunktion zum Knoten z; sei.

3.7.3 Auswertung von o,

Fiir gegebene Profile T, ¢, p ist der Absorptions- und Emissionskoeffizient o, eine Funktion,
die in unserem Modell nur von der Hohe und der Frequenz abhéngt:

0q: 21,21 X R =R, (2,v) — 041, T(2),q(2),p(2)).

Unsere Approximation basiert auf dem Rosenkranz-Modell, das in [16] beschrieben wird. Fiir
z < 8km kann o, hinreichend genau durch ein Polynom 3. Grades mit von v abhéngigen
Frequenzen approximiert werden:

3

o0a(v,T,q,p) = ao(v) + Z (a1i()T" + azi(v)q" + asi(v)p') -
i=1
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Sei
k:=min{i € {1,...,1}|z; > 8km}.

Fiir ¢ > k sind die Werte von o, an den Gitterknoten und den verwendeten Frequenzen
im Datensatz enthalten, o, ;(v). Fiir z > 2, wird o, linear aus diesen Werten interpoliert.
Insgesamt gilt also

ao(v) + 2

il (a1i()T"(2) + a2 (v)¢"(2) + asi(V)p'(2)) 2z < z

oa(v,2) = ;
;Ua,i(y)gi(z) z > Zk.

Die eventuell vorhandene Unstetigkeitsstelle bei z; macht numerisch keine Probleme.

3.8 Diskretisierung der Regularisierungsenergie

Das gesuchte Profil kann als Polygonzug I' durch die paarweise verschiedenen Punkte x4, ...z,
aufgefasst werden, wobei n = ny + ny + M und

(2i Tref(2:)) 1<i<mn
Li = (ui?vi) = (Zi—ini—nl) ny < ) <ni+ M
(Zie(n1+- M) +(1=n2)> Tref(Zim (i +M)+(1=no))) M1+ M <i<ni+ng+M

Die diskrete Kriimmung H; des Polygonzuges im Punkte z; fiir 1 < i < n ist gegeben durch

Tip1—Ti  Ti—Ti—1
lzivi—ill  [lzi—zi—a]l

5 (lzipr — @il + |2 — 21 )

i = =: H(xi—1,%i, Tit1),

die diskrete Tangente T; an den Polygonzug im Punkte x; fiir 1 < i < n ist gegeben durch

T — Ti+1 — Ti—1
’ ||$z'+1 - %71“7

und die diskrete Normale N; an den Polygonzug im Punkte z; fiir 1 < ¢ < n ist gegeben durch

0 -1 Tit1 — Ti—1
N~—D90T-—< )”——:Nx-_,x» .
% 7 1 0 Ha;i—',-l _xi—IH ( 1—1 H—l)

Sei k := max ({k € {1,.... M}|Tx, > Ti_1},1)+n1, dann ist x5 der Knoten der oberen Inversion
(falls eine Inversion im variablen Teil des Profils vorhanden ist, ansonsten ist xj der unterste
der variable Knoten. Deswegen ist die 1 im Maximum nétig). Ferner sei j := M + nj + 1,
dann ist z; der erste Knoten oberhalb von 8km Hoéhe. Dann entsprechen uy, bzw. u; hy, bzw.
hy aus dem Abschnitt iiber die Regularisierung und wir erhalten als ersten Teil der diskreten
reg. Energie

7j—1

1 N

E[T]=v ) 5 (it — il + fls — i) e,
i=k+1



58 Kapitel 3: Diskretisierung

Die Diskretisierung des zweiten Teils der Regularisierungsenergie ist naheliegend: Da T'(z)

stiickweise affin ist, ist 7”(z) stiickweise konstant. Es gilt also fiir Z; := “l%w
ha
Ep[T]=p ( )dz B/ - —1]dz
h1 pL[ ]( ) erf ‘T Ej)ﬁa K, )
— jil( . ) 1 1
= Uit — U 1 — orf (IT’(@)*#\L>
i=k V2o
Jj—1 1
= (ui+1 — uz) S — 1
ik et (G it -l

3.9 Variation der diskreten Regularisierungsenergie

Um den Gradientenfluss anwenden zu kénnen, muss noch die Variation der Regularisierungs-
energie in Richtung der Testfunktionen ©; und —7'©; ausgerechnet werden. Da die Regula-
risierungsenergie bereits voll diskret ist, gilt fir ny < i < n; + M (vgl. 3.2)

0 0
< Ellreg[T]v Oin, >= ov; (Ereg[T]) und < E;eg[T]v ~T'0; p, >= o (Ereg[T]) -
Um die Ableitungen von E.[T] auszurechnen, fithren wir folgende Hilfsfunktion ein:
for (B - R,
1
((u1,v1), (u2,v2), (u3, v3)) = 5 (llws — 22| + [Jo2 — z1]) e Mlrn ez Niwnws),
=(z1,72,73)
Damit gilt
j—1
ET) =~ Y fe(mi1,mi,mi1).
i=k+1

Ferner seien
9e(?) == fe(@iz1, Ts, Tit1),
. 0
Geo (i) = 8—mfc($i—1,96z‘7$i+1)7
Ge,1 = E c\Li—1,Li, Ti+1),
(i) = 2 1. )
1) = — fo(@i_1, Ti, Tit1).
9,2 Dus c\Li—1, Liy, Li41
Mit dieser Notation folgt

5o (EC(T]) = gk +1) wnd 2 (ET) = geali = )

Fiir die restlichen Ableitungen muss eine Fallunterscheidung gemacht werden:
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(i) Fallk +1=7j—1:

0
% (EJT]) = ger(k+1),
o (ET]) = gk + 1)
(i) Fall k+1=j—2:
0
8— (EC[T]) = ga,l(k + 1) + QC,O(k + 2)1
Uk+1
O (BT) = gosl —2) + ge1 (G — 1)
auj—l c = Gc,2\J ge1\J s
(i) Fallk+1<j—3, k+1<i<j—1:
0

9, EelT) = 9e2(i = 1) + ge1(i) + geo(i + 1).
(2
Fiir die Ableitungen nach v; kann man vollig analog verfahren. Im Programm ist Auswertung
der Ableitungen exakt auf diese Weise implementiert, wobei die 6 Ableitungen der Hilfsfunk-
tion f. von Maple berechnet und als C-Code exportiert worden sind.

Ahnlich verfihrt man, um die Ableitungen von Ep[T] auszurechnen. Sei

fr: (R?)” SR,
1
(w1, v1), (ug,v2)) — (ug — uy) B
=(z1,72) 1—erf (ﬁ ﬁ — L)
Damit gilt

j—1
EP[T] = ﬁz fe(xi, xi—l—l)-

i=k

Ferner seien

gP(Z) = fp(xia xi—i—l)a

gpo(i) == (%lfp(wi,xiﬂ),
, 0

gpa(i) == a—WfP(l'i,xiJrl)-
Mit dieser Notation folgt

o (EP[T) = 9po(k) wnd o (Ep(T]) = sl ~ 1)
Fir k <i<j—1gilt

o (EP[T]) = gra(i = 1) + grali),
und fiir ¢ < k oder i > j

0

8u¢
Fiir die Ableitungen nach v; kann man vollig analog verfahren. Im Programm ist Auswertung
der Ableitungen exakt auf diese Weise implementiert, wobei die 4 Ableitungen der Hilfsfunk-
tion fp von Maple berechnet und als C-Code exportiert worden sind.

(Ep[T]) = 0.
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3.10 Der Algorithmus

©; : [z1, 2] — R sei die FE Basisfunktion zum Gitter 21, 2,,, Z1, ..., Zu, 21—n,, 21 und Knoten
Zj, d.h. stiickweise affin mit

0;(Z;) =1,
@](Z) =0fir z € {zl,znl,Zl, ---7Zj—17 Zj+1, ...,ZM,Zl,nQ,Zl}.

3.10.1 Wahl des Startprofils

Es sind zwei verschiedene Startprofile implementiert. Das erste ist das Startprofil 701" das
bestimmt ist durch

T° = (19,..,79) und Z° = (29, ..., 2%)),

wobei
7 M+1—1
Ti0 = mTref(Zl_nQ) + TﬂTref(an),
0 i M+1—1

G 7 S R v

d.h. das Startprofil wird linear aus dem untersten der oberen und dem obersten der unteren
vorgegebenen Werte interpoliert. Das zweite ist das Startprofil 7% das bestimmt ist durch

T° = (19,...,79) und Z° = (29, ..., 2%)),

wobei

7 — 2 M+2—1
T; :WTref(zl—nz) + TTref(Zl)

i_o Ma2—i firi=2,...,. M,
Z; = Vi Zl—ny + TQOOHI

1 M+1

T = mTref(Zl—ng) + mTref(ZTLl)v

1 3
Zl = 122 + Zan.

Damit hat 7% eine Inversion in einer Hohe von 900m, wobei die Temperatur an der Inversi-
onshohe gleich der Bodentemperatur ist. Der folgende Algorithmus wird fiir beide Startprofile
durchgefiihrt und als Ergebnis wird das Profil mit der geringeren Energie ausgewéhlt, wobei
nur der Teil der Energie, der gegeben ist durch das quadratische Kostenfunktional, betrachtet
wird. Dieses Vorgehen ist sinnvoll, da die Energie viele lokale Minima besitzt, und daher der
Gradientenfluss in einem unerwiinschten lokalen Minimum enden kann, wenn das Startprofil
zu weit vom gesuchten Minimum entfernt ist. Dabei bieten sich gerade diese beiden Start-
profile an, da es in der Natur im wesentlichen nédherungsweise lineare Temperaturprofile und
solche mit Inversion gibt.
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3.10.2 Berechnung der Variation
Fir allei € {1,...,n},j € {1,...., M}, k€ {1,...,m}

(i) Lose

d
E Tb(Vi7 9k7 Z) = G( Tb(Vi7 Hka Z), Vi, 0]67 TO(Z)7 Q(Z))a
Ty (vi, Ok, 21) = Tho,
dann ist Tb(Vi,ek)[To} = Tb(Vi, 0, 21).
(ii) Lose (Variation fiir die Temperaturdnderung)

iA(l/iﬁk,z) = (0rG(Ty(vi, Ok, 2), vi, 0, T°(2), Q(2))) ©(2) +

dz
(01, G( T (vi, Ok, 2), 11, 0k, T°(2), Q(2))) A(2),
Ay, 0k, z1) = 0,

dann ist (T, (v, 0x)[T°], ©,(2)) = A(vi, Ok, 21)-
(iii) Lose (Variation fiir die Hohenédnderung)

iA(Viagk,Z) = (OrG(Ty(vi, b, 2), v, 0, T(2), Q(2))) [-(T°)' (2)0;(2)] +

dz
(81,G(Ty(vs, Ok, 2), vi, O, T (2), Q(2))) A(2),
A(Vi79k,Zl) = O)

dann ist (T} (v, 0k)[T°], —(T°)(2)0,(2)) = A(v;, Ok, 21).

Dann berechne fiir alle j € {1,..., M}

E; = (E'[T"),0)
= SN (Tyik — Tolvi, 61)IT) - (T (i, 04)[T°], ©5(2)),
i=1 k=1
E? = (B'[T°), (T%'(2)©:)
== (Tomir — To (i, 0)[T°)) - ( Ty (v, 0x)[T°), —(T°) (2)0(2)),
=1 k=1
Press =< PralT). 01 >= 57— (B[T).
T / / a
Efeg,j =< Ereg[T]’ -1'9; >= m (Ereg[T]) :

1

Sei E' = (B} + Ereg1s - Erg + Eregar)-
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3.10.3 Zeitschritt
Nun wird T bestimmt durch
T =T - A B wd Z' =Z2° - nA'E"

Hierbei ist , i = 1,2 und A~! wie im néichsten Punkt beschrieben.

3.10.4 Wahl von A

Zur Zeit implementiert ist die in 3.4 beschriebene geometrische Metrik. Wahlweise kann aber
auch die folgende einfache Glittung gewiihlt werden: A=Y(V4, ..., Vay) = B*(V4, ..., Vas) mit
Vet T Vit Vs 1<j<M
(B(Vi, -, Vin))j = { 25 Vi + 3 Va j=1
%VM71 + %VM j=M

fir A >0 und s € N.

3.10.5 Zeitschrittweitensteuerung

Dass die Zeitschrittweite nicht beliebig gewéhlt werden kann, sieht man am folgenden leichten
Beispiel: Sei £ : R — R,z — 22. Die Diskretisierung des Gradientenflusses

d

%x(t) = —grad E(x(t)),

mit Schrittweite 7 = 1 analog zu (3.3) fiihrt zu

Tp+1 = o — T grad E(xg) = xp — 22, = —xy, fir k € N.
Also gilt insgesamt

zp = (=1)Fxq,

diese Folge konvergiert fiir keinen Startwert g # 0 gegen das Minimum z = 0, sie konvergiert
sogar iiberhaupt nicht! Daher ist es notwendig, eine Zeitschrittweitensteuerung zu benutzen.
Wir verwenden einen bewihrten Ansatz, der in [18] zu finden ist: Seien o €]0, 2[ und fiir t € R
sei TP das Profil, das bestimmt ist durch

T —tA'E" und Z°.

Ferner sei f : R — R, — Fges[T}]. Gesucht ist nun ein 71, so dass das Verhéltnis der Steigung
der Sekante durch f(0) und f(71) und der Tangentensteigung von f in 0 gilt:

Sekantensteigung

Tangentensteigung —

siehe hierzu Abbildung 3.3. Die Tangentensteigung ist offensichtlich gegeben durch
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J'(0)=((-A""E"0), (B E") = ~(4"'F )
und ungleich Null, sofern f in Null kein Minimum hat, die Sekantensteigung durch

f(m1) — £(0) _ FEges [Tfl] — Eges [TO].

1 1

Es muss also gelten

f(1) = £(0) _ Eges[T7] = Eiges[T”]

= — > 0.

71f(0) n(AEE)

Ist f geniigend glatt, so gilt nach Taylor

f(r1) = £(0) + 711/ (0) + O(77)
und es folgt
f(r) = £(0) _ f(0) + 1 f'(0) + O(r{) — £(0)

= =14+0(mn),
71.//(0) 71./(0) ()
also ex. zu jedem o < 1 ein 7 > 0, so dass fiir alle 0 < 7 < 7 gilt
f(m) — f(0) >0
71.f'(0)

Die Existenz von 7 ist also (zumindest fiir glattes f) gesichert. Sei 3 €]0, 1[. Die sog. Armijo-
Regel mit Aufweitung bestimmt nun das kleinste m € Z, so dass gilt

1™ =50 -
grp) =7

B™ ist also die grofitmogliche Schrittweite (die eine Potenz von f ist), die die Bedingung
erfiillt. Dies ist fiir o = 8 = % durch folgenden Algorithmus implementiert:

e Sei 7 =1 (oder = 71 aus dem letzten Zeitschritt)

f(0)+af’(0)\

Abbildung 3.3: Man kann nicht erwarten, dass das Verhdltnis der Steigungen gréfer oder
gleich FEins ist, aber schon, dass es grofier oder gleich o €]0, 1] ist.
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e Im Folgenden ist 7! bestimmt durch

TV =T’ —#A'E' wmd 2" = Z".
e Check:
Eges[TH] — Eges[T°] 1
N =1 = Z 5N
(A-'EEY) 2
falls ja: Tf“ = 27¢, solange bis nein, dann 7, = 7}
falls nein: T}'H — %Tlia solange bis ja, dann 7 = le‘+1

e Bestimmung von 7 analog

e Nach der Bestimmung von 7 wird zusétzlich noch iiberpriift, ob le >0firl<j<M
gilt. Ist dies nicht der Fall, so wird 7 solange halbiert, bis dieses erfiillt es. Bei der
Bestimmung von 7, wir analog dafiir gesorgt, dass z,, < 7] < Z3 < ... < Z}w < Zl—pyt1
erfiillt ist. Dies ist notig, um sicher zu stellen, das 7" ein Element von Ty ist.

In der Praxis hat sich gezeigt, dass die Groflenordnungen der moglichen Schrittweiten 7
und 79 meist verschieden sind, daher werden diese getrennt bestimmt und nicht nur eine
Schrittweite benutzt.

3.10.6 Abbruchkriterium

Auf T' wendet man nun wieder den gerade beschriebenen Algorithmus an, um 7' zu erhalten,
und so weiter. So erhélt man nun 7™ fiir n € N. Da jedoch nur endlich viel Rechenzeit zur
Verfiigung steht, verwenden wir das folgende Abbruchkriterium: Falls im n-ten Zeitschritt

(Eges [Tn] - Eges [TnJrl] > ﬁ Vn < 150)
A (Eges [Tn] - Eges [Tn+1] > ﬁ)

A (BT > &)

erfiillt ist, so wird ein (n + 1)-ter Zeitschritt durchgefiihrt, andernfalls wird das Verfahren
abgebrochen. Dieses verschachtelte Verfahren hat sich in der Praxis bew&dhrt, denn damit wird
zum einen erreicht, dass das Verfahren abbricht, sobald die Energie nicht mehr sinkt (also
ein lokales Minimum der Energie erreicht ist), zum anderen kommt es zum Abbruch, sobald
die Strahlungstemperaturen des Retrievals so nah an den Messdaten sind, dass die Differenz
im Bereich der Messungenauigkeit eines Mikrowellen-Radiometers liegt (dies ist der Fall, falls
E[T™*1] < 0.1). Ferner wird erreicht, dass nur mehr als 150 Zeitschritte gemacht werden,
wenn die Energie noch merklich sinkt. Dadurch wird vermieden, dass zu viele Zeitschritte
gemacht werden, falls sich das Retrieval schon in der Nihe eines lokalen Minimums befindet.

3.11 Vorgehen bei unbekanntem Druck

Ist der Druck an der Hohe z; und die Temperatur 7; an der Hohe z; bekannt fiir ¢ = 1,...,1
und Hohen 21 < 29 < ... < 2, so ist aus der Meteorologie bekannt, dass der Druck p; an der
Hohe z; ndherungsweise iterativ durch

—29(zi — zi—1)

firi=2,..,1 3.2
R(ti+ti1)> =S (3:2)

Di = Pi—1 €Xp <
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bestimmt werden kann, wobei

R = 287.0kgiK (Gaskonstante fiir trockene Luft)

g= 9.81E2 (Fallbeschleunigung).
S

Diesen Zusammenhang benutzten wir, um auf die Kenntnis des Druckprofils verzichten zu
konnen, d.h. es muss nur noch der Druck am Boden bekannt sein. Dies ist in der Praxis
kein Problem, da man ihn am Standort des Radiometers leicht messen kann. Dazu &dndern
wir im Algorithmus aus 3.10 nur einen Zeitschritt leicht ab: Im n-ten Zeitschritt bestimmen
wir zu T mittels (3.2) das zugehorige Druckprofil an den Hoéhen 21, zn,, Z1, ..., Zar, 21—ny» 21
und erhalten durch Interpolation wie in 3.7.1 ein komplettes Druckprofil p™. Nun wird der
Zeitschritt wie in 3.10 beschrieben mit = (¢, p") durchgefiihrt.

Im Programm ist dies realisiert und mittels der Option useTheoreticPressure aktivier-
bar (vgl. 5.2.2).

3.12 Validierung

Um die Richtigkeit bestimmter Programmteile zu priifen, sind Testroutinen implementiert.
Ruft man das Programm in einem dieser Testmodi auf, so wird der entsprechende Test auf-
gerufen und ausgegeben, ob der Test erfolgreich war oder nicht. Die Tests sind so angelegt,
dass damit nicht nur Implementierungsfehler erkannt werden kénnen, sondern auch Fehler in
der theoretischen Herleitung der Variation der Energie (vgl. (2.4)).

3.12.1 Validierung der Stérungsrechnung

Es gelte die Notation aus 3.2. Sei A[¢] die Losung von (2.15) zur Stérung ). Der Test basiert
auf der Gleichung
Ty (v, 00)[T + € 9] — Ty (v, 0)[T
lim b(wi, O[T + €] b(i, O[T = A[W](v4, Ok, 21).

e—0 €

Fiir kleines € > 0 und fiir alle j € {1,..., M} wird

Ty (vi, 0k) [T + €05] — Ty (v, 0x)[T]

€

und

Ty (vi, 0k)[T 0 OF] — T (vi, O ) [T]

€

berechnet und mit der numerischen Lésung von
A[@j](lli, Gk, 21), bZW. A[—T’@j](l/i, Hk, Zl)

verglichen. Ist die Differenz klein genug, so gilt der Test als bestanden.
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3.12.2 Validierung der Variationsberechnung

Genau wie der vorige Test, basiert auch der néchste Test auf einem Differenzenquotienten,
némlich

- Byl + ) = BT

e—0 €

= (Eges[T1, ).

ges

Fiir kleines € > 0 und fir alle j € {1,..., M} wird

Eges|T + €0;] — Eges[T]
€

und

Eges[T 0 95] — Eges[T]

€

berechnet und mit der numerischen Lésung von

(Eres|T), ©5), bzw. (E.[T],—T'0;)

ges ges

verglichen. Ist die Differenz klein genug, so gilt der Test als bestanden.



4 Ergebnisse

4.1 Auswertung des Blindtests

Um die Qualitéit des Verfahrens zu iiberpriifen, ist ein Blindtest auf zwei verschiedenen Da-
tensdtzen gemacht worden. Jeder der Datensétze enthélt die in 5.2.1 angegeben Informationen,
wobei die Temperatur-, Druck- und Feuchteprofile aus Radiosondenaufstiegen stammen, und
die Strahlungstemperaturen aus diesen Profilen mittels (2.2) an den in 2.1 genannten Frequen-
zen und einem Winkel von 0° simuliert wurden. Ferner ist der Bereich des Temperaturprofils,
der gefunden werden soll, durch Platzhalterwerte unkenntlich gemacht worden.

Der erste Datensatz stammt aus Messungen in Cabauw (insgesamt 1494 Profile), der
zweite aus aus Messungen in Essen (insgesamt 1407 Profile). Die Station in Cabauw (51.97°
Nord, 4.93° Ost, Hohe iiber NN: —2m) ist der Stiitzpunkt des 4D-cloud Projekts (vgl.
http://www.meteo.uni-bonn.de/projekte/4d-clouds/bbc/), die Station in Essen (51.40°
Nord, 6.97° Ost, Hohe iiber NN: 153m) ist ein Radiosondenstiitzpunkt des Deutschen Wet-
terdienstes. Der entscheidende Unterschied zwischen den beiden Datensétzen ist, wie viel
des Temperaturprofils am Boden bekannt ist: Bei den Daten aus Cabauw sind es die er-
sten 200m des Temperaturprofils (in der Regel zwei Messpunkte), wihrend es in den Da-
ten aus Essen nur die Bodentemperatur ist. Alle Rechnungen wurden mit den Parametern
a=1,8=0.0001,~v = 0.0001, A\; = 0, Ay = 1 durchgefiihrt (vgl. 3.4 und 3.8).

Zu gegebenem Datensatz seien n die Anzahl der Radiosondenaufstiege darin, T rjef das
Referenzprofil und T, r]et das Retrievalprofil zum j-ten Radiosondenaufstieg. Hierbei werden die
Profile wie zuvor linear aus den gegebenen diskreten Werten interpoliert. Als systematischen
Fehler s zur Hohe z bezeichnen wir das arithmetische Mittel der Differenzen der Retrievals
zu den Referenzprofilen in der Hohe z, d.h.

n

s(2) 1= 3 (Tha(e) ~ Tl )

j=1

Als MaB fiir die Qualitét der Retrievals wollen wir den RMS error (root mean square) der
Differenzen der Retrievals zu den Referenzprofilen in der Hohe z benutzten, d.h.

n

e(z) = | =3 (Tale) = Tiel))
j=1

Zu den Hohen 100m, 200m, ..., 8000m wurden e und s berechnet und sind auf den néchsten Sei-
ten als Plot (linear interpoliert) zu sehen. Links immer Auswertungen der Daten aus Cabauw,
rechts aus Essen.
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Cabauw Essen
8000 T T 8000 T T
noise - RMS error —— noise - RMS error
) noise - dystagatic difference ——— 0 noise ~XysStsmatic difference ———
0. oisg - RMS error —— 0.5K\polse - RMS error
7000 |- // ayjc difference 1 7000 |- ic difference 1
/7 S

6000 |- / 1 6000 |- / 1

5000 |- ‘ ‘ 1 5000 [ 1
E ‘ E \
£ 4000 - \ 1 £ 4000 |- 1
2 2 \

3000 | AN R 3000 |- AN R

\\ AN
2000 . 1 2000 1
N
N
N
1000 ,//‘ 1 1000 1
< _
0 1 1 1 f 1 1 0 1 1 1 = N 1 1
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 -4 3 2 1 0 1 2 3 4
Temperature [K] Temperature [K]

Abbildung 4.1: FEinfluss von Instrumentenrauschen: Zur Simulation von Instrumentenrau-
schen wurde zu den Ty, eine in [—0,5K,0,5K] gleichverteilte Zufallsvariable addiert.

Cabauw Essen
8000 : - : : 8000 : - : :
/ ressure - RMS error 7 ressure - RMS error
real pressure - Sysiematic difference real press Nygtematic difference
theortic pre re - RMS error ure - RMS error
7000 heortic pressure - systéatic difference b 7000 | heortic pressure - systainatic difference b
/ y
6000 Bl 6000 - / Bl
5000 - ‘ ‘ 1 5000 - [ 1
£ \ £ \‘\ |
E’ 4000 \ 1 5’ 4000 \\ 1
7} \ 7] \
T T \
3000 \\ 4 3000 - \ 4
2000 |- 1 2000 |- h 1
1000 - Bl 1000 Bl
0 I I I =~ 1 I I 0 I I I 1 I I
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 -4 3 2 1 0 1 2 3 4
Temperature [K] Temperature [K]

Abbildung 4.2: Finfluss von theoretischem Druck: Fir diese Rechnung wurde statt dem realen
Druck, der theoretische Druck, wie in 3.11 beschrieben, benutzt.

Cabauw Essen
8000 T T T T 8000 T T T T
/ nowEisen q - RMS error / n e on g - RMS error
no noise on q - Systematic difference ——— no noise on q - dy3tgmatic difference
10% noise\on § - RMS error 10% noist q - RMS error
7000 - 10 % noise on q - systematic difference b 7000 | P 10 % noise on q - systdmytic difference b
\ //
6000 Bl 6000 - Bl
5000 - R 5000 [- [ R
E E \
é 4000 q 5 4000 1
7} 7] \
T T \
3000 1 3000 \\ 1
2000 1 2000 - N 1
1000 - Bl 1000 Bl
—
0 I I I 0 I I I 1 I I
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 -4 3 2 1 0 1 2 3 4
Temperature [K] Temperature [K]

Abbildung 4.3: Finfluss der Feuchte: Das Feuchteprofile wurde mit 10% Gaufs-Rauschen ver-
sehen.
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Cabauw Essen

8000 7 8000
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T T T 7 T T T
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Abbildung 4.4: Finfluss von Instrumentenrauschen, theoretischem Druck und Feuchte

Cabauw
8000

™ T T ;
/ real humudity - RMS error

/ mean monthly humidity - RMS errt
7000 - N\ mean monthly humidity - systematic difference
/ \

6000 |

5000 |- ]
//

4000 | /

3000 | [

Height [m]

2000 |

1000

* ° ’ Temper‘;(ure [K] ° : *
Abbildung 4.5: Finfluss der Feuchte: Das Retrieval ist nicht soweit von der Feuchte un-
abhdngig, dass die Kenntnis der mittleren monatlichen Feuchte fiir ein akzeptables Retrieval
ausreicht. Das aktuelle Feuchteprofil muss also (bis auf Rauschen) bekannt sein.

In Abbildung 4.1 ist zu sehen, dass Instrumentenrauschen von 0.5K, wie es in der Praxis
mit einem gut kalibrierten Mikrowellen-Radiometer zu erreichen ist, keinen groflen Einfluss
auf die Qualitdt der Retrievals hat. Das Vorgeben des theoretischen Druckprofils statt des
realen hingegen verdndert die Retrievals stédrker, wobei sich die Verschlechterungen auf die
Hohen im Bereich von etwa 1000m konzentrieren (vgl. Abbildung 4.2). Die Genauigkeit bleibt
zwar noch brauchbar, es lohnt sich jedoch sicherlich noch, nach Alternativen zu suchen, wie
auf die Kenntnis des Druckprofils verzichtet werden kann. Eine Moglichkeit wire z.B., ein
moglichst aktuelles, bekanntest Druckprofil zu nutzen, etwa von der néichstgelegenen Radio-
sondenstation.

Abbildung 4.3 zeigt, dass geringes Rauschen im Feuchteprofile nahezu keinen Einfluss auf
die Retrievals in einer Hohe bis etwa 2500m hat und auch in Hohen dariiber die Retrie-
vals nur geringfiigig verschlechtert. Allerdings sind die Retrievals nicht unabhéngig von der
Feuchte: Gibt man statt des richtigen Feuchteprofils etwa das mittlere monatliche Feuchte-
profil vor, so sind die Retrievals praktisch unbrauchbar (vgl. Abbildung 4.5). Damit wird
deutlich, dass unser Verfahren von einem Einsatz ,auf dem Feld“, d.h. vom Einsatz in der
Praxis mit Messdaten von einem Mikrowellen-Radiometer, der Bodentemperatur und dem
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Bodendruck, noch mindestens einen Schritt entfernt ist. Um dieses Problem zu l16sen, kénnte
z.B. gleichzeitig zum Temperatur-Retrieval auf &hnliche Weise ein Retrieval fiir die Feuchte
berechnet werden.

Die Kombination aller Stérungen verschlechtert die Ergebnisse deutlich stérker als die
Storungen es jeweils einzeln tun. Insbesondere bei einer Hohe von etwa 1000m nimmt die
Genauigkeit ab (vgl. Abbildung 4.4). Abbildung 4.2 legt nahe, dass die Benutzung des theore-
tischen Drucks den gréfiten Einfluss auf diese Ungenauigkeit hat, und dass speziell diese Hohe
betroffen ist, liegt daran, dass in diesem Bereich die meisten Inversionen liegen, und diese
(ohnehin schon schwierig zu findenden Temperaturphéinomene) mit den Stérungen schwieri-
ger zu finden sind. Damit ergibt sich ein weiterer Grund, nach einer Alternative zur Nutzung
des theoretischen Drucks zu suchen. Der Fehler bleibt allerdings durchaus vergleichbar mit
rein statistischen Retrieval-Verfahren, wenn man fiir die Grofle des Fehler bei statistischen
Verfahren z.B. [13] heranzieht.

Ferner ist zu sehen, dass der Fehler generell ab einer Hohe von 3000m zu wachsen begingt.
Das kommt daher, dass der Einfluss der Temperatur auf die Strahlungstemperaturen am Bo-
den mit der Héhe abnimmt. Dem zu widersprechen scheint, dass der Fehler ab einer Hohe von
etwa 6000m wieder abzunehmen beginnt. Dieser Effekt entsteht, weil die richtige Temperatur
an den Knoten, die iiber 8000m liegen, vorgegeben wird (bei den meisten Datensétzen liegt
der erste Knoten, an dem die Temperatur wieder vorgegeben wird, bei ca. 8500m — 9000m).

Eine weitere Auffilligkeit ist, dass es kaum Unterschiede zwischen den Ergebnissen zu den
Daten aus Cabauw und Essen gibt, d.h. das Vorgeben der Temperatur auf den ersten 200m ist
nicht nétig. Ein Einsatz des Verfahrens ist (von der Feuchte-Abhingigkeit abgesehen) daher
auch mit einem mobilen Mikrowellen-Radiometer denkbar, wenn kein 200m hoher Messmast
verfiighar ist.

4.1.1 Auswertung fiir Inversionen

Wie schon erwihnt ist die Qualitéit der Retrievals mit den rein statistischen Ansétzen ver-
gleichbar. Die Starke unseres Verfahren liegt jedoch darin, auch im Falle von Inversionen gute
Ergebnisse zu liefern. Daher entfernen wir aus den beiden Datensétzen diejenigen Profile,
die keine Grenzschichtinversionen sind, und berechnen ansonsten auf die gleiche Weise den
systematischen Fehler und den RMS error. Dabei wird ein Profil als Grenzschichtinversion
gewertet, wenn es im Referenztemperaturprofil Knoten unterhalb vom 2000m gibt, bei denen
die Temperatur mindestens 2K niedriger ist, als beim néchsthoheren Knoten. (Die 2K sollen
dafiir sorgen, dass sehr schwache Inversionen nicht beachtet werden, um die Auswertung nicht
zu Gunsten unseres Verfahrens zu beeinflussen).

Um zu bestimmen, bei welchen Inversionen unser Verfahren besonders gute Ergebnisse
liefert, benutzen wir noch ein alternatives Auswahlkriterium fiir Inversionen: Ein Profil wird
als alternative Inversion gewertet, wenn es im Referenztemperaturprofil Knoten unterhalb
vom 2000m gibt, bei denen die Temperatur grofier ist als die Bodentemperatur (Der Begriff
alternative Inversion wird hier nur als Abkiirzung benutzt, es handelt sich dabei nicht um
einen Begriff aus der Meteorologie).

Die Abbildungen 4.6, 4.7, 4.8 und 4.9 zeigen den Vergleich der Qualitéit der Retrievals bei
allen Datensétzen und bei Grenzschichtinversionen mit unterschiedlichen Stérungen, wahrend
die Abbildungen 4.10, 4.11, 4.12 und 4.13 den Vergleich der Qualitéit der Retrievals bei allen
Datensétzen und bei alternativen Inversionen mit unterschiedlichen Stérungen zeigen. Es ist
zu erkennen, dass die Genauigkeit bei Grenzschichtinversionen zwar deutlich nachlésst, aber
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dennoch in einer akzeptablen Groéflenordnung bleibt. Bei alternativen Inversionen bleibt die
Genauigkeit sogar im Wesentlichen gleich, also hat unser Verfahren keinerlei Probleme damit,
solche Inversionen aufzuspiiren. In der Literatur scheint es bisher keine Untersuchung von
statistischen Verfahren zu geben, die sich explizit mit der der Qualitdt der Retrievals im
Falle von Inversionsprofilen beschéftigen. Wir vermuten jedoch, dass die Genauigkeit dieser
Verfahren stiarker nachlésst, als bei unserem Verfahren, und hier ein wesentlicher Vorteil
unseres Ansatzes liegt. Es ist also ratsam, noch eine solche Untersuchung durchzufiihren, um
in diesem Punkt Gewissheit zu haben.
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Abbildung 4.6: Vergleich der Qualitdt der Retrievals bei allen Datensdtzen und bei Grenz-
schichtinversionen (Rechnungen ohne Rauschen)
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Abbildung 4.7: Vergleich der Qualitit der Retrievals bei allen Datensditzen und bei Grenz-
schichtinversionen (0.5K Rauschen auf den Strahlungstemperaturen,)
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Abbildung 4.8: Vergleich der Qualitit der Retrievals bei allen Datensdtzen und bei Grenz-
schichtinversionen ( 10% Gauf-Rauschen auf der Feuchte )
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Abbildung 4.9: Vergleich der Qualitit der Retrievals bei allen Datensdtzen und bei Grenz-
schichtinversionen (Alle Storungen)
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Abbildung 4.10: Vergleich der Qualitit der Retrievals bei allen Datensdtzen und bei alterna-
tiven Inversionen (Rechnungen ohne Rauschen)
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Abbildung 4.11: Vergleich der Qualitdt der Retrievals bei allen Datensdtzen und bei alterna-
tiven Inversionen (0.5K Rauschen auf den Strahlungstemperaturen)
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Abbildung 4.12: Vergleich der Qualitdt der Retrievals bei allen Datensdtzen und bei alterna-
tiven Inversionen (( 10% Gauf$-Rauschen auf der Feuchte )
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Abbildung 4.13: Vergleich der Qualitit der Retrievals bei allen Datensdtzen und bei alterna-
tiven Inversionen (Alle Storungen)
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4.1.2 Ausgewahlte Ergebnisse

Im Folgenden finden sich einige ausgewihlte Ergebnisse des Blindtests auf den beiden Da-
tensétzen, wobei die Ergebnisse von Rechnungen ohne Rauschen und mit realem Druckprofil
stammen. Sie stehen beispielhaft fiir die Stédrken und die Schwéchen unseres Verfahrens. Zu-
sammengefasst 1dsst sich folgendes beobachten:

e Profile ohne Inversion werden meist recht gut erkannt.

e Inversionen, deren Temperatur hoher als die Bodentemperatur ist, werden oft sehr gut
erkannt (vgl. Abschnitt 4.1.1.).

e Inversionen, deren Temperatur niedriger als die Bodentemperatur ist, werden meist
nicht erkannt (vgl. Abschnitt 4.1.1.).

o Gelegentlich wird das falsche Startprofil gewé&hlt.
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Abbildung 4.14: Profile ohne Inversion
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Abbildung 4.15: Profile, mit einer Inversion, deren Temperatur héher als die Bodentemperatur
18t
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Abbildung 4.16: Profile, mit einer Inversion, deren Temperatur niedriger als die Bodentem-
peratur ist
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Abbildung 4.17: Profile, bei denen das falsche Startprofil gewdhlt wurde. Hier daran zu erken-
nen, dass das Retrieval eine Inversion hat, das Referenzprofil aber nicht.

4.2 Ausblick

Der Blindtest hat gezeigt, dass die Ergebnisse unseres Verfahrens gut genug sind, um in der
Praxis Verwendung zu finden. Das Schwerwiegendste, das die praktische Nutzung unseres
Verfahrens noch verhindert, ist die Abhéngigkeit von der Kenntnis des Feuchteprofils. Dieses
Problem kénnte man 16sen, indem man zuerst ein statistisches Feuchte-Retrieval-Verfahren
benutzt und das dadurch erhaltene Feuchteprofil in unserem Verfahren verwendet. Eine andere
Moglichkeit ist, wie schon erwdhnt, gleichzeitig zum Temperatur-Retrieval auf dhnliche Weise
ein Retrieval fiir die Feuchte zu berechnen. Fiir das Feuchte-Retrieval liegt es dabei nahe,
als Messdaten nicht die Strahlungstemperaturen, die fiir das Temperatur-Retrieval verwendet
werden, zu benutzen, sondern solche, die an der rechten Flanke der Wasserdampfabsorptions-
linie liegen (vgl. [16]). Das zu Anfang schon erwidhnte Radiometer MICCY kann in diesem
Bereich an den Frequenzen von 22.235 bis 28.235GHz in 1GHz Schritten messen.

Ferner konnte man das benutzte Vorwértsmodell gegen eines mit geringeren Einschréankun-
gen ersetzten, da z.B. die Voraussetzung, dass der Himmel wolkenfrei ist, sehr stark und in
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der Realitdt oft nicht erfiillt ist.

Auflerdem ist der systematische Fehler der Ergebnisse noch relativ grofi. Die Ursachen
dafiir sollte genauer untersucht und wenn moglich das Verfahren so verdndert werden, dass
der systematische Fehler reduziert wird.

Als letztes ist noch zu erwihnen, dass der Blindtest nur fiir Messdaten eines Winkels
gemacht worden ist, obwohl der Algorithmus aus 3.10 die Benutzung mehrerer Winkel zulésst
und auch vollstdndig implementiert ist. Die bisher gemachten Testrechnungen mit mehreren
Winkeln zeigten keine sichtbaren Verbesserungen gegeniiber den entsprechenden Rechnungen
mit nur einem Winkel, daher wurde dies nicht im Blindtest verwendet. Aus [17] und [6]
ist jedoch zu sehen, dass Messdaten an mehreren Winkeln mehr Informationen iiber das
Temperaturprofil enthalten sollten. Somit lohnt es sich sicher, zu untersuchen, inwiefern es
moglich ist, diese Informationen in unserem Ansatz zu nutzen.



5 Anhang

5.1 Wichtige Definitionen und Satze

5.1.1 Satz.

w(z) = wo exp <— / bA(t)dt) _ / " Bt exp (— / t A(s)ds) dt

ist Losung des Anfangswertproblems

w(b) = wp.

Beweis w(b) = wy ist offensichtlich. Wegen

oo ([ 005) = ([ t0) o (- [ 0

folgt ferner

w(z) = exp (- / bA(t)dt) <w0 _ / " B(#) exp ( /t bA(s)ds) dt) ,

also gilt

O

5.1.ii Satz. Fiirn € N sei f, € C'([a,b]), so dass (fu(c)) € RY fiir ein c € [a,b] konvergiert
und f gleichmdfig auf [a,b] konvergiert. Dann ex. f € C([a,b]), so dass f, gleichmdpig auf
[a,b] gegen f konvergiert und es gilt

f'(z) = lim f)(z) fiir alle x € [a,b)].

n

Beweis Der Beweis ist in fast jedem Analysis Buch zu finden. O
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5.1.iii Lemma. Seien X,Y normierte R-Vektorriume. Ferner seien YV C X und F :V —
L(Y,Y"). Dann ist F' genau dann stetig, wenn

Y N 3 N N F(v) — .
YooY 3 Y Y FE - F@)y Al <elyly ey
lo—wlx <6 y,2#0
Beweis
»,=": Nach Definition der Stetigkeit gilt
B S B I F@ler <
lv—wll x <&

Seien g, 20 € Y, 4o, 20 # 0 beliebig. Es folgt
(F'(v) = F(w)) ylly-

e > 1P (0) — P(w)l,pyry = sup |

yey 1ylly
y70
Fv)—-F Fv)—F
— supsup ((F'(v) = F(w)) y,2)]| N [((F(v) — F(w)) 9o, 20)]|
yey zeY 1ylly lI=lly 190lly lz0lly
y#0 27#0

und damit die Behauptung.

»<=“: Aus der Voraussetzung folgt

v sy (F() = Fw)y )| _

€
veY 0  §>0 wey Y,2€Y z 5
lo-wllx <o yiz0 Ielly 1=l

Durch Bildung des Supremums iiber y und z folgt

Fv)— F(w))y,z €
H(F(v)—F(w)HL(KY,):Supsup|<( (v) = F(w))y,2)| <f<e
VEY z€Y 1ylly 11=lly
y#0 27#0

O

5.1.iv Lemma. Seien X, Y normierte R-Vektorriume. Ferner seien C X und F : V — Y.
Dann ist F genau dann stetig, wenn

voov 3 v v - .
veY >0  §>0 weY Jey ’<(F(U> F(w))’ 19” <€ HﬁHY
lo—wllx<6 970

Beweis
,="“: Nach Definition der Stetigkeit gilt
\4 \4 = \v Flv) - F ) '
veV >0 §>0 weY 1£(v) (w)|ly, <€
lv—w| x <o

Sei ¥y € Y, 9o # 0 beliebig. Es folgt

W) = F(w),9)] _ [(F(v) = F(w), )]
€> ||F(v) — F(w)lly —%gég T, > ol
0

und damit die Behauptung.
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»<=“: Aus der Voraussetzung folgt

Loy sy @ - Fw))
vEY €0 650 wEV Yey 9]y
lo—wlx<é 970

DO

Durch Bildung des Supremums folgt

[{(F'(v) = F(w)), J)]
191l

< -=-<e

N ™

[(F'(v) = F(w)]y, = sup
ey
920

O

5.1.v Lemma. Seien X,Y normierte R-Vektorridume. Ferner seien V C X und F :V — Y.
Dann ist F' genau dann stetig in v € V, wenn

oA Yy (R~ Fw), ) <y
lv—wl|x<d  9#0

Beweis Analog zu vorigem Lemma. O

5.1.vi Definition. (erste Variation) Sei X ein R-Vektorraum und E : X — R ein Funktional.
Dann ist fiir x,v € X

d
< E'lz],v >:= %E[ac + ev]
e=0

die erste Variation von F in z in Richtung v. Damit gilt
E: X' - Rx— (v< Elx],v>).

5.1.vii Definition. Seien z; < ... < z ein Gitter und j € {1,...,l}. Die Funktion ©; :
[21, 21] — R, die bestimmt ist durch

G)j(zi) = 5@‘ fir 1 < 7 < l
und

CHI ist affin fiir 1 <i<1—1,

Zit1)
heifit FE-Basisfunktion zum Gitter 21, ..., z; und Knoten z;.

5.1.viii Lemma. Mit den Voraussetzungen aus 5.1.vii gilt

E 2 € [z, 24
@j(z) = % A [Zj_l,Zj]

0 sonst
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80
und
/zj+1 @J(Z)Zdz _ Zj41 — Zj’
. 3
— 21
@ ~y =1
/. 7
Zj—
|7 escesn(as = 22
Zj—1

Beweis Durch die Bedingungen
Da die oben angegebene Funktion
Ferner gilt mit h; := zj41 — 2

an ©; aus 5.1.vii ist ©; bekanntlich eindeutig bestimmt.
diese Bedingungen offensichtlich erfiillt, gilt die Gleichheit.

) ) ) .
Zj+1 i+l f o — 1 Zj+1
1 z
/ 0,(2)%dz :/ <L> dz=— / Zj11 — 22j412 + 22dz
zj zj L T E hi Jz
1 1 Zj+1
2 2 3
=25 |%j41% — %4127 + 52
h= 31,
J J
1 1 1
_ 3 3 13 2 o2 1.3
_h2 Zjp1 — Zjy1 T SZjH Zj11%j t+ 2j41%] 3zj
1
_ s a2 2 .31 L ;3
=2 (2741 — 3271125 + 3zj4125 — 27| = h2 h;
J
_AH T
=
% 4G a—zim1 \° %G1 i — 2\ 2j — Zj—1
/ @j(z)de :/ (43 dz = —/ B L R P e
-1 Zjo1 \Zj T 21 2 Zj-1 = %j 3

J

Zj o L
/ Oi J+1(2)dz:/ (ZJ“ Z) ( 2% >dz
Zj— Zj—1 Zj+1 — %5 Zjt1 — %j
Zj+1
h2 2412 = 2jp1%) — 27 + zjzdz
J
1 -1 2 1 3 1 2 Zj41
:h_? _§Zj+1z — Zj+1%5% 32 + QZJ .
1 _1 3 2 1 3 1 2 1 ) ) 1 5 1
J L
1 [1 4 1, 1 , 14
T2 Ezjﬂ 2 Zj+1%5 <_§Zj+lzj + EZJ'
J b
~6n? (2741 — 327112 + 32j112] — 2] = @hj _
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5.1.ix Satz. Sei I' C R? eine Kurve mit ¢ := L(T') > 0 und f : T — R integrierbar. Dann

gilt
/f )ds(x /f cx)eds(x

Beweis Sei ¢ :[0,1] — I eine Karte von I'. Dann ist % eine Karte von % und es gilt
1 /
/f )ds(x /f ‘dy—/f(c@)c‘@)dy
0
= /F f(ex)cds(x)

5.2 Programm-Dokumentation

Das Programm fiihrt nach dem Start folgende Schritte durch:
(i) Lesen der Parameter aus der Datei meteo.par (siehe 5.2.2).

(ii) Anzeigen der Parameter in einer Liste, um sicherzustellen, dass alle Parameter richtig
gelesen wurden.

(iii) Einlesen des ersten noch nicht gelesenen Datensatzes aus der in der Parameter Datei
angegebenen Eingabe-Datei (siehe 5.2.1).

(iv) Berechnung des Retrievals entsprechend dem Algorithmus aus Abschnitt 3.10.
(v) Schreiben des Retrievals in die output.dat (siehe 5.2.3).

(vi) Wiederholen der letzten zwei Schritte, fiir jedes Feuchteprofil, das im Datensatz ange-
geben ist und auf dem gerechnet werden soll.

(vii) Wiederholen der letzten vier Schritte, bis alle Datensétze abgearbeitet worden sind.

5.2.1 Dateiformat der Eingabe Datensatze

Das Programm liest Datensétze aus Text Dateien im folgendem Format, dabei ist die Notation
genau wie in Kapitel 3:

e Integer: Jahr

Integer: Monat

Integer: Tag

Integer: Stunde (diese Daten geben an, wann der Datensatz gemessen wurde)

Integer: [ = Anzahl der Hohenniveaus (ng bezeichne die Anzahl der Hohen, die grofier
oder gleich 8000m sind, soll nicht im Datensatz stehen, sondern wird berechnet)
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[ double: zq, ..., z; Hohenniveaus in m

[ double: Temperatur an den obigen Hohen, wobei die Werte an den Hohen, die echt
groBer 200m und echt kleiner 8000m sind, durch beliebige Zahlen ersetzt werden kénnen,
in K

[ double: Druck an den obigen Hthen in Pa

[ double: Absolute Feuchte an den obigen H6hen in % (Angabe von mehreren Profilen
moglich)

ng double: Wert von o, an obigen Hohen, die groBer oder gleich 8000m sind, zur Fre-
quenzen 50.8

ng double: Wert von g, an obigen Hohen, die gréfler oder gleich 8000m sind, zur Fre-
quenzen 51.8

ny double: Wert von o, an obigen Hohen, die grofier oder gleich 8000m sind, zur Fre-
quenzen 58.8

9 double: Strahlungstemperaturen zu den Frequenzen 50.8, 51.8, 52.8, 53.8, 54.8, 55.8,
56.8, 57.8, 58.8 GHz

Eine Datei darf beliebig viele Datensétze enthalten, sie miissen nur in obigem Format hinter-
einander in der Datei stehen.

5.2.2 Format der Parameterdatei meteo.par

In der Parameterdatei meteo.par sind alle wichtigen Parameter gespeichert, die das Pro-
gramm benotigt. Beim Start werden diese aus der Datei eingelesen, so dass die Parameter
gedndert werden konnen, ohne das Programm neu zu kompilieren. Dabei wird folgendes For-
mat verwendet: In einer Zeile steht Parameter-Name Parameter-Wert z.B. beta 0.0001. Die
einzelnen Parameter sind in Tabelle 5.1 aufgelistet.

5.2.3 Format der Ausgabedatei output.dat

Die berechneten Retrievals werden in die Textdatei output.dat geschrieben. Die einzelnen
Retrievals stehen in der Datei hintereinander im folgendem Format:

Integer: Jahr

Integer: Monat

Integer: Tag

Integer: Stunde (diese Daten geben an, wann der Datensatz gemessen wurde)

9-numangles double: Strahlungstemperaturen zu denen ein Profil gefunden werden soll:



5.2 Programm-Dokumentation 83

— 9 double: Strahlungstemperaturen zum Winkel 1 und den Frequenzen 50.8, 51.8,
52.8, 53.8, 54.8, 55.8, 56.8, 57.8, 58.8 GHz

— 9 double: Strahlungstemperaturen zum Winkel numangles und den Frequenzen
50.8, 51.8, 52.8, 53.8, 54.8, 55.8, 56.8, 57.8, 58.8 GHz

e numHumidityProfiles Retrievals, jeweils bestehend aus

— Integer: Nummer des Startprofils, das fiir das Retrieval ausgewéhlt wurde (vgl.
3.11)

0: lineares Startprofil
1: Startprofil mit Inversion

Integer: | = Anzahl der Hohenniveaus des Retrievals

[ double: zq, ..., z; Hohenniveaus in m
— [ double: ermittelte Temperatur an den obigen Hohen in K
— 9 - numangles double: Strahlungstemperaturen , die das ermittelte Profil hat

* 9 double: Strahlungstemperaturen zum Winkel 1 und den Frequenzen 50.8,
51.8, 52.8, 53.8, 54.8, 55.8, 56.8, 57.8, 58.8 GHz

x 9 double: Strahlungstemperaturen zum Winkel numangles und den Frequenzen
50.8, 51.8, 52.8, 53.8, 54.8, 55.8, 56.8, 57.8, 58.8 GHz
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Name Beschreibung

M Anzahl der Freiheitsgrade/2

numangles Anzahl der Messwinkel. Werte grofier 1 funktionieren (der-
zeit) nur mit calculateTB=1

startdataset Nummer des ersten Datensatzes, auf dem gerechnet werden
soll (nummeriert ab 0). Alle vorigen werden ignoriert.

TBNoise Aus dem Datensatz gelesene Strahlungstemperaturen werden
um eine auf [—TBNoise, TBNoise| gleichverteilte Zufallsvaria-
ble gestort

alpha entspricht a aus 3.8

beta entspricht § aus 3.8

gamma entspricht v aus 3.8

lambdal entspricht A1 aus 3.4

lambda?2 entspricht Ao aus 3.4

calculateTB Ist calculateTB = 1, so werden die TBs aus dem Datensatz

useTheoreticPressure

keepTempFiles
plotGIF

plotPS

plotEPS

inputfile
numdatasets
numHumidityProfiles

numUsedHumidityProfiles
numTBProfiles

Tabelle 5.1:

ignoriert und neu berechnet (dazu muss das komplette Tem-
peraturprofil im Datensatz vorhanden sein!).

Ist calculateTB = 0, so werden die TBs aus dem Datensatz
fiir das Retrieval benutzt.

Ist useTheoreticPressure = 0, so wird der normale Algo-
rithmus aus 3.10 benutzt.

Ist useTheoreticPressure = 1, so wird der Algortihmus wie
in 3.11 abgeéndert.

Ist keepTempFiles = 1, so werden die Dateien, die zum plot-
ten mit gnuplot bendtigt werden, nicht geldscht.

Ist plotGIF = 1 so wird von jedem Retrieval ein .GIF mit
gnuplot generiert.

wie oben, mit .PS statt .GIF

wie oben, mit .EPS statt .GIF

Name der Datei, die die Datensétze enthélt, fiir die Retrievals
berechnet werden sollen

echte Anzahl der Datensézte (nummeriert ab 1). Ist 0 ange-
geben, so wird versucht die Anzahl aus der Datei inputfile
selbst zu berechnen.

Anzahl der Feuchteprofile, die pro Datensatz vorhanden sind
Anzahl der Feuchteprofile, auf denen gerechnet werden soll
reservierte Grofle, muss auf 1 gesetzt werden

mogliche Parameter der Datei meteo.par
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