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Einfiihrung

In den computergestiitzten Wissenschaften sind Transformationen eines Signals in seine
Frequenzbestandteile allgegenwirtig. Sie ermdoglichen es, verschiedene Frequenzbander
eines Signals voneinander zu trennen. Die wohl bekannteste dieser Transformationen ist
die Fouriertransformation.

Allerdings zeigt sich in der Bildverarbeitung ein zentraler Nachteil Fourier-transformierter
Signale: Das transformierte Signal enthilt keinerlei Ortsinformationen mehr. Dies ist ein
grofles Problem, wenn beispielsweise die Frequenzbander von Vorder- und Hintergrund
grundverschieden sind, da diese so nicht differenziert werden kénnen.

Eine Losung bieten die sogenannten Wavelets. Diese Standardmethode der Signalverar-
beitung [SN96; J101; TM02] ermoglicht es, Signale im Frequenzbereich darzustellen, ohne
alle Zeitinformationen zu verlieren. Der Begriff Wavelets leitet sich vom franzdsischen
ondelettes, wortlich tibersetzt , kleine Wellen”, ab. Wie der Name bereits andeutet, sind
Wavelets wellenartige Funktionen, die sowohl in Zeit als auch Frequenz lokal sind.

Aufgrund dieser Vorziige haben Wavelets vielfdltige Anwendungsfalle im maschinellen
Lernen. Sie werden beispielsweise zum Entfernen storender Artefakte wie Dunstschwaden
aus Landschaftsfotografien [Fu+21], zur Generierung synthetischer Bilder [Gal+21], zur
Erkennung von synthetisch generierten hyper-realistischen Bildern (DeepFakes) [ Wol+21]
oder in Pooling-Schichten in Faltungsnetzwerken [ WG21; WL18] eingesetzt.

In der Regel sind die Signale, die beim maschinellen Lernen verarbeitet werden, endlich.
Wie wir im Laufe dieser Arbeit besprechen werden, erfordert dies eine explizite Behand-
lung der Signalrdnder, um Wavelet-Transformationen anwenden zu kénnen. In der Praxis
geschieht die Randbehandlung oft durch eine Fortsetzung der Signale. Jedoch kénnen
dabei je nach Fortsetzungsmethode verschiedene Probleme auftreten, weshalb wir als
Alternative zur Signalfortsetzung die Randbehandlung mittels sogenannter Randfilter be-
sprechen werden. Diese bieten den Vorteil, dass einerseits weniger Randartefakte auftreten
und andererseits unabhidngig von der Wahl des Wavelets die Wavelet-Transformierte eines
endlichen Signals dieselben Mafie hat. Im Falle einer Verwendung von Faltungsnetzwerken
muss dadurch bei einem Wechsel des verwendeten Wavelets nicht die Netzwerkarchitektur
angepasst werden.

Die Beschreibung der Wavelet-Theorie bedient sich mathematischer Grundlagen in
verschiedenen Bereichen wie z.B. der Signalverarbeitung und der Funktionalanalysis,
weshalb im Rahmen dieser Arbeit nur ein Abriss dessen moglich ist. An einigen Stellen
werden wir Konstruktionen nur skizzieren konnen, um den Rahmen dieser Arbeit nicht zu
sprengen. Insbesondere die signaltheoretischen Grundlagen in den Abschnitten 1.1 und 1.2
fithren wir mit dem klaren Fokus auf die spdtere Anwendung zur Konstruktion einer
orthonormalen Wavelet-Basis ein. Auch werden Verallgemeinerungen wie biorthonormale
Filterbanke und Wavelets nicht behandelt.
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Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit gliedert sich in vier Kapitel. Im ersten Kapitel arbeiten wir die theoretischen
Grundlagen der Wavelet-Theorie auf. Dazu fithren wir zundchst Filter (Abschnitt 1.1)
und darauf aufbauend Filterbéanke (Abschnitt 1.2) ein. Wir beschreiben Anforderungen
an Filterbanke, um mit diesen eine in Zeit und Frequenz lokale Orthonormalbasis von
L?(R) zu konstruieren — die sogenannte Wavelet-Basis. Weiter lernen wir mit der Schnellen
Wavelet-Transformation eine effiziente Moglichkeit des Basiswechsels in diese Basis kennen.
Dabei gehen wir davon aus, dass die Leserin und der Leser mit grundlegenden Konzepten
der Funktionalanalysis wie Hilbertraumen vertraut ist.

Wir betrachten in Kapitel 2 Moglichkeiten, die im ersten Kapitel entwickelte Theorie
auf endliche Signale anwendbar zu machen. Dazu fithren insbesondere sogenannte Gram-
Schmidt-Randfilter als Moglichkeit der Randbehandlung ein und vergleichen diese mit
der Randbehandlung durch symmetrische Fortsetzung anhand von Visualisierungen.

Im dritten Kapitel untersuchen wir dann Anwendungen der Gram-Schmidt-Randfilter.
Dazu zeigen wir zundchst, dass Wavelet-Transformationen auf zweidimensionale Signa-
le anwendbar sind, indem wir diese entlang jeder Achse transformieren. Anschlieffend
erweitern wir einen Anwendungsfall von Wavelets im maschinellen Lernen mittels Gram-
Schmidt-Randfilter auf langere Wavelets und zeigen, dass somit deutliche Verbesserungen
gegeniiber Haar-Wavelets erzielt werden konnen.

Schliefilich geben wir in Kapitel 4 eine kurze Zusammenfassung, eine Diskussion der
Anwendung von Randfiltern im maschinellen Lernen und einen Ausblick.

Eigener Anteil

Folgende wesentliche Beitrdge finden sich in dieser Arbeit:
o Aufarbeitung der Grundlagen der Wavelet-Theorie (Kapitel 1),

e Zusammenfiihrung verschiedener Ansitze [HV94; JI01] zur Konstruktion von Gram-
Schmidt-Randfiltern (Kapitel 2),

e Implementation der eindimensionalen und separablen zweidimensionalen Schnellen
Wavelet-Transformation und Wavelet-Paket-Transformation mit Randbehandlung
durch Gram-Schmidt-Randfilter in Python (vgl. Abschnitt 3.1),

e Vergleich der Gram-Schmidt-Randfilter mit der Randbehandlung durch symmetri-
sche Fortsetzung im Eindimensionalen anhand von Zeit-Frequenz-Darstellungen,

e Erweiterung der Ansidtze von Wolter u. a. [Wol+21] zur Erkennung von DeepFakes
auf beliebige orthonormale Wavelets durch Randbehandlung mittels Gram-Schmidt-
Randfiltern; experimentelle Untersuchung des Ansatzes fiir verschiedene Wavelets
und Datensédtze und Vergleich der Ergebnisse mit Wolter u. a. [Wol+21],

e Diskussion der Anwendung der Gram-Schmidt-Randfilter im maschinellen Lernen
sowie Ausblick.
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1. Grundlagen

Den theoretischen Ausgangspunkt fiir diese Arbeit bilden Signale f € L?(R%), also auf R?
quadratintegrierbare Funktionen. Das Ziel dieses Kapitels ist, fiir L?(R?) eine Orthonor-
malbasis aus Wavelet-Funktionen zu konstruieren. Dies sind Funktionen, die sowohl in
der Zeit als auch in der Frequenz lokal sind. Dafiir wenden wir uns zunéchst zeitdiskreten
Signalen zu und fiihren in den Abschnitten 1.1 und 1.2 einige Konzepte aus der Signal-
verarbeitung ein. Dazu orientieren wir an Strang und Nguyen [SN96]. In Abschnitt 1.3
werden wir dann die Briicke zuriick zu kontinuierlichen Signalen schlagen und mit diesen
Mitteln die Wavelet-Basis sowie ein schnelles Verfahren zu ihrer Berechnung beschreiben.

Wir wihlen zur Beschreibung von Signalen L?(R?) aus zwei Griinden. Einerseits bildet
L?(R%) mit dem Skalarprodukt

(f.9)=| f)g(x)dz fir f,ge L*(R)
Rd

einen Hilbertraum [Wer18]. Dies ermdglicht es, Werkzeuge der Funktionalanalysis anzu-
wenden. Andererseits entspricht eine endliche induzierte L?-Norm in der Signaltheorie
einem Signal mit endlicher Energie [Mer20].

Wir beschrédnken uns fiir dieses Kapitel auf die Verarbeitung eindimensionaler Signale.
Hier ist als Intuition die Vorstellung eines Audiosignals hilfreich. In Kapitel 3 erweitern
wir die Theorie auf zweidimensionale Signale, um auch Bilder untersuchen zu kénnen.

1.1. Filter

Definition 1.1.1. Ein (diskretes) Signal x ist ein Element aus dem Folgenraum

2(Z) = {x: 7 R[S xn)P < oo}.

nez

Wir schreiben kurz [? fiir [?(Z). Der verwendete Folgenbegriff nutzt Z zur Indizierung,
damit die Folge sowohl fiir steigenden als auch fallenden Index nicht endet.

Bemerkung. Analog zum theoretischen Signalbegriff aus der Einleitung dieses Kapitels
entspricht eine Folge aus {? in der Signaltheorie einem diskreten Signal mit endlicher
Energie [Mer20].

Wir konnen diesen diskreten Signalbegriff als das Ergebnis einer Auswertung eines
kontinuierlichen Signals f € L?(R?) auf einem regelméfligen Gitter interpretieren [SN96],
wie in Abbildung 1.1 schematisch dargestellt ist.

Ein wichtiges Signal ist der sogenannte Einheitsimpuls §, auch Dirac-Impuls genannt:



1. Grundlagen

Abbildung 1.1.: Beispielsignal auf R sowie diskretisiertes Signal zur Sampling-Rate T’

Definition 1.1.2. Der Einheitsimpuls § € [? ist definiert als

5(n) = {1 n =0,

0 sonst.

Definition 1.1.3. Ein Filter H: [ — [? ist ein linearer Operator, der ein Signal mittels
Faltung mit einem festen Signal h € [? filtert, also in ein anderes Signal transformiert. Es
gilt also fiir ein Signal x € /2

[Hx|(n) = [h«x](n) = > _h(k)x(n — k).
kez
Das feste Signal h wird , Impulsantwort” genannt, da die Anwendung eines Filters auf
den Einheitsimpuls dieses Signal erzeugt. Die Lange eines Filters definieren wir als die
Lange seiner Impulsantwort.

Definition 1.1.4. Ein bedeutender Spezialfall sind die Filter mit endlicher Impulsantwort
(englisch: Finite Impulse Response Filter, FIR-Filter).

Diese Filter sind wichtig, da wir einerseits Filter {iber ihre Impulsantwort codieren
wollen, was in Anwendungen nur fiir Filter mit endlicher Impulsantwort moglich ist, und
andererseits sonst die Berechnung der Faltung mit der Impulsantwort nicht in endlicher
Zeit durchfiihrbar wére.

Definition 1.1.5. Wir nennen einen Filter kausal, wenn seine Impulsantwort fiir alle negati-
ven Indizes null ist.

Beispiel 1.1.6. Zwei Filter, auf die wir im Laufe dieser Arbeit wiederholt zurtickkommen
werden, sind das Gleitende Mittel H, und die Gleitende Differenz H,. Das Gleitende Mittel
ist ein kausaler FIR-Filter mit der Impulsantwort

1 = =1
hy(n) = 4 2 n = 0 oder n , (1.1)
0 sonst.

Somit entspricht die Ausgabe des Filters dem Mittelwert des aktuellen Signalwerts x(n)
und des vorherigen Wertes x(n — 1):
1

Hox(n) = gx(n) + %x(n _1)



1.1. Filter

Abbildung 1.2.: Anwendung des Gleitenden Mittels (blau) und der Gleitenden Differenz
(rot) auf das Beispielsignal aus Abbildung 1.1.

Die Gleitende Differenz hat die Impulsantwort

% n =20,
h,(n) = —% n=1, (1.2)
0 sonst.

und ist somit ebenfalls ein kausaler FIR-Filter. Die Ausgabe des Filters ist die Differenz des
aktuellen Signalwerts x(n) und des vorherigen Werts x(n — 1):

H,x(n) = %x(n) — %x(n —1)

Eine Visualisierung der Anwendung beider Filter auf das Beispielsignal aus Abbildung 1.1
findet sich in Abbildung 1.2.

Filter sind ein zentrales Objekt dieser Arbeit. Die bisherige Darstellung eines Filters arbei-
tetim , Zeitbereich”: ein Filter wird mit seiner Impulsantwort assoziiert. Dann entspricht
die Anwendung des Filters der Faltung des Eingabesignals mit der Impulsantwort.

Dem gegentiber gibt es noch zwei weitere Darstellungsarten fiir einen Filter, die wir
in dieser Arbeit verwenden werden: die Darstellung im ,,Frequenzbereich” mittels der
diskreten Fouriertransformation und die Darstellung als unendliche sogenannte Toeplitz-
Matrix (vgl. Abschnitt 1.1.2).

1.1.1. Filterdarstellung mittels Fouriertransformation

Definition 1.1.7. Die Fourier-transformierte eines Signals x € [? ist
X(w) = x(k)e ik,
kez

Lemma 1.1.8. Fiir x € [? existiert eine eindeutige Fourier-transformierte X € L*([—m, 7).

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Satz von Fischer-Riesz [z.B. Bea04, Theorem 13.12]. [

Beispiel 1.1.9. Die Frequenzantwort des Gleitenden Mittels H,, ist

) 1 1 . iw/2 —iw/2 )
Hy(w) =Y hy(k)e e = 3t Y= e T - —f—2e e 1w/? = cos(%)e““’m.
kez



1. Grundlagen

Beispiel 1.1.10. Die Frequenzantwort der Gleitenden Differenz H, ist

) 1 1 . iw/2 _ s—iw/2 ) )
H(w) = Zhl(k)eﬂk“’ =5 59*“" & e 2e e lw/2 = isin(%)e*““/?
keZ

Lemma 1.1.11 (Strang und Nguyen [SN96, S. 5]). Die Fourier-transformierte eines gefil-
terten Signals entspricht der Multiplikation des Fourier-transformierten Eingabesignals mit der
Fouriertransformation der Impulsantwort des Filters.

Somit kénnen wir einen Filter mit der Impulsantwort h auch mit der sogenannten
Frequenzantwort

H(w) =Y h(kje

kezZ

also der Fourier-transformierten dieser Impulsantwort, assoziieren.

1.1.2. Filterdarstellung mittels Toeplitz-Matrizen

Definition 1.1.12. Eine (unendliche) Toeplitz-Matrix A = (a,;); ;<7 ist eine Matrix, deren
Diagonalen alle den gleichen Eintrag haben, also

a;; =ay furalled,j,k,l € Zmiti—j=k—1L.

Lemma 1.1.13. Die Anwendung eines Filters H auf ein diskretes Signal x € 12 entspricht dem
(unendlichen) Matrix-Vektor-Produkt der Toeplitz-Matrix H = (h;;); ez mit x, wobei h;; :=

h(i —j).

Beweis. Wir konnen das Matrix-Vektor-Produkt Hx schreiben als

h(0) h(-1) h(-2) xil)
Hx = h(1) h(0) h(-1) x(0)
h(2) h(1)  h(0) x(1)

-+ h(0)x(-1) + h(—l:)x(O) + h(—2)x(1) +--
|-+ h(1)x(—=1) + h(0)x(0) + h(-1)x(1) +--
T+ h(2)x(=1) + h(1)x(0) + hO)x(1) +--

-+ h@B)x(—1) + h(2)x(0) + h(1)x(1) +--

Fiir ein beliebiges n € Z ist also der n-te Eintrag von Hx
[HX|(n) =) hnyx(j) = ) _h(n—jx(j) = [hxx](n),
Jjez jez
was das Ergebnis der Anwendung von h auf x ist. O



1.1. Filter

Somit konnen wir einen Filter H mit der zugehorigen Toeplitz-Matrix H identifizieren.
Ist H kausal, so hat H die Gestalt einer unendlichen unteren Dreiecksmatrix; ist H ein
FIR-Filter, so enthélt jede Zeile von H endlich viele Eintrdage, ndmlich die Eintrdge der
Impulsantwort in umgekehrter Reihenfolge. Somit hat die Toeplitz-Matrixdarstellung von
kausalen FIR-Filtern, auf die wir uns tiberwiegend beschrianken werden, die Form einer
unendlichen unteren Dreiecks-Bandmatrix.

Bemerkung. Fiir einen Filter H haben wir mit der Impulsantwort, der Frequenzantwort
und der Toeplitzmatrix drei verschiedene Darstellungen kennengelernt. Fiir den Rest der
Arbeit einigen wir uns auf die folgende Notationen: die Impulsantwort notieren wir als
fettgedruckten Kleinbuchstaben, z.B. h, und die Frequenzantwort als kursivgedruckten
Grofibuchstaben, z.B. H. Fiir die Toeplitz-Matrix tiberladen wir die Notation und schreiben
diese — genau wie den Filter selbst — als fettgedruckten Grofibuchstaben, z.B. H.

1.1.3. Hoch- und Tiefpassfilter

Wie der Name Filter bereits andeutet, dienen Filter dazu, gewisse unerwiinschte Anteile
aus einem Signal zu entfernen. Die beiden fiir die Wavelettheorie relevanten Filterarten
sind die sogenannten Hoch- und Tiefpassfilter. Diese entfernen niedrigfrequente bzw.
hochfrequente Signalanteile und lassen die verbleibenden Signalanteile unverandert. Dazu
unterteilen wir den Frequenzbereich [—, 7] in zwei gleiche Teile: das Frequenzinterval
(—3%, %) bildet die niedrigen Frequenzen, der Rest die hohen Frequenzen.

Wie ein Filter H auf verschiedene Frequenzanteile wirkt, konnen wir in der Frequenz-
antwort H des Filters ablesen. Das Entfernen einer Frequenz w durch den Filter entspricht
|H (w)| = 0; das Beibehalten der Frequenz hingegen |H (w)| = 1.

Somit konnen wir ideale Hoch- und Tiefpassfilter definieren:

Definition 1.1.14. Der ideale Tiefpassfilter H,, ist ein Filter, der das Frequenzband (-3, 7)
unverdndert lasst und die restlichen Frequenzen entfernt. Der ideale Hochpassfilter H, wie-
derum ist ein Filter, der das Frequenzband (—7, 7 ) entfernt und die restlichen Frequenzen
unverdandert ldsst. Die Frequenzantworten von H, und H,; haben die Form

Ho<w>={1 “ € =58 H1<w>={0 Ve =5 (13)

0 sonst; 1 sonst.

Lemma 1.1.15 (Strang und Nguyen [SN96, S. 45ff.]). Die idealen Hoch- und Tiefpassfilter
haben die Impulsantworten

1
5 n = 0,

hy(n) = 2 =20 n gerade,n # 0, h;(n) = (—=1)"hy(n) (1.4)
(—DFL =2k 41,

und sind damit keine FIR-Filter.

Bemerkung. Da die idealen Hoch- und Tiefpassfilter keine FIR-Filter sind, sind sie fiir
Anwendungsfille ungeeignet. Auch endliche Approximationen der idealen Filter, z.B.
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Idealer Tiefpassfilter Idealer Hochpassfilter
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Abbildung 1.3.: Absolute Frequenzantwort des idealen Tiefpassfilters (links) und Hoch-
passfilters (rechts). Dargestellt sind jeweils die absolute Frequenzantwort
des idealen Filters (blau) sowie der Approximation mit den ersten 10
(griin) und 20 (rot) Termen. Gut zu erkennen sind die Ausschldge an den
Sprungstellen 47 /2, die als Gibbs’sches Phanomen beschrieben werden.

durch Einschrankung auf die ersten NN Filterkoeffizienten, sind aufgrund des Gibbs’schen
Phanomens [vgl. Bea04, Abschnitt 14A; SN96, S. 46ff.] keine optimale Losung, wie in
Abbildung 1.3 veranschaulicht wird. Aus diesem Grund wurden verschiedene Verfahren
zur Konstruktion von nicht-idealen FIR-Hoch- und Tiefpassfiltern vorgeschlagen [vgl.
SN96, Abschnitt 2.3].

Unsere Mindestanforderung an nicht-ideale Tiefpassfilter ist, dass das niedrigfrequentes-
te Signal, also das konstante Signal, unverdndert bleibt und das hochfrequenteste diskrete
Signal, also das alternierende Signal x(n) = (—1)", auf 0 gesetzt wird. Alternativ formuliert
muss fiir die Frequenzantwort H gelten, dass

[H(0)| =1, [H(£m)[=0.
Diese Mindestanforderung gilt fiir nicht-ideale Hochpassfilter genau umgekehrt:
[H(0)] =0,  [H(£m)[= 1.

Dies sind Minimalkriterien. Wir werden im Laufe dieser Arbeit weitere Bedingungen
kennenlernen, die ein Filter erfiillen muss, um zur Konstruktion von Wavelets geeignet zu
sein.

Beispiel 1.1.16. Wir haben bereits jeweils ein Beispiel fiir einen nicht-idealen Tief- bzw.
Hochpassfilter kennengelernt: das Gleitende Mittel und die Gleitende Differenz. Ersteres
bildet den Durchschnitt zweier aufeinanderfolgender Signalwerte. Somit werden — bildlich
gesprochen — schnelle Anderungen im Signal ,herausgemittelt”, wodurch sich ein Tief-
passfilter ergibt. Als Hochpassfilter agiert die Gleitende Differenz gegensétzlich. Indem



1.2. Filterbinke

Absolute Frequenzantwort

1
0.8 a
_ 06| .
3
T
— 04 -
0.2 -
0 B .
w
— Gleitendes Mittel: |H (w)| = cos(%)
—— Gleitende Differenz: | H ( )\ sin(%)

Abbildung 1.4.: Betrag der Frequenzantwort des Gleitenden Mittels (blau) und der Gleiten-
den Differenz (rot). Wir erkennen, dass die Bezeichnungen , Tiefpassfilter”
bzw. ,Hochpassfilter” jeweils gerechtfertigt sind.

Differenzen aufeinanderfolgender Signalwerte gebildet werden, werden Anderungen im
Signal herausgestellt und das ,Grundniveau” des Signals entfernt.

Eine Visualisierung des Betrags der Frequenzantworten beider Filter wird in Abbil-
dung 1.4 dargestellt. Wir erkennen, dass die Filter die Mindestanforderungen an Tief- bzw.
Hochpassfilter erfiillen.

1.2. Filterbanke

Ein haufiges Schema von Anwendungen der Signalverarbeitung ist die Analyse eines
Signals. Dabei wird ein Signal in eine Form transformiert, die eine Extraktion relevanter
Informationen oder eine Weiterverarbeitung erleichtert. Ein Beispiel einer solchen Analyse
haben wir mit den Hoch- und Tiefpassfiltern bereits kennengelernt. Hier wird ein Signal
auf seinen hoch- bzw. niedrigfrequenten Anteil reduziert. Allerdings gehen bei dieser
Reduktion Informationen verloren, da gewisse Frequenzbereiche aus dem Signal entfernt
werden. Das urspriingliche Signal ist somit nicht rekonstruierbar.

In einigen Anwendungsfallen ist es jedoch notwendig, dass kein Informationsverlust bei
der Analyse auftritt. Es soll also eine andere Darstellung des Signals mit wiinschenswerten
Eigenschaften gefunden werden, aus der das Signal wieder rekonstruiert werden kann.
Diesen Rekonstruktionsvorgang nennen wir Synthese.



1. Grundlagen

Wie besprochen, erfiillen einzelne Hoch- und Tiefpassfilter diese Eigenschaft per De-
finition nicht, da gewisse Frequenzbereiche aus dem Signal entfernt werden. Nehmen
wir allerdings ein passendes Paar aus Hoch- und Tiefpassfilter zusammen, verlieren wir
keine Informationen. Stattdessen teilen wir das Signal lediglich in einen hoch- und einen
niedrigfrequenten Anteil auf, die wir wieder zum Ursprungssignal zusammensetzen kon-
nen. Damit kommen wir zum Konzept einer Filterbank. Diese nutzt fiir die Analyse und
Synthese jeweils ein geeignetes Filterpaar, wobei das Analysepaar aus einem Hoch- und
einem Tiefpassfilter besteht. Das Analysepaar nennen wir dabei auch Analysebank, das
Synthesepaar entsprechend Synthesebank. Die Analyse findet statt, indem wir beide Filter
der Analysebank auf das Signal anwenden und somit das Signal in einen hoch- und einen
niedrigfrequenten Signalanteil aufteilen. Fiir die Synthese wenden wir auf diese beiden
Signalanteile jeweils einen Filter der Synthesebank an und addieren dies. In Abbildung 1.5
ist dies schematisch dargestellt.

Im folgenden Abschnitt werden wir Kriterien fiir die Wahl geeigneter Filter kennenlernen,
sodass der Syntheseteil einer Filterbank den Analyseteil invertiert.!

1.2.1. Sampling in der Filterbank

Diese erste Konzeption einer Filterbank hat noch ein entscheidendes Problem: Fiir ein
Eingabesignal mit endlicher Ldnge? erzeugen die Filter der Analysebank jeweils ein min-
destens genauso langes gefiltertes Signal.

Wendet man beide an, so verdoppelt sich der benétigte Speicherplatz, obwohl der Infor-
mationsgehalt konstant geblieben ist. Die Losung fiir dieses Problem ist das Downsampling:
wir verwerfen jeden zweiten Eintrag der Filter-Ergebnisse.

Definition 1.2.1. Der Downsampling-Operator (| 2) entfernt die ungeraden Komponenten
aus einem Signal x. Fiir v := (| 2)x gilt v(k) = x(2k). Wir erhalten somit

v=(012) [+ x(=1) x(0) x(1) x(2) -] =[~ x(=2) x(0) x(2) -]

Lemma 1.2.2. Sei H ein Filter mit Impulsantwort h und x ein Signal. Dann gilt

(L 2)Hx](n) = > h(2n — k)x

kez
Beweis. Seiv:=Hx=73_,  h(n—k)x(k). Dann ist
(4 2)v](n) ~ Y h(2n— =
keZ

Die Synthese soll bei der Rekonstruktion ein Signal in der Lange des Ausgangssignals
erzeugen. Um die Halbierung der Signallinge durch Downsampling zu kompensieren,
wenden wir den Upsampling-Operator an.

1Genau genommen verlangen wir nicht direkt Invertierbarkeit, sondern erlauben bei der Rekonstruktion
eine Verzogerung im Signal, um kausale Filter zu erméglichen. Mehr dazu spéter.
2Wie genau man einen Filter auf ein endliches Signal anwenden kann, besprechen wir in Kapitel 2.
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Definition 1.2.3. Der Upsampling-Operator (1 2) ist das Gegenstiick zum Downsampling-
Operator und fiigt zwischen allen Komponenten eines Signals y eine 0 ein. Fiir u := (1 2)y
haben wir

u(2k) = y(k)
u2k+1)=0

Wir erhalten also

(12) [+ y(=1) y©0) y@) ]=[~ y(=1) 0 y©0) 0 y1) 0 -],

Bemerkung. (i) Fiir den Rest der Arbeit werden wir diese beiden Operatoren als Teil

(ii)

der Analysebank bzw. der Synthesebank sehen. Die Analysebank besteht somit
aus der Anwendung der Analysefilter gefolgt vom Downsampling-Operator; in der
Synthesebank folgen auf den Upsampling-Operator die Synthesefilter.

Fiir die Konstruktion einer Wavelet-Basis in Abschnitt 1.3 werden wir die Analyse-
bank einer Filterbank mehrfach iteriert anwenden. Jedoch verwerfen wir aktuell die
Halfte der Signaleintrdge und reduzieren dadurch die Energie des Analyseergeb-
nisses erheblich, insbesondere bei wiederholter Anwendung. Diesen Energieverlust
werden wir kompensieren, indem wir die Ausgabe der Analysebank um den Faktor
/2 skalieren und somit die Energie verdoppeln.

Diesen Faktor von v/2 werden wir direkt in die verwendeten Hoch- und Tiefpassfil-

ter integrieren. Statt der Tiefpassfilter H, und Hochpassfilter H; der Analysebank
verwenden wir die Filter

C:=Vv2H, und D:=+2H,.

Im Kontext von Filterbanken bezeichnen wir diese skalierten Filter auch als Hoch-
bzw. Tiefpassfilter und notieren diese stets mit C fiir den Tiefpass- und D fiir den
Hochpassfilter. Die entsprechenden Synthesefilter werden wir mit C fiir den Tief-
passkanal und D fiir den Hochpasskanal schreiben.

1.2.2. Matrixdarstellung von Filterbanken

Sei L := (| 2)Cund B := (| 2)D. Dann kénnen wir L bzw. B als unendliche Matrizen
schreiben, indem wir aus den Toeplitz-Matrizen von C bzw. D die ungerade indizierten
Zeilen 16schen. Nehmen wir beide Matrizen zusammen, erhalten wir die Darstellung der
Analysebank als unendliche Matrix
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Input x > Output x

> D | |2 F— - — 12 | F, H

Abbildung 1.5.: Schema einer Filterbank. Wir erkennen die Analysebank (links) und die
Synthesebank (rechts) mit den normierten Tief- und Hochpassfiltern C
und D. Die Analysebank teilt das Signal x in einen niedrig- und einen hoch-
frequenten Anteil mit je halber Langer auf; die Synthesebank rekombiniert
diese Anteile zum Output X. Die Punkte zwischen beiden Teilen deuten
eine Weiterverarbeitung wie z.B. Kompression an. Fiir die Rekonstruktion
nehmen wir keine Weiterverarbeitung an (konnen die Liicke gedanklich
schlieffen) und erwarten x(n) = x(n —[) fur [ > 0.

Fiir ein Signal x und a := Lx, b := Bx gilt in Block-Notation

o[-l

Eine weitere Matrix-Darstellung der Analysebank ist die Block-Toeplitz-Matrix:

Definition 1.2.4. Sei L := (| 2)Cund B := (] 2)D. Dann erhalten wir die unendliche Matrix
H,, indem wir die Zeilen von L und B verschréanken. Die geraden Zeilen von H; bilden die
Zeilen von L; die ungeraden die Zeilen von B. Es gilt

{(Hb)zm‘ - (L)i,j7
<Hb>2i+1,j = (B)i,j'

H, hat somit die Form

- ¢(0) c(—1) c(—=2) ¢c(=3) c(—4) c(-H)

g o | 40) d(=1) d(=2) d(=3) e(-4) d(-5)
P w2 e(l) () e(=1) e(=2) c(=3)
- d(2) d(1)  d(0) d(=1) ¢(=2) d(=3)

Wir bezeichnen H, als Block-Toeplitz-Matrix, da die 2 x 2-Block-Diagonalen von H, konstant
sind.

1.2.3. Perfekte Rekonstruierbarkeit und Orthonormale Filterbanke

Definition 1.2.5. Sei x ein Signal und a = Lx und b = Bx die Ausgaben der Analysebank.
Die Synthesebank ergibt dann

x:=C(12)a+D(12)b = C(12)(1 2)Cx + D(1 2)( 2)Dx.
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Wir sagen, dass eine Filterbank perfekte Rekonstruktion ermoglicht, wenn die Synthesebank
die Analysebank bis auf eine Verzégerung von [ > 0 invertiert. Das heif$t, dass fiir alle
n € Z folgt:

x(n) = x(n —1).

Bemerkung. Wir raumen bei der Invertierung eine Verzogerung ein, damit wir die Kausa-
litat der verwendeten Synthesefilter sicherstellen konnen. Angenommen, wir haben als
Synthesefilter FIR-Filter, die eine perfekte Rekonstruktion ohne Verzogerung einrdumen.
Sind diese keine kausalen Filter, existiert aufgrund der endlichen Impulsantwort ein [ > 0,
sodass eine Vezdgerung um [ die Filter kausal werden ldsst. Allerdings fiihrt dies auch zu
einer Verzogerung des rekonstruierten Signals um /.

Im folgenden werden wir aus den Analysefiltern Synthesefilter konstruieren. Die Be-
rechnungen dazu sind einfacher, wenn die konstruierten Synthesefilter nicht kausal sind.
Wir merken uns aber, dass sich durch Einfiigen einer Verzogerung Kausalitdt herstellen
liefe.

Definition 1.2.6. Sei H ein Filter. Dann nennen wir den Filter H mit Impulsantwort

den transponierten Filter zu H. Die Toeplitz-Matrix von H” ergibt sich durch Transponieren
der Toeplitz-Matrix H.

Definition 1.2.7. Wir nennen eine Filterbank orthonormal, wenn sie perfekte Rekonstruktion
ermoglicht und

C=c?’ D=D"
also sich die Synthesefilter aus den Analysefiltern durch Transponieren ergeben.

Bemerkung. Zur Konstruktion einer orthonormalen Filterbank reicht es also aus, die Filter
der Analysebank so zu bestimmen, dass die Filterbank perfekte Rekonstruktion ermdoglicht.
Die Synthesebank ergibt sich dann aus den transponierten Filtern.

Satz 1.2.8 (Strang und Nguyen [SN96, S. 1471f.]). Sei c ein Tiefpassfilter mit gerader Linge N.
Wiihlen wir

d(k) = (=1)ke(N — 1 — k), (1.5)
so ist die entsprechende Filterbank genau dann orthonormal, wenn

> e(k)e(k —2n) =6, (1.6)

kez

Bemerkung. Mithilfe dieses Satzes ergibt sich eine orthonormale Filterbank sogar bereits
aus der Wahl eines geeigneten Tiefpassfilters. Der Hochpassfilter folgt aus Gleichung (1.5)
und die Synthesebank aus den transponierten Analysefiltern.

11
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Beispiel 1.2.9. Wir betrachten unser laufendes Beispiel des Gleitenden Mittels und der
Gleitenden Differenz. Wir wollen zeigen, dass beide Filter zusammen eine Filterbank
bilden. Dazu skalieren wir die Impulsantworten mit v/2 und erhalten

11 1 1
() ()
V2TV Ve V2
Wir stellen fest, dass das Filterpaar die Gleichung (1.5) erfiillt. Weiter gilt
9 1 1
> (V2hy (k)2 = —5 + —5 = 1.
kez Vﬂj Vﬁj

Aufierdem tiberschneiden sich aufgrund der geringen Lange die geraden Verschiebungen
von hy nicht, sodass Gleichung (1.6) erfiillt ist. Die Filterbank mit skaliertem Gleitenden
Mittel und Gleitender Differenz als Analysefiltern ist also orthonormal.

1.3. Wavelets

Wir haben im vorherigen mit Filterbanken ein diskretes Signal in einen hochfrequenten Teil
(,Details”) und einen niedrigfrequenten Teil (,, Grundniveau”) aufteilen konnen. Dieses
Konzept wollen wir nutzen, um Signale in L?(R) anzundhern. Ausgehend von einem
Grundniveau ergénzen wir auf verschiedenen Auflésungen, auch Skalen genannt, nach
und nach mehr Details, um das Signal zu approximieren. Die Funktionen, mit denen wir
die Details ergdnzen, sind unsere Wavelets. Nehmen wir die Details auf allen noch so
feinen Aufldsungen zusammen, erhalten wir eine Basis von L?(R) — die Wavelet-Basis.

In diesem Abschnitt orientieren wir uns an Strang und Nguyen [SN96] und Daubechies
[Dau92].

1.3.1. Multiskalenanalyse

Definition 1.3.1 (Multiskalenanalyse). Eine Familie (V) ., von Unterrdumen von L?(R)
heifst Multiskalenanalyse, wenn sie eine aufsteigende Kette

{0yc-cV,CcVycV,C- CL?R) (1.7)
mit den folgenden Eigenschaften bilden:

(MS1) Vollstandigkeit:

Uv,=L®) uwnd (V= {0}, (1.8)

Jjez Jez
wobei der Abschluss unter der L?(R)-Norm gebildet wird,

(MS2) Verschiebungsinvarianz:

ft)eV, < f(t—k)eV, furallekeZ, (1.9)

12



1.3. Wavelets

(MS3) Skalierungsinvarianz:

f)eV; <= f(2t)eV,;,, furalleje Z, (1.10)

(MS4) Verschiebungsinvariante Basis: Es existiert eine Funktion ¢ € V;, sodass

{o(t—F) | ke 2}
eine Orthonormalbasis von V/ ist.

Die Funktion ¢ wird Skalierungsfunktion genannt. Das orthogonale Komplement W zweier
aufeinanderfolgender Unterrdaume der Multiskalenanalyse

Vi =V, W, a1
bezeichnen wir als Waveletunterraum.

Multiskalenanlysen sind das zentrale funktionalanalytische Konzept der Wavelet-Theorie.
Die Unterraume V; entsprechen allen Funktionen, die bis zu einer Auflésung von 27 ap-
proximiert haben. Waveletunterraume W, stellen die eingangs beschriebenen Details, die
mit jeder Skala ergdnzt werden, dar.

Bemerkung. Fiir f € L*(R) sei Py, (f) die orthogonale Projektion von f auf Vj. Dann
impliziert Punkt (MS1) einerseits, dass die Multiskalenanalyse nicht redundant ist und
andererseits, dass

lim Py (f) = /.

Jj—o0

Lemma 1.3.2 (Eigenschaften der Multiskalenanalyse). Sei {V}};.; eine Multiskalenanalyse.
Dann gilt

(i) W, L W, fiir alle k + j,
(i) Vijn =W, @@ W, @ W, @V, fiir alle j > 0,
(iii) f(t) e W; <= f(2t) e W, 4 fiirallej € Z,
(iv) fiiralle j € Z ist {¢,; | k € Z} mit ¢, (t) := 29/2¢(27t — k) eine Orthonormalbasis von V.

Beweis. (i) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei k der kleinere der Indizes k£ und
J-Dann gilt W, C V; L W,.

(ii) folgt direktaus der wiederholten Anwendung der Definition der Waveletunterrdume.
(iii) folgt aus der der Definition der Waveletunterrdume sowie Punkt (MS3).

(iv) Das dies eine Basis ist folgt direkt aus den Eigenschaften (MS2) bis (MS4). Mit-
tels Substitution ldsst sich die Orthonormalitédt der Basis direkt auf Punkt (MS4)
zuriickfiithren:

2912627t — k)2 ) = / 21(27t — k)? dt = / o(0) dt = )25 = 1
R R

13
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Fiir k # k' erhalten wir per Substitution

(2912(27t — k), 202 (27t — 296(27t — k)p(27t — k') dt

o(t k") dt
<¢ ) <Z5( >>L2([R) =0

w=]
fo-

O]

Satz 1.3.3 (Zwei-Skalen-Gleichung). Sei {V},.; eine Multiskalenanalyse. Dann existieren
Koeffizienten ¢ € 12, sodass die Skalierungsfunktion ¢ die Zwei-Skalen-Gleichung erfiillt:

=2 Z (2t — mit ¢(k) € R. (Zwei-Skalen-Gleichung)
kez

Fiir die Koeffizienten c(k) gilt

> e(k)e(k —2m) =6, . (1.12)
kez
Beweis nach Strang und Nguyen [SN96]. Es gilt ¢ € V[, C V;. Somit kénnen wir ¢ in der
Orthonormalbasis {v/2¢(2t—k)} von V; darstellen und erhalten die Zwei-Skalen-Gleichung.
Die Gleichung (1.12) bekommen wir, indem wir die Zwei-Skalen-Gleichungen fiir ¢(¢)
und ¢ (¢t —m) multiplizieren, anschlieffend integrieren und die Orthonormalitédt der Basis
nutzen:

5m’0:/R¢>(t)¢(t—m)dt:/R2<Z (2t — k )(Zc m) — k;)) dt

kez kez
- /2 (Z c(k)o(2t — k) ) (D ek — 2m)o(2t — k) ) dlt
R kez kez
= Z c(k —2m) O
kez

Satz 1.3.4 (Waveletbasis, [Dau92, Theorem 5.1.1]). Sei {V}} .7 eine Multiskalenanalyse. Dann
existiert ein w € W, sodass {w(t — k) | k € Z} eine Orthonormalbasis von W, ist und

{o(t—k) | kez} U | J{wy)|keZ}y mit  wy(t):=27"w2t—k) (1.13)

7>0

eine Orthonormalbasis von L?(R) ist. Die Funktion w hat die Form

% Z d(k)o(2t — (Wavelet-Gleichung)

kez

Eine mégliche Konstruktion von w ergibt sich, wenn wir d wie in (1.5) wihlen als
d(k) :== (—1)kc¢(N — 1 —k) mit N gerade, (1.14)

wobei ¢ die Koeffizienten aus der Zwei-Skalen-Gleichung sind.

14
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Die Funktion w nennen wir ,Mutterwavelet”, da alle Waveletunterrdume von skalierten
Translationen dieser Funktion aufgespannt werden.

Bemerkung. Die Zwei-Skalen-Gleichung und ihr Pendant, die Wavelet-Gleichung, sind
zentral fiir die Wavelet-Theorie, da sie uns erlauben, Skalierungsfunktionen bzw. Wavelets
einer Skala in der Basis der ndchst-hoheren Skala zu schreiben — mit Basiskoeffizienten,
die nicht von der verwendeten Skala abhdngen. Dieser Zusammenhang zwischen den
verschiedenen Skalen ist elementar fiir die Wavelet-Theorie und erlaubt uns beispielsweise
die Konstruktion schneller Verfahren zum Basiswechsel zwischen den Skalen in den
folgenden Abschnitten.

Lemma 1.3.5. Sei {V;};c, eine Multiskalenanalyse mit einer Skalierungsfunktion ¢, deren Fou-
riertransformation beschrinkt und in w = 0 stetig sowie ungleich Null ist. Weiter seien ¢ die
Koeffizienten aus der Zwei-Skalen-Gleichung und d die Koeffizienten aus der Wavelet-Gleichung
nach der Konstruktion (1.14). Dann ist ¢ ein Tiefpassfilter, der zusammen mit d eine orthonormale
Filterbank bildet.

Beweis. Man kann zeigen, dass unter diesen Bedingungen an die Skalierungsfunktion ¢
ein mit v/2 skalierter Tiefpassfilter ist [ VK95, Problem 4.3]. Das heif3t, dass

|C(0)] =+v2 und |C(+m)|=0.

Da wir d wie in (1.5) wahlen, folgt aufgrund von Theorem 1.2.8 die Orthonormalitit aus
(1.12). O

Bemerkung. Die an die Skalierungsfunktion gestellten Bedingungen sind in Anwendungs-
téllen stets erftillt [ VK95, S. 226].

Wir haben gezeigt, wie wir ausgehend von einer Multiskalenanalyse eine Orthonormal-
basis von L?(R) konstruieren kénnen. Zentrales Element ist dabei die Wahl einer passenden
Skalierungsfunktion, aus der sich alles weitere ergibt.

Allerdings ist es nicht einfach, eine geeignete Skalierungsfunktion zu finden. So sind
beispielsweise die Skalierungsfunktionen zweier wichtiger Klassen von Wavelets, die wir
im Abschnitt 1.3.4 einfithren, nicht in einer geschlossenen Form darstellbar [Dau92].

Ein vielversprechenderer Ansatz ist es, einen geeigneten Tiefpassfilter ¢ zu wahlen,
den wir als Koeffizienten in die Zwei-Skalen-Gleichung einsetzen. Damit erhalten wir
eine Fixpunktgleichung, die wir nach der Skalierungsfunktion 16sen konnen — sofern der
Tiefpassfilter gewisse Eigenschaften erfiillt, die die Losbarkeit sicherstellen.

Wir wollen diesen Ansatz exemplarisch an einem Tief- und Hochpassfilterpaar durch-
rechnen:

Beispiel 1.3.6 (Haar-Wavelets). Wir wahlen als Tiefpassfilter das Gleitende Mittel h, =
(1/2,1/2) und wollen daraus die Skalierungsfunktion ¢ konstruieren. Zunichst skalieren
wir h, mit V2, um den Tiefpassfilter der Filterbank

15
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zu erhalten Aus Gleichung (1.14) ergibt sich mit NV = 2 dann der Hochpassfilter

1 1 1 1
dk) = (e =) = (5= —5) = V3 (5 —3)
welchen wir als skalierte Gleitende Differenz wiedererkennen. Wir setzen ¢ in die Zwei-
Skalen-Gleichung ein und erhalten die Fixpunktgleichung

¢(t) = ¢(2t) + $(2t — 1).

Bei dieser einfachen Gleichung konnen wir eine Losung direkt ablesen: die Rechteckfunk-
tion

1 0<t<«1,
0 sonst.

P(t) = ¢y = 1[0,1)@) = {

Wir rechnen nach, dass dies tatsdchlich eine Losung der Zwei-Skalen-Gleichung ist:

G(2t) + ¢(2t — 1) = Ly 1)(t) + Lz 1) () = Lo 1) = (1)

Mit der Wavelet-Gleichung konnen wir nun das zu ¢ zugehorige Mutterwavelet konstruie-
ren:

1 0<t<ig,
w(t) =V2) d(k)p2t —k) = ¢(2t) —p(2t —1) =4 -1 L<t<1,

kez 0  sonst.

Die aus ¢ und w abgeleiteten Wavelets werden nach Haar [Haal0O] als Haar-Wavelets
bezeichnet. In Abbildung 1.6 sind ¢ und w abgebildet.

Die Haar-Wavelets bilden aufgrund der geringen Lange der zugrundeliegenden Filter
die einfachsten Wavelets. Nichtsdestotrotz haben sie grofse praktische Relevanz. Dies liegt
unter anderem daran, dass sie aufgrund der geringen Lange auf endlichen Signalen keine
Randbehandlung erfordern (vgl. Kapitel 2).

Bei den Haar-Wavelets konnten wir die Skalierungsfunktion ¢, die die Zwei-Skalen-
Gleichung 16st, direkt ermitteln. Im Allgemeinen kénnen wir ¢ mit einer Fixpunktiteration
ermitteln. Die dazu notwendige Konstruktion wollen wir kurz skizzieren. Details zu dieser
Konstruktion finden sich in Strang und Nguyen [SN96, Abschnitt 7.2].

Wir beginnen mit der Rechteckfunktion ¢, die wir auch im Beispiel nutzten, und setzen
wiederholt in die Zwei-Skalen-Gleichung ein. Somit erhalten wir die rekursive Folge

D) = V2 c(k)pV(2t—k)  mit ) = g,
kezZ
Nun kann man zeigen, dass man diese Fixpunktiteration dquivalent als Iteration eines
(unendlichen) Matrix-Vektor-Produkts
a1 = Ta" = Tia(? mit T = (] 2)CC”.

umschreiben kann. Dann folgt, dass die urspriinglichen Fixpunktiteration genau dann in
L*(R) gegen eine Skalierungsfunktion konvergiert, wenn fiir die Eigenwerte der Matrix T
gilt:

16
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Abbildung 1.6.: Skalierungsfunktion (links), Mutterwavelet (Mitte) und Wavelets der
ersten Skala (rechts) der Haar-Wavelets.

(i) fur alle Eigenwerte X bis auf exakt einen ist || < 1;
(ii) fir diesen einen Eigenwert A, gilt |\,| = 1.

Fiir Tiefpassfilter, fiir die obiges Kriterium erfiillt ist, existiert also stets eine passende
Skalierungsfunktion, die wir sogar mit der Fixpunktiteration approximieren kénnen. Alle
Tiefpassfilter, die wir in dieser Arbeit verwenden, erfiillen dieses Kriterium.

1.3.2. Schnelle Wavelet-Transformation

Wir haben in Punkt (ii) von Lemma 1.3.2 gesehen, dass wir die Unterrdume V; einer
Multiskalenanalyse in eine direkte Summe von V;; und Wavelet-Unterrdumen zerlegen
konnen. Ebenso haben wir die beiden orthonormalen Basen

J
{6, |kez}  sowie  {¢g, | ke Z}U U{wjk | ke 7}
1=0

von V; konstruiert. Eine Basiswechsel von der Skalierungsfunktionsbasis in die Waveletba-
sis bezeichnen wir als Diskrete Wavelet-Transformation (DWT). Im folgenden werden wir
ein effizientes Verfahren zur Berechnung der DWT kennenlernen: die Schnelle Wavelet-
Transformation (englisch: Fast Wavelet Transform, FWT). Zuerst beschrieben wurde die
FWT von Mallat [Mal89]. Wir orientieren uns fiir die Herleitung an Strang und Nguyen
[SN96]. Dabei nutzen wir die Notation y; _ fiir eine Folge {y;  } xcz-

Wir betrachten zunéchst den Schritt von V; zu V; @ W,,. Die weiteren Schritte folgen
dann induktiv aufgrund der Eigenschaften der Multiskalenanalyse. Fiir f; (¢) € V; seien
ay _ die Koeffizienten der Basisdarstellung

fi(t) = Z a1 P11 (1) = \/52 a1, (2t — k).

kez kez
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1. Grundlagen

Wir wollen einen Basiswechsel konstruieren. Also suchen wir a, _ und b, _, sodass
fi(t) = Z a1 P15 (t) Z ag kP, k( +Z bo xwo k(1) = Z ao,k¢<t_k)+z by pw(t—k).
kezZ kezZ kez kez kezZ

Zur Berechnung der Koeffizienten betrachten wir die Zwei-Skalen-Gleichung fiir ¢(t —n)
und die Wavelet-Gleichung fiir w(t—n) mit n € Z. Wir substituieren £ = [—2n und erhalten

Gon(t) = V2 e(l—=20)(2(t —n) — (1 —2n)) = V2 el —2n)¢y ,(t);

lez lez
wo (1) = V2 d(l—2n)¢(2(t —n) — (1—2n)) = V2> d(I—2n)¢, ().
lez lez

Betrachten wir das Skalarprodukt von ¢, ,, bzw. w; ,, mit f;, so erhalten wir aufgrund der
Orthonormalitédt der Basis einen Ausdruck fiir die Koeffizienten a,, bzw. b,,:

a0, = (Gons [1) r2m) = Y el — 2n)ay,

lez
bor, = (Won, f1) L2(R Zd (I—2n)ay

lez

mitn € 7.

Wir vergleichen dies mit Lemma 1.2.2 und stellen fest, dass sich die Koeffizienten a, _
und b, _ direkt als Ausgabe einer Filterbank mit a; _ als Eingabe ergeben. Allerdings
miissen wir beachten, dass das Vorzeichen der Filterindizes gegensitzlich zu Lemma 1.2.2
ist. Daher besteht die Analysebank der Filterbank aus den transponierten Filtern C* und
DT mit Impulsantworten

cl(k)y=c(—k) und  dT(k)=d(—k).

Obige Uberlegungen kénnen wir analog fiir alle j € Z anwenden, um ausgehend von
der Basisdarstellung in V; die Koeffizienten a; ; _ und b;_; _ zu berechnen. Wenden wir
das Verfahren anschheBend aufa; ; _an, erhalten wir eine Darstellung von a; _ in der
BasisvonV;_, ® W, _, & W,_;. Dies konnen wir nun wiederholen, um nach und nach die
Koeffizienten weiterer Waveletunterriume zu berechnen. Insgesamt ergibt sich die Schnelle
Wavelet-Transformation. In Abbildung 1.7 findet sich eine schematische Darstellung des

Ablaufs der FWT.

Bemerkung. (i) In der Praxis wird die FWT nach einer festen Anzahl .J von Rekursions-
schritten abgebrochen. Diese Anzahl nennen wir Skalen. So gehen wir z.B. bei einer
dreiskaligen FWT von a3 _ aus und berechnen die Koeffizienten b, , b, _, b, _ und
brechen mit a,, _ ab.

(ii) Sofern die verwendeten Filter eine endliche Lange haben, entstehen in jedem Rekur-
sionsschritt aus dem Koeffizientenvektor a; _ mit endlicher Lange zwei Vektoren

a;_;_undb; ; _mitjeweils der halben Lange

(iii) Kehren wir die Konstruktion der FWT um, d.h. bestimmen ausgehend von a;
und b; _ die Koeffizienten a;,., _, so erhalten wir die Inverse Schnelle Wavelet—
Transformatlon (englisch: Inverse Fast Wavelet Transform, IFWT). Dies entspricht
einer wiederholten Anwendung der Synthesebank der in der FWT benutzten Filter-
bank. Das Schema ist in Abbildung A.1 skizziert.
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1.3. Wavelets

A CT = |2 — %1,

cr = 12 b—qa; | ..

Sy DT - 12 b

DT (- 12 >0

Abbildung 1.7.: Schema der Schnellen Wavelet-Transformation

(iv) In der Konstruktion sind die Basiskoeffizienten a, ;, der Ausgangspunkt der FWT.
Wollen wir fiir ein Signal f € L?(R) (bzw. eine Diskretisierung des Signals) die FWT
durchfiihren, miissten wir also zundchst die Basiskoeffizienten der orthogonalen
Projektion von f nach V; berechnen. Falls wir das Signal f gegeben haben, kénnen
wir dazu das Skalarprodukt von f mit den Basiselementen ¢; , berechnen. Haben
wir jedoch ein diskretisiertes Signal gegeben, miissen wir die Basiskoeffizienten
approximieren; verschiedene Ansédtze dazu werden z.B. von Strang und Nguyen
[SN96, S. 232f.] vorgestellt.

Allerdings wird diese Feinheit in der Praxis sehr oft iibergangen, so auch bei Wolter
u.a. [Wol+21] und PyWavelets [ Lee+19], einer Python-Bibliothek zur Berechnung
von Wavelet-Transformationen. Da dies die Referenzen sind, mit denen wir uns in
dieser Arbeit vergleichen werden, werden auch wir die FWT direkt auf das Signal
statt die Koeffizienten anwenden.

1.3.3. Wavelet-Paket-Transformation

Wir betrachten die schematische Darstellung der Schnellen Wavelet-Transformation in
Abbildung 1.7. Wenn wir die berechneten Basiskoeffizienten als Knoten auffassen, erzeugt
die FWT einen gerichteten Bindrbaum. Die Wurzel bilden die Eingangskoeffizienten a; _.
Die Tiefe der Knoten im Baum entspricht der Skala der Koeffizienten. Um die Knoten
der néachsten Skala zu erhalten, wird die Filterbank nur auf die Skalierungsfunktions-
Koeffizienten a 4, an; die Wavelet-Koeffizienten b;_ sind Blatter des Bindrbaumes. Somit
besteht der entstehende Bindrbaum aus einer linearen Anzahl von Knoten.

Wir wollen nun mit der Wavelet-Paket-Transformation eine weitere Wavelet-Transformation
einfithren. Dazu vervollstindigen wir den Bindrbaum der FWT, indem wir die Filterbank
auch auf die Wavelet-Koeffizienten b, _ die Filterbank anwenden. Dann sind die Koeffi-
zienten der j-ten Ebene des vollstindigen Baumes das Ergebnis der j-skaligen Wavelet-
Paket-Transformation. Haben die Eingangskoeffizienten eine Lange von L, so erzeugt die
j-skalige Wavelet-Paket-Transformation 27 Koeffizienten der Lange L/27. Man kann zeigen,
dass dies einem Basiswechsel in die sogenannte Walsh-Basis entspricht [SN96, S. 72f.].
Die Basisfunktionen ergeben sich aus der Skalierungsfunktion ¢ durch eine dem Pfad im
vollstindigen Baum entsprechenden rekursiven Anwendung der Zwei-Skalen-Gleichung
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1. Grundlagen

und der Wavelet-Gleichung. Entspricht eine Kante dem Tiefpassfilter, wenden wir die
Zwei-Skalen-Gleichung an, fiir den Hochpassfilter die Wavelet-Gleichung.

1.3.4. Daubechies-Wavelets und Symlets

Wir wollen im folgenden die Konstruktion zweier verwandter Wavelet-Familien skizzieren:
der Daubechies-Wavlets und der Symlets. Die Daubechies-Wavelets sind nach Daubechies
[Dau88] benannt, die diese zuerst beschrieb. Die Symlets sind eine symmetrischere Ab-
wandlung der Daubechies-Wavelets. Fiir die Herleitung richten wir uns nach Strang und
Nguyen [SN96] und Daubechies [Dau92].

Beide Familien entstehen, indem wir die Analysefilter der Filterbank als sogenannte
maxflat-Filter konstruieren. Das sind kausale FIR-Filter, deren Frequenzantwort bei 0 und
+7 maximal flach sind. Dadurch néhert sich die Frequenzantwort der Frequenzantwort
des idealen Hoch- bzw. Tiefpassfilters an. Wir wollen die Filterkoeffizienten eines solchen
maxflat-Tiefpassfilters C der Lange 2p konstruieren. Der zugehorige Hochpassfilter ergibt
sich aus Gleichung (1.5).

Da wir eine orthonormale Filterbank erhalten wollen, miissen die Filterkoeffizienten
¢ die p Bedingungen aus Gleichung (1.6) erfiillen. Die verbleibenden p Freiheitsgrade
verwenden wir dazu, C(w) bei w = 0 und w = 7™ maximal flach zu wéahlen. Dies entspricht
den p Bedingungen

C(r)=C'(n) == CP (1) =0,

also einer p-fachen Nullstelle von C'(w) bei 7. Aus Symmetriegriinden gilt dies fiir die
Ableitungen dann auch fiir w = 0. Wir kénnen somit C'(w) schreiben als

Clw) = ipzzscm)em - (- *;iw)pmwm

wobei R ein Polynom vom Grad p — 1 ist. Nun kann man fiir das trigonometrische Poly-
nom |R(z)|? eine konkrete Form herleiten [vgl. Dau92, S. 171f.]. Dann erhalten wir die
Koeffizienten des Polynoms R, indem wir | R(z)|? spektral faktorisieren in

[R(2)] = R(2)R(2).

Diese Faktorisierung ist jedoch nicht eindeutig. Wahlen wir diese so, dass alle Wurzeln von
R im oder auf dem Einheitskreis liegen, erhalten wir die Daubechies-Wavelets. Bemerkens-
wert ist, dass wir fiir den Spezialfall p = 1 die bereits bekannten Haar-Wavelets erhalten.
Allerdings sind die Daubechies-Filter fiir grofiere Langen sehr asymmetrisch. Fiir p > 1
ist es nicht moglich, die Wurzeln so zu wihlen, dass ein symmetrischer Filter resultiert
[Dau92]. Die Wahl der Wurzeln, die einem symmetrischen Filter am nédchsten kommt, er-
geben die Symlets. In Abbildung A.2 sind die Skalierungsfunktionen und Mutterwavelets
tiir Daubechies-Wavelets und Symlets der Langen 2p = 8, 16, 24 dargestellt.
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2. Randbehandlung bei Wavelets

In numerischen Anwendungsféllen, insbesondere mit Bezug zum maschinellen Lernen,
haben die Signale oft endliche Langen. Bilder etwa, ein weitverbreiteter Anwendungsfall
der Signalverarbeitung, sind zweidimensionale diskrete Signale mit endlicher Breite und
Hohe. Die in Kapitel 1 eingefiihrte Theorie basiert wesentlich auf der Anwendung von
Filtern auf ein Signal. Dies fiihrt allerdings bei einem endlichen Signal zu Problemen: die
Berechnung der Faltung mit einem kausalen FIR-Filter ZkN:_Ol h(k)x(n—Fk) istam Signalrand
nicht moglich ist, da auf undefinierte Signaleintrage zugegriffen werden miisste.

Verfahren zur Realisierung der Filteranwendung an den Signalrdndern, bezeichnen
wir als Randbehandlung. Wir lernen in diesem Kapitel zwei Ansédtze dazu kennen: Signal-
fortsetzung (Abschnitt 2.1) und Randfilter (Abschnitt 2.2). AnschliefSend fiihren wir in
Abschnitt 2.3 mithilfe von Randfiltern eine Matrix-basierte Formulierung der FWT ein.
In Abschnitt 2.4 besprechen wir eine Moglichkeit, Signale in Abhédngigkeit von Zeit und
Frequenz zu visualisieren, und nutzen diese, um die beiden Randbehandlungsansitze zu
vergleichen.

2.1. Randbehandlung durch Signalfortsetzung

Ein naheliegender Ansatz fiir die Randbehandlung ist, das endliche Signal zu einem
unendlichen Signal fortzusetzen und die entwickelten Methoden auf dieses fortgesetzte
Signal anzuwenden. Dazu betrachten wir, wie eine Filterbank auf das endliche Signal
angewandt werden kann, da daraus die anderen Anwendungsfélle wie die DWT abgeleitet
werden koénnen. Wir wollen dies mit einem Beispiel einfiihren, auf das wir in spéteren
Abschnitten zurtickkommen werden.

Beispiel 2.1.1. Angenommen, wir wollen die FWT mit FIR-Filtern der Lange NV auf ein
endliches Signal x der Lange L anwenden. Sei H; die Block-Toeplitz-Matrix der Filterbank
der Transformation. Dann miissten wir eigentlich das Matrix-Vektor-Produkt H,x bilden.
Dies ist jedoch unmdglich, da H, eine unendliche Matrix ist.

Um Abhilfe zu schaffen, setzen wir x zu einem unendlichen Signal in [?(Z) fort, indem
wir an die Signalrdnder Nullen anfiigen. Dadurch erhalten wir das unendliche Signal X mit

0 k<O
%(k)=<{x(k) 0<k<L.
0 k>L

Diese Fortsetzung ist dquivalent zum Entfernen aller Spalten von H,, mit Index kleiner 0
bzw. grofler L — 1. Somit erhalten wir eine Matrix mit passender endlicher Spaltenanzahl
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2. Randbehandlung bei Wavelets

und konnen das Matrix-Vektor-Produkt bilden. Allerdings enthélt die angepasste Matrix
noch unendlich viele Zeilen, sodass das Filterergebnis unendlich lang ist.

Wir erinnern uns daran, dass H, eine Block-Toeplitz-Matrix ist und die Filterbank aus
FIR-Filtern besteht. Daher sind nur endlich viele (Block-) Diagonalen von H; nicht Null
und alle Zeilen der zugeschnittenen Matrix unterhalb bzw. oberhalb eines gewissen Indizes
bestehen nur aus Nullen. Entfernen wir diese , Null-Zeilen”, bleibt eine endliche K x L-
Matrix I-ib iber, die wir mit dem Signal multiplizieren kénnen.

Fiir eine Filterlinge N = 6 und Signalldnge L = 8 erhalten wir also

re(4) (s) - y(0)]

d(1) d(s) y(1)

€(2) <3) <) <) X0 |y

d2) d3) d(4) d(5) x| |y)

c(0) o) <2) 3) c(4) ) x| |y
G |40) d(1) d@) dB) d1) d) x3) | _[y6) | )
b c(0) <) <2 3) o) o5)| x| |yE) |

d(0) d(1) d2) d3) d(4) )| (x6)| |y

c0) o) o2 <3| [x0)] |y

do) d1) d2) d3)| )| y)

c(0) (1) y(10)

_ d(0) d(1)] y(11)]

Die resultierende Matrix hat in diesem Fall K = 12 Zeilen, womit das Ergebnis der Filter-
Anwendung langer als das Ausgangssignal ist.

Die Randbehandlungsmethode in diesem Beispiel arbeitet mit einer Fortsetzung des
Signals mit Nullen. Eine solche Fortsetzung mit einem konstanten Wert bezeichnet man
auch als Padding. Daneben gibt es noch andere Verfahren der Signalfortsetzung [vgl. KV89].
In Abbildung 2.1 sind vier hdufig verwendete Methoden der Signalfortsetzung skizzenhaft
dargestellt. All diese Verfahren sind im Ablauf sehr dhnlich zum Eingangsbeispiel. Ledig-
lich die Matrix H, wird soweit nach links und rechts fortgesetzt, dass keiner der FIR-Filter
in den Zeilen , durchgeschnitten” wird, wie dies im Beispiel geschehen ist.

Bei diesen Fortsetzungen des Signals kommt es an den Signalenden zu Unstetigkeitsstel-
len in der Fortsetzung oder in seiner Ableitung. Diese Unstetigkeiten fiihren in der FWT
zu grofsen Koeffizienten und damit zu Randartefakten [J101, S. 144].

Dartiber hinaus haben wir ein weiteres Problem einiger dieser Signalfortsetzungen be-
reits im Eingangsbeispiel kennengelernt. Mit der dort eingefiihrten Konstruktion' erzeugt
die Anwendung eines FWT-Schritts auf ein Signal fiir alle orthonormalen Wavelets mit
Ausnahme des Haar-Wavelets ein ldngeres Signal, wobei die Verlangerung proportional
zur Filterlange ist [J101]. Dies liegt daran, dass auch Zeilen, bei denen nur noch ein Teil des
Filters mit dem Eingangssignal ,iiberlappt”, fiir das Ausgangssignal relevant sind, sodass
sich das Signal an beiden Enden verldngert. Dies gilt aufgrund der kurzen Lange nicht fiir
das Haar-Wavelet. Wichtig ist, dass das volle verldngerte Ausgangssignal fiir die perfekte
Rekonstruierbarkeit notwendig ist und nicht einfach gekiirzt werden kann.

Es gibt fiir manche Varianten wie etwa die periodische Fortsetzung bessere Konstruktionen, die dieses
Problem vermeiden [J101, Abschnitt 10.4].
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(b) Randbehandlung durch periodische Fortsetzung.
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(c) Randbehandlung durch symmetrische Fortsetzung.
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(d) Randbehandlung durch Extrapolation.

Abbildung 2.1.: Vier Arten der Randbehandlung eines Beispielsignals mit beschranktem
Trager. Das Beispielsignal ist schwarz, die Fortsetzung rot.
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2. Randbehandlung bei Wavelets

2.2. Randbehandlung mittels Randfiltern

Alle bisher behandelten Ansétze zur Randbehandlung liefen darauf hinaus, das endliche
Signal auf verschiedene Arten zu einem unendlichen Signal fortzusetzen. Die Randbe-
handlung, die wir im folgenden einfiihren, ist grundverschieden. Nicht das Signal wird
an die Filter angepasst, sondern die Filter an das Signal.

Dies geschieht, indem wir eine Eigenschaft, die bislang alle Filter implizit hatten, vernach-
lassigen: die Zeitinvarianz. Die Matrixdarstellung der Filter waren Toeplitz-Matrizen, hatten
also konstante Diagonaleintrdge. Sie haben also alle Stellen des Signals gleich gefiltert.
Wir wollen nun die Filter an den Signalrdndern anpassen, um trotz endlicher Signalldnge
Randeffekte zu vermeiden. Die so angepassten Filter sind nicht mehr zeitinvariant; ihre
Matrixdarstellung wird einige verdnderte Zeilen beinhalten.

Die hier besprochene Konstruktion der sogenannten Gram-Schmidt-Randfilter basiert
auf Herley und Vetterli [HV94]; wir orientieren uns dariiber hinaus an Jensen und la Cour-
Harbo []J101, Abschnitt 10.3] und Strang und Nguyen [SN96, Abschnitt 8.5]. Wir passen
zundchst die Filter an den Randern an und leiten anschlieffend eine daraus resultierende
Basis von L?([0, 1]) her. Wie wir feststellen werden, ist das Verfahren sehr effizient und
bietet gute Kontrolle iiber die Filterkoeffizienten.

Vergleichbare Ansitze sind z.B. von Meyer [Mey91 | und Cohen, Daubechies und Vial
[CDV93] vorgeschlagen worden. Der Hauptunterschied zum hier vorgestellten Verfahren
ist, dass dabei zunéchst die Waveletbasis angepasst wird, um eine Basis von L?([0, 1])
zu konstruieren, und daraus die Filterkoeffizienten abgeleitet werden. Dies bietet den
Vorteil, dass die Eigenschaften der Basis besser zu kontrollieren sind und dadurch z.B. bei
Daubechies-Wavelets die maxflat-Eigenschaft erhalten werden kann. Allerdings ist die
Filterberechnung dadurch deutlich aufwendiger [J101].

2.2.1. Gram-Schmidt-Randfilter

Wie bei der Signalfortsetzung ist es unser Ziel, aus der unendlichen Block-Toeplitz-Matrix H,
eine endliche Matrix zu konstruieren, mit der wir ein endliches Signal multiplizieren
konnen. Allerdings soll das Problem, dass sich ein Signal durch das Filtern verlangert,
vermieden werden. Gleichzeitig wollen wir die Orthogonalitédt der Filterbank beibehal-
ten. Somit wollen wir also fiir ein Signal der Lange L eine quadratische, orthonormale
L x L-Matrix H; konstruieren.

Der Grund dafiir, dass beim Filtern mit Signalfortsetzung das Signal verldngert wurde,
sind die ,,unvollstandigen” Zeilen am oberen und unteren Rand der Matrix. Daher ist
unser Ausgangspunkt die L-spaltige Matrix

i c(0) (1) ... ¢(N—-2) c¢N-1) T
do) d(1) ... .. d(N—-2) d(N-—-1)
Hy o ,
c0) c(1) ... ¢(N—-2) ¢N-1)
d(0) d(1) ... .. d(N—-2) d(N-—-1)
- dI\Tlﬁen dI?lﬁen_

24



2.2. Randbehandlung mittels Randfiltern

(2.2)

die fiir d > 0 aus H;, hervorgeht, indem L — 2d Spalten mit ,vollstindigen” Zeilen heraus-
geschnitten werden und auf beiden Seiten weitere d Spalten hinzugenommen werden, die
dann nur Nullen enthalten. Die d weiteren Spalten dienen der Optimierung der Randfilter,
worauf wir am Ende dieses Abschnittes zuriickkommen werden; bis dahin wihlen wir
d = 0 und notieren H;, := HEI?) . Dadurch, dass wir nur vollstandige Zeilen auswéhlen,
ist Hl(r(f ) nicht quadratisch.2 Man kann sich leicht iiberlegen, dass Hf;f Jaus L Spalten und
(L — N + 2 — 2d) Zeilen besteht.

Beispiel 2.2.1. Fiir eine Filterlainge N = 6 und Signalldnge L = 8 erhalten wir

c(0) (1) ¢(2) c3) c4) )
o o) d(1) d2) d3) d(4) d(5)
fird=0  Hp = «0) c(1) o) o3) c(4) 5|’
d(0) d(1) d(2) d(3) d(4) d(5)
. [0 ¢0) (1) c2) c3) c(4) <5 0
fird=1 Hy' = |0 g0 a() d2) d3) di4) d) 0

Da die Matrix aus einer orthonormalen Filterbank hervorgeht, gilt auch

() - (B0) =1

in

Somit bilden die Zeilen von Hfg ) ein Orthonormalsystem. Wir wollen nun H;, aus Hfff ) kon-
struieren, indem wir oben und unten weitere Zeilen hinzufiigen, ohne die Orthonormalitét
zu verletzen. Das bedeutet, dass wir die Zeilen von Hfff ) zu einer Orthonormalbasis von
R vervollstindigen miissen. Die oben hinzugefiigten Zeilen nennen wir linke Randfilter;
die unten hinzugefiigten Zeilen rechte Randfilter. Wir wollen gleich viele linke wie rechte
Randfilter. Eine kurze Rechnung ergibt, dass wir jeweils

N -2

—+d
2+

Randfilter hinzufiigen miissen.
Bevor wir zur Konstruktion kommen, miissen wir Annahmen an die Filterlinge N und

die Signalldnge L stellen:
(i) L muss gerade sein, damit es gleich viele Hoch- wie Tiefpasszeilen gibt;

(ii) N muss gerade sein, damit es gleich viele linke wie rechte Randfilter gibt;

(iii) L > N, damit die linken und rechten Randfilter sich nicht schneiden kénnen.?

2 Aufer fiir den Sonderfall der Haar-Wavelets. Fiir diesen ist H;, bereits die gesuchte Matrix.
3Diese Annahme ist im maschinellen Lernen oft sowieso erfiillt, da die Filterlange im Vergleich zur Signalldnge
héufig vernachldssigbar klein ist. Zu Problemen kann es allerdings kommen, wenn viele Skalen bei der

DWT verwendet werden.
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2. Randbehandlung bei Wavelets

An sich ist die Konstruktion einer Matrix H; aus H;,, nicht schwierig. Da die Zeilen
von H;, ein Orthonormalsystem bilden, sind sie auch linear unabhéngig voneinander. Wir
konnen also die Zeilen von H;, beliebig zu einer Basis von R” vervollstindigen, die wir
anschlieflend mit dem Gram-Schmidt-Verfahren orthonormalisieren. Somit konnten wir
die Basiselemente als Zeilen von H; wihlen und hétten unsere Anforderungen erfiillt.

Lemma 2.2.2 (Herley und Vetterli [HV94]). Sei H,, wie in (2.2) definiert mit d = 0 und
gerader Filterlinge N. Dann gilt fiir Vektoren, die zu allen Zeilen von H;, orthogonal sind, dass
héchstens die jeweils dufleren N — 2 Eintrige nicht Null sind.

Das vorherige Lemma zeigt, dass alle Randfilter nur an den Rdndern von Null ver-
schiedene Eintrdge haben. Wir wiirden jedoch eine Losung bevorzugen, bei der die oben
hinzugefiigten Zeilen nur am linken Rand Eintrdge haben, die ungleich Null sind, und
analog die unten hinzugefiigten Zeilen nur am rechten Rand. Dies ist allerdings im Allge-
meinen nicht erfiillt, weshalb wir etwas {iberlegter vorgehen miissen. Dazu ziehen wir bei
der Basisvervollstandigung nur noch Elemente in Betracht, die ausschliefslich an einem
der beiden Enden von der Null verschiedene Eintrdge haben. Dafiir richten wir unseren
Blick erneut auf die Matrix H, aus (2.1). Die mittleren Zeilen von H, bilden H, . Wir
nehmen jeweils die ersten (N — 2)/2 Zeilen oberhalb und unterhalb hinzu und erhalten
eine quadratische Matrix

H;
H= |H,| € REXL,
Hre
wobei

N-—2
H; H,cR =2 *L

die oben bzw. unten hinzugenommen Zeilen sind. Aufgrund der Konstruktion sind nur
die ersten bzw. letzten N — 2 Eintrdge von Hy; bzw. H,, von Null verschieden, sodass wir
diese schreiben konnen als

N -2
2

H;=[L 0], H.=[0 R] mit x (N —2)-Matrizen Lund R.  (2.3)

Beispiel 2.2.3. Fiir eine Filterlange N = 6 und Signalldnge L = 8 miissen wir oben und
unten jeweils N /2 — 1 = 2 Zeilen an H;, anfiigen. So erhalten wir

[ (2) <3) c4) c5) ]
d(2) d(3) d(4) d(5)
L o) c(0) c(1) c(2) ¢BB) «c4) c(5)
u ~|d(0) d(1) d(2) d(3) d(4) d(5)
0 ifi{ c0) (1) ¢c2) cB3) c4) <)
[ ] d) d(1) d(2) d(3) d4) d(5)
c(0) c(1) ¢(2) ¢(3)
I d(0) d(1) d(2) d(3) |
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2.2. Randbehandlung mittels Randfiltern

Satz 2.2.4 (Randfilter fiir d = 0). Sei H,, wie in (2.2) und sei L und R wie in (2.3). Sei L und
R’ die mittels Gram-Schmidt-Verfahren orthonormalisierten Zeilen von L bzw. R. Dann ist

[L” 0]
Hin
[0 R]

eine orthonormale L x L-Matrix.

Beweis. Man kann zeigen, dass H vollen Rang hat [vgl. Her+93]. Die Zeilen von H bilden
also eine Basis von RL.

Wir haben uns bereits iiberlegt, dass die Zeilen von H;,, ein Orthonormalsystem bilden.
Aufgrund der Orthonormalitdt der zugrundeliegenden Filterbank sind die Zeilen von H;
und H,, orthogonal zu den Zeilen von H;,. Auch sind die Zeilen von H;; und H,, jeweils
orthogonal zueinander, da L > N ist und sich somit die Spalten mit Nicht-Null-Eintragen
beider Matrizen nicht {iberschneiden. Allerdings sind die Zeilen von H;; bzw. H,, noch
nicht normiert und untereinander noch nicht orthogonal.

Wenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren auf die Zeilen von Hj; an, spannen die Zeilen
anschliefiend weiterhin denselben Unterraum auf. Somit bleiben die Zeilen orthogonal zu
den Zeilen von H;, und H,,. Gleichzeitig sind fiir alle Zeilen von H}; nur hochstens die
ersten N — 2 Eintrdge von Null verschieden. Daher ist es dquivalent, das Gram-Schmidt-
Verfahren nur auf die ersten N —2 Eintdge der Zeilen, also auf L, anzuwenden und so diese
Teile der Zeilen zu orthonormalisieren. Analog kdnnen wir dies fiir H,, bzw. R zeigen. [

Wir erhalten somit ein Verfahren zur Berechnung der linken und rechten Randfilter,
bei dem die konstruierten Randfilter nur an jeweils einem Rand von Null verschiedene
Eintrdge haben:

Algorithmus 1 Gram-Schmidt-Randfilter fiir d = 0
1: Konstruiere (L — N + 2) x L-Matrix H,, wie in (2.2).
2: Konstruiere ((N —2)/2) x (N — 2)-Matrizen L und R wie in (2.3).
3: Orthonormalisiere mittels Gram-Schmidt-Verfahren die Zeilen von L bzw. R und
speichere diese in L’ bzw. R’.

[L” 0]
Hin
[0 R

4: return L x L-Orthonormalmatrix H; =

Lemma 2.2.5 (Laufzeit der Randfilterberechnung). Die asymptotische Laufzeit der Gram-
Schmidt-Randfilterberechnung fiir d = 0, eine Signallinge L und Filterlinge N ist

O(LN + N3).
Betrachten wir N als konstant, ist die Konstruktion also linear in der Signallinge.

Beweis. Wir iiberlegen uns den Aufwand fiir jeden der vier Schritte des Algorithmus. Der
Aufwand zur Konstruktion von L und R entspricht der Anzahl ihrer Eintrége, also jeweils
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2. Randbehandlung bei Wavelets

O(N?). Wir kénnen H;, und H;, als diinnbesetzte Matrizen realisieren. Dann entspricht
der Aufwand der Konstruktion der Anzahl der von Null verschiedenen Eintrédge. Fiir H;,
sind dies O(LN); fiir H;, sind es O(LN + 2N?). Der Aufwand fiir die Orthonormalisierung
ist jeweils O(N?) [vgl. GV12, Abschnitt 5.2.8]. Somit ergibt sich ein Gesamtaufwand von

O(LN +2N? + N3) = O(LN + N3). O

Bemerkung. Ein Vorteil dieser Berechnung von Randfiltern ist, dass sie unabhéngig von
der Signalldnge L ist: Sowohl die Anzahl der Randfilter als auch die Orthonormalisierung
hdngt nur von den gewdhlten Filtern ab. Mdchte man also eine Filterbank auf Signale
verschiedener Langen anwenden, muss man die Konstruktion der Randfilter nicht wieder-
holen.

2.2.2. Optimierung der Randfilter

Wir haben im vorherigen Abschnitt Gram-Schmidt-Randfilter fiir d = 0 konstruiert. Aller-
dings waren wir dabei darauf festgelegt, jeweils (N — 2) /2 linke bzw. rechte Randfilter zu
bilden. Wir werden nun sehen, wie wir diese Anzahl erhhen und die dadurch gewonne-
nen Freiheitsgrade zur Optimierung der Randfilter nutzen konnen. Wir orientieren uns
dazu an Herley und Vetterli [HV94].

Sei d > 0. Dann enthélt die Matrix Hl(fll ) am linken und rechten Ende jeweils d Spalten aus
Nullen. Schneiden wir diese ab, erhalten wir die Matrix H;, — allerdings fiir eine reduzierte
Signalldnge L —2d. Darauf konnen wir die Konstruktion der Randfilter fiir d = 0 anwenden.
Fiigen wir die resultierenden orthonormalisierten Randfiltermatrizen L’ und R’ zentriert
uber Hfr‘f ) an, erhalten wir eine L — 2d x L-Matrix, die links und rechts d Nullspalten hat.
Wir ergénzen nun in der oberen linken und unteren rechten Ecke eine d x d-Einheitsmatrix
und bekommen so die L x L-Matrix

Id
L 0
T B . (24)
[0 R

Beispiel 2.2.6. Fiir eine Filterlange N = 6 und Signalldnge L = 8 miissen wir oben und
unten jeweils N /2 — 1 + d = 2 Zeilen an Hfg ) anfiigen. Fiir d = 1 erhalten wir

- ]
c(2) <3) c(4) c(5)
d(2) d@3) d(4) d(5)
T— c0) ¢1) e2) @) ) <O
d(0) d(1) d(2) d@) d4) d()
c(0) (1) «2) <3
d(0) d(1) d(2) d@)
1
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2.2. Randbehandlung mittels Randfiltern

Wir tiberlegen uns, dass wir mit dieser Konstruktion tatsachlich d + (N —2) /2 Randfilter

zu der Matrix Hfg ) erzeugt haben, da die Zeilen der Einheitsmatrix orthogonal zu den Null-
Eintrdgen unterhalb der Matrix sind. Jedoch haben die Zeilen der Einheitsmatrix keine
guten Filtereigenschaften. Wir konnen aber das folgende Lemma nutzen, um Eigenschaften
der Randfilter zu verbessern:

Lemma 2.2.7 (Herley und Vetterli [HV94]). Sei d > 0 und T wie in Gleichung (2.4). Dann

ist genau dann T’ eine Erginzung von Hfr‘f ) mit orthonormalen linken und rechten Randfiltern
zu einer quadratischen Matrix, wenn quadratische orthonormale Matrizen U, und U,. der GrifSe

(N —2)/2 + d existieren, sodass

U, 0 0
T=|0 I 0]|T.
0 0 U,

Bemerkung. Wir konnen also die in Gleichung (2.4) konstruierten Randfilter in alle anderen
Randfilter transformieren, indem wir sie mit einer orthonormalen Matrix multiplizieren.
Somit ist es moglich, auch Eigenschaften der Randfilter wie etwa die Frequenzselektivitat
zu optimieren, indem wir passende Orthonormalmatrizen wéhlen.

2.2.3. Waveletbasis auf dem Intervall

Esist moglich, fiir ein geschlossenes Intervall / aus Gram-Schmidt-Randfiltern eine Wavelet-
Basis von L?(I) zu konstruieren. Wir wollen die Konstruktion an dieser Stelle kurz skizzie-
ren. Fiir Details sei auf Herley und Vetterli [HV94] verwiesen.

Wir gehen von einer Multiskalenanalyse {V;} ., von L?(R) mit zugehoriger Skalierungs-
funktion ¢ und Mutterwavelet w aus. Fiir eine geeignet feine Skala .J betrachten wir dann
analog zur Multiskalenanalyse die Zerlegung

LX) =V, & PW,
j=J

Dabei entspricht V, dem Unterraum V; und Wj fir j > J den Waveletunterraum W,.

Wir wollen Basen dieser Unterrdume konstruieren. Zunéchst iibernehmen wir in die
Basen von V; bzw. Wj genau die Elemente von V; bzw. W, deren Tréger komplett in /
liegt. Allerdings fehlen uns dadurch Basisfunktionen mit Trager an den Intervallrdndern.
Durch iterierte Anwendung der DWT unter Verwendung der Randfilter erzeugen wir
Rand-Skalierungsfunktionen und Rand-Wavelets, die die Basen vervollstandigen.

Das Ergebnis dieser Konstruktion ist eine orthonormale Waveletbasis von L?(I). Al-
lerdings verlieren wir analog zum diskreten Fall die Zeitinvarianz-Eigenschaft an den
Réndern. So werden die Rand-Skalierungsfunktionen und Rand-Wavelets nicht mehr
durch Skalierung und Translation aus der Skalierungsfunktion bzw. dem Mutterwave-
let erzeugt. Stattdessen ergibt die iterierte Anwendung der DWT die zu V,; gehérenden
Rand-Skalierungsfunktionen und zu W, gehérenden Rand-Wavelets. Die Rand-Wavelets
hoherer Skalen ergeben sich dann durch Skalierung.
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2. Randbehandlung bei Wavelets

Wie eingangs beschrieben, erlaubt diese Konstruktion nur beschrankte Kontrolle iiber die
konstruierte Waveletbasis. Zwar kann man zeigen, dass die konstruierten Rand-Skalierungs-
funktionen aufSerhalb eines -Balls vom Rand genauso stetig wie die zugrundeliegende
Skalierungsfunktion sind [HV94]. Jedoch werden Eigenschaften wie die maximale Flach-
heit im Allgemeinen bei dieser Konstruktion* am Rand nicht erhalten.

2.3. Schnelle Wavelet-Transformation mit diinnbesetzten
Matrizen

Wir haben mit den Gram-Schmidt-Randfiltern eine Moglichkeit kennengelernt, die Anwen-
dung einer Filterbank auf ein endliches Signal durch eine quadratische Matrix darzustellen.
Dies wollen wir im folgenden dazu nutzen, fiir die in Abschnitt 1.3.2 eingefiihrte FWT
eine elegante, matrixbasierte Formulierung fiir endliche Signale zu konstruieren. Dabei
orientieren wir uns an Strang und Nguyen [SN96].

Wir erinnern uns daran, dass die FWT die DWT zwischen verschiedenen Skalen berech-
net, indem eine orthonormale Filterbank wiederholt angewandt wird. Seien C” und D7 die
Analysefilter dieser Filterbank und seien a; _ die Koeffizienten der Basisdarstellung zur
Skala j. Da wir die FWT auf endliche Signale anwenden wollen, nehmen wir an, dass wir
a; _ als endlichen Vektor der Lange L schreiben kénnen und dass die Filterbank FIR-Filter
der Lange N verwendet. Da wir Gram-Schmidt-Randfilter nutzen wollen, nehmen wir
auflerdem an, dass /N und L die dafiir notwendigen Bedingungen erfiillen.

Mithilfe der Gram-Schmidt-Randfilter konnen wir die Filterbank als L x L-Matrix H;,
schreiben. Bei der Konstruktion dieser Matrix sind wir von der Block-Toeplitz-Darstellung
der Filterbank ausgegangen, sodass die Zeilen von H; abwechselnd dem Tief- und dem
Hochpassfilter zuzuordnen sind. Wir setzen dabei die abwechselnde Zuordnung von Hl(fll )
auf die angefiigten Randfilter fort.

Wir wollen die Verschrankung der Zeilen der beiden Filter in H; auflosen. Dazu fassen
wir alle Zeilen des Tiefpassfilters in der Matrix R, und alle Zeilen des Hochpassfilters
in S; zusammen. Beide Matrizen sind (L/2) x L-Matrizen. Ordnen wir die Matrizen
tibereinander an, kénnen wir die Anwendung der Filterbank auf die Koeffizienten a; _ in
Blockform schreiben:

= R
HLCL]" — |:S§:|

jo1,—und b; ; _jeweils L/2 lang sind.

Wir gehen zur nédchsten Skala tiber und wiederholen diese Schritte. So konstruieren
wir die (L/2) x (L/2)-Matrix ﬁL/Q, die wir auf a; ; _ anwenden,uma; 5, _undb; , _ zu
erhalten. Auch diese Skala kénnen wir durch eine L x L-Matrix ausdriicken, indem wir
H, /2 um eine passende Einheitsmatrix erweitern, mit der wir nur b, ; _ multiplizieren. In

wobei a.;

*im Gegensatz zu z.B. Cohen, Daubechies und Vial [CDV93]
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2.3. Schnelle Wavelet-Transformation mit diinnbesetzten Matrizen

E N FE FE
[ | | [ | | [ | |
L] [ ] | [ ] |
[ | | [ | | [ | |
| ] mn [ | |
[ | [ ] ] [ ] |
| | [ | | [ | |
| ] [ | | [ |
[ ] [ | L1
| ] | | [ | |
[ | [ | [ ] |
| | | | [ | |
| ] | ] [ | |
[ ] [ | [ ] |
| ] | | [ | |
nl nl mnl
FWT-Analysematrix 3. Skala 2. Skala 1. Skala

Abbildung 2.2.: Struktur der Analysematrizen der FWT fiir Haar Wavelets auf verschie-
denen Skalen [nach WG21]. Eintrdge der diinnbesetzten Matrizen, die
nicht Null sind, sind farblich markiert. Die Analysematrix (links) ist das
Produkt der Analysematrizen der einzelnen Skalen, die jeweils die FWT-
Operation auf einer Skala codieren.

Blockschreibweise gilt dann
2‘7"72,* . I:iL/Q 0 |:(1/j17:| o I:iL/Q 0 I:I—’i ] a.
b, 0 Toppf - U

Wir konnen also die DWT {iiber zwei Skalen als Produkt von Matrizen berechnen. Dieses
Muster konnen wir auf weitere Skalen fortsetzen und erhalten so

(Ijil,

b. , -1 ~

bi 41— =<[|A'> j it A = | L/

’ lEJrL 0 e Z 0 I ps
bj1,-

Somit ergibt sich eine Matrix-Formulierung der FWT, indem wir die Eingabekoeffizien-
ten mit dem Produkt der Analysematrizen A; der einzelnen Skalen multiplizieren. In
Abbildung 2.2 ist dies fiir die Haar-Wavelets auf drei Skalen schematisch dargestellt.

Satz 2.3.1 (Laufzeit der FWT). Fiir eine Filterlinge N und eine Signallinge L = 27 hat die
J-skalige schnelle Wavelet-Transformation eine Laufzeit in O(NL).

Beweis. Die Analysematrizen A, sind diinnbesetzte Matrizen. Der Aufwand der Matrixmul-
tiplikation entspricht also asymptotisch der Anzahl der von Null verschiedenen Eintrage
der Analysematrizen.

In der Analysematrix der ersten Skala enthilt jede Zeile hochstens N Eintrdge; dies ergibt
insgesamt maximal N L Eintrage. Bei der ndchsten Skala miissen wir nur die obere Hélfte
der Matrix zdhlen, da die Identitédt in der unteren Halfte keine Operationen kostet, und
haben somit N L/2 Eintrdge. Insgesamt ergibt sich fiir J Skalen

1 1
NL+gNL+  NL+-+2 /" UNL <2NL=0(NL). O
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2. Randbehandlung bei Wavelets

Bemerkung. Fiir konstante Filterlange /Vist die FWT mit einer linearen Laufzeit asymptotisch
schneller als die Schnelle Fourier-Transformation (englisch: Fast Fourier Transform, FFT),
die eine asymptotische Laufzeit von O(L log L) hat [SN96].

2.4. Untersuchung mittels Zeit-Frequenz-Darstellungen

Wir wollen die Randbehandlung mit Gram-Schmidt-Randfiltern ndher untersuchen und
beispielhaft mit der symmetrischen Fortsetzung, einer in der Bildverarbeitung haufig
verwendeten Signalfortsetzung, vergleichen. Dazu visualisieren wir fiir beide Randbe-
handlungsverfahren fiir verschiedene Wavelets die DWT zweier endlicher Testsignale.
Fiir die Auswahl der Testsignale und die Visualisierungsmethodik orientieren wir uns an
Jensen und la Cour-Harbo []J101].

2.4.1. Verwendete Testsignale

Das erste Testsignal x,, ist ein sogenannter Chirp (vom englischen (to) chirp, ,,zwitschern”).
Damit bezeichnet man ein Signal, dessen Frequenz sich im Zeitverlauf verandert (vgl. Ab-
bildung 2.3). Hier verwenden wir einen Chirp, dessen Frequenz linear mit dem Faktor 128
steigt. Wir erhalten die Funktionsvorschrift

fo(t) := sin(1287t?), (2.5)

die an den Punkten {0, 1, ..., 2!} ausgewertet x,, ergibt.

| fo(®)

! il
u i

—1+

t

Abbildung 2.3.: Beispiel eines linearen Chirps

Das zweite Testsignal x; besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil soll sehr lokal im Fre-
quenzbereich sein. Dazu wihlen wir die Summe dreier Sinus-Wellen mit fester Frequenz

f1(t) := sin(wyt) + sin(2wyt) + sin(3wyt) mit w,, = 405.5419,

die wir ebenfalls auf den Punkten {0, 1, ..., 2%} auswerten. Der zweite Teil des Testsignals
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2.4. Untersuchung mittels Zeit-Frequenz-Darstellungen

soll im Zeitbereich sehr lokal sein. Dafiir wahlen wir das Signal

25 n =299
1 499 <n <700
x{(n) = fi(n) + - firn € {0,1,...,219}.
W)= film)+q { )
0 sonst

Das zweite Testsignal x; ergibt sich dann aus der Summe beider Teile. In Abbildung A.3
sind Spektogramme beider Testsignale dargestellt.

2.4.2. Zeit-Frequenz-Darstellungen mittels Diskreter Wavelet-Transformation

Fiir die Visualisierung nutzen wir sogenannte Zeit-Frequenz-Darstellungen. Damit be-
zeichnen wir eine Darstellung der Energie eines Signals in Abhéngigkeit der Zeit und
der Frequenz. Ein Beispiel dafiir im Kontext der Fouriertransformation sind Spektogram-
me. Wir wollen im folgenden aus der Wavelet-Basis-Darstellung solche Zeit-Frequenz-
Darstellungen konstruieren.

Dafiir tiberlegen wir uns, dass die Energie-Anteile eines diskreten Signals sehr fein in
der Zeitdimension aufgetrennt sind. Allerdings sind noch keine Frequenzinformation
enthalten (vgl. Abbildung 2.4a). Wenden wir nun die DWT einmal an, teilen wir das Signal
in einen hochfrequenten und einen niedrigfrequenten Anteil auf. Somit verdoppeln wir die
Auflésung in der Frequenzdimension. Im Gegenzug halbiert sich die Lange der einzelnen
Anteile und somit auch die Auflésung in der Zeitdimension (vgl. Abbildung 2.4b). Mit
der ndchsten Iteration der FWT geschieht dies erneut fiir den niedrigfrequenten Anteil: er
wird in zwei Anteile aufgeteilt, womit wir die Frequenzaufldsung im niedrigfrequenten
Bereich verdoppeln und die Zeitauflosung halbieren (vgl. Abbildung 2.4c).

Dies fithren wir fiir alle weiteren Skalen der DWT fort. Die so resultierende Kache-
lung bildet die Zeit-Frequenz-Darstellung der DWT des Signals. Wie in Abbildung 2.4
dargestellt, entspricht jede Kachel einem Koeffizienten der DWT des Signals. Die Ener-
gieanteile, die auf eine Kachel entfallen, sind dann das Betragsquadrat des Koeffizienten.
Grafisch konnen wir dies darstellen, indem wir die Kacheln entsprechend ihrem Ener-
gieanteil einfairben. Wir wihlen eine Einfarbung in Graustufen, wobei dunklere Farben
hoheren Energieanteilen entsprechen. Zur besseren Visualisierung normalisieren wir den
Energieanteil |s|? logarithmisch durch

log_(|s|* + co)-

Wir orientieren uns an Jensen und la Cour-Harbo []J101] und wahlen fiir die Darstellung
¢y = 1. In Abbildung A.4a sind die Zeit-Frequenz-Darstellungen der DWT der in Ab-
schnitt 2.4.1 konstruierten Testsignale abgebildet.

Bemerkung. Wir sind in der Beschreibung der Zeit-Frequenz-Darstellungen implizit davon
ausgegangen, dass sich das Signal bei der Anwendung der Filterbank nicht verldngert.
Dies ist fiir eine Randbehandlung mit Randfiltern per Konstruktion stets erfiillt. Verwen-
den wir jedoch andere Randbehandlungsverfahren, verlangert sich das Signal durch die
wiederholte Anwendung der Filterbank. Diese Koeffizienten fiigen wir als weitere Kacheln
am linken und rechten Rand der Darstellung an.
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s T
[b1,0/? b1 12
|652,0’2 ‘C12,1|2 |(12,2|2 |‘12,3|2 %
’a1,0|2 |a1,1|2
0 0
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(a) Ausgangssignal. (b) Erste Skala.
T
[b1,0/? [b1,11?
3
’ oo
4
|@o,o|2
0
0 1 2 3 4

(c) Zweite Skala.

Abbildung 2.4.: Zeit-Frequenz-Darstellungen der verschiedenen Skalen wéihrend der FWT
eines Signals der Lange 4 [nach JI01]. Auf der horizentalen Achse verlauft
die Zeitdimension; auf der vertikalen die Frequenzdimension. Die einzel-
nen Felder entsprechen der Energie eines einzelnen Koeffizienten.

2.4.3. Zeit-Frequenz-Darstellungen mittels Wavelet-Paket-Transformation

Die bisher beschriebene Art der Zeit-Frequenz-Darstellungen hat den Nachteil, dass die
Frequenz- bzw. Zeitauflosung zwischen den Frequenzbédndern variiert. Die Frequenzauf-
16sung steigt mit fallender Frequenz, wohingegen die Zeitauflosung sinkt. Aufgrund der
heisenbergschen Unschérferelation [SN96, S. 67] ist es nicht moglich, beide Dimensionen
gleichzeitig fein aufzuldsen, aber wir konnen die Auflésung beider Dimensionen im gan-
zen Bildbereich konstant halten. Anschaulich gesprochen sollen die entstehenden Kacheln
nicht mehr mit fallender Frequenz immer flacher und ldnger werden, sondern im ganzen
Bildbereich die gleiche Form bewahren.

Dies erreichen wir, indem wir statt der DWT die Wavelet-Paket-Transformation berech-
nen (vgl. Abschnitt 1.3.3). In jeder Skala wenden wir die Filterbank auf alle Koeffizienten
der vorherigen Skala an. Fiir alle Koeffizienten verdoppelt sich die Frequenzauflésung
und halbiert sich die Zeitauflosung. Somit verdndert sich die Form aller Kacheln und
nicht, wie bei der DWT, nur die der Kacheln der untersten Zeile. Wihlen wir fiir eine
Ausgangssignalldnge L = 22/ die Skalenanzahl als J, so erhalten wir eine regelméfige
J x J-Kachelung; die Auflosung ist also in beiden Dimensionen gleich.

Bemerkung. Im Gegensatz zur DWT miissen wir bei der Wavelet-Paket-Transformation
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2.4. Untersuchung mittels Zeit-Frequenz-Darstellungen

darauf achten, in welcher Reihenfolge wir die Koeffizienten entlang der Frequenzach-
se anordnen. Bei der DWT konnten wir die aus dem Verfahren entstehende natiirliche
Anordnung wihlen. Dies ist jedoch bei der Wavelet-Paket-Transformation nicht méglich,
da es bei der Anwendung der Filterbank auf die hochfrequenten Anteile der vorherigen
Skala zu Spiegelungen des Signals im Frequenzbereich kommt. Dies ldsst sich mit einer
Umordnung entlang der Frequenzachse korrigieren, der sogenannten Frequenzordnung.
Diese Umordnung ist jedoch ausschliefslich bei Visualisierungen notwendig. Fiir Details
sei auf Jensen und la Cour-Harbo [J101, Abschnitt 9.3] verwiesen.

4
|
-I
- 2 B ot Ty I-l 3
-.:..; ™ ™™ ™ T ™™ Wl ™ 2
- - 1 = —
. - N e — - 1
0 51015202530 0 51015202530
(a) Zeit-Frequenz-Darstellung des ersten (b) Zeit-Frequenz-Darstellung des zweiten
Testsignals aus Abschnitt 2.4.1 (linearer Testsignals aus Abschnitt 2.4.1 (lokal in
Chirp). Zeit und Frequenz).

Abbildung 2.5.: Fiinfskalige  Zeit-Frequenz-Darstellungen  mittels Wavelet-Paket-
Transformation mit Haar-Wavelets.

2.4.4. Untersuchung von Testsignalen

Wir wollen die Randbehandlung mittels Gram-Schmidt-Randfiltern mit der Randbehand-
lung durch symmetrische Fortsetzung vergleichen. Dazu betrachten wir fiir beide Rand-
behandlungsverfahren die Zeit-Frequenz-Darstellungen der fiinfskaligen Wavelet-Paket-
Transformation der in Abschnitt 2.4.1 konstruierten Testsignale. Diese Visualisierung der
Testsignale wird auch von Jensen und la Cour-Harbo []101, Abschnitt 9.3] diskutiert.

Zur Berechnung der Randbehandlung mittels Gram-Schmidt-Randfiltern nutzen wir die
in Abschnitt 3.1 besprochene Python-Implementierung, fiir die symmetrische Fortsetzung
die Python-Bibliothek PyWavelets [Lee+19].

In Abbildungen 2.5a und 2.5b ist die Zeit-Frequenz-Darstellung mittels Wavelet-Paket-
Transformation fiir das Haar-Wavelet abgebildet. Wir sehen klar die zu erwarteten Cha-
rakteristika der Testsignale, die sich bereits in Spektogrammen in Abbildung A.3 gezeigt
hatten: Beim linearen Chirp erkennen wir, dass die Signalenergie mit zunehmender Zeit
linear in der Frequenz steigt. Gleichzeitig erkennen wir gegenldufig zu diesem linearen
Trend laufende Artefakte. Diese stammen daher, dass die Filter der Haar-Wavelets nicht
ideal sind [J101, S. 112f.].
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Im zweiten Testsignal erkennen wir sehr scharf die in Zeit bzw. Frequenz lokalen An-
teile. Die einzelnen von Null verschiedenen Eintrdage bei n = 299 und 900 sehen wir als
Energieanteile in allen Frequenzen. Dies ist zu erwarten, da die Frequenzantwort des
Einheitssignals konstant gleich 1 ist. Auch den konstanten Abschnitt zwischen 499 und
700 erkennen wir an der Energie im untersten Frequenzband in diesem Abschnitt. An den
Rédndern des konstanten Abschnitts sehen wir aufgrund der Sprungstellen Artefakte in
hoheren Frequenzbereichen.

Auch wenn diese Visualisierung mittels der Haar-Wavelets hilfreich fiir das Verstandnis
der Testsignale und der zu erwartenden Effekte ist, ist sie nicht dazu geeignet, Randbehand-
lungen zu vergleichen. Dies liegt schlicht daran, dass aufgrund der kurzen Filterldnge bei
Haar-Wavelets keine Randbehandlung notwendig ist. Daher wollen wir uns im weiteren
Verlauf langeren Wavelets zuwenden. Unsere Wahl im Rahmen dieser Arbeit sind Wavelets
der Daubechies- und Symlet-Familie, die wir beide in Abschnitt 1.3.4 beschrieben haben.
Wir erinnern uns, dass beide Familien einer d4hnlichen Konstruktion entstammen und in
dieser Hinsicht Symlets ,, weniger asymmetrische” Daubechies-Wavelets sind.

In Abbildungen 2.6 und 2.7 sehen wir fiir die Randbehandlung durch Gram-Schmidt-
Randfilter bzw. symmetrische Fortsetzung jeweils die Zeit-Frequenz-Darstellungen beider
Testsignale mittels fiinfskaliger Wavelet-Paket-Transformation fiir Wavelets der Daubechies-
und der Symlet-Familie mit den Langen 8, 16 und 24. Fiir die aufgrund symmetrischer
Fortsetzung verldngerten Signale ist der urspriingliche Signalbereich durch blaue Linien
markiert. Zur besseren Darstellung wurden auch bei der Darstellung mit Randfiltern
entsprechend Kacheln an den Réndern ergénzt; diese enthalten aber keine Energieanteile.

Wir betrachten die Darstellungen des ersten Testsignals. Zunéchst stellen wir fest, dass im
Vergleich zu den Haar-Wavelets mit steigender Filterlinge deutlich weniger gegenldufige
Artefakte auftreten. Das liegt daran, dass mit steigender Lange die Daubechies- und
Symlet-Filter sich idealen Filter annédhern []101, S. 113]. Wir bemerken aufierdem, dass
bei den Daubechies-Wavelets mit steigender Lange die Energieanteile deutlich breiter um
den linearen Trend streuen. Grund hierfiir ist die starke Asymmetrie der Daubechies-
Filter [J101, Abschnitt 9.4.3]. Folgerichtig sehen wir diesen Effekt bei den deutlich weniger
asymmetrischen Symlets kaum. Insgesamt kommt es beim ersten Testsignal zu wenig
Randartefakten. Jedoch fiihrt der Asymmetrie-Effekt langerer Daubechies-Wavelets dazu,
dass die Energieanteile des oberen und unteren Frequenzbereichs sich aufierhalb des
urspriinglichen Signalbereichs verlagern.

In den Darstellungen des zweiten Testsignals erkennen wir den Asymmetrie-Effekt
wieder. So streuen die zeitlokalen Anteile bei n = 299 und 900 fiir lingere Daubechies-
Wavelets so stark, dass diese fiir Daubechies-Wavelets der Lange 12 kaum ausmachbar
sind.” Auch die Energieanteile des konstanten Signalanteils von n = 499 bis 700 riicken
mit steigender Lange der Daubechies-Wavelets ndher an den Rand. Allerdings kénnen wir
ebenfalls feststellen, dass sich diese Streuung nur auf die Zeit-Dimension auswirkt; die
in der Frequenz lokalen Anteile streuen nicht vermehrt. Fiir Symlets sind diese Effekte
aufgrund der hoheren Symmetrie kaum zu bemerken.

Wir erkennen bei den Darstellungen des zweiten Testsignals grofie Unterschiede an

SEs gibt Methoden, diese Streuung fiir die bessere visuelle Interpretierbarkeit explizit zu korrigieren [vgl.
J101, Abschnitt 9.4.3].
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2.4. Untersuchung mittels Zeit-Frequenz-Darstellungen
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Abbildung 2.6.: Zeit-Frequenz-Darstellungen des ersten Testsignals (linearer Chirp) fiir
verschiedene Wavelets. Gegeniibergestellt sind jeweils zwei fiinfskali-
ge Wavelet-Packet-Zerlegungen: mit Gram-Schhmidt-Randfiltern und
mit symmetrischer Signalfortsetzung in der PyWavelets-Implementation
[Lee+19]. Die blauen Linien geben den Zeitbereich des Eingabesignals an.

den Réndern. Bei der symmetrischen Fortsetzung sind die Energieanteile aufSerhalb des
urspriinglichen Signalbereichs sehr ausgeprégt. Fiir die Symlets sind die Energieanteile
dort eher diffus verteilt, wohingegen wir bei den Daubechies-Wavelets klar die Fortsetzung
der in der Frequenz lokalen Anteile ausmachen kénnen. Dem gegeniiber entstehen bei
der Randbehandlung durch Gram-Schmidt-Randfilter deutlich weniger Randartefakte. So
kommt es bei den Daubechies-Wavelets zu einer Verringerung der Energieanteile am linken
Signalrand. Bei den Symlets stellen wir eine leichte Streuung in der Frequenzdimension

am linken Rand fest.

Insgesamt ist zu beobachten, dass Symlets aufgrund der hoheren Symmetrie besser die
Zeitposition der Signalteile erhalten. Andererseits konnten wir fiir die Testsignale eine
klare Reduktion der Randartefakte durch Gram-Schmidt-Randfilter ermitteln.
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2. Randbehandlung bei Wavelets
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Abbildung 2.7.: Zeit-Frequenz-Darstellungen des zweiten Testsignals (lokal in Zeit
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und Frequenz) fiir verschiedene Wavelets. Gegeniibergestellt sind je-
weils zwei fiinfskalige Wavelet-Packet-Zerlegungen: Mit Gram-Schmidt-
Randfiltern und mit symmetrischer Signalfortsetzung in der PyWavelets-
Implementation [Lee+19]. Die blauen Linien geben den Zeitbereich des
Eingabesignals an.



3. Numerische Experimente

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Anwendung der Gram-Schmidt-Randfilter
zur Erkennung von DeepFake-Bildern (vgl. Abschnitt 3.3). Dazu besprechen wir in Ab-
schnitt 3.1 zunéchst die Implementation der Gram-Schmidt-Randfilter in Python. Um
diese tiberhaupt auf Bilder, also zweidimensionale Signale endlicher Lange, anwenden zu
konnen, fithren wir in Abschnitt 3.2 ein Verfahren ein, mit dem wir die eindimensionalen
Wavelet-Transformation entlang jeder Achse separat anwenden kénnen. AnschliefSend
verwenden wir dies, um Visualisierungen der 2D-Wavelet-Paket-Transformation zu unter-
suchen.

In Abschnitt 3.3 erweitern wir einen Ansatz von Wolter u. a. [ Wol+21] zur Erkennung
von DeepFakes. Dieser verwendet Haar-Wavelets, um Randartefakte zu vermeiden. Wir
tun dies, indem wir anstatt Haar-Wavelets langere Wavelets der Daubechies- und Symlet-
Familie mit Randbehandlung durch Gram-Schmidt-Randfilter einsetzen. Dies ermdglicht
einerseits die Verwendung ldngerer Wavelets mit deutlich reduzierten Randartefakten (vgl.
Abschnitt 3.2). Andererseits miissen wir das Faltungsnetzwerklayout nicht in Abhédngigkeit
der Wavelet-Lange anpassen, da die Signalldnge durch die Randfilter beibehalten wird.

3.1. Implementierung

In dieser Arbeit verwenden wir fiir die Berechnung von Wavelet-Tranformationen mit
Gram-Schmidt-Randfiltern auf Basis der Matrix-Darstellung der Transformationen eine
eigene Implementation in der Programmiersprache Python.! Die Matrizen werden dabei
als diinnbesetzte Tensoren der PyTorch-Bibliothek [Pas+19] umgesetzt. Dies ermoglicht
einerseits eine Beschleunigung der Berechnungen durch Nutzung von Grafikprozessoren
(englisch: Graphical Processing Units, GPUs) und andererseits den Einsatz automatischen
Differenzierens zum Trainieren von Faltungsnetzwerken (englisch: Convolutional Neural
Networks, CNNs).

Die Implementierung baut auf den Python-Bibliotheken Pytorch Wavelet Toolbox [Wol21]
und PyWavelets [Lee+19] auf. Die Implementation der Randfilterberechnung basiert auf
Jensen und la Cour-Harbo []J101].

3.2. Separable 2D-Wavelet-Transformationen

Die in Kapitel 1 und 2 besprochenen Wavelet-Transformationen agieren nur auf eindimen-
sionalen (endlichen) Signalen. Wir wollen diese Transformationen nun auf einfache Art

Dem Autor ist keine andere 6ffentlich verfiigbare Implementation von (Gram-Schmidt-)Randfiltern in
Python bekannt.
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3. Numerische Experimente

auf zweidimensionale Signale erweitern. Dazu wenden wir entlang beider Achsen des
Signals separat eine eindimensionale Wavelet-Transformation an, weshalb diese Art der
zweidimensionalen Wavelet-Transformation auch separabel genannt wird. Fiir die Konstruk-
tion orientieren wir uns an Jensen und la Cour-Harbo []101, Abschnitt 6.1]. Im folgenden
sprechen wir allgemein von Wavelet-Transformation, da alle Konstruktionsschritte glei-
chermafien auf die FWT und die Wavelet-Paket-Transformation anwendbar sind.

Wir betrachten ein endliches zweidimensionales Signal X € RM*Y mit M Zeilen und
N Spalten. Zundchst wollen wir eine eindimensionale Wavelet-Transformation entlang
der Spalten von X durchfiihren. Wir haben gesehen, dass wir mithilfe von Gram-Schmidt-
Randfiltern die Wavelet-Transformation als quadratische Matrix darstellen konnen. Fiir
die Transformation der Spalten erhalten wir somit die M x M-Matrix W . Fiir jede Spalte
ergibt sich durch Multiplikation mit W, die Wavelet-Transformation der Spalte. Somit ist
das Matrix-Produkt

Y, = WX

eine Matrix, deren Spalten die Wavelet-Transformation der Spalten von X sind. Nun wollen
wir die Wavelet-Transformation entlang der Zeilen von Y, durchfiihren. Dies ist &quivalent
zur Wavelet-Transformation entlang der Spalten von YZ. Sei W, die N x N-Matrix der
Zeilen-Wavelet-Transformation. Dann ist

Y = (W.YD)T = W XWT

das Ergebnis der separablen 2D-Wavelet-Transformation. Aufgrund der Assoziativitdt der
Matrix-Multiplikation spielt es keine Rolle, ob wir bei der Herleitung zunéchst entlang der
Spalten oder der Zeilen transformieren.

Wir konnten die Anzahl an Skalen und die verwendeten Wavelets separat pro Ach-
se wahlen. Somit ist es denkbar, dass wir entlang der Achsen verschiedene Wavelet-
Transformationen berechnen. In dieser Arbeit beschranken wir uns jedoch auf den Fall,
dass alle Parameter fiir beide Achsen identisch sind, eingeschlossen der Signalldange. Es
gilt also stets W, = W_..

Bei der 2D-FWT wird das Signal entlang jeder Achse in einen hoch- und einen niedrig-
frequenten Teil aufgeteilt; insgesamt ergeben sich also vier Teile. Der in beiden Achsen
niedrigfrequente Teil heifit Approximationskoeffizient und wird mit ,a” notiert. Die ande-
ren Teile entsprechen Richtungen von Kanten im Bild, die in diesem Teil hervorgehoben
werden: ist der Teil einer Achse hoch- und der andere niedrigfrequent, werden horizontale
(,h”) bzw. vertikale (,,v*) Kanten im Bild hervorgehoben. Sind die Teile beider Achsen
hochfrequent, entspricht dies diagonalen Kanten (,,d”). In Abbildung 3.1a ist dies sche-
matisch dargestellt. Die zweite Skala der 2D-FWT erhalten wir, indem wir dies auf dem
Approximationskoeffizienten der vorherigen Skala wiederholen (vgl. Abbildungen 3.1b
und 3.1c). Wir notieren die so erhaltenen Koeffizienten, indem wir den Buchstaben der
aktuellen Skala (,,a”, ,d” etc.) an die Buchstaben der vorherigen Skala anhéngen. Wieder-
holen wir diese Zerteilung auf allen Koeffizienten der vorherigen Skala, entspricht dies
einer 2D-Wavelet-Packet-Transformation (vgl. Abbildung 3.1d).
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3.3. DeepFake-Erkennung

aa ah
a h h
av ad
v d v d
(a) Erste Skala einer 2D-FWT (b) Zweite Skala einer 2D-FWT
aaa | aah aaa | aah | aha | ahh | haa | hah | hha | hhh
ah
aav | aad aav | aad | ahv | ahd | hav | had | hhv | hhd
h
ava | avh | ada | adh | hva | hvh | hda | hdh
av ad
avv | avd | adv | add | hvv | hvd | hdv | hdd
vaa | vah | vha | vhh | daa | dah | dha | dhh
vav | vad | vhv | vhd | dav | dad | dhv | dhd
v d
vva [ vvh | vda | vdh | dva | dvh | dda | ddh
vvv | vvd [ vdv | vdd | dvv [ dvd | ddv | ddd
(c) Dritte Skala einer 2D-FWT (d) Dreiskalige 2D-Wavelet-Paket-Transfor-

mation in Frequenzordnung.

Abbildung 3.1.: Schemata zweidimensionaler Wavelet-Transformationen.

3.3. DeepFake-Erkennung

DeepFakes sind mit Methoden des DeepLearnings generierte, tdiuschend realistische Medi-
eninhalte (hier Bilder). Die dafiir verwendeten Architekturen werden als Generative Adver-
sarial Networks (GANs) [Goo+14] bezeichnet, tibersetzt etwa , erzeugende gegnerische
Netzwerke”. Sie bestehen aus zwei Faltungsnetzwerken, die in einem Nullsummenspiel
gegeneinander antreten. Eines der Netzwerke generiert Bildkandidaten (der ,Generator”),
die echten Bilddaten tduschend dhnlich sein sollen. Das andere Netzwerk versucht diese
Kandidaten von echten Bilddaten zu unterscheiden (der ,Diskriminator”). Der Generator
wird dann darauf trainiert, Bildkandidaten zu erzeugen, die den Diskriminator tduschen.

Die Ergebnisse der GANs sind so tiberzeugend, dass Menschen erhebliche Schwierigkei-
ten haben, sie als synthetisch zu erkennen [Kar+18]. Als Demonstration sei die Interseite
whichfaceisreal.com [WB19] erwédhnt, auf der Nutzer:innen ein Bild aus dem Flickr
Faces High Quality Datensatz [KLA19] und ein mit StyleGAN [KLA19] generiertes Bild
angezeigt wird. Bei der Aufgabe, das richtige Bild auszuwdhlen, erzielen Nutzer:innen
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selbst mit Ubung nur eine Genauigkeit von 75 % [Sim19].

DeepFakes stellen zunehmend ein gesellschaftliches Problem dar, da sie unter anderem
dazu verwendet werden konnen, Falschinformationen zu streuen und den 6ffentlichen
Diskurs oder Wahlen zu beeinflussen [Wes19]. Daher ist es wichtig, robuste Verfahren zur
Erkennung von DeepFakes zu entwickeln.

Wolter u.a. [Wol+21] schlagen dazu vor, einen Klassifikator auf den Wavelet-Paket-
koeffizienten der Bilder zu trainieren. Da sie auf einem Datensatz an den Rdndern im
Frequenzbereich grofie Unterschiede zwischen den echten und GAN-generierten Daten
feststellen und daher Randeffekte vermeiden wollen, verwenden sie Haar-Wavelets. Wir
wollen diesen Ansatz mittels Gram-Schmidt-Randfilter auf langere Wavelets ausweiten.
Da durch Gram-Schmidt-Randfilter die Signale unabhéingig der Wavelet-Lange ihre Lange
beibehalten, konnen wir fiir alle Wavelet-Langen die von Wolter u. a. [ Wol+21] vorgeschla-
gene Architektur iibernehmen.

Zunéchst wollen wir jedoch ein besseres Verstandnis dafiir entwickeln, worin die Un-
terschiede zwischen mittels GANs generierten und echten Bildern liegen kénnen. Dazu
untersuchen wir in Abschnitt 3.3.1 die Visualisierung von 2D-Wavelet-Paketen.

Anschlieflend betrachten wir die Problemstellung, auf einem aus Orginalbildern und
DeepFakes verschiedener GANs bestehenden Datensatz die Bildquelle zu klassifizie-
ren. Unsere Ergebnisse werden wir neben Wolter u.a. [Wol+21] auch mit Frank u.a.
[Fra+20] vergleichen, die fiir die gleiche Problemstellung einen auf der Diskreten Cosinus-
Transformation (DCT) basierten Ansatz vorschlagen. In Abschnitt 3.3.4 werden wir dann
untersuchen, wie gut Bilder eines GANSs, das nicht in den Trainingsdaten reprasentiert ist,
als DeepFakes erkannt werden.

3.3.1. Untersuchung des FFHQ-Datensatzes

Zunichst wollen wir ein Verstindnis dafiir entwickeln, wo der Unterschied zwischen
Orginalbildern und DeepFakes liegen kann. Dazu betrachten wir 5.000 zufillig ausge-
wiéhlte Bilder des Flickr Faces High Quality-Datensatzes [KLA19], der aus Portraitfotos
echter Menschen besteht. Hierauf generieren wir mit StyleGAN-Architektur [KLA19] 5.000
DeepFakes und vergleichen diese mit den Orginalbildern. Dies machen wir dhnlich wie
Wolter u. a. [Wol+21], die den FFHQ-Datensatz fiir log-skalierte Haar-Wavelets betrachtet
haben.

Wir haben im vorherigen Abschnitt gesehen, wie wir Wavelet-Transformationen auf ein
zweidimensionales Signal anwenden konnen. Dies nutzen wir, indem wir mithilfe der dreis-
kaligen separablen 2D-Wavelet-Paket-Transformation mittels Gram-Schmidt-Randfiltern
die Bilder kanalweise transformieren. Anschlieflend bilden wir pro Datenquelle den Mittel-
wert und die Standardabweichung tiber alle Bilder und die Farbkanéle. Zudem berechnen
wir fiir den Mittelwert und die Standardabweichung jeweils die absolute Differenz beider
Datenquellen. In Abbildungen A.7 und A.8 sehen wir die Ergebnisse fiir das Daubechies-
Wavelet sowie das Symlet der Lange 24 in Frequenzordnung.

Fiir beide Wavelets sind in der Differenz der absoluten Koeffizienten deutlich schemen-
hafte Gesichtsziige zu erkennen. Dies ldsst darauf schliefSen, dass die GAN-generierten
Bilder strukturelle Fehler im Gesichtsbereich machen. Zudem sehen wir, dass die Paketen-
ergie der absoluten Differenz der mittleren Signale mit zunehmender Frequenz ansteigt.
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3.3. DeepFake-Erkennung

Dies liegt daran, dass bei den GANs die mittlere Energie im hochfrequenten Bereich hoher
ist.

Weiter erkennen wir sowohl bei den Orginalbildern als auch bei den DeepFakes in der
Standardabweichung Gesichtsumrandungen, die jedoch auf den Orginaldaten starker sind.
Hier konnen wir vermuten, dass die Varianz im Hintergrund bei orginalen Bildern héher
als bei synthetischen ist.

Auch bei der Differenz der mittleren Koeffizienten sehen wir, dass die Rander um
die Gesichtsschemen ausgeprigt sind. Hier — also im Bildhintergrund — liegen somit im
Durchschnitt Unterschiede vor.

Betrachten wir die Bilder hinsichtlich der Randbehandlung, so erkennen wir wenig
Randartefakte. Wir erkennen an manchen Paketen tieferer Frequenzen Linien an den
Réandern, die auf beiden Datenquellen in gleicher Form auftreten, jedoch beim Daubechies-
Wavelets breiter sind als beim Symlet. Ahnlich wie in Abschnitt 2.4 kénnen wir daher
darauf schliefSen, dass diese Streifen asymmetriebedingt sind. Weiter erkennen wir in den
Ecken der Pakete punktartige Artefakte. Diese treten ausgesprochen symmetrisch auf und
zeigen die gleiche Breite wie die bereits bemerkten Streifen, weshalb wir hier vermuten
konnen, dass dies ebenfalls eine Folge der Asymmetrien in Verbindung mit der separablen
Transformation sind.

3.3.2. Datensatze und Parameterwahl

Um Vergleichbarkeit zu gewiéhrleisten, stellen wir den Versuchsaufbau von Wolter u. a.
[Wol+21] exakt nach. Lediglich bei der Berechnung der Wavelet-Paket-Transformation
werden wir abweichend die in Abschnitt 3.1 beschriebene Implementation der Wavelet-
Paket-Transformation mit Gram-Schmidt-Randfiltern verwenden. Wir haben auch mit
Frank u.a. [Fra+20] eine hohe Vergleichbarkeit der Ergebnisse, da sich deren Versuchsauf-
bau von Wolter u. a. [Wol+21] nicht wesentlich unterscheidet.

Wir fiihren alle Ergebnisse dieses Abschnittes auf zwei Datensédtzen aus Farbbildern
durch: Large-scale Scene UNderstanding bedrooms (LSUN) [Yu+15] und Large-scale
Celeb Faces Attributes (CelebA) [Liu+15]. Auf den Bildern des LSUN-Datensatzes sind
Schlafzimmer abgebildet. Der CelebA-Datensatz enthilt Bilder von Gesichtern prominenter
Personen, die nach der Augenposition ausgerichtet wurden. In Abbildung A.5 ist pro
Datensatz beispielhaft ein Element abgebildet.

Wir wiahlen aus beiden Datensétzen zufdllig 150.000 Bilder aus, schneiden diese zu und
skalieren sie jeweils auf eine Grofie von 128 x 128 Pixeln. Fiir beide Datensitze erzeugen
wir mit vortrainierten Modellen von Yu, Davis und Fritz [ YDF19] ebenfalls in einer Grofle
von 128 x 128 Pixeln 150.000 Bilder mit den GAN-Architekturen CramerGAN [Bel+17],
MMDGAN [Bin+18], ProGAN [Kar+18] und SN-DCGAN [Miy+18]. Pro Datensatz ist in
Abbildung A.6 exemplarisch ein mit ProGAN generiertes Bild dargestellt.

Pro Datensatz teilen wir die insgesamt 750.000 Bilder zufillig in einen Trainingsdatensatz
aus 500.000 Bildern, einen Validierungsdatensatz aus 100.000 Bildern sowie einen Test-
Datensatz aus 150.000 Bildern auf, wobei wir jeweils aus jeder Quelle gleich viele Bilder
wahlen. Wir berechnen anschliefSend fiir alle Bilder pro Farbkanal die dreiskalige separable
2D-Wavelet-Paket-Transformation mit Wavelets der Daubechies- und Symlet-Familien der
Langen 8, 16 und 24. Dabei verwenden wir zur Randbehandlung Gram-Schmidt-Randfilter
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3. Numerische Experimente

ohne Optimierungen. Aufierdem erstellen wir eine Variante des Datensatzes, indem wir
die Wavelet-Koeffzienten log -skalieren.

Es soll die Bildquelle klassifiziert werden. Unterschieden werden also die Orginalbilder
und vier GAN-Architekturen, was fiinf Klassen ergibt. Hierzu trainieren wir auf allen
Datensétzen eine lineare Regression und ein Faltungsnetzwerk. Dabei nutzen die von
Wolter u. a. [ Wol+21] vorgeschlagene Architektur, vgl. Tabelle A.1 fiir den genauen Aufbau
der Architekturen. Vor dem Training normalisieren wir die Daten, indem wir je Farbkanal
den Mittelwert der Trainingsdaten abziehen und durch die Standardabweichung der
Trainingsdaten teilen. Zum Training der Modelle nutzen wir den Adam-Optimierer [KB15]
mit einer Batchgrofie von 512 und einer Lernrate von 0.001. Die lineare Regression trainieren
wir auf dem LSUN-Datensatz zehn und auf dem CelebA-Datensatz acht Epochen; das
Faltungsnetzwerk trainieren wir jeweils 50 Epochen lang. Im Sinne der Reproduzier- und
Vergleichbarkeit trainieren wir alle Modelle fiinfmal fiir die fixierten Zufallszahlenseeds 0
bis 4 und geben stets den Mittelwert und die Standardabweichung an.

3.3.3. Ergebnisse der Bildquellen-Klassifikation

Die Genauigkeit der Klassifikation der Bildquelle auf den Testdatensétzen ist in Tabel-
le 3.1 fiir die lineare Regression und in Tabelle 3.2 fiir die CNNs dargestellt. Die linke
Spalte enthélt jeweils die Ergebnisse fiir den CelebA-Datensatz und die rechte fiir den
LSUN-Datensatz. Angegeben ist jeweils die maximale und mittlere Genauigkeit aus fiinf
Durchldufen sowie die Standardabweichung. Neben den Ergebnissen fiir Daubechies-
Wavelets und Symlets der Langen 8, 16 und 24 sind zum Vergleich die Ergebnisse von
Wolter u. a. [Wol+21] fiir das Haar-Wavelet sowie die unverarbeiteten Bilddaten angege-
ben. Fiir die CNNs sind ebenfalls die DCT-basierten Ergebnisse von Frank u. a. [Fra+20]
dargestellt.

Auf unskalierten Wavelet-Paketkoeffizienten ist beim Daubechies-Wavelet der Lange
8 auf dem CelebA-Datensatz und dem Symlet der Lange 24 auf dem LSUN-Datensatz
jeweils ein AusreifSer aufgetreten. Beide Male ist die Regression auf den Trainingsdaten
konvergiert, aber hat nicht auf die Testdaten generalisiert. Beim Daubechies-Wavelet war
die Testgenauigkeit des Ausreifsers bei 78,72 %; beim Symlet 38,64 %. Dies schlédgt sich in
einer hohen Standardabweichung und geringeren mittleren Genauigkeit nieder. Vernach-
lassigt man die Ausreifser, erhélt man tiber vier Durchldufe beim Daubechies-Wavelet eine
Testgenauigkeit von 99,22 + 0,10 % und beim Symlet von 83,54 + 2,74 %.

Wir sehen insbesondere bei der Regression, aber auch beim CNN, auf den log-skalierten
Daten erhebliche Verbesserungen gegeniiber den log-skalierten Haar-Wavelets. Bei der
Regression ist das beste mittlere Ergebnis auf CelebA 4,46 Prozentpunkte besser als das
Haar-Wavelet; auf LSUN betrédgt die Verbesserung 6,37 Prozentpunkte. Die einzige Kon-
stellation, in der die log-skalierten Wavelets nicht besser als das log-skalierte Haar-Wavelet
sind, ist das CNN mit dem Daubechies-Wavelet der Lange 24 auf LSUN. Die Verbesse-
rung ist auf dem CelebA-Datensatz so ausgeprégt, dass das mittlere Ergebnis der linearen
Regression der log-skalierten Symlets der Lange 16 sogar besser ist, als alle zitierten
Vergleichswerte auf CelebA — die nicht-linearen Faltungsnetze eingeschlossen. Mit der
CNN-Architektur verbessert sich dies noch im Maximum auf 99,68 %. Auch auf dem
LSUN-Datensatz ist die lineare Regression auf dem besten log-skalierten Wavelet im Mittel
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3.3. DeepFake-Erkennung

besser als die maximalen Vergleichswerte bis auf den DCT-basierten Ansatz. Auch mit
der CNN-Architektur ist der DCT-basierte Ansatz noch besser, wobei die log-skalierten
Wavelets im Gegensatz zum Haar-Wavelet kompetetive Ergebnisse erzielen.

Diese Verbesserung spiegelt sich bei den unskalierten Wavelet-Koeffizienten nicht wi-
der. Hier gibt es geringfiigige Verbesserungen gegeniiber dem Haar-Wavelet, aber auch
signifikante Verschlechterungen.

Fiir steigende Filterldnge erkennen wir fiir die Daubechies-Wavelets auf den log-skalierten
Daten einen Abwartstrend. Dies macht fiir das CNN auf LSUN zwischen den Lingen 8
und 24 im Mittel sogar 3,25 Prozentpunkte aus. Fiir die Symlets konnen wir keinen Trend
erkennen. Dies konnte auf die asymmetriebedingten Verschiebungseffekte zuriickzufiihren
sein, die wir in Abschnitt 3.2 fiir die Daubechies-Wavelets gesehen hatten.

3.3.4. Ergebnisse der Erkennung eines unbekannten Generators

In der Praxis sind beim Training der Modelle nicht alle méglichen GAN-Architekturen
bekannt oder es liegen Trainingsdaten nicht in ausreichender Anzahl vor, sodass eine
Generalisierung auf unbekannte Quellen synthetischer Bilder notwendig ist. Wir wol-
len untersuchen, inwiefern die bisher besprochenen Modelle dies leisten konnen. Dabei
orientieren wir uns wieder an Wolter u.a. [Wol+21], die auch dieses Experiment mit
Haar-Wavelets durchgefiihrt haben. Zur Vergleichbarkeit wahlen wir wieder den gleichen
Experimentaufbau.

Wir bilden einen Trainingsdatensatz aus insgesamt 120.000 und einen Validierungsda-
tensatz aus insgesamt 12.000 zuféllig ausgewdhlten Bildern. Jeweils die Halfte wahlen
wir aus dem LSUN-Datensatz, die andere Halfte zu gleichen Teilen aus Bildern, die mit
CramerGAN [Bel+17], MMDGAN [Bin+18] und ProGAN [Kar+18] generiert wurden.
Mit SN-DCGAN [Miy-+18] generierte Bilder fiigen wir lediglich zum Test-Datensatz hinzu,
der aus 50.000 Bildern besteht, die zu gleichen Teilen zuféllig aus allen fiinf Datenquellen
gewdhlt wurden. Die ausgewdhlten Daten bereiten wir wie in Abschnitt 3.3.2 beschrieben
VOr.

Die Aufgabe besteht nun darin, zu erkennen, ob ein Bild ein DeepFake ist oder nicht. Wir
betrachten dazu die gleiche CNN-Architektur mit den gleichen Trainingshyperparametern
wie in Abschnitt 3.3.2, wobei wir uns wie auch Wolter u.a. [Wol+21] auf log-skalierte
Wavelets beschrianken und aufgrund der geringeren Datenmenge 50 statt 20 Epochen
trainieren. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.3 dargestellt. Auch hier zitieren wir wieder die
Ergebnisse der Haar-Wavelets von Wolter u.a. [Wol+21].

Wir stellen klare Unterschiede zwischen den Symlets und den Daubechies-Wavelets fest.
Bei den Daubechies-Wavelets ist keine Generalisierung gelungen. Fiir alle drei Langen liegt
die mittlere Genauigkeit unterhalb der Genauigkeit von 50 %, die bei einem zufélligen
Raten zu erwarten wire. Bei den Symlets ist zwar eine Generalisierung gelungen, jedoch
signifikant schlechter als mit den zitierten Haar-Wavelets. Zudem stellen wir hier mit
steigender Lange einen deutlich negativen Trend fest.
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3. Numerische Experimente

Tabelle 3.1.: Ergebnisse der Quellenerkennung mittels linearer Regression auf den LSUN
and CelebA Datensédtzen. Angegeben ist die Genauigkeit auf den Testdaten.
Sofern moglich ist die mittlere Genauigkeit sowie die Standardabweichung
fir fiinf Durchldufe angegeben. Das Wavelet mit dem besten Ergebnis ist in
kursiv hervorgehoben; das insgesamt beste Ergebnis ist fett gedruckt.

Genauigkeit
CelebA LSUN

Methode max wto max w+to
Regression Pixel [Wol+21] 97,30% 95,60 +1,62% 80,50% 77,31 4+2,65%

Regression Wavelets

Haar [Wol+21] 99,20% 99,03 +£0,20% 86,66% 82,63 4+2,15%
Daubechies 8 99,32% 9512 +8,20% 86,34% 84,26 & 1,46 %
Daubechies 16 99,22% 98,87 +0,28% 8530% 83,55+ 2,01%
Daubechies 24 99,33% 99,254+ 0,08% 86,71% 85,60 £ 1,20 %
Symlets 8 99,13% 989040,28% 85,53% 81,78 43,03 %
Symlets 16 99,09% 9899 4+0,10% 84,57% 81,07 2,87 %
Symlets 24 99,24% 98,80 :043% 86,52% 74,56 +18,12%
Regression log -Wavelets
Haar [Wol+21] 9544% 9491 +053% 91,50% 91,20 4+ 0,18 %
Daubechies 8 99,29% 9891 +0,32% 97,90% 97,57 4+ 0,54 %
Daubechies 16 98,95% 98,334+0,70% 96,24% 95,81 +0,31%
Daubechies 24 98,69% 98,17 +0,30% 95,78% 95,50 4 0,33 %
Symlets 8 99,37% 99,07 +0,27% 97,34% 96,86 &+ 0,47 %
Symlets 16 99,43% 99,37 £ 0,06% 97,36% 97,09 £ 0,25%
Symlets 24 99,30% 99,22 +0,07% 96,84% 96,69 4 0,17 %
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Tabelle 3.2.: Ergebnisse der Quellenerkennung mittels CNN auf den LSUN and CelebA
Datensidtzen. Angegeben ist die Genauigkeit auf den Testdaten. Sofern moglich
ist die mittlere Genauigkeit sowie die Standardabweichung fiir fiinf Durchldufe
angegeben. Das Wavelet mit dem besten Ergebnis ist in kursiv hervorgehoben;
das insgesamt beste Ergebnis ist fett gedruckt.

Genauigkeit
CelebA LSUN
Methode max wto max wEo
CNN-Pixel [Wol+21] 98,87% 98,74 +£0,14% 97,06% 95,02 4+ 1,14%
CNN-DCT [Fra+20] 99,07 % - 99,64 % -
CNN Wavelets
Haar [Wol+21] 99,35% 99,11 4+0,18%  93,61% 92,34 +1,49%
Daubechies 8 99,40% 99,33 £0,06% 94,15% 93,64 + 0,60 %
Daubechies 16 99,23% 99,06 £ 0,10% 92,04% 91,31 +£0,61%
Daubechies 24 99,14% 98,86 +0,30%  92,13% 90,85 + 0,72 %
Symlets 8 99,32% 9915+ 0,17%  9327% 91,27 +2,84%
Symlets 16 99,30% 99,09 +0,12%  92,93% 92,11 £ 0,91 %
Symlets 24 99,34% 9890 +£050% 93,83% 92,40 +1,99%

CNN log -Wavelets
Haar [Wol+21] 97,09% 96,79 £0,29% 97,14% 96,89 £+ 0,19 %

Daubechies 8 99,66 % 99,50 +0,12%  99,45% 99,22 4+ 0,23 %
Daubechies 16 99,05% 9891 +0,14% 97,91% 97,86 4+ 0,05 %
Daubechies 24 98,31% 97,49 +£0,69%  96,60% 95,97 4 0,55 %
Symlets 8 99,58% 99,35+ 0,27%  99,42% 99,16 4+ 0,25 %
Symlets 16 99,68% 99,47 +0,11%  99,30% 98,88 + 0,50 %
Symlets 24 99,51% 99,16 +0,46%  99,24% 98,92 4+ 0,24 %
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3. Numerische Experimente

Tabelle 3.3.: Ergebnisse der GAN-Erkennung mittels CNN auf dem LSUN-Datensatz. Die
CNNs wurden sowohl auf echten Daten als auch auf generierten Bildern
von CramerGAN [Bel+17], MMDGAN [Bin+18] und ProGAN [Kar+18]
trainiert, echte und generierte Bilder unterscheiden zu koénnen. Von SN-
DCGAN [Miy+18] generierte Bilder (,,unbekannte” Quelle) wurden erst
zur Testmenge hinzugefiigt, die pro Quelle 10.000 Bilder enthielt. Angegeben
sind die Genauigkeit auf der gesamten Testmenge sowie auf den bekannten
und unbekannten Quellen. Die mittlere Genauigkeit sowie die Standardab-
weichung sind fiir fiinf Durchldufe angegeben. Das Wavelet mit dem besten
Ergebnis ist fett hervorgehoben. [ Darstellung nach Wol+21]

LSUN Klassifikationsgenauigkeit auf Testmenge

unbekannte Quellen bekannte Quellen gesamt

CNN-Methode max wEto max wto max wto
Pixel [Wol+21] 61,7% 465+121% 951% 919+21% 871% 828+39%
log -Wavelets

e

Haar [Wol+21] 81,7% 788+ 18% 98,6% 984+0,1% 952% 94,5+0,4%

Daubechies 8 464% 4394+ 1,8% 99,6% 996+00% 89,0% 88,4+04%

Daubechies 16  66,5% 43,04+122% 98,6% 974+08% 922% 86,6+ 3,0%

Daubechies24 599% 47,74+ 94% 978% 962+14% 902% 86,5+3,0%

Symlets 8 76,0% 739+ 16% 994% 993+02% 946% 942 +04%

Symlets 16 738% 690+ 32% 993% 989+03% 942% 929+0,8%

Symlets 24 648% 571+ 62% 993% 990+03% 923% 90,6 +14%
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4. Diskussion und Ausblick

Im Zuge dieser Arbeit haben wir Wavelet-Transformationen und deren Anwendung auf
endliche Signale besprochen. Dazu haben wir zundchst Wavelet-Transformationen auf
unendlichen Signalen eingefiihrt und Ansitze zur Randbehandlung aufgezeigt, mit denen
diese Transformationen auf endliche Signale anwendbar sind. Hierfiir haben wir mit den
Gram-Schmidt-Randfiltern eine Randbehandlungsmethode fiir orthonormale Wavelets
vorgestellt und konstruiert. Wir haben diese mit der Randbehandlung durch symmetrische
Fortsetzung verglichen und konnten eine Reduktion der Randartefakte feststellen.

Weiter haben wir die Gram-Schmidt-Randfilter verwendet, um einen Ansatz von Wolter
u.a. [Wol+21] zur Erkennung von DeepFakes auf langere Wavelets zu erweitern. In um-
fangreichen numerischen Experimenten haben wir die Versuche von Wolter u. a. [ Wol+21]
tiir Wavelets der Daubechies- und Symlet-Familie nachgestellt. Durch die Verwendung
von Randfiltern war es dabei nicht notwendig, die Netzwerkarchitektur in Abhdngigkeit
der Wavelet-Lange anzupassen.

Bei der Auswertung der Experimente zur Quellenerkennung konnten wir auf fast allen
log-skalierten Wavelet-Paket-Koeffizienten signifikante und teils erhebliche Verbesserun-
gen gegeniiber den Vergleichswerten feststellen. So hat beispielsweise das beste Ergebnis
auf dem CelebA-Datensatz nur knapp halb so viele Test-Samples falsch klassifiziert wie
der beste Vergleichswert.

Jedoch setzen sich diese Verbesserungen gegeniiber dem Haar-Wavelet bei den Erken-
nung eines unbekannten Generators nicht fort. Hier schneiden alle langeren Wavelets bei
der Genauigkeit auf dem unbekannten GAN durchweg schlechter ab als das Haar-Wavelet.
Dabei ist der Einbruch bei den symmetrischeren Symlets bedeutend weniger ausgepragt
als bei den Daubechies-Wavelets, die fiir alle drei Langen schlechter als naives Raten ge-
neralisieren. Es liegt die Vermutung nahe, dass dies mit der starkeren Asymmetrie der
Daubechies-Wavelets zusammenhédngen konnte. Auf den Symlets konnen wir dartiber
hinaus mit steigender Lange einen Abwiértstrend bei der Genauigkeit auf der unbekannten
Quelle feststellen. Somit miissen wir das Fazit ziehen, dass der Einsatz langerer Wavelets
mit Gram-Schmidt-Randfiltern fiir die Generalisierung auf unbekannte Quellen nicht
erfolgreich war.

Bei beiden hier besprochenen Versuchsabldufen miissen fiir jede Konstellation aus
Wavelet und Skalierung aus den zugrundeliegenden CelebA- und LSUN-Datensitzen
neue Trainingsdaten erzeugt werden. Aufgrund der erheblichen Grofie der Datensétze
ist dies mit einem hohen Ressourcenaufwand verbunden, weshalb wir in der Anzahl von
untersuchten Wavelets beschrankt waren. Daher haben wir auch keine Vergleichsldufe
mit anderen Randbehandlungsmethoden durchgefiihrt. Wir kénnen somit den Einfluss
der Gram-Schmidt-Randfilter nicht quantifizieren. Nichtsdestotrotz ist es plausibel, dass
die Randfilter einen relevanten Unterschied ausgemacht haben. In den Visualisierungen
konnten wir fiir lange Wavelets erhebliche Reduktionen der Randartefakte beobachten und
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Wolter u. a. [Wol+21] beobachten, dass bei einem zu CelebA vergleichbaren Datensatz die
Frequenzunterschiede vor allem an den Randern auftreten.

Insgesamt sind die erzielten Ergebnisse vielversprechend, doch es bedarf weiterer Unter-
suchungen der Vor- und Nachteile von Gram-Schmidt-Randfiltern im maschinellen Lernen.
Insbesondere systematische Vergleiche fiir verschiedene Langen und Wavelet-Familien mit
anderen Randbehandlungsmethoden und in anderen Kontexten sind erforderlich. Hierzu
ist es hilfreich, dass die Randfilter die Signalgrofie unverdandert lassen, wodurch wir sie
mit wenig Aufwand in bestehende Architekturen integrieren konnen.

Ein weiteres interessantes Feld ist die Verbesserung der Randfilter in Anwendungsfillen.
In Abschnitt 2.2.2 haben wir Moglichkeiten besprochen, wie die Randfilter durch Multi-
plikation mit orthonormalen Matrizen optimiert werden kénnten. Darauf haben wir in
unseren Experimenten verzichtet, jedoch wére dies ein spannender Ansatz. Da wir den
Raum der orthonormalen Matrizen parametrisieren konnen [HV94], wire im Kontext von
Faltungsnetzwerken sogar eine adaptive Implementierung denkbar, sodass die Randfilter
im Trainingsprozess optimiert werden.

Wir sehen also, dass die Wavelet-Randbehandlung mit Randfiltern im Kontext des ma-
schinellen Lernens offene Fragestellungen bietet, die Moglichkeiten der Weiterentwicklung
geben.
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A. Weitere Abbildungen und Tabellen
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Abbildung A.1.: Schema der Inversen Schnellen Wavelet-Transformation

Tabelle A.1.: Die Regressions- und CNN-Architektur von Wolter u. a. [Wol+21], die wir
tiir unsere vergleichenden Experimente in Abschnitt 3.3 nutzen. In Klammern
sind fiir die Faltungskerne und lineare Schichten die Matrixgroflen angegeben.

Wavelet-Packet-CNN
Faltung (192x24x3x3),

: RelU,
Regression Faltung  (24x24x6%6),

Linear (49.152, # Klassen) ReLU,
Faltung (24x24x9x9),

ReLU,

Linear (24, # Klassen)
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Abbildung A.2.: Skalierungsfunktionen (rot) und Mutterwavelets (blau) fiir Daubechies-
Wavelets (oben) und Symlets (unten) der Langen 8, 16 und 24 (von links

nach rechts).
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Abbildung A.3.: Spektogramm des ersten Testsignals (links) und des zweiten Testsignals
(rechts). In der oberen Zeile sind die unverarbeiteten Spektrogramme
angegeben; in der unteren Zeile wurde Rauschen unterhalb einer Starke
von -40 dBc entfernt. Die lineare Frequenzsteigerung (erstes Testsignal)
sowie die lokalen Stellen in Zeit und Frequenz (zweites Testsignal) sind
gut zu erkennen.
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(a) Zeit-Frequenz-Darstellung des ersten (b) Zeit-Frequenz-Darstellung des zweiten
Testsignals aus Abschnitt 2.4.1 (linearer Testsignals aus Abschnitt 2.4.1 (lokal in
Chirp). Zeit und Frequenz).

Abbildung A .4.: Fiinfskalige Zeit-Frequenz-Darstellungen mittels DWT mit Haar-Wavelets.
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(a) Orginalbild aus dem CelebA-Datensatz (b) Orginalbild aus dem LSUN-Datensatz

Abbildung A.5.: Beispielbilder aus dem CelebA- und dem LSUN-Datensatz.

(a) Auf Basis des CelebA-Datensatzes gene- (b) Auf Basis des LSUN-Datensatzes gene-
riertes Bild. riertes Bild.

Abbildung A.6.: Mithilfe von ProGAN [Kar+18] generierte Bilder.
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Abbildung A.7.: Dreiskalige log -skalierte separable 2D-Wavelet-Paket-Transformation mit
Symlets der Lange 24 und Gram-Schmidt-Randfiltern von Bildern des
FFHQ-Datensatzes (links) und der StyleGAN-Architektur (mitte) mit den
Maflen 1024 x 1024. Rechts ist die absolute Differenz beider dargestellt.
Angegeben sind der Mittelwert (oben) und die Standardabweichung
(unten) von jeweils 5000 Bildern.
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Abbildung A.8.: Dreiskalige log -skalierte separable 2D-Wavelet-Paket-Transformation mit
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Daubechies-Wavelets der Lange 24 und Gram-Schmidt-Randfiltern von
Bildern des FFHQ-Datensatzes (links) und der StyleGAN-Architektur
(mitte) mit den Maflen 1024 x 1024. Rechts ist die absolute Differenz
beider dargestellt. Angegeben sind der Mittelwert (oben) und die Stan-
dardabweichung (unten) von jeweils 5000 Bildern.
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