seit 1558

Der Smolyak-Algorithmus in H(T?) zur
Approximation von Funktionen
dominierend gemischter Glattheit

MASTERARBEIT

ZUR ERLANGUNG DES AKADEMISCHEN GRADES
MASTER OF SCIENCE

FRIEDRICH-SCHILLER- UNIVERSITAT JENA

FAKULTAT FUR MATHEMATIK UND INFORMATIK

eingereicht von Glenn Byrenheid
geb. am 29.08.1989 in Sommerda

Betreuer: Prof. Dr. W. Sickel

21. August 2013



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 2
2 Notation und Bezeichnungen 5
3 Die isotropen Sobolev Riume H*(T?) 7
4 Die klassische trigonometrische Interpolation 9
5 Die Riume H?, (T?) 16

6 Der Smolyak-Algorithmus angewandt auf die klassische trigono-

metrische Interpolation in H'(T?) 18
7 Die Approximation in H}, (T?) 50
8 Ein modifizierter Algorithmus 55
9 Zusammenfassung 64



1 Einleitung

Bei der Untersuchung der Regularitéit von Eigenfunktionen bestimmter Hamilton-
Operatoren der Quantenmechanik hat man in [15] und [16] festgestellt, dass diese
Funktionen nicht nur zum isotropen Sobolev-Raum H'(R™), dem natiirlichen De-
finitionsgebiet, gehoren, sondern zu den kleineren Sobolev-Raumen HE . (R™) mit
dominierend gemischter Glattheit.

Wir betrachten in dieser Masterarbeit ein zugehoriges Approximationsproblem
auf dem zweidimensionalen Torus T?, das heif}t fiir bivariate periodische Funktio-
nen. Konkret beschéftigen wir uns mit zwei Typen von Operatoren zur Approxi-
mation von Funktionen aus H?, (T?), nimlich geeigneten Fourier-Partialsummen
bzw. angepassten Sampling-Operatoren. Die Qualitit dieser Approximation wird
jeweils bewertet durch den Vergleich mit den entsprechenden Approximations-
zahlen der Einbettung des betrachteten Funktionenraumpaars, also der optima-
len Rang n Approximation.

Die oben genannten Operatoren werden mit Hilfe des klassischen Smolyak-Algorithmus
und einer modifizierten Version dessen erzeugt. Die Idee des Smolyak-Algorithmus
lasst sich anschaulich anhand von Folgen komplexer Zahlen erklédren. Seien
(ai)J 00— a', i=1,2
j—oo

konvergente Folgen komplexer Zahlen mit a!;, = a*, = 0, dann kénnen wir den
Grenzwert von (a})%2, fiir i=1,2 als eine Teleskopsumme

ia—a ), i=1,2
7=0

darstellen. Mit dieser Identitédt gilt unter entsprechenden Voraussetzungen fiir

das Produkt beider Grenzwerte
o o0
1 2 1 1 2 2
a -a = (aj - aj—1)<ak — Qg_q)-
§=0 k=0

Die Idee von Smolyak war es, dass Produkt a' - ¢ mit der Folge

Z (a; - a}fl)(ai - aifl)

J+k<m

zu approximieren. Wir ersetzen fiir unsere Konstruktion die Folgen komplexer
Zahlen durch geeignete Operatorfolgen und die Multiplikation durch das Operator-
Tensorprodukt.

So erzeugte Approximationsoperatoren wurden fiir das Paar (H?,, (T?), Lo(T?))
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z.B. in [1], [2] und [9] betrachtet. Neben historischen Anmerkungen finden wir
noch weitere Referenzen in [9]. Fiir die von uns betrachtete Fourier-Partialsumme
SH und einen Abtastoperator B,, sind im Lo(T?)-Fall die folgenden Resultate be-
kannt:

1 S
lid = SH|H2, (T?) —» Lo(T?)]| = 1082
nS
fir s > 0 und
1 st3
lid = B Hi, (T?) —> Ly(T?)]| = (0822
ns

fiir s > %, wobei n := rank S = rank B,, gilt. Dabei bleibt zu bemerken, dass
sich die Approximationsgiite von S und B, in der Ordnung des log,-Terms
unterscheiden. Auflerdem gilt fiir die Approximationszahlen der Einbettung

(log, 1)
nS

a,(H;

mix(T2>7 L2<T2)) =

was zeigt, dass S eine optimale Approximationsgiite aufweist.

In [4] wurde die Approximationsgiite einer speziellen Fourier-Partialsumme fiir
das Paar (H2, (T?), H*(T?)) untersucht. Diese ldsst sich durch einen modifizier-
ten Smolyak-Algorithmus konstruieren. Wir sind nachfolgend ebenfalls daran in-
teressiert, den Approximationsfehler im isotropen Sobolev-Raum H*(T?) zu mes-
sen. Fiir den nicht-periodischen Fall sind dazu bereits einige Resultate aus [4] und

[14] bekannt.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In den Abschnitten 1 bis 5 fithren wir zunéchst
die notwendigen Grundlagen (insbesondere der Rdume H*(T?) und HE, (T?)) ein.
Im Kapitel 6 beweisen wir fiir s > 1 und n := rank (S¥) = rank (B,,) die oberen
und unteren Schranken

lid — S2 |8y, (T?) — H'(T2)|| < %
und s—1
lid = B Hjp (T?) — HY(T?)|| < %
Das 7. Kapitel beschiiftigt sich mit dem Paar (H2,;, (T?), H} . (T?)). Wir berech-

nen unter anderem fiir s > 1 die oberen und unteren Schranken

N — (log, n>s_1
(T = EEre=—

sowie .

(TQ)” — (IOgQ n>s_

: s 2 1
Hld - Bm’Hmw(H‘ ) — H ns—1

mix



und vergleichen diese mit den Approximationszahlen der Einbettung

~

(logyn)*
) X

ay (id s S

mix

(T2)—H} ..
Anschlieend folgen wir im 8. Kapitel der Arbeit von Dung und Ullrich (siehe [4])
und berechnen Schranken fiir die Approximationsgiite einer Fourier-Partialsumme
mit Frequenzen aus einem modifizierten hyperbolischen Kreuz. Letztendlich sind
wir in der Lage fiir die Approximationszahl der Einbettung das Resultat

an(idHfmz(’]l’2)—>H1(T2)) = ns—l'

fiir alle s > 1 zu beweisen.



2 Notation und Bezeichnungen

Wir bezeichnen mit N die natiirlichen Zahlen (ohne Null) und mit Ny die natiirlichen
Zahlen mit Null. Mit Z bezeichnen wir die ganzen Zahlen und mit R bezeichnen
wir die reellen Zahlen, sowie mit C die komplexen Zahlen. Wir bezeichnen mit
T¢ = [~7, 7]? den d-dimensionalen Torus. In dieser Arbeit beschrinken wir uns
dabei auf die Fille d = 1 und d = 2. In T identifizieren wir zwei Punkte z,y € R
miteinander, falls ein k € Z existiert, so dass x — y = 27k gilt. Mit dem Begriff
einer Funktion mit Definitionsbereich T verbinden wir eine 27-periodische Abbil-
dung f : T — C, wobei periodisch heifit, dass f(z) = f(x + 27k) fir alle x € T
und k € Z gilt. Eine Funktion f : T? — C ist dann eine Funktion, die in jeder
Komponente 2r-periodisch ist. Wir bezeichnen mit |k|, fiir k € Z?

ko = (kf + k3)?
Fir £ € Z meinen wir damit
|k|o = |k| = max(k, —k).

Weiterhin treffen wir die folgenden Vereinbarungen. Mit C'(T¢) bezeichnen wir
den Funktionenraum der stetigen Funktionen

O(T%) = {f T¢ 5 C: fist stetig}
ausgeriistet mit der Norm

IFIC(T)] = sup |f ()|

z€Td

und mit Ly(T?) bezeichnen wir den Funktionenraum
L) = {£: T — C: |7 = [ I(w)Pde < oo},
T

AuBerdem benennen wir mit 7% die Menge der trigonometrischen Polynome auf
dem d-dimensionalen Torus, versehen mit der Supremumsnorm

T4 = {Zakeikx, (ar)rea CC, ACZ%, |A| < oo}.
keA

Des Weiteren nutzen wir die Bezeichnung 72. Damit meinen wir die Menge der
trigonometrischen Polynome auf dem d-dimensionalen Torus, versehen mit der
im Laufe der Arbeit eingefithrten H:,;,(T?)-Norm. AuBerdem definieren wir fiir

zwei normierte Rdume X und Y die Menge der stetigen linearen Operatoren

LX,)Y)={T:X — Y : T ist linear und stetig}
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ausgeriistet mit der Norm

IT]X — Y| = sup [[Ty]y.

lyllx <1

Fiir einen Operator T': X — Y definieren wir den Rang von T als
rank 7' = dim 7'(X).

Wir bezeichnen auflerdem mit id die identische Abbildung. Weiterhin definieren
wir fiir f € Lo(T) die m-te Fourier-Partialsumme als

Suf(@) = 3" (e,
k|<m

wobel ) .
o) = 5 [ fe s

ist. Analog definiert man auf dem zweidimensionalen Torus fiir f € Lo(T?) den
Fourierkoeffizient von f zur Frequenz (ky, k) € Z? als

1

_ —ikx
cx(f) = 22 Jos (x)e " dx.
Wir verwenden zwischen Normen von Teilrdumen des Lo die Relation
A=

Damit meinen wir, dass Konstanten A;, A, > 0 existieren, die in der Regel
hochstens von der Glattheit des jeweiligen Raumes abhéngen, so dass fiir alle
Funktionen f € Lo

A< WA < Aall A

gilt. In diesem Fall reden wir auch von dquivalenten Normen. In einem anderen
Kontext verwenden wir diese Relation fiir zwei positiv reellwertige Zahlenfolgen

(al)>°_, und (a?,)_,. Dann gilt

1 2

a,, < a,,

genau dann, wenn Konstanten A;, Ay > 0 unabhéngig von m existieren, so dass

Ala,ln S CL2 < Aga,ln

fiir alle m € N gilt. Analog nutzen wir fiir zwei positiv reellwertige Zahlenfolgen

(al)ee_; und (a?)_; die Relation

N

1 2
a,, S ap,.

Dies bedeutet, dass eine Konstante A; > 0 existiert, so dass
1
m

S A1a2

a m

fiir alle m € N gilt.



3 Die isotropen Sobolev Riume H*(T?)

In diesem Kapitel fithren wir die isotropen Sobolev-Raume H*® ein und beschéftigen
uns mit ausgewéahlten Eigenschaften.

Definition 1. Wir definieren fir d=1,2 und s > 0 den isotropen Sobolev-Raum
H*(T?) als

H*(T?) := {feLz’]I‘d Z|ck 1+\k\)<oo},

keZ?

versehen mit der Norm

LFLH(T)]| = (Z len(F*(1+ Ik‘|§)s>

kezd

D=

Lemma 1. Fiir 0 < s; < s9 gilt
H*(T?) — H*(T?).

Insbesondere ist

HO(T?) = Ly(T?).
Beweis. Sei 0 < s; < s, dann ist

AEs @) = (X e+ &+ k))

keZ?

(S leslHIPQ+ (K + ) )1/2

keZ?

= |[flH=(T*)].

IN

Der Fall s = 0 ist aufgrund der Parsevalgleichung klar. O]

Lemma 2. Fiir s > % gilt
H*(T) — C(T).

Beweis. Siehe [8, Seite 170] fiir p = g = 2. O
Fiir das Weitere benotigen wir die folgende Zerlegung des Z?2. Es sei fiir j € N
Pi={l€Z 27 <|l|<27}, >0

und

Py :={-1,0,1}.



Wir setzen fiir k € N2
Pk = Pk1 X Pk2

und fiihren fiir f € Lo(T?)
()= D2 e (et
(jlij)GPk
ein.

Lemma 3. Fir s > 0 sind die Normen

1/2
LA (T = (|F1H(T)]). - (2228'“"”5 ||2>

keN2
dquivalent auf Lo(T?).

Beweis. Fiir f € Ly(T?) gilt

IFIES TP = D legran (DPQ+ [P + 12l

JEZ?

Wir zerlegen in

AP = > >l (DPQ+ il + 1721

keNZ jEPy

und konnen das Gewicht abschétzen zu

IFIES (TP < Y (@ +2% 420 Y e, ) ()

keN3 JEP
Wir fahren fort mit

IFIE (TP < 30y 2matail y e, o (NI

keNZ JEPy

Wenden wir die Parsevalgleichung an, so ist dies nichts anderes als

Z 225max(k1,k2) Z |C(j1 J2) Z 228|k|°°|’5 ”2

keN3 JEP, keN3

Nun betrachten wir die andere Richtung der Abschéitzung. Es ist

Z 92s max(k1,kz) Z |C(j1,j2)<f)|2 < 2(2%1 + 22k2)s Z ‘C(jl,jg)(f>|2'

keN3 JEPy keN? JEPy



Auflerdem gilt

okt <9y < 2871 und 27 < 20j,| < 2kt

Damit ist
SO 2 Y (e (NP < S0 ST (@D + @12D?) Tegun (D
keNZ JEPy, keNZ jePy
< L)) (1 + ] + |j2|2> (o) ()P
jez?
= 4 f1H(T)]
Dies zeigt die Aquivalenz der Normen. O

4 Die klassische trigonometrische Interpolation

Wir mochten in diesem Kapitel auf die klassische trigonometrische Interpolation
eingehen. Diese stellt einen wichtigen Baustein zur Konstruktion unseres spéter
betrachteten Abtastoperators dar.

Definition 2. Wir fihren fir m € Ny und f € C(T) den trigonometrischen
Interpolationsoperator m-ter Ordnung ein als

Z m(z —").

I f(z i
5
Mit

27l
2m +1
bezeichnen wir die Abtastpunkte und mit

— 2 eikzx

lk|<m

"=

den Dirichlet-Kern der Ordnung m.

Lemma 4. Sei f € C(T). Dann ist L, f ein trigonometrisches Polynom vom
Grade kleiner gleich m.

Beweis. Da D, ein trigonometrisches Polynom vom Grade m ist, gilt dies auch
fiir jede endliche Linearkombination. O

Lemma 5. Sei f ein trigonometrisches Polynom vom Grade kleiner gleich m.
Dann gilt

fiir alle x € T.



Beweis. Das Resultat ist wohl bekannt in der klassischen Approximationstheorie.
O

Lemma 6. Fir f € T' und m € Ng mit |k| < m gilt
I f) = Z Ck+£(2m+1)(f)-
{=—00

Beweis. Der Beweis erfolgt mit (offensichtlichen Vereinfachungen im eindimen-

sionalen Fall) analog zum spéter in der Arbeit auftretenden Beweis von Lemma
8. O

Folgerung 1. Fiir f € T' lautet die Fourierreihe zu I, f
mf Z ( Z Ch41( 2m+1) ) he
|k|[<m l=—o0
fir alle x € T.

Satz 1. Sei s > 1. Dann ist fir f € H*(T)

If = S fIHN(T)|| < \f

(Tl

fiir alle m € N.

Beweis. Sei s > 1. Es ist

If = SufIHN TP = Y lex(HP(L+K?)

LF1 2= (T%)]?

k23 2

IA

— e I (T

252

Dies schlief3t den Beweis ab. O

Das néchste Lemma ist ein Resultat aus der Theorie beschrinkter Operatoren.
Es ermoglicht uns, lediglich dichte Teilmengen des Definitionsbereichs des jewei-
ligen Operators betrachten zu miissen, um Informationen iiber die zugehorige
Operatornorm zu erhalten.
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Satz 2. Sei D C X ein dichter Teilraum und Y ein Banachraum. Dann gibt es
fir jeden Operator A € L(D,Y) genau eine stetige Fortsetzung A* € L(X,Y)
(d.h. mit A*|p = A). Auferdem gilt

[AJD — Y| = [A"[X — Y.
Beweis. Wir finden den Beweis in [12, Satz I1.1.5, Seite 48]. O

Satz 3. Sei s > 1, dann existiert ein Cs > 0, so dass

Cs
If = L fIHH(T)|| < LFIH>(T)]]

me—1
fiir alle f € H*(T) und m € N gilt.
Beweis. Sei f ein trigonometrisches Polynom. Wir beginnen mit
If = LnfIHN T < ILf = Suf HN (D) + || f — L fIH(T)]I-
Nun nutzen wir die Rekonstruktionseigenschaft von I,,, (Lemma 5) und erhalten

1 1 1
1f = I fIH (D) < NS = S [H (D) + [ (f = S )| H (T

=:h

Aus Satz 6 wissen wir, dass

2
I = Snf I < =271

fiir alle m € Ny gilt. Offensichtlich ist
c(h) =0 (1)

fur |k] < m. Wir verwenden Folgerung 1 und betrachten

1Lk |H(T)|| = H S sy ()™

|k|<m f=—o0

Hl(T)H.

Aufgrund von (1) konnen wir dies vereinfachen zu

I = | D23 crrsemin (W)™

|k|<m £€Z\{0}

HI(T)H.

Da f und somit h ein trigonometrisches Polynom ist, konnen wir folgende Um-
ordnung vornehmen

AT = | 30D chssemen ()™

£eZ\{0} |k|<m

Hl('IF)H.
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Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir

M HDI < 30 | D crseamen (W)

teZ\{0}  [k|<m

Hl(T)H.

Nun wenden wir die Definition der Norm in H'(T) an und erhalten

IR < 3 (X lensemen (P + K.

teZ\{0}  [k|<m
Wir fiigen einen Faktor mit Wert 1 ein und schétzen dies ab zu

L+ |k+02m+1)2)%\ s
I W HNT)| < 2(1 4+ k)
| L,h|H'(T)|| < [6;“0}<];n‘ck+€(2m+l)(h)’ (1+ || )<1+|k+€(2m+1)‘2>3>

(1+ I4P)
= KEZE\%O} o ATkt (2m + D)
<3 lensramen (P + [k + (2m + DP))
(k<
Es ist
R (5 2

k<m (L+ [k +€@2m+ 1)) = QI = 1)%m? (2l — 1)?me-1)

AuBerdem gilt
cx(f) = cr(h)

fiir |k| > m. Daher kénnen wir abschétzen zu

s 1 \/§
LR HA(T)| < (fIH(T)— > =
m 2l - 1)
LeZ\{0}

=:Cs
C

ms—l

<

A>T

Bei C; handelt es sich um eine verallgemeinerte harmonische Reihe. Fiir diese ist
bekannt, dass sie fiir s > 1 konvergiert. Daher gilt fiir s > 1

Cy < 00.

Daraus folgt jetzt

I = Lot < 25Dy gy,

Da 7! bekanntlich dicht liegt in H*(T), kénnen wir das Resultat mit Satz 2 auf
ganz H*(T?) fortsetzen. Dies schliefit den Beweis ab. O

12



Wir méchten nun auf den zweidimensionalen Fall iibergehen. Da C(T?) ei-
ne Tensorproduktstruktur hat (siche [5, Folgerung 1.14, Seite 10]), mochten wir
Tensorprodukte nutzen, um aus Abtastoperatoren iiber C'(T) entsprechende Ab-
tastoperatoren fiir Funktionen aus C'(T?) zu konstruieren.

Seien P und Q stetige lineare Operatoren, die von C(T) nach C(T) abbilden.
Dann konnen wir das algebraische Tensorprodukt P ® @) fiir trigonometrische

Polynome
f=> " ae®,
wobei (ag)gea C C und A C Z* mit |A| < oo, definieren als
(P@Q)f =) axP(e*")Q(e™).

keA

Nach [5, Lemma 1.30, Seite 20] kénnen diese Operatoren eindeutig stetig fortge-
setzt werden auf C(T?). Diese stetige Fortsetzung definieren wir nachfolgend fiir
das Tensorprodukt zweier klassischer trigonometrischer Interpolationsoperatoren.

Definition 3. Sein,m € Ny. Dann definieren wir fir f € C(T?) den bivariaten
Interpolationsoperator der Ordnung (n,m) als

In @ I f(2,y) ( : )( 1 )Qizsz< T )
n mJ L, = ’
Y n—l—% m—i—% St 2n+1 2m+1

27 2mq
xD, (x _ _“4Th )Dm <y _ 472 )
2n+1 2m+1

Bemerkung 1. Beschrdinken wir diesen Operator auf trigonometrische Poly-
nome, so sehen wir, dass er mit dem formal tiber algebraische Tensorprodukte
erzeugten Operator tibereinstimmt. Also handelt es sich hierbei um die eindeutige
stetige Fortsetzung auf C(T?).

Lemma 7. Sein,m € Ny und f € C(T?) dann ist
I, ®@I,f
ein trigonometrisches Polynom mit Frequenzen in
{-n,...,n} x{—=m,...,m}.

Beweis. Es ist

2n  2m . .

1 1 2 27)
ottt = () () 3535 (20 2
J(@y) n+% m—l—% jlzz(]jzzz(]f 2n+1 2m+1
an(a:'— 2mL )Dm<y— 2mJ2 )

2n+1 2m + 1
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Anhand der Definition des Dirichlet-Kerns ist ersichtlich, dass es sich bei

o
D, (y _ 4T)2 )
2n+1
um ein trigonometrisches Polynom mit Frequenzen in {—n, ..., n} handelt. Ana-
log handelt es sich bei
o
D,, (y __4T)2 )

2m+1

um ein trigonometrisches Polynom mit Frequenzen in {—m, ..., m}. Multipliziert
man nun beide Dirichlet-Kerne (so wie es in der Definition von I,, ® I,,, der Fall
ist), dann erhalten wir ein bivariates trigonometrisches Polynom mit Frequenzen

in
Gpm ={—n,....,n} x{—m,...,m}.

Eine Linearkombination trigonometrischer Polynome mit Frequenzen in G,, ,, er-
gibt natiirlich wiederum ein trigonometrisches Polynom mit Frequenzen in G, ,,.

Dies schliefit den Beweis ab. ]
Lemma 8. Fir f € T2 und m,n € Ny mit |ki| < n sowie |ko| < m gilt
Chr o (In ® I f) = Z Z Chy+(2n+1) 1 ko + @m 1)z (f)-
l1=—00 fo=—00

Beweis. Sei f € T?. Wir beginnen damit den (ky, ko) — ten Fourierkoeffizienten
von I, ® I, f zu berechnen. Es gilt

1 2 iy iy 1 1
-7 2 2

2T 2T s )
% sz<2n+1’2m+1

Jj1=072=0

2y 21y : .
XDn <t1 — 2n7T—'|]—11>Dm (tz — %>eilkltleilk2t2dtldt2

2n  2m . .
B 1\2 1 1 217 2759 >
N (27?) <n+%)(m+%>ﬁzoj220f(2n+l’2m+l

/ ( Z ew1 (tl 2"“)>eik1t1dt1

[41]<n

(1 itz <t2 22mz+1> —ikat
X 3 Z e e "2 (.

- [€2|<m

14



Durch weitere Vertauschungen von Integral und Summe erhalten wir

2n  2m . .
1 1 2mj1 21,
I, ®1 = ( )( ) ( ’ >
1=0j2=

—ily 2mjy 1 " itl(fl—kl)
X e il — e dt
(5 it L[ s,

[€1]<n N —~
:551ak1
< Z e 2212121 / eit"’(&kQ)dQ)
[€2]<m -
B ( 1 )( 1 )QZnQme(%rjl 27rj2>
 \2n+1/\2m+ 1/ £« n+1"2m+1
Jj1=0j2=0
X e ik1 2n+162k222mﬂf1

Da f ein trigonometrisches Polynom ist und somit nur endlich viele Fourierkoef-
fizienten verschieden von Null sind, kénnen wir

2n  2m
1 1
el © ) = (3 + D) (am + DX
J1=0j2=0
. ( S Y cnnlnenm 225121)6‘*1%@—%2 T

l1=—00 fa=—00

umordnen zu

[e.9] [e.9]

Chika(In @ Inf) = (2n1+1><2m+1> > 2wl

l1=—00 fo=—00

2m0y  2mky | 2m amly  2mky
”1 2ntl  2ntl 12\ 241~ 2mtl
X e .
71=0 J2=0

Offenbar ist

9 2w (01 —k1)(2n+1)

n —e I 01—k

- (2#41 _27Tk1) l—e i2ﬂ(;1fk1) =0 falls e 2n+1( 1—k1) 7& 1,
2n+1 2n-+1 — I—EW

j1=0 2n + 1 falls 'zt (k) —

- 27 1
ot li=k) — | 1(61 — k)€l el 1=k +v(2n+1).

15



Nutzen wir diese Erkenntnis analog fiir die zweite Komponente, so erhalten wir

[e.e] o

ks (In @ I f) = Y > Chyrninn ks emine(f)-

l1=—00 la=—00
Dies schliefit den Beweis ab. O

Folgerung 2. Fiir f € T2 lautet die Fourierreihe zu I, @ I,, f

Lo Infley) = 3, . ( Z Z Chy+(2n+1)01, k2+(2m+1)22(f)> ilkrathay),

|k1|<n |k2|<m f1=—00 fag=—00

5 Die Riume H? (T?)

mix

In diesem Kapitel fithren wir die Sobolev-Réume dominierend gemischter Glatt-

heit HS . (T?) ein, welche die Ausgangsriume unserer zu approximierenden Funk-

tionen darstellen. Auflerdem diskutieren wir diverse Eigenschaften dieser Rdume.

Definition 4. Wir definieren fiir s > 0 den Sobolev-Raum dominierend gemisch-
ter Glattheit HE ;. (T?) als

mix

Hip(T2) = {f € Lo(T?) : 3l £+ [k ) (1 + kal)® < oo} ,

keZ?

ausgestattet mit der Norm

LF1 H i (T2) ] = (Z e (PP + [k (1 + [ez)? )

keZ?

2

Lemma 9. Fiir 0 < s; < s9 gilt

H?2 (T?) — H (T?) < H*(T?).

mix mix

Insbesondere ist

HC . (T?) = Ly(T?).

miz

Beweis. Sei 0 < s1 < s9, dann ist

I FIHE (T2 = <Z|ck(f)|2(1+|k1|)231(1+|k2‘)281>1/2

keZ?

(3 Il PP+ a1+ k)

keZ?

= |IfIH (T

16
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AuBerdem gilt fiir (ky, ky) € Z2

(L R + [k2l?) < (L [ha] + [R2])™

<
< (L k] ool + [k llk2])*
= (L+[ka)*(1+ [kaf)™.

Damit konnen wir wie folgt einbetten

/
) = (3 llHPA+ P+ ha)?)

keZ?

< (Sl PO+ a1 o))

keZ?

= || f[Hpi(T?)]-
Der Fall s = 0 ist klar, da in diesem Fall das Gewicht konstant 1 wird.

Lemma 10. Fir s > 1/2 gilt
H? . (T?) — C(T?).

Beweis. Siehe [1, Lemma 20).
Lemma 11. Fiir s > 0 sind die folgenden Normen dquivalent
2 2s|k|1 2 1/2
LA (T = A (T2 = (D 225016 (£) 13)

keNZ

Beweis. Fiir f € HS, (T?) gilt

miT

eI = > e (DPE+ )P (1 + [52)

JEZ?

Dies zerlegen wir in

I (TP = D0 > e (NP + D> (1 + i)™

keN3 JEPy

Wir schéatzen das Gewicht ab

I (TIP < Y (25214 2%)% Y e m (HI

keN3 JEPK

und konnen weiter abschéatzen zu

| i (TP < 4% )y 220y e, iy (HP

keN? JEP;

17



Unter Anwendung der Parsevalgleichung ist dies nichts anderes als

If1H (TP < 4%y~ 22l ()15

keNZ

AuBerdem ist
Dot N e (O <00 @D 215D legm (NP,

KEN2 J€P; KEN2 JEP;
da

bt <l <2, i=1,2
gilt. Dies konnen wir wiederum abschétzen gegen

D D RN CIED G (N < 4% Y (L k) (14 [ka])* lews o (5

keNg jEPy kez?

= A% f1H,, (T

Damit ist gezeigt, dass beide Normen dquivalent sind. O]

6 Der Smolyak-Algorithmus angewandt auf die
klassische trigonometrische Interpolation in H'(T?)

Im nachfolgenden Abschnitt werden spezielle, mit dem Smolyak-Algorithmus kon-
struierte, Fourier-Partialsummen und Abtastoperatoren in Verbindung mit dem
Paar (HE,,(T?), H'(T?)) untersucht.

mix

Definition 5. Sei J = (Jyt)en, eine Folge linearer Operatoren und k € Ng.
Dann definieren wir
Ak(J) = Jzk — JQkfl,

wobei Jo-1 := 0 gesetzt wird.

Definition 6. Sei J = (Jy)en, C L(Lo(T), Lo(T)) oder J = (Joe)sen, C
L(C(T), La(T)) mit J.; = 0 und m € Ny. Dann fihren wir den Smolyak-

Algorithmus m-ter Ordnung angewendet auf J ein, als

An(NNf =D M) @ Ap(J) f

Jj+k<m

fiir alle f € Ly(T?).

18



Wir sind nachfolgend fiir S := (S5;)52, (Fourier-Partialsumme) und I := (15;)32,
(klassische trigonometrische Interpolation) interessiert an A,,(I) bzw. A,,(S).

Wir bezeichnen mit B,, den Operator

Zunéchst beweisen wir eine alternative Darstellung des bivariaten Smolyak-Algorithmus.

Lemma 12. Sei J = (J2E)ZEN0 - E(LQ(T), LQ(T)) bzw. J = (Jge)geNO C ﬁ(C(T), LQ(T))

eine entsprechende Folge von Operatoren mit Jo-1 = 0. Dann gilt

3

An(D)f = (o @ Jyn=i) f =Y (Jos @ Jym—s=1)

Jj=0 J

I
o

Beweis. Aufgrund der Bilinearitdt des Tensorproduktes erhalten wir

An(Nf = Y DD @A) S

J+k<m
= > (@M= Y (Jor @ A(J)f
j+k<m Jt+k<m
_ > (o @ AL F =D (S @ Ap(])) f
J=0 k=0 J=0 k=0
=R =5

Betrachten wir nun beide Terme getrennt, so kénnen wir die Teleskopsummen
vereinfachen zu

m—j

Ms

R - (]2] ® Ak

0 k=0

<.
Il

I

<
Il
o

(Jgj &® (ngfj — Jom—j—1 + Jom—j—1 — -+ - + Jg90 — J271>)f

(Joi @ Jom—5) f

I
NE

<.
Il
o

19



und

m—

Q

sz 1 ® Jgk — Jok— 1))f

k=0

I
NE

<.
Il
o

(Joi-1 @ (Jom-i — Jom—i—1 + Jogm—j—1 — -+ - + Jyo — Jo-1)) f

I
1

3
L

= (Joi @ Jom—j—1) f.

<
I
o

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O]

Mit dieser Darstellung kénnen wir fiir m € N und f € C(T?) den Abtastoperator
A(m, I) auf T? darstellen als

2J+1 gm—j+1

B.f(z,y) i<29+ ><2m -+ 1 )Z Z f(2ji7f‘ﬁ1,2m_2ﬂ2+l>

Jj=0 71=0 j2=0
21 212
X Dy (x T+ 1)D2m*j <y T gmejHl 1)
m—1 2i+1 gm—j 9 O i
™1 T2
Z(zwr )(Qm -1 41 >sz(zj+1+1’2m—j+1>
Jj=0 j1=0 j2=0
271 2m s
X Dy (m it 4 1)192"1”’1 <y Coomi 4 1)‘

Hiermit lasst sich sehr einfach das Gitter der Abtastpunkte bestimmen.

Definition 7. Wir definieren das Gitter der Abtastpunkte von B, als
"V g 2mh 2
U U U {<23'+1 + 17 2m—i+1 +1>}
J=051=0 j2=0
m—12/+1 gm=Jj

219 2717
U U U U {(Qj:lm_il_l’gmj?il)}'

J=0 j1=0 j2=0

Lemma 13. Sei m € N. Dann gilt
[K(m)| S m2™

Beweis. Wir definieren zunéchst die Hilfsmenge

m 2i+1 om—j+1

- -
UU U {<2j+Tﬁ1’2m—jZZQ+1>}'

Jj=071=0 j2=0

20



Damit kénnen wir K (m) darstellen als
K(m)=T(m)uT(m—1).

Berechnen wir nun eine entsprechende obere Schranke fiir |7°(m)|:
m 2J+1 gm—j+1

Tm) < > > > 1

j=0 j1=0 j2=0
_ Z(2j+1+1)(2m—j+1+1)

=0

Am+1)2" +22m) 27 42) 2+ (m+ 1)

j=0 j=0
<2
4(m 4+ 1)2™ + 42" +2(m + 1)2™ 4+ (m + 1)

<
< m2™.
Folglich gilt fiir |T'(m — 1)|:
IT(m —1)| < (m—1)2" <m2™.
Wir konnen den Beweis abschlieen mit

(K (m)| < [T(m)] + [T (m = 1)] < m2".

Definition 8. Wir bezeichnen fiir m € N die Menge
H(m) = {(kl,kg) < ZZ : Hp,q € N, ‘kl‘ < 2p7 ’k‘gl < 2q,p—|- q = m}
als dyadisches hyperbolisches Kreuz m-ter Ordnung.
Lemma 14. Sei m € Ny. Dann gilt die Identitdt
Hm)= |J P
ki+ka<m
k1,k2€Ng

Beweis. Sei m € Ny. Der Beweis ergibt sich aus der Definition von P, mit fol-
gender Aquivalenzumformung:

(x1,29) € Him) <= dp,q € Nomit p+qg=m: |x1] < 2P, |xg| < 27
e Elk’l,k’QENo mit k; + ky < m : (Il,ZL’Q)EP(kth)

< (11,19) € U Py

ki+ka<m
k1,k2€Ng

Dies schlief3t den Beweis ab. O
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Definition 9. Wir bezeichnen fir m € Ny die Menge der trigonometrischen
Polynome mit Frequenzen aus dem hyperbolischen Kreuz als

V(m) := {Zakeikr s (ag)rea CC, AC H(m)}.

keA

Lemma 15. FEs gilt fiir m € Ny
|H(m)| =2"(2m + 8) + 1.
Beweis. Sei m > 1. Wir betrachten zunéchst das Paar
0 < |ky| < 2™ und 0 < |ky| < 2°.

Offensichtlich haben wir in diesem Fall 3(2™*! + 1) Kombinationsméoglichkeiten
zur Auswahl von k; und ky. Dagegen haben wir im Fall

0< k| 2™, 27 < |ko| <2 fiir j=1,...,m

(2m_j+1 +1)2/ Kombinationsmoglichkeiten zur Auswahl von k; und ky. Also gilt
|H(m)| = Z (2m It 1 1)27 4 3(2m ! 4 1)

— m2m+1+22]+32m+1+3
j=1

— m2m+1+2m+1_2+3_2m+1+3

= (2m+8)2™ + 1.

Bemerkung 2. |H(m)| wdchst streng monoton in m.
Folgerung 3. Firm € Ny gilt
dim V' (m) = (2m + 8)2™ + 1.

Beweis. Wir kénnen V (m) schreiben als lineare Hiille aller Funktionen e*1+ikzy
mit (k1, ko) € H(m). V(m) hat also eine Basis der Méchtigkeit |H(m)|. Damit
folgt das Resultat aus der Definition der Dimension. O]

Lemma 16. Sei f € C(T?). Dann gilt

Bn.f € V(m).
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Beweis. Sei f € C(T?) und n,m € Ny. Wir wissen aus Lemma 7, dass I,, ® I,,, f
ein trigonometrisches Polynom mit Frequenzen in {—n,...,n} x {-m,...,m}
ist. Daher hat

Akl(j) ® Aka (])f = (I2k1 - ]21“1*1) ® (I2k2 - ]2k2*1)f
= [2k1 ® 12k2f — Ile ® IQkQ*lf
_[2k1—1 ® [2k2f + Ile—l ® IQkQ—lf

fiir k1, ko € Ny Frequenzen in
Gy ey 1= {—2k2, . .,2’“1} X {—2’“2, .. .,2k1}.

Damit liegen die Frequenzen von

ki+ka<m
n
U Gk1,k2 == H(m)
ki+ka<m
Dies schliefit den Beweis ab. O

Folgerung 4. Es gilt fiir m € Ny
rank (By,) < (2m + 8)2™ + 1
Beweis. Sei m € Ny. Mit Lemma 16 gilt
B, (C(T?)) C V(m).

Dabher ist
rank (B,,) < |H(m)].

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O]

Lemma 17. Sei (Jg)32, eine geeignete Folge linearer Operatoren mit der Eigen-
schaft ‘ A
Ji(e®)t)=e* teT, |kl <i, k€ Z, j€N,. (2)

Dann gilt . '
Am(J)ezut — ezut

fiir alle w € H(m) und t € T?.
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Beweis. Sei e!F1#+k2v) ein trigonometrisches Polynom mit (ki, ky) € H(m) fiir ein
m > (0. Dann ist

Am(J>ei(klz+k2y) — Z A ®Al ) i(k12+k2y)
JjHI<m
= Z (]23' — Izj—l)@iklx(_lzl — ]2171)6ik2y
JHI<m
m m—j
= Z(]Qj - _[2j 1 Zklx Z _[2l - _[21 1 ’Lkzy.
7=0 =0

Da (ky, ko) € H(m) gilt, existiert ein p,q € Ny mit |k| < 2P und |kz| < 27 und
p+ q = m. Es gilt aufgrund von (2)

(IQj - _[ijl)eiklm =0

fiir 5 > p und ‘
(I — Ii-1)e™¥ =0

fiir [ > ¢. Daher kénnen wir vereinfachen zu

p q

An() = Z(Iy — Lj1)e™e Z(]Ql — Iy-a)e™y,

§=0 1=0
Nun 16sen wir die Teleskopsummen auf und erhalten
Am(J)ei(k1$+k2y) = IQpeiklzIQqeika.

Aufgrund der Reproduktionseigenschaft (2) werden nun beide trigonometrischen
Polynome reproduziert und es gilt

A (J)eibrhay) — gillna+hay)
fiir alle (z,y) € T% -
Folgerung 5. Sei m € N. Es gilt fir f € V(m)

B f(x) = f(x)
fiir alle v € T2

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Lemma 17 und der Linearitét des Ope-
rators A(m,I). O

Lemma 18. Se:i m € Ny. Dann gilt

rank (By,) = (2m + 8)2™ + 1.
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Beweis. Die Abschitzung
rank (B,,) < H(m)

wurde in Folgerung 4 bewiesen. Die untere Schranke ergibt sich aus der Tatsache,
dass mit Folgerung 5
V(m) C B,(C(T?))

gilt. Daher schlussfolgern wir fiir die Dimension
dim V(m) = |H(m)| < rank (B,,).
Dies schliefit den Beweis ab. [
Folgerung 6. FEs gilt fiirm € N
| K (m)| < m2™.

Insbesondere gilt
| K (m)| < rank (B,,).

Beweis. Die obere Schranke folgt aus Lemma 13. Sei nachfolgend (x;-”)igm)' C T?
die endliche Folge von Abtastpunkten des Operators B,,, wobei nicht klar ist, ob
fir « # j auch z; # x; gilt. Wir definieren

X(m) = {(f(xgn), e F @) f € C(TZ)}.

Nun betrachten wir B, : X(m) — V(m) als einen Operator, der von einer
|

Folge von Abtastwerten in den Abtaststellen (x;")zﬂm)‘ der zu approximierenden

stetigen Funktion auf V(m) abbildet.

Aus Folgerung 5 wissen wir, dass
By (X(m)) = V(m)

gilt. Nun erhalten wir mit dem aus der linearen Algebra bekannten Dimensions-
satz fiir lineare Abbildungen und Folgerung 3 die Abschétzung

(2m +8)2™ + 1 =dim V(m) < dim X (m).

Also existiert eine Basis in X(m), deren Méichtigkeit groBer oder gleich (2m +
8)2™ + 1 ist. Folglich existieren mindestens (2m + 8)2™ + 1 verschiedene Abtast-
stellen. Daher gilt

|K(m)| > (2m + 8)2™ + 1.

Dies schliefit den Beweis ab. O

Bemerkung 3. Man bezeichnet ein solches Gitter von Abtastpunkten mit den
hier genannten Kardinalititsabschdtzungen auch als ein diinnes Gitter.

25



Definition 10. Wir fiihren fiir f € Lo(T?) die Fourier-Partialsumme beziiglich
des dyadischen hyperbolischen Kreuzes m-ter Ordnung

Spf@) =Y alf)e*

keH (m)
ein.

Bemerkung 4. Bei diesem Operator handelt es sich um die orthogonale Projek-
tion auf die trigonometrischen Polynome mit Frequenzen aus H(m).

Lemma 19. Sei m € Ny. Dann gilt fiir f € Lo(T?)
Sif=An(9)f.

Insbesondere gilt

rank (S2 f) = |H(m)|.
Beweis. Fir j +k < m gilt

AJ(S) ® Ak(S)f(‘ray) = (S2j ® 82k>f<x7y) - (SQj ® S2k*1)f(x7y)
_(S2j*1 ® SZk)f(ma y) + (S2j*1 & 52’6*1>f<x7@/)
= D ) (T — N e g (f)e )

|01]<27 |01]<27
62| <2k [eo|<2k—1
_ i(L1z+Loy) £1x+£2y)
Z Cey,62) (f) + Z C4 Ez)
|61]<29—1 |61]<2i—1
|e2| <2k |02 <2kt

= Z C(El,b)(f)ei(élirby)‘

(Zl,éz)eP(j’k)

Damit ist

An(S)f(x,y) = D A;(S) @ Ak(S) f(x,y)

J+k<m

= Z Z C(el,ez)(f)em

j+k‘§m (fl,ZQ)EP(j’k)

— Z 6(617£2)<f)6i(€1x+€2y)_

(l17lz)€H(m)

Die Gleichheit
rank (A4,,(9)) = |H(m)|

folgt unmittelbar daraus, dass die (e%);¢ H(m) in Lo paarweise orthogonal sind
und die Fourierkoeffizienten eine entsprechende Anzahl an Freiheitsgraden erlau-
ben. Dies schlieit den Beweis ab. ]

26



Satz 4. Fiir jedes s > 1 und f € T?) gilt

o
| < s I

mm(
1f = S () H'(T?) )|

fiir alle m € Nj.

Beweis. Sei s > 1 und f € HE,. (T?). Wir beginnen mit der Abschitzung
If =S fIHNT) = 11 Y alf)e™ | HN(T?)
(k1,k2)¢ Hm

N|=

= > el HIPA+ K +k3)

(k1,k2)¢ Hm

_ c o (L+ k7 +E) (L + [k)* (1 + [ka])*
= |2 O R

(k1,k2)¢Hm
l
14+ k2 4+ k2
< | sup —UEEER) Ay oy
(kv ko) o (14 |E1])?5(1 + |K2|)

Aus Symmetriegriinden kénnen wir uns bei der Untersuchung des Supremums
auf folgende zwei Félle beschrianken. Fiir k; = 0 ist

1+ k2 < (1 + ky)?
sup o5, S~ Sup o—— 5
(0 (m) (14 K2)2 kosam (1 + kg)2s
ko€N
1

(2m + 1)25—2
1
22m(s—1) "

IN

Weiter ist fir 1 < k; < ks

1+ k3 + k2 3(k1k2)?
Sup 2s 2s S Sllp 2s
1<ki<ky (14 FK1)2(1+ k) 1<ki<ky (Kik2)
(k1,k2)¢ H(m) (k1,k2)¢H(m)

3

< 22m(s—1)’

Setzen wir dies ein, so erhalten wir das Resultat

If - SHfIHl(T2)||<\/_msl||f| H;o (T2

27
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Lemma 20. Se: fiir m € N
Dann gilt
£ H (D) = || fin — Sip fon| HH(T?]| < 27
sowie
1 fon| H i (T[] < 27,

Beweis. Da f,, nur iiber Frequenzen auflerhalb des m-ten hyperbolischen Kreuzes
verfiigt, gilt
SHf., =0.

Dabher ist
[ f HY T = || frn — SE frn| H (T

Auflerdem gilt

Ifm HA(T?) = V(L4 [27 + 112+ [1]?)
= 2™m
sowie
[l Hie (T = /(1427 + 1])%(1 4 [1])2
= 2Ms,

]

Folgerung 7. Sei s > 1. Dann existieren Konstanten Aj, A5 > 0, so dass fir
alle m € Ny

A _ = SEfalH(T2)]
2 = [ Ful Hpo ()]

A3
om(s—1)

< |lid — Sy | Hyie — HN(T?)|| <

gilt. Insbesondere gilt fiir rank (S2) <n < rank (SH,,) mit n € N und n > 21

(log, ”)S_l
nsfl '

lid — Sy | Hyyi — HH(T?)|| <

1T

Beweis. Die untere Schranke des ersten Resultats folgt unmittelbar aus Lemma
20 und die obere Schranke folgt aus Theorem 4.

Beweisen wir nun das zweite Resultat. Es ist

|H(1)| = 21.
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Da |H(m)| streng monoton in m wichst, finden wir fiir n > 21 ein m > 0 mit
rank (B,,) <n < rank (B,41).
Mit Lemma 18 kénnen wir dies wie folgt einschrinken
m2™ < rank (B,,) < n < rank (Bp,11) < (m + 1)2™" < m2™.

Also gilt

n =< m2™.

Nun berechnen wir die obere und untere Schranke in Abhéngigkeit von n fiir

11— Sy |Hy i (T?) — HY(T?).

Mit Satz 4 erhalten wir
1
I = SH|H3a(T2) — BT < g
Es ist
1 _ ms—l _ ms—l

om(s—1) (QO)sfl - ns—1

1. Schritt:

Offensichtlich gilt die Ungleichung
2" < m2™ < n.

Dies ist dquivalent zu
m 3 log,(n).
Daher gilt

1 < (10g2 n)s—l ]
om(s—1) ~ ns—1

2. Schritt:

Auflerdem gilt
n < m2™.

Dies ist dquivalent zu
logy(n) < m +logy(m) < 2m.
Es folgt

IS (log, n)s_l‘
om(s—1) ~ ns—1
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Damit erhalten wir
(logyn)s™!
nsfl :
Dies schliefit den Beweis ab. O

(T2)

1 = S| Hyio(T?) —> HY(T?)|| <

Satz 5. Fliir jedes s > 1 existiert ein Cs > 0, sodass fiir jedes f € H?,

Cs
om(s—1)

1T

If = Buf [HN(T?)|| < (T*)ll

If1H;

qilt, fir alle m € Ny.

Beweis. Schritt 1: Vorbereitungen

Aufgrund der Dichtheit von 72 in HE,. (T?) geniigt es, trigonometrische Poly-
nome f auf T? zu betrachten (siehe Satz 2). Zuniichst fiigen wir die Fourier-
Partialsumme bzgl. des hyperbolischen Kreuzes ein und wenden die Dreiecksun-
gleichung an.

If = BufIH'(T?)]| 1f = S (f) + S (f) = Buf [ H'(T?)]

< f = Su(DHNT) + 1S5 (f) — Bunf 1H (T

Anschlielend nutzen wir Lemma 17. Die Reproduktionseigenschaft liefert
1f = Baf [HN(TH)| < || f = Sy () [HH (T + [| B (g) | H(T?)]].
—_——
Wir konnen die Funktion g mit ihrer Fourier-Reihe identifizieren
k¢ Hpn
und somit gilt ¢x(g) = 0 fiir k € H,,, sowie cx(g) = cx(f) fir k ¢ Hp,.

Betrachten wir nun

—_

m

Bug(r,y) = Y (L@ L )g(x,y) = Y (L @ Ly 1)g(x,y)

J=0 J

- Z Z Z ( Z Z C’f1+ll(2j+1+1)7k2+l2(2mj+1+1)(g>>

5=0 |k1|<27 |ka|<2m—3 \ 1 EZI5€ET

3

Il
=)

% ei(k‘1 1‘+k2y)

m—1
DI IS Dl 00 T

J=0 |k1|<27 |ko|<2m—i=1 \ L €ZI2€Z

% 6i(k1 z+kay)
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Da f und somit auch g trigonometrische Polynome mit endlich vielen Fourierkoef-
fizienten verschieden von Null sind, kénnen wir folgende Umordnung vornehmen

Bg(z,y) ZZ (Z Z Z Chy 11 (201 41), ko +1o (2~ J+1+1)(9)€i(k1$+k2y)

LWEZI2EZ \ j=0 |k |<20 |ko|<2m—d

m—1
_Z Z Z Ck1+h(2f+1+1),k2+12(2m—j+1)(g)ei(m%w))-

J=0 |k1|<27 |ko|<2m—i—1
Die Doppelsumme 7, ., >, _, zerlegen wir nun in die folgenden vier Terme

Bng(z,y) = Ag(z,y)+ Bg(x,y) + Cg(x,y) + Dg(x,y),

wobel
Ag(a:, ?J) = Z (Z Z Z Chy 1y (2741 41) koo (27— HIH)(g)ei(kzlirkzy)
11=0 J=0 |k1|<27 |ko|<2m—d
loeZ\{0}
m—1

. X 7 k1x+k2y
o Z Ck1+l1(2ﬂ+1+1),k2+12(2mﬂ+1)(9)6( )>,
7=0 |k1|<27 |ky|<2m—i—1

Bg(as,y) = Z (Z Z Z Chy 411 (291 41) ko +l2 (27 ]+1H)(g)ei(k”+k2y)

0 |k1]<29 |ko|<2m—J

i(k1z+k
N z : Ckl“l(2j+1+1),k2+l2(2m’j+1)(g)el( lx 2y)>a

J=0 [k1|<27 |kg|<2m—i—1

Cy(wy) = Z( D) @kt () TTRY)
J=0 |

k1|<27 |ko|<2m—i

>0
m—

_ _ i(k1a+k
Z Z Ck1+ll(2J+1+1),k2+12(2m—3+1)(9)6(1 2y>7

k1| <29 [ko|<2m—i—1

Dy(w,y) = ) (Z YD @ kesneniipn(g)e Y

G=0 k1] <29 ko] <2

Z Z Ck1+l1(21+1+1),k2+12(2mj+1)(g)ei(k1x+k2y)> )

J=0 |k1|<29 |ko|<2m—i—1
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In den folgenden Schritten schétzen wir jetzt diese 4 Terme separat ab.

Schritt 2: Wir beginnen mit

Ag(x,y) = Z [Z Z Z Ckl,k2+lg(2mfj+1+1)(g)ei(k”*k?y)

12€Z\{0} L j=0 |k;|<27 |ko|<2m—3

m—1
_ Z Z Z Ck17k2+l2(2m7]'+1) (g)ei(k1x+k2y)]

G=0 [ka[<27 [kp|<2m—i1

und verschieben den Index iiber j

Ag(l‘y y) = Z [ Z Z Z Ck17k2+lg(2m—j+1+1) (g)ei(lﬂx-f-kzy)

12€Z\{0} L j=0 |k1|<29 |ko|<2m—I

_Z Z Z Ck17k2+12(2m—j+1+1) (g)el(k1$+k2y)] )

J=1 |k1| <291 |ko|<2m—i

Anschlieflend fassen wir zusammen zu

Agley) = 30 30 N thrnemn (g)el Tt

12€Z\{0} [k1|<1 |ko|<2™

i Z Z Z Ck17k2+l2(2mfj+1+1)(g)ei(klw‘i-kzy)‘

j=1 2j71<‘k1|g2j71 ‘k2|§2m*j

Betrachten wir nun die Norm in H'(T?), so kénnen wir diese mittels Dreiecksun-
gleichung folgendermaflen abschétzen

| Ag|H (T?|| < Z [H Z Z Ck1,k2+l2(2m+1+1)(g)ei(k1x+k2y)

LeZ\{0} L [k1]<1 [ko|<2m

+H Z Z Z Ck:17k2+12(2m—j+1+1) (g)ei(k’1$+k’2y)

7=1 2]'—1<|k1|§2j—1 |k’2‘§2m—j

-

loeZ\{0}

H'(T?)

Hl(’ﬂ"ZH

1 Arg (@, y) [ (T*)]| + ||Azg(:r,y)|H1(T2)||]

wobel

Ag(w,y) = Z Z Chy by ta 2141y (9) 17 HED)

[k1|<1 Jka|<2m
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und

AQQ 1’ y — Z Z Z Cha eyt (2 ]+1+1)(g)6i(k1x+k2y).
J=1 20=1<|ky | <271 |ko|<2m—J
Wir fahren mit der Abschitzung von ||A;g(z,y)|(T?)|| fort. Aus der Definition
der Norm in H*(T?) folgt

| Arg(z, y)|(T?)]| = H Z Z Cls gl 2m+1+1)(g)€i(klm+k2y)

|k1|<1 |k2|<2m

3
( Z Z |Ch hptn 2m141) (9) (1 + KT + k%)) :

|k1|<1 [ka|<2m

H'(T?)

Anschlieflend fiigen wir einen Faktor mit Wert 1 ein und bekommen

[Arg(a, ) (T*)]] = (Z D lekikrnenain(@P (L + & + k)

[k1[<1 [k2[<2m

1
(14 [kl ) (1 4 kg + (277 4 1)))%\ °
(14 [k1])25(1 + |ko + o (2mHL + 1)])28

N

w“ 1+ kI + k3
=\ s (T [R)® (1 ke + B2+ 1))

[k2[<27™
-

J/

~~

=:S1(l2)
|| fIH;i (T2)]].
Es ist

1+ ki + k3
Sq(l = su 1 2
W) = SU R e - B@ T F R

|ka|<2™

3 22m
< sup
<t (1 [Ra])2([l2] (271 + 1) — [ka])?

[kal<2
< 3 22m
= (] (2mrt) —2m)2
< 3
— 22m(s—1)<2|l2| _ 1)23

Fahren wir nun mit A, fort

1 A2g(2, y)|(T*)]

= H Z Z Z Ck17k2+l2(2m7j+1+1) (g)e’i(k1$+k2y)

J=1 207 <k |<29 |ko|<2m—d

7(1?)||.
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Betrachten wir die Summierung iiber |k;], so stellen wir fest, dass durch die Sum-
mierung iiber j eine disjunkte Zerlegung des Intervalls [—2™ 2™] erfolgt. Daher
ist jeder Summand der Summe iiber j, |k, |k2| orthogonal im Sinne von Ly (bzw.
H') zu jedem anderen Summanden mit verschiedenen Summationsindex.

Aufgrund der Orthogonalitdt konnen wir folgendermafien unter Anwendung der
Definition der Norm in H!(T?) fortfahren

1 A2g(, y)I(T*)]]

=<Z > \ckl,mmj+1+1><g>r2<1+rk112+|k2\2>>

J=1 2j71<|k‘1|§2j |k2‘§2m7~7‘

N[

Auflerdem stellen wir anhand der disjunkten Zerlegung der Summierung iiber
|k1| und der ersten Komponente der Fourierkoeffizienten cy, g,41,(2m-s+141) fest,
dass jeder Fourierkoeffizient nur einmal in der Summierung vorkommt. Wir fiigen
wieder einen Faktor mit Wert 1 ein

[Aag (2, ) (T = (Z > D lenarnen-rii(9)f

J=1 2071 <k <29 |ko|<2m—d

2s m—j+1 25
(14 [hr 2 o gft) Q1D [ B2+ 1)) )

(L4 [Ra])? (1 + [k + L (27 7# 4+ 1)[)%

und koénnen mit vorher genanntem Argument abschéitzen zu

| A2g (2, y)|(T%)]*

< sup sup L+ k% * k’%
— \sismoiigr < (L4 [R)? (14 [k + (277 + 1))
k2| <27
::;;(12)

X<Z S Y e @+ k)

=1 251 [k <2 [kp] <2~
X (14 kg + (2" 74! + 1)‘)%)

< Sa(la) | f [ H o (T) 1.
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Ss(l3) kann folgendermafien abgeschitzt werden

Sa(ly) = sup sup Ltk 4R .
1<j<m i1y <20 (14 |K1])?5 (L + [ko + Lo (2777 H1 4 1) )%

k2| <2m T

< sup sup 3 22m

T i<i<moaitcphy < ([Ra])25 ([lo](2m774t + 1) — [kof)?
g <2

< sup - 5 2?’”

— 1<j<m 225(]—1)225(m—])(2|l2| _ 1)25
3 228

22m(s—1) (2“2’ _ 1)23 ’

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

lAglEN(T? < )

[ Arg| 2 (T?)] + ||A29|H1(T2)||] :

l2€Z\{0}
1 V3 V328
< s M (T2 +
=Y hgzz\:{o} @l — 1) (@]~ 1)
1 ) \/525—1—1
< oy M e (T)l > (m)
12€Z\{0} 2
—K;

Bei dieser Reihe handelt es sich um eine verallgemeinerte harmonische Reihe, fiir
die wohl bekannt ist, dass sie fiir s > 1 konvergiert. Also ist K7 < oo und es gilt

K3 <
IAGIH (T2 < s (T2

Schritt 3: Betrachten wir nun

By(w,y) = Z Z Z Z Ck1+l1(2j+1+1),k2(g)ei(kIHka)

L eZ\{0} L =0 |ky| <29 [ka|<2m—d

m—1
- Z Z Z Ck1+l1(2j+1+1)7k2 (g)ei(k11'+k2y)

G=0 |k1|<27 [kp|<2m—i—1
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bzw. dessen Vereinfachung

Bg(z,y) = Z [Z ZCk1+l1(2m+1+1),k2(g)ei(klx+k2y)

LeZ\{0} L |k1]<2™ |ko|<2

m—1
- Z Z Z Chy s (20+14+1) s (g)ei(kIHka)] -

J=0 |k | <29 2m—i—1<|kg|<2m—J

Wir konnen wieder unter Anwendung der Dreiecksungleichung folgendermafien
abschétzen

|Bg(z,y)|H (T?)|| < Z [H Z ZCk1+11(2m+1+1)7k2(g)ei(k1x+k22/) Hl(']I‘2)H

LeZ\{0} L [k1|<2™ |k2|<2

m—1
+H Z Z Z Ck1+l1(2j+1+1),k2 (g)ei(k1x+k2y)

J=0 |k1|<27 2m—i—1<|kqo|<2m—J

Hl(’]I‘2H]

und wir zerlegen in

|Bg(r ) H'(T < Y

1Big(, y)[H(T?)]| + HBzg(x,y)!HI(TQ)H]

loeZ\{0}
mit
Big(z,y) = Z Z Chy 1y (2741 1) (g>€i(k1x+k2y)
|k1]<2m |k2|<2
und
m—1
B2g<x7 y) = Z Z Ck1+l1(2j+1+1),k2 (g)el(kliﬁ"rkzy).

J=0 |k | <29 2m—i—1<|ky|<2m—J

Analog zu oben ist

| Brg(z, y)|(T?)|| = H Z ZCk1+l1(2m+1+1)7k2(g)ei(klz+k2y)

[k1|<2m |ko|<2

H'(T?)

1+ k3 + k3 :
= sup 1 2 2
erj<2m (1 [hy 4 L (2m 1 + 1)[)25(1 + [ka)?
|k2|<2
—Sa(l1)

X f 1H 0 (T2
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mit

14 k7 + k3
Ss(l = su
) = S T T TR DR Tl
[k2|<2
< 3 22m
< sup
kyj<2m ([ (27F + 1) — [k )%
< 3 2™
— (’l1|(2m+1) _ 2m)2s
3

< .
- (2”1‘ _ 1)2322m(371)

Auch fiir ||Byg(z,y)|H*(T?)|| gelten die fiir ||Asg(z,y)|H(T?)|| genannten Or-
thogonalitdtsargumente, jedoch in |ks|, so dass wir folgendermafen abschétzen

konnen

mit

| Bag(, y)|(T?)|| (3)
m—1
- H Z Z Z Chy 1 (2941 41) ko <g)€i(k1z+k2y) H1<T2)
J=0 |ky|<29 2m =it <|kg|<2m—d
1
1+ ki + k3 ’
< su su . 4
‘QW% N e P N T 2l B
2m7j71<|k2|§2m7j
::,;:(ll)
X | f1Hi (T2
14+ k2 + k2
Si(l) = sup sup L

0<j<m i<y (LR L@+ D)2+ (k)

2m7j71<‘k2|g27n7j

3 22m
< sup sup -
0<j<m  |ky|<2) ([ (27H 4+ 1) — |k [)2e (|k2])?

2m—i—lc|ky|<2m—d
< sup - 5 22m, -
—ogjzm ([L[(ZF 4 1) = 27)2s(2ma )2
- 3 228
— (2“1’ _ 1)2522m(571) ’
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Wir setzen ein und erhalten

IBglHNT?| <

[Big| 2 (T%)] + IIBzg|H1(T2)||]

l2€Z\{0}
V3 V328
< o | f1Hpo (T2 +
2m<s ) lzg\;{o} 2] — 1) " (2] — 1)
1 2¢/3 2¢
< GmeoD 1 H;i (T?)]] Z (m)
12€7\{0} 2
:;K;ng,s>1
Also gilt
| Bg|H'(T?)|| < (o= 1)Ilfl H;,, (T2
Schritt 4:

Nun betrachten wir

Cy(z,y)

— Z Z [Z Z Z Ck1+l1(2j+1+1),k‘2+l2(2m—j+1+1)(g)e’i(klgj+k2y)

12150 [12]>0 L j=0 [y |<27 (ko] <2

m—1
B Z Z Z C’“l“l(2j+1+1)7k2+lz(2m—j+1)(9>6i(klz+k2y)].

J=0 |k1|<20 |ko|<2m—i=1

Dies zerlegen wir in

Z Z [Clg(m,y) - ng(x,y)]

[11]>1 |I2]>1
mit
m
. ) ) i(k1x+k
Cig(w,y) = E E E Chy 3 (241 -41) - 1a (254141 (g) K17 TR2Y)
J=0 |k |<29 |ko|<2m—d
und
m—1
. ) ) i(kix+k
Cog(w,y) = E E Ck1+l1(2J+1+1),k2+l2(2mﬂ+1)(9)6( 12+kay),
J=0 |ky|<27 [ka|<2m—i—t
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Wenden wir nun die Dreiecksungleichung auf die Norm an, so gilt

ICyle, ) HN(T) < > > [IIClg(fE,y)lHl(W)ll+||ng(w,y)|H1(T2)ll :

[11]>0 |i2|>0

Zunachst betrachten wir

Cig(z,y) = Z Z Z Chy 1y (24141) g (21 1) () €1 HR2D)

Jj=0 |k1|§2j |k2‘§2m_j

_ ) ) i(k1z+k
- E Ck1+l1(2J+1+1),kz+(2m—3+1+1)(9)6( 1thay),

(jvklka)GZ(m)

Wir méchten die Summierung umordnen. Dazu definieren wir die Menge der
Summationsindizes

Z(m) = {(J, k1, k2) € Ng x Z? :7=0,....,m, |k| < 2]'7 ko < 2m—j}‘

Offenbar ergibt sich aus |k;| < 27 und |ky| < 2™77 die von j unabhingige Folge-
rung, dass
|k || k| < 2™

gilt. Also ist
Z(m) ={(j, k1, ko) €Z%: §=0,...,m, k1| <2, |ko| < 2™, |ky|lko] < 2™}. (5)
AuBerdem ist |ki| < 27 Aquivalent zu
logy k1] < j
Dabher ist

Z(m) = {(j k1 ks) € Ng x Z2: |ky| < 27,
max (0, log, [k1]) < j < m, |ka| < 2777, |ky|ko| < 2.

Weiterhin gilt die Aquivalenz
ko] < 2™ <= j <m —log, |kal.
Damit kénnen wir Z(m) schreiben als

Z(m) = {(j, k1, ks) € No X Z* : |ky| <27, ; [ks| < 27,
j € [(ma klakQ)a ‘lek2| S 2m},

wobel

I(m, k1, ko) := {7 € Ny : max(0, log|ki|) < j < min(m,m — log|ks|)}
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bezeichnet. Damit konnen wir umordnen zu

Coer) = Y X (%

‘k1|S2m |k2|§2m jGI(m,kl,kQ)
k1 || 2| <2

) ) i(k1x+k
XCk1+l1(2J+1+1),k2+(2m_3+1+1) (g)) e (k1 Qy)‘

Nun wenden wir die Definition der Norm in H'(T?) an und erhalten

ICiglz, ) ENT)P= > >

|k1‘<2m |k2|<2m
k1 [l2| <2

2
X‘ > Ck1+l1(2j+1+1),k2+l2(2m*j+1+1)(g)‘ (1+ ki +&3).
jeI(m,ki,k2)

Nach Anwendung der Dreiecksungleichung und der Holderschen-Ungleichung er-
halten wir die Abschétzung

ICrg(x, ) H (TP < DY > [Hmk k)l

|k:1|<2m ‘k‘2|<2m
k1 ||k | <2

X Z |Chy (2741 41) gt (2m 0141y (@) P (1 + 7 4 K3).
jEI(m,kl,kg)

Wir sehen, dass wir wieder iiber Z(m) summieren und schreiben daher

[Crg(z, y)|[H (T?)|* < Yo ek nen-in(9))
(j9k17k2)€Z(m)

Nun fiigen wir einen Faktor mit Wert 1 ein und schéitzen ab zu

ICg(, y) [ H(T)J*

< sw U(m, ki, ko)|(1 + K + k3) |
T Giknko)ez(m) (1 [k + 10(200 + 1)[)25(1 + [k + [p(2m—3FL + 1)[)%

2
X E |Ck1+l1(2j+1+1),k2+l2(2m_j+1+1)(g)|
(4,k1,k2)€Z (M)

X (14 k1 + L (27T 4+ D)2 (1 4 ko + (2™ 1)),

Anschlieflend klédren wir, wie oft der gleiche Summand

|Chy (24141 ka2 +100) | (L R o (27 1) )2 (T [ Ry 122777 41) ) (6)
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fiir unterschiedliche Paare (j, k1, ko) € Z(m) auftauchen kann. Es geht also darum
zu kldren, wieviele zulédssige Paare (kq, ko) existieren mit

ki + (2 1) =k + L2 4 1), i = 1,2,
wo sich j und j unterscheiden kénnen, aber stets
(j, k1, ko), (3, kv, ko) € Z(m)
gilt. Sei nun (ki, k) # (k1,ks) und |Iy],|l] > 1 (fest). Wir suchen Lésungen
(7, k1, k2), (7, k1, ko) € Z(m) des folgenden Gleichungssystems
i+ L (27T 1) = k4 L2 4 1) (7)
hy + (2 4 1) = Ty + (27 4 1), (8)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei m > j > j und j = j + n. Zunéchst
fithren wir eine Fallunterscheidung in n durch.

Fall 1: Sei n = 0.

Dann gilt A )
L2 1) = 1 (27T 4+ 1)

und ‘ )
(2T 1) = [,(2m It 1 1),

Daraus folgt, dass k1 = 12’1 und ke = /%2 gilt. A~lso~ existiert in diesem Fall keine
Losung des Gleichungssystems mit (ky, ko) # (k1, k2).

Fall 2: Sei n # 0.

Es ist 3 ' i . .
kl _ kl — l1(21+1 . 234—) — 11(2]4-1 o 2j+n+1)7

sowie i . ~. | |
ko — By = 1y(27 941 — 97 = (it gt

AuBerdem gilt fiir (ky, ks, j), (k1, ka, j +n) € Z(m)
ky — k| < ko] + [kr] < 27 429
und . . ' '
ko — ko| < |ko| + |ko| < 2m77 4 2m77H7,
Daraus folgt
“1(2j+1 _ 2j+n+1)’ < 97 4 9itn
= L@ -2)<2"+1

2" +1

— || < it g
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bzw.

|l2<2m_j+1 o 2m—j+n+1)’ < 2m—j + 2m—j+n

e |b] < %
Fiir n = 1 gilt somit
bl bl < 5 <2
sowie fiir n = 2 .
1], 2] < 6 < 1.

Ebenso gilt aufgrund der strengen Monotonie von % fiir n > 2
‘lll, |l2‘ < 1.

Daher kénnen wir unsere weitere Untersuchung auf die Félle n = 1 mit |};]| =
|la] = 1, sowie n > 2 mit I; = [ = 0 beschranken. Der zweite Fall ist uninter-
essant, da wir lediglich bei der Untersuchung des C-Terms [y, [y # 0 bendtigen.
Zum Abschluss des Beweisschrittes geniigt es also, den Fall n = 1 und |4}, |ls| = 1
zu betrachten. Sei zunéchst [; = 1. Es gilt

AP 1=k + 2 1=k + 2241

Dann ist
ky — ]51 — 9itl _9i+2 _ _9j+l

Es ist zum Beispiel &, = 0 und k; = 27%! eine Losung von (7). Simtliche Lésungen
von (7) erhélt man mit

ki =u; und k?l =y + 271!
fir u, = —27,...,0.
Sei nun n=1 und /; = —1. Dann gilt

oy =2 -1 = k-2 1=y = k20

Alle Losungen von (7) erhélt man durch

ki =uy und 12:1 =y — 2011
fiir up = 0,...,27. Als Losungen von (8) erhilt man vollkommen analog im Fall
lh=1

ky=qy und ko= qo—+2m 7t
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fiir ¢ = —2m77,...,0, sowie im Fall [, = —1
ko = g2 und ky = o — 2"

fir go = 0,...,2™ 7. Damit kénnen wir schlussfolgern, dass in allen relevanten
Fillen hochstens eine Losung mit (ky, ko) # (ky, ko) fiir das Gleichungssystem
existiert. Somit kann jeder Summand (6) hochstens doppelt in der Summierung
vorkommen. Daher kénnen wir die folgende Abschédtzung vornehmen

Z |Chya (2141 a2+ | 2 (14 Ky + B (274 +1)])%
(jvklka)EZ(m)

X (14 kg + (2™ 4 1))
<2 > Jeww (NP + wi)? (1 + Jwa])*

(w1,w2)€Z2

< 2| f|Hyio (T
Offenbar gilt

(. by, k)| = 1+ min(m — log, [ko], m]) — max(0, log, [fa])].
Nun kénnen wir die Abschétzung von ||Cig(z,y)|H'(T?)| fortsetzen zu

1C1g(, )| H (T?)|| < S5l lo) || f | Hypi (T2) |12
mit

Ss(l1,lg) = sup

(J:k1,k2)€Z(m)

[1 4+ min(m — log, |ka|, m|) — max(0,logy |k1|)](1 + kF + k3)
(14 |k + L(27H + 1)[)25(1 + |kg + (27 + 1)])%

= sup sup sup
0<7<m |kq|<29 |ko|<2m 3

[1 + min(m — log, |ks|, m) — max(0,logy [k1|)](1 + k% + k3)
(L [k + L2+ D)P (1 [k + (27794 + 1))

Betrachten wir nun Ss(ly, l2). Zunéchst konnen wir wieder den Nenner abschétzen
Zu

S5(l1,ls) < sup sup  sup
0<G<m [y |<2 [k|<2m

[1 + min(m — log, |ks|, m) — max(0,logy |k1|)](1 + k% + k3)
(2lh| = 1)* (2]l ]| — 1)222ms '
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Da lediglich die Indexmenge noch von j abhéngt, kénnen wir diese vergréflern
und erhalten

S5(l1,l) < sup  sup
ki|<2m  [ka|<2m
k1 || k2| <2

[1 + min(m — log, |ki],m) — max(0,logy |k1)](1 + k3 + k3)
(2l ]~ V@I - 1P

Nun betrachten wir den Zahler. Wir unterscheiden die folgenden Félle

ki =0 und ky = O:

[1+m] <22

k1 =0 und ko #£ 0:

[14+m — log, |ko|](1 4 K3) < 2. 22™

k:17é0undk:2:0:
[1+m —log, |k1|](1 + ki) <222

Fiir den Fall k; # 0 und ky # 0 sei iy,i € {0,...,m — 1} mit iy +is < m —2, S0
dass

21 < k| < 201 (9)

und
22'2 < |/{52| < 2i2+1

gilt. Dann ist

[1+m —log, |kiks|](1 + kI + k3) [14m — (i1 +1)](1 + 22142 4 9%a+2)

<
< 12[1 +m — (i +4p)]220+52),
Betrachten wir nun Extremstellen der Funktion
h(z) = (1 +m — x)2*
im Intervall = € [0, m]. Offenbar ist
h(0) = (14 m)
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und

h(m) = 22™.
Offensichtlich gilt
1
W(z)=0+=z= 1— —
(x) T =m-+ 2n(2) >m
Also existiert ein K7 > 0 mit
Ky

l1,19) < .
55( 1 2) = (2|l1| . 1)25(2|11| _ 1)2322m(s—1)

Daher gilt

|Crg(a, ) HY(T?)| < VEL

HE, (T2
o (2|l1| — 1)3(2|ll| — 1)82m(s—1) Hf‘ mz:r:( )H

Nun betrachten wir

m—1
Coglz,y) = Z Z Z Ck1+l1(2j+1+1),k2+l2(2mﬁ+1)(g)ei(klerk?y),

=0 [k1|<27 [kg|<2m—i—1

Offenbar handelt es sich bei der Menge der Summationsindizes um Z(m — 1).
Damit kénnen wir Cyg(x,y) schreiben als

CQg(xy y) = Z Ck‘1+l1(2j+1+1),k2+12(2m7j+1) (g>ei(k1x+k2y)
(4,k1,k2)EZ(mM—1)

= Z Z Z Ck1+l1(2j+1+1),k2+l2(2m7j+1)(g)

[k1|<2m=1  |ko|<2m—1  jel(m—1,k1,k2)
|1 [|ko| <21

X ei(kl m—l—kgy) .

Die Norm |[|Cag(z,y)|H'(T?)|| kann analog zu ||Cyg(z,y)|H'(T?)|| (mit m — 1
anstatt von m) abgeschitzt werden durch

|Cag (@, y) | H (T?)|| < Se(l, lo) || f | Hypir (T2) |12
mit

Se(l1,ly) = sup

(J,k1,k2)€Z (m—1)
[1+ min(m — 1 — log, |ks|,m — 1) — max(0, log, |k1])](1 + k2 + k2)

(1+ [y + 1(29F + 1)])25(1 + | ko + Io(2m—7 + 1)])2¢
= sup ~ sup sup
0<j<m—1 |k |<27 |ko|<2m—1-J

[1+ min(m — 1 — log, |ks|,m — 1) — max(0, log, |k1])](1 + k? + k3)
(L [k + (2 + D> (1 + |k + L2 + 1)[)*
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Aus der Berechnung von S; (I3, l5) ist bekannt, dass ein K35 > 0 existiert, so dass

< K3
= (21| = 1)2(2|ly] — 1)2522(m=1)(s-1)
22(s — 1)K3
(2]l] — 1)25(2[ly| — 1)2s22m(s=1)

Sﬁ(lh 12)

gilt. Wir setzen nun K3 = 226~V K3 und erhalten die Abschiitzung

- VK3
ICagte, DI T) < (e~ g 1 s ()

Wir koénnen die Abschéitzung des C-Terms beenden durch

CS
ICq( IHN (T < o5 1 e (T2

mit

Nie
= 23 [Gir=ien =i

[11]>0 |l2|>0
S
K5 }

RCTAE EC NS

Hierbei handelt es sich wieder um eine verallgemeinerte harmonische Reihe, fiir
die bekannt ist, dass sie fiir s > 1 konvergiert. Also gilt C§ < 0.

Schritt 5:

Die Abschéitzung von Dg folgt trivialerweise als

||Dg|H1(']1‘2)|| _ HZ Z Z Ck1k2 pi(k1z+hay)

J=0 |k1|<29 |kg|<2m—id

m—1
= 2D D chm(ge®etty

5=0 [k | <27 [ka|<2m—i 1

i

)

)

da (k1,k2) € H(m) und somit jeweils ¢k, x,(g) = 0 gilt. Wir konnen nun unter
Verwendung von Satz 4 fortsetzen mit

lglH (T < sz 1 1 Husa (T
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fir ein D, > 0. Zusammenfassend erhalten wir

1f = BufIHH(TH < llglH (T + | B () [H (T)]]

DS s s s 3 s
< <2m(5_1) + maX{CL;C27 03}: 2m(s_1)> [ f [ Hopir (T2)]]
=:C¥

4 S
< Cogmrry M1 Ha(T)]

mit Cs := max{C%, D,}. Dies schliefit den Beweis ab. O

Wir moéchten nun eine untere Schranke fiir die Approximationsrate berechnen.
Dazu betrachten wir fiir m € Nund 1 <u < m — 1 die Folge von Testfunktionen

fn (2, y) = 22y
Lemma 21. Es gilt firm eNund 1 <u<m—1
Bmfm(xa y) _ e—izez?my + <6i2x _ 6—i1‘) e—iy‘

Beweis. Wir wollen die Fourierreihe von B, f,,,(x, y) berechnen. Zuerst bemerken
wir, dass aufgrund der Reproduktionseigenschaft (siehe (5))

A(D(E*) =0  falls j>1,

gilt. Folglich ist

Buf(eg) = 3050 (A0 E™) - (AuD(e™)

= (300 (@) 3 (A e)
5 (3 ) - (aune)

Aufgrund ihres Teleskopsummencharakters kann man die einzelnen Summen nun
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leicht auswerten. Es ist

Ay 22:[:)) — (e,
)

(Aol (e
<A1(I) (2" > = D) — [,(%) = &2 — [}(ei20)
Z AR(D)(e?™) = Lm(e?™) = 2"V,

x>

3

Ap(D)(e®™) = Lm(e™™).
0

T

Es bleiben Terme der Form Iy.-1(e""?) auszuwerten. Wir verwenden Lemma 6.
Fiir k| < 2v71 ist

er(Ty1 (€27) = > Chpuiern (€77).

wW=—00

Demzufolge interessieren wir uns fiir alle ganzzahligen Losungen w der Gleichung
E+w2"4+1)=2".

Ist w = 0, dann existiert offensichtlich keine Losung auf Grund der Einschréinkung
an k. Ist |w| > 2, dann folgt

E+w@+ 1) >2(2" +1) -2 > 2v.
Also bleiben nur noch w = £1 zu untersuchen. Fiir w = 1 erhalten wir
k+2"+1=2" — k=-1,
fiir w = —1 erhalten wir
kE—2v—1=2" = k=241,

was in Widerspruch zu unserer Restriktion bzgl. k steht. Fiir jedes Paar (k,u)
gibt es also genau eine Losung w. Damit erhalten wir

L (e?'7) = 7™ fiir jedes u>1.
Einsetzen liefert

Bmf<l’, y) — e—ix €i2my + (6i2$ o e—iz) e—iy )
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Lemma 22. Es gilt fir s > 1
Ifin = Bunfon (2, y) [H'(T?)]| =< 2™

und

fin = B fon (2, )| Hpyio (T || < 27,
Auflerdem ist

| fin (2, )| o (T?) ]| = 27
Beweis. Es ist mit Lemma 21
Hfm _ Bmfm(x, y)|H1 (T2)H _ ||ei(2m+2my) _ el ez‘me _ (eiQx o e—ia:) e—z‘y|H1 (T2>||
Wenden wir nun die Definition der Norm in H!(T?) an so gilt
1fn = Bonfom () |IHN (TP = 2-2°™ 416 < 2°™.
Analog dazu ist
1 fin = Bunfon (2, 9) | Hpio (TP = (|27 — 78 270 — (27 — e77)
x e~ | Hypyo (T2
= 9(1+2™)% +4(1+2™)* + 52 < 2°™

Die H?

mix

(T?)-Norm von f,, berechnen wir als
1 fon (2 ) [ Hio (TP = (14 2)%(1+27)% < 27,

Dies schlielt die Berechnung ab.

Folgerung 8. Fiir s > 1 existieren Konstanten A3, A5 > 0, so dass

i H m m m| 1( 2)” : 1 /2 g
AL M = Buful H (T d— B,,|H® . — HY(T < M
2m(s—l) N ||J77L|]17snzx(]I2)|| N ”Z | e ( )H B 2m(s—l)

fir alle m € Ny gilt. Weiterhin sei rank (Bp,) < n < rank (Byy1) fir n € N mat
n > 21. Dann gilt

(logyn)*~!

lid — B H;, 2

— HY(T?)|| <

Beweis. Die obere Schranke der ersten Ungleichung folgt aus Theorem 5. Die
untere Schranke folgt unmittelbar aus Lemma 22. Auflerdem gilt

rank (B,,) < rank (S).
Damit kann die zweite Gleichung analog zu Folgerung 7 bewiesen werden. [

Zusammenfassend stellen wir in diesem Kapitel fest, dass die Approximati-
onsraten beziiglich der orthogonalen Projektion auf die trigonometrischen Poly-
nome mit Frequenzen aus dem hyperbolische Kreuz S und unserem Sampling-
Operator B,, asymptotisch gleichwertig sind.
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7 Die Approximation in H} . (T?)

mix

Wir haben bei den Abschéitzungen im vorhergehenden Kapitel den Eindruck ge-
wonnen, dass elementare Modifikationen der fiir das Paar (H:,, (T?), H'(T?))

max

erbrachten Resultate zu Resultaten fiir das Paar (HS,;,(T?), H}..(T?)) fithren.

Aus diesem Grund mochten wir nachfolgend explizit auf den Fall, bei dem der

Approximationsfehler in H! , (T?) gemessen wird, eingehen.

Satz 6. Fiir s > 1 existiert ein Cs > 0, so dass

Cl s
I = SEAHL(T < g £ H (1)
qgilt.

Beweis. Sei f € H?, (T?). Mit der dquivalenten Norm aus Lemma 11 ist

mzm (

1f = S (N Hpee TP = Y 225065

ki1+ko>m
Dies konnen wir folgendermaflen abschétzen
If = Su(OHpia (TP S sup 22RE=D 7 920 g £
ki+ko>m k
1+ka>m

Nun gilt
sup 22|k|1(175) < 22m(1fs)‘
k1+ka>m

Auflerdem ist mit Lemma 11
> 225 (13 S IFIH (T
k1+ka>m

Damit lasst sich der Beweis abschlieflen zu

Hf_SH( )| mzx(T2)||2 5 22m1 ? ||f| mzm(T2)“2'

O
Folgerung 9. Sei s > 1. Dann existieren Konstanten Aj, A5 > 0, so dass fir
alle m € Ny
A 1fm = S Fon Honia (T o g 1 A3
< mm <|id—-S,, — H
om(s—1) — Hfm| mw(T2)” — HZ | mic mm( )H = 9om(s— 1)
gilt. Weiterhin sei rank (S) < n < rank (SF.,). Dann gilt
1 s—1
||2d SH| miz 7 H;zz(TQ)H = %
ns—

firn € N mit n > 21.

20



Beweis. Die obere Schranke der ersten Ungleichung folgt aus Theorem 4 und die
untere Schranke aus Lemma 21. Die zweite Gleichung kann analog zu Folgerung
7 bewiesen werden. O

Satz 7. Fiir jedes s > 1 existiert ein Cs > 0, sodass fir jedes f € HE . (T?) und

m € Ny

mzx (

Cy s
1f = Bon f | oo (T < 5 1 1 H i (T
gilt.

Beweis. Da T2 dicht in H, (T?) liegt, geniigt es trigonometrische Polynome f zu

betrachten. Zunéchst fiigen wir die Fourierpartialsumme bzgl. des hyperbolischen
Kreuzes ein und wenden die Dreiecksungleichung an

1f = B f 1 Hppi (T = 1 = S5 (F) + S (f) = B f| Hpyi (T2 |
< f = S (D Hpio (T + 155 () = Bonf i (T) .

Mit der aus Lemma 17 bekannten Reproduktionseigenschaft gilt
\W_/

Den ersten Term konnen wir mittels Satz 6 abschitzen zu

Cs

fiir ein entsprechendes C > 0. Zur Abschitzung des zweiten Terms betrach-
ten wir den Beweis von Satz 5 und ersetzen in jedem Beweisschritt das Gewicht
(1+k3+k2) durch (14|k1|)?(1+]k2|)?. Dabei stellen wir fest, dass die erfolgte Zerle-
gung der Fourierreihe sinnvoll bleibt und lediglich der Zahler der Suprema-Terme
S1 bis Sg mit neuem Gewicht nachgerechnet werden muss. Fiir die Terme S; bis
Sy erfolgte stets fiir zuldssige (k1, ko) aus Teilmengen von H(m) die Abschitzung
als

sup  (1+kf+ky)<3-2m
(k1,k2)€H(m)

Analog kann die Abschitzung mit modifizierten Gewicht erfolgen als

sup (1—|—|k1|)2(1—l—|k2])2 <16-2™,
(kl,kg)EH(’m)

was bis auf eine andere absolute Konstante keinen Unterschied macht. Fir die
Terme S5 und Sg erfolgte die Abschétzung des Zahlers durch eine Fallunterschei-
dung. Da fiir k; = 0 oder ky =0

(14K 4+ k3) < (14 |k1])?(1 + |ko|)?

o1



gilt, miissen wir nur den Fall |k;| > 0 und |ks| > 0 betrachten. Dazu greifen wir
das Setting von (9) auf. Das heiit wir nehmen an, dass ein i1,y € {0,...,m—1}
existiert, mit io + io < m — 2, so dass

2i1 < |k31| < 2i1+1
und ‘
22'2 < |/{52| < 2%2—1—1

gilt. Damit erfolgte im Fall von H'(T?) die Abschitzung als

[1+m — log|kiks|](1 4+ k2 + K2) (i 4 g)](1 4 22012 4 922+

< [1+
< 12[1+m (iy + ig)](2201F02)),

Dies modifizieren wir im H} . (T?)-Fall zu

[1+m — loglkika|](1 + |ka)2(1 + |k2])? < [L+m — (iy +in)]
X(l 4 2i1+1)2<1 4 2i2+1)2
< 256[1 +m — (iy + ig)] (221 F2)),
Und wir sehen, dass auch hier sich lediglich die absolute Konstante dndert. Also
existiert ein C5 > 0 mit

S

Cs
1Bing | Hyio (T < ey 1 1 Hsa (T

Zusammenfassend ist

C,
|f = B f|H}in (T?)]] < (1) 1| H;i (T?)]]
mit
Cs = 2max(C}, C5).
Dies schlief3t den Beweis ab. O

Folgerung 10. Fir s > 1 existieren Konstanten A3, A5 > 0, so dass

2m(s—1) N Hfm| mzx(TQ)H

fiir alle m € Ny gilt. Weiterhin sei rank (SE) < n < rank (SH.,) firn € N mit
n > 21. Dann gilt

As
)||<||zd B |HE,, — H. (T?)]| < 2

mix mix = 2m(s—1)

1 s—1
lid— By |2 — HL (T2 = (1082)

mix miz s—1
n
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Beweis. Die obere Schranke der ersten Ungleichung folgt aus Theorem 7. Die un-
tere Schranke der ersten Ungleichung folgt unmittelbar aus Lemma 20. Aulerdem
gilt

rank (B,,) < rank (S).

Damit kann die zweite Gleichung analog zu Folgerung 7 bewiesen werden. O

Wir stellen fest, dass auch in dieser Raumkonfiguration die Approximations-
raten fiir den Smolyak-Algorithmus, angewandt auf die klassische trigonometri-
sche Interpolation, und den Smolyak-Algorithmus, angewandt auf die Fourier-
Partialsumme, asymptotisch gleichwertig sind. Nun mochten wir die Giite die-
ser Approximation mit der Approximationszahl der Einbettung fiir das Paar
(H:, (T%), HL . (T?)) vergleichen. Dazu fithren wir zunichst den Begriff der Ap-

mix mix
proximationszahl ein.

Definition 11. Seien X und Y Banachriume und T : X — Y ein stetiger
linearer Operator. Wir definieren fiir n € Ny die n-te Approximationszahl von T
als

a,(T) =inf{||T — S| : S: X — Y linear und stetig, rank (S) < n}.
Wir benétigen die folgende Eigenschaft der Approximationszahlen.

Lemma 23. Seien W,X,Y und Z Banachrdiume, sowie R € L(Y,Z), T € L(X,Y)
und S € LW, X). Dann gilt

an(RT'S) < ||Rlan(T)]S]
fiir alle n € Ng.
Beweis. Das Resultat finden wir in [13, Seite 42]. O
Satz 8. Sei s > 0. Dann gilt
an(idpyst1p2) - (p2)) = an(idps,, (12)—15(12))
fiir alle n € Ng.

Beweis. Zunéchst definieren wir fiir s > 0 einen Lift-Operator

L - — zkx Hs T2 zkz Herl TZ
f ch< S mwc H Z 1—|—|]€1 1+|]€2D mzx( )

keZ? keZ?2

Nun zeigen wir, dass es sich dabei um eine Isometrie handelt. Sei

f = Z Ck( ka € H?fux(TQ)

kez?

93



Dann ist

. H5+1 T2 _ H ezkx
|LfIHE(T?)| Z % 1+|k2|)

<Z (+ "Jj’gi(iL (Lt D )
= |lf|H; (T

Damit existiert der inverse Operator L~! und es gilt

mix

5+ (’]I‘Q) H

1L =27 = 1.

Mit Hilfe von L kénnen wir folgendes Abbildungsdiagramm

2 (T?) —9 Ly(T?)
lL L1
'd
HEN(T?) 2 HY, (T2)

aufstellen. Offensichtlich gelten nachfolgende Operatoridentitéiten
idy = idps (1) —Lo(r2) = Lo idH;t;(W)—m}m(TQ) oL}

und

idy = idyrpsn o)y ) = L7 0y, () o) © L.
Nun nutzen wir die aus Lemma 23 bekannte Multiplikationseigenschaft der n-ten
Approximationszahl fiir n € N und erhalten die Ungleichungskette

an(idysoimy L ) = an(L7 oddpy (12 —s1y(12) 0 L)

IA

1L~ an(idps  (2)—sp,0m2)) || L]]

mizT

ap (1dHfm (T2)— La(T2) )

an(L o idpss1ep2y mn (12) © L)
HL||an(idant;(W)—m;m(TZ)) 1L~
An (ing;;(W)—w;m (12)):

Dies schliefit den Beweis ab. O

IA

Satz 9. Sei s > 0. Fs gilt

(logy n)®
nS

~

an(idem(W)—wQ(T?)) ~

fiir alle n € N.
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Beweis. Einen Beweis finden wir in [9, Theorem 4.4]. O

Folgerung 11. Sei s > 1. Dann gilt

: (logy )"
an(Zdanm(T%*)H}mI(TQ)) = n25_1
fiir alle n € N.
Beweis. Das Resultat folgt unmittelbar aus den Satzen 8 und 9. O]

Satz 10. Sei s > 1 und rank (B,,) < n < rank (Bpy+1). Dann gilt

mix

an(idHfmz(Tz)HH;qm(TZ ) ~ ”] By, | mzm<T2) — Hl (T2)||
fiir alle n € N mit n > 21.
Beweis. Den Beweis erhalten wir aus Folgerung 10 und Folgerung 11. O

Bemerkung 5. Das heifit, wir erhalten in dieser Raumkonfiguration mit dem
Smolyak-Algorithmus, angewandt auf die klassische trigonometrische Interpola-
tion, einen Abtastoperator, mit dem wir asymptotisch optimal zur Approximati-
onszahl der zugehorigen Finbettung approrimieren konnen.

8 Ein modifizierter Algorithmus

In diesem Kapitel betrachten wir eine Modifikation des Smolyak-Algorithmus. Da-
bei mochten wir den Fall betrachten, in dem der Approximationsfehler in H*(T?)
gemessen wird. Die Idee zur Einfithrung dieser Modifikation geht zuriick auf M.
Griebel und S. Knapek (siehe [6]). Wir betrachten nachfolgend einen speziellen
Fall der Resultate von D. Dung und T. Ullrich (siehe [4]).

Aus technischen Griinden redefinieren wir in diesem Kapitel die Normen der
Riaume H*(T?) und H?, (T?) durch ihren aus Lemma 3 bzw. Lemma 11 bekann-

miz
ten dquivalenten Ersatz, das heifit wir benutzen fiir s > 0 die Riume H*(T?) und

H;,..(T?) mit den Normen
1A1E ). = (3 25, (nl3)
keNg
beziehungsweise
718 = (30 2 o)
keNg

Diese Anderungen sind technischer Natur und bewirken, bis auf (von s abhiingige)
Konstanten, keinerlei Einschriankungen beim Vergleich der Operatornormen und
entsprechenden Approximationszahlen.
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Definition 12. Wir fiihren fiir s > 1 die Menge
Jo(m) == {k € N : slk|; — |k|oo < m}
ein. Auflerdem definieren fiir s > 1 die Menge
Wes(m) == Uge, ka)ess(m) Prr X Py
als modifiziertes hyperbolisches Kreuz m-ter Ordnung mit Parameter s.
Lemma 24. Sei s > 1, dann existiert ein C7 > 0, so dass
W, (m)| < G271

gilt fir alle m € No. Gilt zusdtzlich m > 2(s — 1)(2s — 1), dann existiert ein
C5 >0 mit
C525-1 < |Wi(m)| < Cj25-1

fiir alle m € Ny.
Beweis. Offensichtlich gilt fiir £ # k € N2
PiNP,=0.

Auflerdem ist
| Py| = 2F e,

Sei s > 1. Wir erhalten die Kardinalitdt des modifizierten hyperbolischen Kreuzes
durch Berechnung von

Wi(m)| = 2Wh.
keJs(m)

Zunachst definieren wir

3—1)$+3—1'

T
_m_
s—1 N
g(k1)
N
=2
m
2s—1 [ "~ T T2 ‘ |
|
|
|
|
|
|
m m
2s—1 s—1
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Durch eine geeignete Zerlegung der Menge Jg(m) und entsprechenden Symme-
trieeigenschaften erhalten wir die Identitét
d

[%] l9(ko)] [2:1
Wi(m)| = 2 > Y ohthe N g% (10)

k1=0 ko=k1 k1=0

wobei [z] € Ny den ganzen Teil von x (mit x —1 < [z] < ) bezeichnet. Auflerdem
benutzen wir die Abschétzung

1< i 277t <
=0

welche sich aus der Abschétzung gegen die unendliche geometrische Reihe ergibt.

t

, Vm >0,t >0,

1. Schritt: Abschétzung nach oben.

Mit Darstellung (10) ergibt sich

[ ml] g(k1)]
Wi(m)] < 2 > 2k1[z o2

k1=0
[ ] g(k1)]—k1
= 2 ) 2kl Z 27!
k1=0
<2

A [Z] 2k12 -

k1=0

IN

I
W~
[\

@

IiE
[\
~—

T

@

| |»
=

=

Aulerdem gilt

Damit erhalten wir



2. Schritt: Abschéatzung nach unten.

Offensichtlich gilt fiir die geometrische Reihe

=] 2l o]
> k= -2 :
3 3

k1=0

IN

Damit ergibt sich aus (10)

4 2|
W, > 92 okiolg(k)] _ 2o [25_1]
Wim)| > 2 ) -

Vv
[N}
[N}

K
™
—~
W
\‘rn
SN—
>
3
+
W
i
-
|
—
S
[\
)
[ —
by
lEl
-
—_

k=0 ) 3
>1
4 2|:28W_L1:| m 4 2m _ _m
> 251 — =2 = 251 |:1 — —232s-1 571]
Nun ist
2m m  (2m)(s—1)—-m(2s—1)  —2m+m —m
25 —1 s—1 (25 —1)(s — 1) C(2s—1(s—1) (2s—1)(s—1)

Wir interessieren uns fiir den Fall
e < L — 3 < omHeT,
3 -2 3~

Es gilt
<4< 2(25—17?(.9—1)

W] co

falls
m

(2s —1)(s—1)
Damit gilt fiir alle m > 2(s — 1)(2s — 1)

>2<=m>2(s—1)(2s—1).

1 m
Ws(m)| = 52771

Dies schlief3t den Beweis ab. O
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Bemerkung 6. Fir s > 1 wichst |Wg(m)| streng monoton in m.

Definition 13. Wir fihren fir s > 1 und (Ju)2, C L(L2(T), Lo(T)) bzw.
(Jo)2y € L(C(T), Lo(T)) mit J_y = 0 den modifizierten Smolyak Algorithmus
m-ter Ordnung zum Parameter s ein als

A (s D) f = D (Ak () @ Ag () f-

keJs(m)

Wir sind nachfolgend fiir S := (S9)32, (Fourier-Partialsumme) interessiert in

Ar (s,9).

Lemma 25. Fiir s > 1 gilt

A:;z(87 S)f = Z C(kl,kz)(f)eikx

(k1,k2) €W, (m)
fuir alle m € Nqy. Insbesondere gilt
rank (A}, (s,9)) = [Ws(m)|.

Beweis. Sei s(ky + ko) — max(ky, ko) < m. Wir wissen aus (3), dass

Akl(s) ® AkQ(S)f = Z C(Z1,€2)(f)€ilx

(U1,02) € Py Ky

gilt. Nun ist

AL(s,8)f = Y. Au(S)@AL(S)f

(k1,k2)€Js(m)

= Z e ) (f )em-

(k1,k2)€Js (I1,02) € Pry kg

Betrachten wir nun die Menge iiber die summiert wird, so stellen wir fest, dass
diese nichts anderes als das modifizierte hyperbolische Kreuz ist. Also gilt

A:n(sv S)f(ZL‘) - Z C(lﬂ,kz)(f)eikx‘

(k1,k2)EWs(m)

Die Gleichheit
rank (A%, (s, 5)) = [Wy(m)|

folgt unmittelbar daraus, dass die (eikm)kews(m) paarweise orthogonal sind und
die Fourierkoeffizienten eine entsprechende Anzahl von Freiheitsgraden erlauben.
Dies schliefit den Beweis ab. O]
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Satz 11. Sei s > 1 gegeben. Dann gilt fiir alle f € T?) und m € Ny

’ITLZI(

1f = A% (s, S)FIHN(T?)]. <—Ilf! Hy o (T%)]

Beweis. Sei f € HE,..(T?). Dann ist

mzx (

If = A5 (s S)FIENTAIE = Y 228 =[lon(f)ll3-

ke J5(m)
Dies konnen wir folgendermaflen abschéitzen

If = A5 (s, S)FIHN(T?) 2 < sup 22Wlem2elbh 3™ g2slkh 5, (£)]3.
k¢Js(m) k¢ Js(m)

Nun gilt aufgrund der Definition von Js(m)

sup 22kl —lkle) < g-2m.
kgJs(m)

AuBlerdem ist

N 22§ (f)3 < IS (T2

k¢ Js(m)

Damit lasst sich der Beweis abschlieflen mit

If = AL (s SIFHNT?E < 27| f1Hpo (T2

mzx(

Bemerkung 7. Mit der aus Lemma 24 bekannten Konstanten gilt fir s > 1

4.9251

rank (43(s. 5)) = WL(0)] £ ———

Aufgrund der strengen Monotonie der |Ws(m)| und somit des rank (A%, (s, 5)) fin-
den wir fir n > % ein m > 0 mit rank (A}, (s,5)) <n < rank (A%, 1(s,9)).

Folgerung 12. Sei s > 1 und rank (A},(s,S)) < n < rank (A}, (s, 9)) fir
n >

42°"L  Dann gilt
25-T-1

1

ns—1 '

lid = A7,(s, 5)] e S

mzx(
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Beweis. Aus Lemma 24 wissen wir, dass

3
A
3

rank (A, (s,5)) <n <rank (A7, ,,(s,9)) S 21 <251

gilt. Nun folgt aus Satz 11

1
lid = A% (s, ) H3io(T°) — HH(T)| < o
B 1
(23”111)8—1
< 1
~ nsfl

]

Wir benétigen nachfolgend als technisches Hilfsmittel den Begriff der linearen
Weite.

Definition 14. Fir einen normierten Raum X und eine Teilmenge W C X wird
die n-te lineare Weite definiert als

A(W, X) 1= inf sup |1 = Au()Lx
n few

mit n € No. Hier bezeichnet A,, die Menge aller linearen Operatoren in L(X, X),
deren Rang kleiner oder gleich n ist.

Lemma 26. Sei X ein normierten Raum und W C X eine Teilmenge. Dann
gilt fir myn € Ng mit m >n

(W, X) > A (W, X).

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition der linearen Weite. Es
ist fir m,n € Ny mit m > n.

nfsup [[f = An(f)llx = inf sup [|f = An(f)l[x = An(W, X).
m few

AW, X)) =1
An pew

]

Lemma 27. Sei L, ein n+1 dimensionaler Unterraum eines Hilbertraums X
und By(r) :={f € Luy1: || fllx < r}. Dann gilt

)\n<Bn+1, X) =T.

Beweis. Einen Beweis finden wir fiir Kolmogorov-Zahlen in [11, Theorem 1]. Im
Falle, dass es sich bei X um einen Hilbertraum handelt, stimmen diese mit den
linearen Weiten iiberein. [
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Definition 15. Wir bezeichnen fiirm € Ny und s > 1 die Menge der trigonome-
trischen Polynome mit Frequenzen aus dem modifizierten hyperbolischen Kreuz
zum Parameter s als

Vi(m) := {Zakeik‘” s (ag)rea CC, AC Ws(m)}.
k€A

Als néchstes beweisen wir eine Bernstein-Ungleichung.

Lemma 28. Sei s > 1. Dann gilt

£ Hia (T < 27| F1HY(T?)]
fir alle m € Ny und f € V}(m).

Beweis. Fir f € V¥(m) gilt

11 He (T2 = Y 2206,

(kl,kQ)GJs(m)
Dies konnen wir nun abschitzen zu

1f1H

m

. (TQ) ||i S sup 22(s(k1+k2)—max(k1,kg)) Z 22 max(ki,k2) H(Sk(f) ||2
(k1 k2)€ s (m) (k1 k2)€ Js (m)

< 22| f|H (1))
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Bemerkung 8. Nachfolgend erliutern wir eine technische Restriktion. Sei n €
N, so dass ein m existiert mit

[Ws(m —1)] <n < |Wg(m)|.

Mit der in Lemma 24 berechneten Konstanten erhalten wir

-

m—

21 < n.

N —

Dies ist dquivalent zu
m—1<(s—1)logy(2n).

Daher folgt aus
n Z 248—3

die untere Schranke
m—12>2(s—1)(2s —1).
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Satz 12. Sei s > 1. Dann gilt

an(idHfmx(TQ)%Hl(TQ)) = nsfl

fiir alle n € N mit n > max <4-2ssl< L ),245—3_1>_

25-T—1
Beweis. 1. Schritt:
Sei
rank (A7 (s,5)) = |[Ws(m)| < n <rank (A,,11(s,95)) = [Ws(m + 1)|.

Fiir s > 1 erhalten wir aus der Definition der n-ten Approximationszahl und
Folgerung 12 die obere Abschitzung

. . * s 1
an(idps,, (r2)—mir) < [lid = A7 (s, S) [ Hpio(T9) [+ S —=-
2. Schritt:
Sei nun m so gewéhlt, dass
[W(m =1 <n < [W(m)]
gilt. Aus Lemma 24 wissen wir, dass fiir m — 1 > 2(s — 1)(2s — 1)
1 m— —S m
n Z |Ws(m — 1)‘ Z 52 5711 = 25712571.
gilt. Dies ist dquivalent zu
27sp (" <97, (11)
Sei nun
T(m):={f € V(m): | fIH(T*)|l. <27}
Mit Lemma 28 gilt fiir alle f € T'(m)
1F1H e (T2 < 27| fIHH (T < 1.
Daher konnen wir die folgende Abschétzung vornehmen:
ap(idgs (2 1r2y) = inf sup f— Lf|H (T?)].
(o o) = 0 sy L)
rank (L)<n
> inf sup || f — Lf[H'(T?)]..
LeL(H},,,(T?),H (T?)) feT(m)
rank (L)<n
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Nun erhalten wir mit der aus Lemma 26 bekannten Monotonie der linearen Weiten
An(T(m), H(T?)) > Nw,my—1(T'(m), H'(T?)).

Mit Lemma 27 gilt
AWy —1(T(m), H'(T?)) =27,

Abschliefilend kénnen wir mit (11) abschétzen zu

29—
s—1"

an(idps (r2)—mi(12)) = -

Dies schliefit den Beweis ab. O

Bemerkung 9. Wir konnten in diesem speziellen Fall das aus [4] bekannte Re-
sultat fiir 1 < s <2 auf allgemeine s > 1 erweitern.

Folgerung 13. Sei rank (Ay,(s,5)) <n < rank (A%, (s, 5)). Dann gilt
1

ns—l

lid — A7, (s, S)| Hppio(T%)] <

1T

2s-1-1

fiirn € N mit n > max <4~2551< 1 )7248—3_1)_

Beweis. Sei rank (A}, (s, 5)) < n < rank (A}, ,,(s,5)). Aus Folgerung 4 und Satz
12 erhalten wir die Ungleichungskette

1

ns—1 :

= a"(idHfm(T2)—>Hl(T2)) S ||1d — Am(s, S)|HS

mix

v (T*) — H(T?)|| <

Dies schlief3t den Beweis ab. O

Bemerkung 10. Der Operator A (s, S) stellt fir s > 1 ein Approximationsver-
fahren dar, mit dem wir fir das Paar (HE,; (T), H'(T?)) asymptotisch optimal

zur Approximationszahl approximieren kénnen.

9 Zusammenfassung

Abschlieend moéchten wir die gewonnenen Erkenntnisse zusammenfassen. Nach-
folgend sei, zum jeweiligen Kontext passend, entweder n := rank S = rank B,,
bzw. n := rank A} (s,S). Wir konnten in dieser Arbeit zeigen, dass fiir s > 1 die
orthogonale Projektion auf die trigonometrischen Polynome mit Frequenzen aus
dem hyperbolischen Kreuz die Gleichheit

(log, n>5_1

: H s 2 1 /2 -
Hld_ Sm’Hmz:c(T ) — H (T )H - ns—1
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erfiillt. Die Bedingung s > 1 ist auch fiir alle folgenden Resultate notwendig. Fiir
unseren Abtastoperator B,, konnten wir zeigen, dass ebenfalls

(logyn)*~!

[id = Bl Hyo (T%) — HY(T?)[| = ~—
gilt. Die Approximationsgiite fiir das Paar (H?

s (T?), H'(T?)) der orthogonalen
Projektion auf die trigonometrischen Polynome mit Frequenzen aus dem hyper-
bolischen Kreuz entspricht also, bis auf Konstanten, der unseres Abtastoperators
B,,. Dieses Phiinomen ist insofern interessant, da fiir das Paar (H?,, (T?), Lo(T?))
u.a. aus [1] bekannt ist, dass dies nicht der Fall ist. Wir konnten zeigen, dass fiir
die orthogonale Projektion auf die trigonometrischen Polynome mit Frequenzen

aus dem modifizierten hyperbolischen Kreuz zum Parameter s die Gleichheit

lid — A7, (s, )| Hyi0(T?) —> HY(T?)]| <

nsfl

gilt. Hier existiert also kein log,-Term im Z&hler der Approximationsrate. Daraus
entnehmen wir, dass die Menge der trigonometrischen Polynome mit Frequen-
zen aus dem hyperbolischen Kreuz keinen optimalen Unterraum fiir Approxi-
mationen fiir das Paar (3, (T?), H'(T?)) repriisentiert. AuBerdem konnten wir
fiir s > 1 zeigen, dass fiir die Approximationszahl der Einbettung zum Paar
(Hpia(T2), H'(T?)) X

Qp (idanm(TQ)_)Hl(TQ)) = nsfl

gilt. Die Approximationsgiite der orthogonalen Projektion auf die trigonometri-
schen Polynome mit Frequenzen aus dem modifizierten hyperbolischen Kreuz
zum Parameter s entspricht damit bis auf Konstanten der Approximationszahl
der Einbettung fiir das Paar (H;,,(T?), H'(T?)). Einen weiteren interessanten

Fall stellt das Paar (HS, (T?), H! . (T?)) dar. Hier gilt ebenfalls

m

(logy )"
ns—1 '

lid — SH|HS . (T?) — H}

mix

(T*)|I =

1T

AuBerdem konnten wir mit iiberschaubaren Modifikationen unseres H*(T?)-Resultats
zeigen, dass fiir unseren Abtastoperator

(logy n)*~*
(1)) = B2
gilt und dies sogar optimal zur Approximationszahl der Einbettung
(logyn)*™"
ns—l

lid — Byn| Hyyio (T) — H,

mix

aTL(idHfmz(TQ)—)H}nm(TQ)) =

ist. Das heifit in dieser Situation stellen die trigonometrischen Polynome mit
Frequenzen aus dem hyperbolischen Kreuz einen optimalen Unterraum zur Ap-
proximation dar. Es ist bemerkenswert, dass unser Abtastoperator eine Approxi-
mationsgiite aufweist, die sich nur durch Konstanten von der Approximationszahl
der Einbettung fiir das Paar (H2,;,(T?), H,.(T?)) unterscheidet.

miz m
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