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Kapitel

Einleitung

Die Untersuchung komplexer Modelle und Simulationen aus unterschiedlichen Bereichen
der Forschung erfordert oftmals aufwindige Parameterstudien von Funktionen mit hochdi-
mensionalem Definitionsbereich. Modelle aus Physik, Biologie, Medizin, Aerodynamik oder
anderen Anwendungsgebieten fithren beispielsweise zu Systemen partieller oder gewohn-
licher Differentialgleichungen, deren approximative Losung bereits einen hohen Rechen-
aufwand benotigt. Viele der betrachteten Parameterstudien leiden unter dem sogenann-
ten ,Fluch der Dimensionalitdt® [Bel61]. In einer Dimension sind effiziente Algorithmen
mit zufriedenstellenden Konvergenzeigenschaften bekannt. Allerdings steigt die Anzahl der
Funktionsauswertungen in den hochdimensionalen Verallgemeinerungen dieser Verfahren
exponentiell mit wachsender Dimension an, sofern die Konvergenz erhalten bleiben soll.
Insbesondere, wenn die Berechnung eines einzelnen Funktionswertes aufwéandig ist, sind

Optimierung, Integration oder Regression in hohen Dimensionen kaum durchfiihrbar.

Um die genannten Parameterstudien trotzdem zu ermdglichen, wird versucht, die Ver-
fahren auf einige wenige wichtige Parameter zu beschranken, also die Dimension des Para-
meterraums zu reduzieren. Dieses Vorgehen ist fiir viele Probleme nicht ausreichend, da die
Modelle immer noch von vielen Parametern abhéngen und nur wenige Parameter komplett
entfernt werden konnen, ohne die Ergebnisse zu verfélschen. Einen allgemeineren Ansatz
stellen Aktive Unterrdume dar, die wichtige Richtungen im Parameterraum, das heifst Li-
nearkombinationen von Parametern, identifizieren. Entlang dieser Richtungen verdndert
sich die betrachtete Funktion signifikant, wihrend die Funktion entlang der entsprechen-
den orthogonalen Richtungen nur geringe Veréinderungen in den Funktionswerten aufweist.
Damit kénnen die Parameterstudien, eingeschrankt auf die aktiven Unterrdume, das mafs-
gebliche Verhalten der Funktion analysieren, wihrend die Funktion entlang der inaktiven
Richtungen entweder vernachléssigt oder mit einfacheren Modellen approximiert wird. In
einigen Studien konnen aktive Unterrdume auch zur Bestimmung von Startpunkten fiir

andere Verfahren hilfreich sein, wie beispielsweise bei der Optimierung.

Die Methode der aktiven Unterrdume wird zunidchst in Kapitel [2] vorgestellt, allerdings

werden wir sehen, dass sich das Verfahren nicht ohne weitere Uberlegungen in der Praxis
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anwenden lasst. Aufgrund dessen betrachtet Kapitel [3]die praktische Umsetzung des Ansat-
zes und behandelt verschiedene Vereinfachungen, mit deren Hilfe sich der Rechenaufwand
erheblich reduziert, die allerdings nicht ohne gewisse Einschrinkungen in den resultierenden
aktiven Unterrdumen einhergehen. Zudem werden mogliche Erweiterungen des Vorgehens,
beispielsweise auf Funktionen mit mehrdimensionalem Wertebereich, diskutiert. Anschlie-
fsend stellt Kapitel [4] zwei Anwendungen vor, in denen sich aktive Unterrdume berechnen
lassen. Des Weiteren werden Hinweise zur Implementierung der préasentierten Algorithmen
gegeben und deren Verhalten in den praktischen Beispielen analysiert. Die entsprechende
Dimensionsreduktion wird grafisch sichtbar gemacht und die in Abschnitt [3.4] eingefiihr-
te Verallgemeinerung zeigt in einer der Anwendungen ihr Potential. Das abschlieffende
Kapitel o] legt einen Fokus auf die konkrete Verwendung aktiver Unterrdume in Optimie-
rungsaufgaben und erldutert einige in diesem Zusammenhang auftretende Schwierigkeiten.
Auferdem werden allgemeine Ansétze zum Einsatz in Parameterstudien aufgezeigt. Eine

Zusammenfassung der Ergebnisse und Anregungen zu weiteren Forschungsthemen gibt Ka-
pitel [6]

Samtliche Abbildungen in dieser Arbeit, die nicht entsprechend gekennzeichnet sind, wur-

den eigenstindig konzipiert und mittels INTEX umgesetzt.

Eigener Beitrag

Folgende wesentliche Beitrage finden sich in dieser Arbeit:
e Verstiandnis der theoretischen Hintergriinde bei der Berechnung aktiver Unterrdume
e Implementierung der in Kapitel 3] vorgestellten Algorithmen

e Entwicklung eines Ansatzes zur Kombination von aktiven Unterrdumen und Herlei-
tung einer Optimalitétseigenschaft der berechneten Richtung (siche Abschnitt

sowie Abschnitt 4.1.5))

e Anwendung der Algorithmen auf die Beispiele aus Kapitel [d] Einarbeitung in das
Programm OPENFOAM® [HIET12| sowie Automatisierung der Bestimmung von
Auftriebs- und Reibungsbeiwerten bei NACA-Profilen

e Aufarbeitung der Grundlagen zur Nutzung aktiver Unterrdume in Parameterstudien

und insbesondere der Optimierung

e Anwendung von aktiven Unterrdumen auf ein Minimierungsproblem in Zusammen-
hang zur Strémungssimulation sowie Evaluation der Ergebnisse (siehe Abschnitt|5.2.2))

Danksagung
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Kapitel

Theoretische Berechnung aktiver
Unterraume

Sollen aktive Unterrdume in praktischen Anwendungen zur Dimensionsreduktion einge-
setzt werden, so miissen diese zunéchst berechnet beziehungsweise approximiert und an-
schlieffend je nach gewiinschter Parameterstudie weiter verwendet werden. Mit dem ersten
Schritt, der Ermittlung und Definition der aktiven Richtungen im Parameterraum, beschéf-
tigt sich das folgende Kapitel. Zundchst wird die theoretische Vorgehensweise erlautert,
Methoden zur praktischen Umsetzung des Verfahrens werden im néchsten Kapitel disku-
tiert. Zuallererst soll jedoch geklért werden, welche Voraussetzungen wir an die betrachtete

Funktion stellen und welche Notation verwendet wird.

2.1 Grundlegende Notation und Annahmen
Grundséatzlich betrachten wir eine Funktion
f: X =R,

wobei X C R™ sei. Wir nehmen an, dass 1 < m < oo gilt. Dabei sollte die Dimension m
maximal einige Tausend betragen, um die Berechnung einer Eigenwertzerlegung von einer

mxm-Matrix zu ermoglichen (siehe Kapitel. Zudem sei f differenzierbar und Lipschitz-
T
stetig und der Gradient von f beziiglich x sei mit V, f(z) = [%(m), . i(l‘)} bezeich-

? Oxm
net. Die genannten Voraussetzungen sind dquivalent zu der Forderung einer beschrankten
Norm des Gradienten, das heiftt, f ist genau dann differenzierbar und Lipschitz-stetig,

wenn
IVaf(z)|| < L fiir alle x € X gilt. (2.1)

Falls nicht anders angegeben, handelt es sich bei Vektornormen um die Euklidische Norm
und bei Matrixnormen um die Spektralnorm, welche von der euklidischen Norm induziert
wird.

Die Menge X bezeichnet den Parameterraum, die Funktion f ist eine skalare Funkti-
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on, die einer gewissen Wahl von Parametern x € X einen reellen Wert f(x) zuordnet.
Fiir ein x € X schreiben wir x = [z1,...,7,,]T. Typischerweise sind fiir die einzelnen
Parameter x1,...,x,, Werte aus endlichen Intervallen sinnvoll, das heifst, es gibt Vekto-
ren | € R™ und v € R™ mit [ < u, die untere beziehungsweise obere Schranken fiir
die Wahl der Parameter enthalten (die Ordnungsrelation zwischen Vektoren ist jeweils
komponentenweise zu verstehen, das heifst, es gilt | < uw genau dann, wenn [; < wu; fir
alle i = 1,...,m gilt, wobei u = [ug,...,uy,]T und I = [I1,...,1,]"). In diesem Fall ist
X ={zxeR":l <z <u} =:][,u] ein Quader im Vektorraum R™. In einigen Anwen-
dungen kann es allerdings auch sinnvoll sein, X' als Polytop beziehungsweise Polyeder zu
wahlen, also X durch ein endliches System linearer Ungleichungen zu beschridnken, oder
aber X = R™ zu setzen.

Um Integrale iiber X berechnen zu konnen, wird X mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte
p: X — R versehen. Die nachfolgend betrachteten Integrale sind Lebesgue-Integrale und
wir nehmen an, dass p eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich des Lebesgue-Mafles £
auf R™ ist. Damit kénnen Integrale auch als Erwartungswerte interpretiert werden. Die
tatsdchliche Wahl von p hédngt von der Wahl von X und der konkreten Anwendung ab.
Fiir den Fall X = [I, u] mit [,u € R™ und | < u wird fiir p héufig eine Gleichverteilung auf

dem Quader angenommen, das heifst

m ~1
p(x) = (H(ul - l,,)) fiir alle x € X,

=1

wobei u = [u1,...,up|" und I = [I1,...,l,]". Damit p wohldefiniert ist, setzen wir
[ < w voraus, dann ist das Lebesgue-Maf des betrachteten Quaders positiv, das heifst
L ([, u]) =TI~ (u; — ;) > 0. Wird keine Gleichverteilung verwendet, so konzentriert sich
die Parameterstudie, und entsprechend auch die Berechnung der aktiven Unterrdume, auf
bestimmte Parameterwerte stérker als auf andere. Im Fall X = R™ kann zum Beispiel eine
m-~dimensionale Normalverteilung zum Einsatz kommen, wobei der Fokus der Berechnun-
gen auf einem gewissen Bereich um den Erwartungswert der Normalverteilung liegt.

Ist aus dem Kontext ersichtlich, iiber welche Menge integriert wird, so verzichten wir
auf die explizite Nennung dieser Menge. Entsprechend verwenden wir héufig f = f(x) und
p = p(x).

Wann immer im Folgenden von Richtungen in einem Vektorraum die Rede ist, wird
davon ausgegangen, dass die entsprechenden Vektoren normiert sind.

Zu der Funktion f wollen wir eine Parameterstudie durchfithren. Unter Parameterstudien
verstehen wir beispielsweise Optimierung, Integration, Inversion, Regression oder dhnliche
Studien, die in einer gewissen Weise die Zusammenhinge zwischen gewihlten Parame-
terwerten und der skalaren Zielfunktion f analysieren. Beispielsweise kann mit Hilfe von
Integralen der Durchschnitt der Funktionswerte von f iiber X beschrieben werden. Opti-
mierung kann andererseits helfen, den Wertebereich von f anzugeben, indem minimaler
und maximaler Funktionswert bestimmt werden.

Der folgende Abschnitt stellt die Idee der aktiven Unterrdume vor. Insbesondere wird

erlautert, worum es sich bei aktiven Unterrdumen handelt und wie diese in der Theorie
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bestimmt werden.

2.2 Theoretischer Ansatz

Die Grundlage zur Berechnung aktiver Unterrdume stammt von Russi [Rusl0] und beruht
auf der Idee, die quadrierte Richtungsableitung von f in eine feste Richtung w zu betrach-
ten und diese iiber den gesamten Parameterraum X zu mitteln. Es wird also das Integral,
beziehungsweise der Erwartungswert, von quadrierten Richtungsableitungen untersucht,
um festzustellen, entlang welcher Richtungen sich der Funktionswert von f, im Vergleich
zu den orthogonalen Richtungen, besonders stark verdndert. Russi entwickelte eine Me-
thode, um ein orthonormales System von Richtungen zu berechnen, das die Bestimmung
von aktiven Unterrdumen ermdglicht. Dieses Vorgehen wird im Folgenden eingefiihrt und
néher erldutert. Die Darstellungen in diesem Abschnitt orientieren sich an Kapitel 3.2 aus

[Conlh].

2.2.1 Unzentrierte Kovarianzmatrix der ersten partiellen Ableitungen

Es sei C € R™*™ definiert als

Ci= [ [(at(@)) (9t @) "] pla) da. (2.2)
X

Die Eintrige von C' = [c;5]7"_; sind also fiir alle i, j = 1,...,m gegeben durch
Of(x) 0f(x)
= de. 2.3
= [ DD o) as (2.3
X

Die Matrix C' entspricht dem iiber den gesamten Parameterraum integrierten und mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte p gewichteten dyadischen Produkt des Gradienten von f mit
sich selbst. Sie ist wohldefiniert, denn mit der Voraussetzung aus , dass die Norm des
Gradienten von f durch L beschrénkt ist, gilt fiir alle 4,5 = 1,...,m die Ungleichung

| rorwere
ol = | [ S et s

[P e
X
< !Iﬁp(x)dx
= Lg/p(x) dz
X
= L%

Bei der Abschétzung wurde ausgenutzt, dass p eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist und dass

sich der maximale Eintrag des Gradienten ebenfalls durch die Euklidische Norm des Gra-
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dienten abschétzen lasst, das heifst es gilt

= | Vaf (@)oo < |Vaf(x)]2 < L fiir alle x € X.

max
i=1,....m

’a ()
3

An dieser Stelle wiirde es bereits gentigen, wenn die Norm des Gradienten fast-sicher (be-
ziiglich des mit der Dichte p gewichteten Lebesgue-Mafes) beschrinkt wire. Solche Uber-
legungen konnten allerdings bereits in den Definitionsbereich X von f mit einfliefen.
Eine alternative Interpretation der Integrale als Erwartungswerte wurde bereits in Ab-
schnitt [2.1] angedeutet. Diese soll nun prézisiert werden. Dazu sei S eine Zufallsvariable

mit Werten aus R™, deren Verteilung die Dichte p besitzt. Dann gilt

C=E[(Vf(9)(%4(5)"].

Damit kann C' als unzentrierte Kovarianzmatrix der ersten partiellen Ableitungen gedeu-
tet werden [CDW14], siehe auch Formel (2.3)). Diese Definition der Matrix C' wurde von
Samarov im Bereich der parameterfreien Regression entwickelt [Sam93].

Wir fassen nun einige Figenschaften von C' in folgendem Lemma zusammen:

Lemma 2.1. Die Matrix C € R™*"™ definiert als

Ci= [ [(et(@)) (9t @)"] pla) da.
X

ist symmetrisch und positiv-semidefinit.

Beweis. Die Matrix C' ist symmetrisch, denn mit ([2.3)) folgt

_ [ 0f(x) 0f(x) _ [ 0f(x) 0f(x)
i _/ 81’1 (933]' p(.%') dz _/ axj 8951

p(z)de = c¢j
X

fir alle 4,5 = 1,...,m. Zudem ist C positiv-semidefinit, da fiir alle w € R™ gilt
T T T T 2
w Cw = / [w (Vaf (2)) (Vaf(2)) w} p(x)der = / (w (fo(:v))) p(x)dx > 0.
X X

Bei der Abschitzung wurde ausgenutzt, dass p eine Wahrscheinlichkeitsdichte und damit
nicht-negativ ist. |

Da C nach Lemma [2.I] symmetrisch und positiv-semidefinit ist, besitzt C nur reelle,
nicht-negative Eigenwerte. Zudem existiert eine orthonormale Basis aus Eigenvektoren,

das heifit, wir kénnen eine FEigenwertzerlegung von C' mit der Form

C=wAw"
berechnen. Hierbei ist W = [wy, ..., wy] € R™*™ eine orthogonale Matrix, deren Spalten
Wi, ..., wy € R™ den Eigenvektoren von C' entsprechen, und A = diag (A1,...,Am) €

R™*™ dje Diagonalmatrix mit den entsprechenden absteigend sortierten Eigenwerten von

C. Fiir die Eigenwerte von C gilt also Ay > Ao > -+ > A\, > 0. Die Eigenwertzerlegung
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kann in diesem Fall auch mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung berechnet werden (siehe

Abschnitt .

Das folgende Lemma von Constantine [Conl5| formuliert den Zusammenhang zwischen

Richtungsableitungen von f und den Eigenpaaren von C"

Lemma 2.2 ([Conl5|, Lemma 3.1). Die mittlere quadratische Richtungsableitung von f
beziiglich des Figenvektors w; entspricht dem zugehorigen Eigenwert \;, das heifst

/((sz)Twifpda::/\i fiir allei=1,...,m.

Beweis. Die Eigenvektoren wi, ..., wy, von C sind normiert, das heifit es gilt w;-rwi =1
fiir alle ¢ = 1,...,m. Nun folgt mit der Definition von C' und dem Rayleigh-Quotienten,
dass
w; Cw; T T T T, \2
Ai = T = w; Cw; = w, (Vo) (Vaf) pdx | w; = ((fo) wi) pdz
1 K3
fir alle i =1,...,m gilt. |

Bemerkung 2.1. Der Wert (Vx f (a:))Twi entspricht der Richtungsableitung der Funktion f
an der Stelle x € X in Richtung w;. Da die Eigenvektoren aus der Singuldrwertzerlegung
allesamt normiert sind, lassen sich nach Lemma [2.2] anstelle der gemittelten Richtungs-
ableitungen in Richtung wi, ..., w,, auch die Eigenwerte Ay, ..., Ay, vergleichen. N

2.2.2 Bestimmung aktiver und inaktiver Richtungen

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass eine orthonormale Basis des Vektorraums
R™, bestehend aus Eigenvektoren der Matrix C, existiert. Zudem trifft Lemma eine
Aussage iiber den Zusammenhang der Eigenwerte von C' und Richtungsableitungen von f
in Richtung von Eigenvektoren. Diese beiden Resultate motivieren den Ansatz zur Berech-
nung von aktiven und inaktiven Richtungen im Parameterraum, der in diesem Abschnitt
diskutiert wird.

Zunéchst betrachten wir noch einmal Lemma [2.2] fiir den Fall, dass es ein n € N mit
1 < n < m gibt, sodass Ap+1 = Apy2 = -+ = Ay, = 0 gilt. Die kleinsten m — n Eigenwerte

seien also bereits gleich null. Dann gilt jedoch auch

(fo)TwnJrl = (fo)Twn+2 == (V:ch)Twm =0

fast-sicher, das heift die Richtungsableitungen von f in Richtung der Eigenvektoren
Wnatl,-- -, Wy verschwinden auferhalb einer Nullmenge. Da die Funktion f differenzier-
bar ist, ist f damit entlang der Richtungen wy1, ..., w,, konstant. Es folgt fiir alle z € X

und 741, ..., T € R mit 2 4+ 7y 1wnt1 + -+ - + Twn,, € X, dass gilt
f(:L‘) = f(m + Tpr1Wpt1 + - + mem)'

Dieses Ergebnis kann nun zur Dimensionsreduktion genutzt werden. Die Funktionswerte
von f sind unabhéngig von den Richtungen wy1, ..., wn,, das heifst, simtliche Parameter-

studien von f konnen sich auf die zu w41, . . ., wy, orthogonalen Richtungen beschranken,
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also auf wy, ..., w,. Durch eine geeignete Koordinatentransformation lasst sich somit so-
gar die Dimension des Parameterraumes auf n < m reduzieren. Diese Transformation ist
durch die Eigenvektormatrix W aus der Eigenwertzerlegung von C gegeben. Die Matrix W
entspricht einer Rotation (beziehungsweise einer Drehspiegelung, falls det(W) = —1 gilt),
welche die Einheitsvektoren auf die entsprechenden Eigenvektoren abbildet. Die transfor-
mierte Basis besteht damit aus den Vektoren wq, ..., w,,. Die Vektoren wi, ..., w, bestim-
men dabei den aktiven Unterraum, die Vektoren wy41, ..., wy, bilden inaktive Richtungen.
Der aktive Unterraum ist insbesondere also keine Teilmenge des Parameterraums, sondern
eine Menge von Richtungen im Parameterraum.

In den meisten Anwendungen kann nicht davon ausgegangen werden, dass Eigenwer-
te von C' bereits verschwinden. Genauso wenig lasst sich annehmen, dass die Eigenwerte
sehr klein sind. Trotzdem kann ein aktiver Unterraum existieren, der das Verhalten der
Funktion f hinreichend gut beschreibt, um Parameterstudien in geeigneter Weise auf die
Richtungen des aktiven Unterraums zu beschranken. Hierzu werden aktive von inaktiven
Richtungen unterschieden, indem die Liicken zwischen den Eigenwerten von C' betrachtet
werden. Es wird nach der grofiten Liicke zweier, in der absteigenden Sortierung, benach-
barter Eigenwerte gesucht (siche Korollar . Die Diagonalmatrix A und entsprechend

die Eigenvektormatrix W werden also in Blocke eingeteilt,
A O

A=t
0 Ao

Die Matrix A; = diag (A1,...,A\n) € R™*™ enthélt die n grokten Eigenwerte. Dementspre-

: W = [Wl WQ}.

chend besteht W7 € R™*™ aus den zugehorigen n Eigenvektoren. Die Dimension n des
aktiven Unterraums wird, wie oben beschrieben, durch den groften Abstand aufeinander

folgender Eigenwerte bestimmt. Es wird also 1 < n < m so gewahlt, dass

A= Ang1 > A —Aig1 >0 (2.4)
fiir alle ¢ = 1,...,m — 1 gilt. Damit kénnen wir n auch schreiben als
n = argmax Ap — g1 (2.5)
k=1,...m—1

Ist dieses Maximum nicht eindeutig, so wird n minimal mit der Eigenschaft (2.4]) gewahlt.
Wir kénnen nun jedes x € X in der Basis darstellen, die aus den Spalten von W besteht.
Zudem konnen wir die Basisvektoren in einen aktiven und inaktiven Anteil aufteilen. Das

Ziel ist es y € R™ und z € R™™" zu finden, sodass
T = le + WQZ

gilt. Hierzu setzen wir y = Wiz als aktive Variablen und entsprechend z = Wiz als

inaktive Variablen. Dann gilt

WT
o =WWTs = [Wl Wg] [W}] w = WiWla + WaWia = Wiy + Waz.
2

10
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In obiger Rechnung haben wir ausgenutzt, dass W orthogonal ist und damit WW7T = I,,,

gilt, wobei I,, € R™*™ die Einheitsmatrix bezeichnet.

Bemerkung 2.2. An dieser Stelle sei angemerkt, dass W7 Wy einen Orthogonalprojektor be-
ziiglich des Standardskalarproduktes auf den von den Spalten der Matrix W aufgespannten
linearen Unterraum im(W7) darstellt. Dies folgt daraus, dass Wj eine spaltenorthogonale
Matrix ist, das heift W' Wy = I,, gilt. Damit ergeben sich die Beziehungen

(Waw)? = wawTwaw = wywr (2.6)

md - (WD = D W = ww (2.7)

welche gerade den Bedingungen fiir einen Orthogonalprojektor entsprechen. Zudem gilt
im(W1 W) = im(W;). Somit stimmt das Bild des Projektors Wi W' mit dem Bild von
W, iiberein. Diese Eigenschaft wird in Abschnitt [3.1.2] und Abschnitt [5.1] von Bedeutung

sein. <

2.2.3 Beispiel

Wir betrachten nun ein einfaches Beispiel zur Berechnung aktiver Unterrdume:
Es sei f: X — R mit X = [~1,1]? gegeben als

f(x) = cos(a'x),

wobei a € R?\ {0} beliebig sei. Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f fiir die
Wahl a =[2 5]

g;: 0.5
E o
- 0
-1
1 —0.5
1
. —0.571_1 05 0 -1

xy

Abbildung 2.1: Dreidimensionale Abbildung der Funktion f(x1,x2) = cos(2x; + 5z2a)

Fiir den Gradienten von f an der Stelle z = [z1  22]" € X gilt
V. f(x) =a-cos(a’z).

Als Wahrscheinlichkeitsdichte nehmen wir eine Gleichverteilung auf X an, wir setzen also

11



2 Theoretische Berechnung aktiver Unterrdume

p(z) = 1 fiir alle z € X'. Damit ergibt sich die Matrix C als

C =

—

(Ve (@) (VS @) ] p() de

[(a cos(a’z))(a- cos(aTac))T] dz

— R —

cos a’ x) aT] dx

/cos(aTm)2 dz | - aa®

X

\ e

I
— A~ =X
=R

mit K = 1 [, cos(aTz)? dz.
Es sei nun b € R? mit a*b = 0, das heift, b ist orthogonal zu a beziiglich des Standards-

kalarproduktes. Dann gelten die Beziehungen

C-a = K-adla= (K -a%a)-a
und C-b = K-aa'b=0.

Damit ist a ein Eigenvektor der Matrix C' zum Eigenwert K -a'a und b ist ein Eigenvektor
von C' zum FEigenwert 0. Aus der Diskussion in Abschnitt fiir den Fall, dass 0 ein
Eigenwert von C ist, folgt nun, dass die Funktion f in Richtung b konstant ist. Dieses
Verhalten illustrieren folgende Grafiken, bei denen wie in Abbildung der Vektor a =
[2 5]T gewahlt wurde. Die normierten Eigenvektoren von C' sind in diesem Fall w; =

(2 5]F, sowie wy = \/% (-5 2]%.

L
V29

0.5

11 [ [ I 11 -1

S o

Abbildung 2.2: Die Funktion f(x1,z2) = cos(2x; +5x2) von oben (links) und von der Seite
(rechts)

Die obigen Abbildungen demonstrieren, wie sich die Dimension des Parameterraums in die-
sem Beispiel reduzieren ldsst. Die linke Grafik zeigt die Funktion f, wobei von oben auf die
x1-ro-Ebene geblickt wird. Anhand der Farben l&sst sich erkennen, dass die Funktionswerte
von f entlang der Richtung ws konstant sind und sich nur entlang von w; verdndern. Wird

die durch die Eigenvektoren der Matrix C' definierte Rotation auf f und den Parameter-
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2.2 Theoretischer Ansatz

raum X angewandt, so ldsst sich eine eindimensionale Struktur ausmachen (rechte Grafik;
die Rotation ist insbesondere durch die Achsenbeschriftung erkennbar). Mit Hilfe einer ge-
eigneten Transformation ldsst sich die Funktion f somit in eine Funktion iiberfithren, die

nur von einer Variablen abhéngt.

Bemerkung 2.3. Das vorangehende Beispiel kann noch weiter verallgemeinert werden (siche
[Sam93|, Abschnitt 2, Modell e und f). Hierzu setzen wir

f(x) = gi(ai @) + ga(ay @) + - + gilaz @)

mit g;: X — R differenzierbar und a; € R™ fiiri = 1,..., k. Auch in diesem Fall ergibt sich
eine recht einfache Struktur der Matrix C', die wieder als Linearkombination der dufieren
Produkte der Vektoren a; gegeben ist. Samarov betrachtet die Matrix C, sowie einige
weitere Funktionen, die aus (hoheren) Ableitungen von f entstehen. <

2.2.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir die grundlegende Idee sowie das theoretische Vorgehen bei der
Berechnung aktiver Unterrdume kennengelernt. Der folgende Algorithmus fasst den Ansatz

noch einmal zusammen:

Algorithmus 1 Aktive Unterrdume (theoretisch)
1: Berechne die Matrix C = [ [(Vof) (Vo f)T] pda
2: Ermittle die Eigenwertzerlegung C = WAW™, wobei W die Matrix der orthonorma-
len Eigenvektoren bezeichnet und A = diag (\q,..., \;,), die Diagonalmatrix mit den
entsprechenden Eigenwerten darstellt (A > X > -+ >\, > 0)
3: Suche nach dem grofsten Abstand zweier aufeinander folgender Eigenwerte

4: Bestimme dementsprechend die Dimension des aktiven Unterraums n, die Matrix der
aktiven Richtungen Wj; und die Matrix der inaktiven Richtungen Wy

Zur praktischen Umsetzung ist dieser Algorithmus allerdings nicht geeignet, denn es miis-
sen Integrale {iber einem hochdimensionalen Parameterraum berechnet werden. Zudem
wird hier vorausgesetzt, dass Gradienten der Funktion f vorliegen. Um in der Praxis trotz-
dem aktive Unterrdume nutzen zu konnen, betrachten wir im folgenden Kapitel Ansétze,
wie mit den soeben beschriebenen Schwierigkeiten umgegangen werden kann. Wir wer-
den unterschiedliche Algorithmen kennenlernen und einige Resultate zum Verhalten dieser

Algorithmen begutachten.
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Kapitel

Umsetzung des Vertahrens

Die theoretische Grundlage zur Berechnung aktiver Unterrdume aus Abschnitt lasst
sich nicht ohne Weiteres auf praktische Aufgabenstellungen iibertragen. Es sind zunéchst

einige Fragen zu klaren:
1. Wie kann die Matrix C berechnet beziehungsweise approximiert werden?

2. Muss der Gradient der Funktion f bekannt sein und fiir alle z € X berechnet werden

kénnen?
3. Wie lasst sich die FEigenwertzerlegung von C' bestimmen?

All diese Fragen sollen in den folgenden Abschnitten geklédrt werden. Weitere Hinweise
zur Anwendung in praktischen Problemen finden sich auch in Kapitel [4] das Beispiele zur
Bestimmung aktiver Unterrdume enthélt. In Abschnitt wird zudem eine Moglichkeit

erldutert, wie sich aktive Unterrdume auf mehrere Funktionen verallgemeinern lassen.

3.1 Approximation der Matrix C

In der Praxis ist die Funktion f das Ergebnis einer aufwéndigen Simulation oder auf an-
dere Art und Weise aus aufwéndigen Rechnungen entstanden. Insbesondere ist es hdufig
nur moglich, den Wert f(z) fiir ein gegebenes z € X zu berechnen, nicht aber eine ex-
plizite Formel fiir die Funktion f anzugeben, genauso wenig wie fiir ihren Gradienten.
Sollen aktive Unterrdume in der Praxis genutzt werden, so muss allerdings die Matrix C
berechnet werden. Diese Matrix ist das Ergebnis eines Integrals iiber einem hochdimen-
sionalen Parameterraum. Standardverfahren fiir eindimensionale numerische Integration,
beispielsweise Quadraturformeln mit deterministischen Wahlen von Stiitzstellen, leiden un-
ter dem Fluch der Dimension. Daher sind sie in hochdimensionalen Rdumen unpraktisch.
Insbesondere gehen wir davon aus, dass eine einzige Funktionsauswertung (beziehungs-
weise die Berechnung des Gradienten an einem einzigen Punkt) bereits sehr aufwéndig ist.
Dies erschwert die numerische Integration zuséatzlich. Um Integrale mit hochdimensionalem
Parameterraum trotzdem approximieren zu kénnen, finden hiufig Monte-Carlo-Verfahren

Verwendung. Die (fast-sichere) Konvergenz dieser Verfahren beruht auf dem starken Ge-
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3 Umsetzung des Verfahrens

setz der groften Zahlen. An dieser Stelle tritt also wieder die Deutung der Matrix C' als
Erwartungswert auf.

Wir nehmen nun zunéchst an, dass uns ein Black-Box-Algorithmus zur Verfiigung steht,
der den Gradienten von f an einer Stelle x € X zuriickgibt. Zudem gehen wir davon aus,
dass wir die Eigenwertzerlegung einer m x m-Matrix exakt berechnen konnen. Der Algorith-
mus approximiert zunéchst die Matrix C' durch eine endliche Summe dyadischer Produkte
von Samples des Gradienten mit sich selbst. Die Approximation sei mit C' bezeichnet.
Anschliefsend werden die aktiven Unterrdume wie in Algorithmus [I] in den Schritten 2-4
bestimmt, allerdings unter Verwendung der Matrix C. Es ergibt sich folgender Algorithmus

zur Ermittlung aktiver Unterrdume:

Algorithmus 2 Aktive Unterrdume (praktisch, mit Gradienten)

1: Ziehe M unabhiingige Samples {z;}}, beziiglich der Dichte p
2: Nutze die Black-Box um V; := V, f(x;) fur i = 1,..., M zu berechnen
) M
3: Approximiere C' durch C := £z 3> V; V.
i=1
4: Ermittle die Eigenwertzerlegung C = WAWT™, wobei W die Matrix der orthonormalen
Eigenvektoren bezeichnet und A= diag (5\1, .. ,j\m), die Diagonalmatrix mit den

entsprechenden Eigenwerten darstellt (5\1 >N >0 > S\m >0)

5: Suche nach dem groften Abstand zweier aufeinander folgender Eigenwerte

6: Bestimme dementsprechend die Dimension des aktiven Unterraums n, die Matrix der
aktiven Richtungen W1 und die Matrix der inaktiven Richtungen W

Im Allgemeinen unterscheiden sich die von Algorithmus [If und Algorithmus [2] berechneten
Eigenwerte und Eigenvektoren voneinander, also sind auch die aktiven Unterrdume nicht
identisch. Daher stellt sich die Frage, ob die durch Algorithmus [2] bestimmten aktiven
Unterrdume tberhaupt zur Verwendung in der Praxis geeignet sind. Insbesondere ist fir
uns von Interesse, wie stark die FKigenwerte von C' und C sowie die aktiven Unterraume,
definiert durch Wy und Wi, voneinander abweichen. Es lisst sich zeigen, dass wir durch
eine hinreichende Wahl der Anzahl M an zu berechnenden Samples sowohl den Abstand
der Eigenwerte als auch der aktiven Unterrdume kontrollieren kénnen. Die entsprechenden
Aussagen von Constantine und Gleich (insbesondere Korollar 3.3 aus [CG15| und Korollar
3.10 aus [Conl5]) sollen nun vorgestellt werden. Es wird sich allerdings herausstellen, dass
die geeignete Wahl von M von Eigenschaften der Funktion f abhéngt, die in der Pra-
xis meist nicht bekannt sind. Kapitel [4] wird zeigen, dass sich trotz alledem zweckméfige

Ergebnisse in praktischen Anwendungen erzielen lassen.

Bemerkung 3.1. Quasi-Monte-Carlo-Verfahren nutzen, im Gegensatz zu den pseudozufélli-
gen Punkten in Monte-Carlo-Verfahren, deterministische Sequenzen von Punkten im Para-
meterraum, beispielsweise die Halton-Sequenz oder die Sobol-Sequenz. Diese deterministi-
schen Punkte werden so gewéhlt, dass der Parameterraum moglichst gleichméfig abgedeckt
wird. Daher konnen Quasi-Monte-Carlo-Methoden in unserem Fall nur dann ohne erheb-
lichen Mehraufwand eingesetzt werden, wenn der Parameterraum X ein endlicher Quader
und p die Gleichverteilung auf diesem Quader ist. Der Parameterraum X = [I,u] mit
I < wund [,u € R™ kann in diesem Fall durch geeignete Skalierung und Verschiebung

16



3.1 Approximation der Matrix C

bijektiv in den Einheitswiirfel [0, 1]” abgebildet werden. Auf diesem sind die oben genann-
ten Sequenzen definiert. Eventuell fithren Quasi-Monte-Carlo-Verfahren zu einem besseren
Konvergenz-Verhalten der Approximation der Integrale als die Monte-Carlo-Methode aus
Algorithmus [2| Fir weitere Details zu Quasi-Monte-Carlo-Methoden siehe beispielsweise
[Nie92] oder [Caf98g]. q

3.1.1 Abstand der Eigenwerte

Wir beginnen damit, eine Abschitzung fiir den Abstand der Eigenwerte von €' und C
anzugeben. Der Beweis des folgenden Satzes nutzt eine Matrix-Bernstein-Ungleichung die
sich in [GTT1] findet.

Satz 3.1 ([CG15|, Theorem 3.1). Es sei ||V, f(z)|| < L fir alle x € X. Dann gilt fiir alle
0<e<1, dass

~ —]\4/\]&’52
> < — _
IP)[)\k_(l—I-E))\k} < (m k‘—l—l)exp< 112 >
und e
. —MMXie
< (1— < Tk
P [Ak < a)Ak} < kexp( . >

Bemerkung 3.2. Der exponentielle Abfall der Wahrscheinlichkeiten in M entspricht dem
grundlegenden Verhalten von Monte-Carlo-Verfahren, deren Konvergenz auf starken Geset-
zen grofer Zahlen beruht. Abschitzungen von Wahrscheinlichkeiten grofser Abweichungen
vom Gesetz der grofen Zahlen im Fall reellwertiger Zufallsvariablen liefert beispielsweise
der Satz von Chernoff [SWO95]. Auch hier ist der Abfall der Wahrscheinlichkeiten exponen-
tiell in der Anzahl der Samples. Die hier betrachteten Zufallsvariablen sind tatséchlich die
Eigenwerte der zufilligen Matrix C aus Algorithmus . <

Dieser Satz liefert zwei Schranken fiir die Wahrscheinlichkeit, dass sich der k-te Eigen-
wert von C' um mehr als € vom k-ten Eigenwert von C' unterscheidet, wobei sowohl eine
Abweichung nach unten als auch nach oben betrachtet wird. Je mehr Samples zur Berech-
nung der Approximation C genutzt werden, desto geringer ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Eigenwerte von C stark von den Eigenwerten von C' abweichen. Insbesondere besagt
der Satz, dass die Wahrscheinlichkeit einer grofen Abweichung vom gesuchten Wert Ag
exponentiell in M abfillt. Die beiden Schranken kombiniert folgendes Korollar. Es gibt an,
wie die Anzahl M der Samples gewahlt werden sollte, um eine relative Genauigkeit von &

im k-ten Eigenwert von C' zu erreichen.
Korollar 3.2 (J[CG15|, Korollar 3.3). Wird M als

L2\
M=
(52 s

gewdhlt, so gilt fiir alle e € (0,1] mit hoher Wahrscheinlichkeit

‘Xk _ Ak‘ < M
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3 Umsetzung des Verfahrens

Bemerkung 3.3. Die Formulierung ,mit hoher Wahrscheinlichkeit meint hier, dass fiir M
gegen Unendlich
P H;\k — /\k‘ < 6)\]@} — 1

gilt, siehe auch den Beweis von Korollar [3.5] Tatséchlich ist die Konvergenz sogar expo-
nentiell in M, vergleiche Satz [3.1] <

In den meisten Anwendungen sind die Lipschitz-Konstante L sowie die Eigenwerte
Al, ..., Ay der Matrix C nicht bekannt. Daher kann die Wahl von M aus Korollar
nicht unmittelbar in der Praxis genutzt werden. Am Ende von Abschnitt werden wir
sehen, wie M in praktischen Anwendungen gewéhlt werden sollte, um addquate Resultate

zu erhalten.

3.1.2 Abstand der Unterraume

Der vorangehende Abschnitt hat gezeigt, dass sich die Eigenwerte von C' und C wie ge-
wiinscht verhalten. Wird die Anzahl M der genutzten Samples erhoht, ndhern sich die
Eigenwerte der beiden Matrizen einander an. Fiir die Methode der aktiven Unterrdume
sind allerdings insbesondere die Eigenvektoren der beiden Matrizen von Interesse, diese
definieren nadmlich aktive sowie inaktive Richtungen. Daher muss neben dem Abstand der
Eigenwerte auch der Abstand der durch C beziehungsweise C erzeugten aktiven Unter-
rdume untersucht werden. Wir werden uns nun ansehen, wie der Abstand zwischen zwei
Unterrdumen definiert ist und wie diese Definition anschaulich zu verstehen ist. An dieser
Stelle betrachten wir nur den reellen Fall, der fiir unsere Anwendung von Bedeutung ist.

Stewart beschreibt in [Ste73| allgemeinere Versionen der folgenden Aussagen.

Definition 3.1 (vergleiche [Ste73|, Definition 2.1). Seien U,V C R™ Untervektorrdume
des Vektorraums R™, wobei U # {0} und V' # {0} seien. Der Abstand dist (U, V') zwischen
U und V ist definiert als

dist (U, V) := max{ sup inf||u—v||, sup inf |jv —u|}. (3.1)
Juf=1 V€V lojj=1€V
uelU veV

Bemerkung 3.4. In der Definition ist es wichtig zu fordern, dass beide Untervektorrdume
nicht dem Null-Vektorraum entsprechen. In diesem Fall sollte ndmlich dist (U, {0}) = 0 fiir
jeden Unterraum U C R™ gesetzt werden. Zudem ist die oben definierte Distanzfunktion
im allgemeinen keine Metrik, die Dreiecksungleichung ist nicht zwangslaufig erfiillt. In dem
flir uns interessanten Fall, dass die verwendete Norm die Euklidische Norm ist, ldsst sich

zeigen, dass (3.1]) eine Metrik definiert [Ste73]. <

Der folgende Satz stammt in dieser Formulierung von Stewart [Ste73|. Grundlage fiir den
Satz sind allerdings Aussagen von Kato [Kat95]. Dieser verwendet eine dquivalente Defini-
tion des Abstandsbegriffs von Unterrdumen und beschreibt detailliert die Verwandlung der
Distanzfunktion in eine Metrik. Fiir uns ist allerdings vielmehr der Zusammenhang zwi-

schen dem Distanzbegriff und Orthogonalprojektoren auf die Unterrdume von Bedeutung:
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3.1 Approximation der Matrix C

Satz 3.3 ([Ste73|, Theorem 2.2). Seien Py und Py Orthogonalprojektoren beziiglich des
Standardskalarprodukts auf die Unterrdume U und V' des Vektorraums R™. Wird in Defi-
nition [3.1) die Euklidische Norm zur Definition des Abstandes genutzt, dann gilt

dist (U, V) = [[Bv —Bvll2 = sup [|Pu(z) — Py (z)]2.

llzlla=1

zeR™
Bemerkung 3.5. Die Definition des Abstandes zweier Untervektorrdume U,V C R? wird
durch die folgende Zeichnung illustriert. Hierbei sind 1 und xo sowie x3 und x4 jeweils
normierte Vektoren aus U und V, das heifit 21,20 € U NS und 3,24 € V N S, wobei
S! := {z € R? : ||z|]s = 1} die Einheitssphiire im Raum R? bezeichnet. Besonders der
Zusammenhang zu Orthogonalprojektoren auf die Unterrdume, und damit die Aussage
von Satz ist zu erkennen:

Abbildung 3.1: Veranschaulichung des Abstandes zweier Unterrdume (Definition

Der Abstand von U und V ergibt sich in der obigen Abbildung als

dist (U, V) = [[z1 = By (21) || = |2 = Py (22)]| = [[x3 = Bu(z3)[| = |24 — P (x|
<

Wir wollen Satz [3.3 nun auf den Abstand der durch C' und €' definierten aktiven Un-
terrdume iibertragen. Die betrachteten Unterriume sind im(W;) und im(W}), die entspre-
chenden Orthogonalprojektoren sind Py, w,) = WiW sowie ’Bim(Wl) = W1W1T (siehe
Bemerkung . Mit Satz gilt

dist (im(Wl),im(W1)> = HWWVF - WIWFH

Um den Abstand der aktiven Unterriume von C und C abzuschétzen, nutzen wir eine
Aussage von Golub und Van Loan |[GVLI96| und kombinieren diese mit Korollar 3.8 von
Constantine [Conl5|. Zunéchst sei allerdings Theorem 3.7 von Constantine wiedergegeben.
Dieses gibt eine Abschiitzung fiir den Abstand zwischen C und €' an und ist wesentlich fiir

den Beweis von Korollar B.5
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3 Umsetzung des Verfahrens

Satz 3.4 ([Conlb|, Theorem 3.7). Es sei ||Vyf|| < L fiir alle x € X. Dann gilt fir alle
e € (0,1], dass

_ 2
P (16—l 2 <lCll] < 2mexp (3]‘“15) .

8L2

Der Beweis nutzt eine dhnliche Bernstein-Ungleichung wie in Satz und findet sich in
[Con15]. Ahnlich zu Korollar folgt auch aus diesem Satz eine Aussage zur Anzahl der

Samples die notwendig sind, um eine relative Genauigkeit von € zu erreichen.

Korollar 3.5 ([Conl5|, Korollar 3.8). Fir alle € € (0,1] folgt aus

LZ
M=Q(—1
(55 toutm)).

dass ||C' — C|| < e||C|| mit hoher Wahrscheinlichkeit gilt.

Beweis. Wir nutzen Satz 3.4l und wihlen M als

2

M >
— 32

(8 + 1) log(m)

mit 8 > 0. Dann folgt

. —3M M\ €2
Plic-cizecl] < wmew ()
< 2mexp (— (B +1)log(m))

= 2m~ P
und damit die Behauptung, denn es gilt
P[IC-Cll<elCll] 21-P |6~ Cl 2 &]C)] 21-2m™" —1
flir 8 — oo. |

Wir wollen dieses Korollar mit einem Lemma von Golub und Van Loan kombinieren.
Um den Abstand der Unterriume im(W;) und im(W;) abschiitzen zu kénnen, wird eine

Verbindung zu der Norm von E = c-C hergestellt.

Lemma 3.6 (JGVL96|, Korollar 8.1.11). Es seien C und E symmetrische m x m-Matrizen
sowie C = C + E. Die FEigenwerte von C und C seien Aly -y A und 5\1, R Am mit den
FEigenvektormatrizen

W = [Wl Wg] und W = [Wl W2] )

wobei Wy und Wy die erstenn < m Spalten enthalten. Falls Ay, > Apy1 und ||E| < %,

dann gilt
. 4|\ WL EW-
dist (im(Wl), im(Wl)) < AWy EWA |l
)\TL - )\n+1
Wir erhalten als zentrales Ergebnis dieses Abschnitts folgendes Korollar, das den Ab-
stand der durch W, und W, definierten Unterriume in Abhéngigkeit von € > 0, und damit

der Wahl von M, beschreibt.
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3.2 Alternativen zur Verwendung von Gradienten

Korollar 3.7 (|Conl5|, Korollar 3.10). Es seie > 0 sodass € < )‘"gi))\‘l"“ und es sei M wie
in Korollar [3.5 gewdhlt. Dann gilt

4)\18

_— 2
An = Anti (32)

dist (im(Wl),im(Wl)) <

mit hoher Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Es sei E = C — C, dann gilt mit den Voraussetzungen an € und M sowie Korol-
lar B.5] mit hoher Wahrscheinlichkeit

[E[ <ellCll=er <\ An 5)\);n+1 Y 5)\n+1‘
Dies entspricht gerade der Voraussetzung an || E|| aus Lemma . Bei obiger Abschétzung
wurde ausgenutzt, dass ||C|| = A; gilt, denn Eigenwerte und Singuldrwerte der symme-
trischen und positiv-semidefiniten Matrix C' stimmen tiberein (siehe auch Abschnitt .
Die Spektralnorm ist submultiplikativ und selbstadjungiert, fiir eine orthogonale Matrix
A € R™* ™ gilt zudem ||A|| = 1. Somit ist

W EWA|| < W I BIHIWA = [IWell|| B [|WA ] = || 2],
=1 =1

denn W; und W sind jeweils orthogonal. Aus Lemma[3.6|und der Abschéitzung | E|| < el
folgt

SAWTEW _ 4lE] _ 4he
o )\n - )\n+1 o )\n - )\n+1 - )\n - )\n+1

mit hoher Wahrscheinlichkeit und damit die Behauptung. ]

dist (im(Wl), im(Wﬂ)

Der Abstand zwischen dem mittels C approximierten aktiven Unterraums und dem
durch C definierten Unterraum héngt also insbesondere von dem Wert A, — A1 ab. Dieser
Zusammenhang erklért die Wahl der Dimension n des aktiven Unterraums in Algorithmus
beziehungsweise Gleichung . Je grofer die Differenz von A, und A,+1, desto besser ist
die Abschéitzung . Zudem ist die Wahl von € und damit die Grofe von M fiir den
Abstand von entscheidender Bedeutung. In der Praxis sind die Werte L und A; meistens
jedoch nicht bekannt. Daher kann M auch nicht ohne Weiteres entsprechend der Vorgabe
aus Korollar oder Korollar gewahlt werden. Constantine schléagt in [Conl5| vor,

M > aklog(m)

Samples in Algorithmus [2| zu nutzen. Hierbei stellt a einen Oversampling-Faktor dar, der
zwischen 2 und 10 gewéhlt wird, und k entspricht der groften handhabbaren Dimension,

auf die reduziert werden kann.

3.2 Alternativen zur Verwendung von Gradienten

In vielen Anwendungen trifft die Annahme, dass wir Gradienten exakt berechnen kénnen,
nicht zu. Daher wollen wir in diesem Abschnitt das Verfahren aus Algorithmus [2] auf den

Fall verallgemeinern, dass uns kein Black-Box-Algorithmus zur exakten Berechnung von
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3 Umsetzung des Verfahrens

Gradienten zur Verfiigung steht. Stattdessen gehen wir davon aus, dass sich ausschliefslich

einzelne Funktionswerte berechnen lassen.

3.2.1 Approximation von Gradienten

Ein naheliegender Ansatz wére die Approximation von Gradienten durch die ndherungs-
weise Bestimmung samtlicher Richtungsableitungen entlang der m Koordinatenrichtungen.
Dies fiihrt zu mehrfachem Auswerten der Funktion f an bestimmten Punkten um die M
zufillig gewdhlten Punkte herum. Beispielsweise mittels finiter Differenzen lésst sich so
der Gradient approximativ angeben. Auch die allgemeine Annahme, dass der Gradient
mit einem gewissen Fehler berechnet wird, fiihrt zur Konvergenz des Verfahrens, wenn der
Fehler mit wachsender Genauigkeit verschwindet (siehe Lemma 3.11, Theorem 3.12 und
Theorem 3.13 in [Conl5|). Wir wollen an dieser Stelle allerdings Ansétze betrachten, deren
Rechenaufwand im Allgemeinen deutlich geringer ist, als die Approximation von Gradien-
ten mittels finiter Differenzen oder dhnlicher Verfahren. Dies ermoglicht eine praktikablere

Berechnung aktiver Unterrdume.

3.2.2 Lokale lineare Modelle

Die Approximation von Gradienten mit Hilfe der hier betrachteten linearen Modelle beruht
auf einer Linearisierung der Zielfunktion f in einem gewissen Bereich um den betrachteten
Punkt. Ein wesentlicher Unterschied zu anderen Verfahren ist hierbei, dass die Punkte, an
denen der Funktionswert bestimmt werden muss, nicht deterministisch gewahlt werden.
Zudem ist es bei diesem Ansatz vorgesehen, dass ein einzelner berechneter Funktionswert
zur Bestimmung mehrerer Gradienten beitrigt. In diesem Abschnitt sollen zunéchst lokale
lineare Modelle diskutiert werden, der nédchste Abschnitt behandelt den Spezialfall des
globalen linearen Modells.

Der Algorithmus sieht wie folgt aus:

Algorithmus 3 Aktive Unterrdume (praktisch, lokale lineare Modelle)

: Ziehe N unabhéngige Samples {:L'J} ", beziiglich der Dichte p
: Berechne ¢; := f(z;) fiir jedes j =1,...,N
Ziehe M unabhéngige Samples {x/ }M
fori=1,...,M do
Finde diejenigen p Punkte aus der Menge {x;}, die am néchsten zu 2 liegen
Bezeichne die Menge der zugehorigen Indizes als D;, das heift D; C {1,...,N}
Nutze die Methode der kleinsten Quadrate, um mittels linearer Regression die

Koeffizienten ¢; € R und b; € R™ zu berechnen mit

1 bezughch der Dichte p

qj%CZ'—I—b;rl‘j, €D,

8: end for
. Approximiere C' durch €' := M E bib}

10: Verfahre wie in Algorithmus [2] in den Schritten [

©
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3.2 Alternativen zur Verwendung von Gradienten

Das Verfahren approximiert an den Punkten 2} € X, i = 1,..., M, den Gradienten von
/ mittels linearer Regression, der Funktionswert von f im Punkt 2 muss hierzu nicht
bestimmt werden. Zu diesem Zweck wird eine Menge von Wertepaaren (z;,q;) fiir j =
1,..., N berechnet, aus der jeweils p Punkte zur Definition des linearen Ausgleichsproblems
verwendet werden. Damit kann ein Wertepaar bei der Approximation mehrerer Gradienten
eingesetzt werden. Die folgende Abbildung veranschaulicht die Wahl der Wertepaare fiir
die Konstruktion der linearen Modelle. Die kleineren blauen Punkte stellen die Menge der
N Samples {z;} dar, die grékeren roten Punkte markieren die M Stellen {2}, an denen

der Gradient approximiert wird. In diesem Beispiel wurde p = 3 gewahlt.

A _
° b= 3
zl ¢ .
‘\Tc .
/
.’E2 )
°
/
T
° 1 ¢
>

0

Abbildung 3.2: Grafische Veranschaulichung der Konstruktion lokaler linearer Modelle zur
Approximation von Gradienten

Die Anzahl M der n&herungsweise bestimmten Gradienten sollte wie in Algorithmus
als M = aklog(m) gewahlt werden, fiir die Anzahl N der Wertepaare, die berechnet
werden, sollte N > am gelten (siehe [Conl5|, Abschnitt 1.1). Der Wert p wird durch
m+ 1 < p < N eingeschrankt, damit das lineare Ausgleichsproblem in Schritt [7] von
Algorithmus [3] wohldefiniert und eindeutig 16sbar ist. Das Ausgleichsproblem ergibt sich
fireini e {1,...,M} als

1 C;
min : . —
c;€R . \:[] bz q 9
b;eR™ 1

2

wobei die Zeilen von ¥ € RP*™ den Vektoren l‘;r mit j € D; entsprechen und g € RP die
zugehorigen Funktionswerte ¢; enthélt. Zur Losung dieses Minimierungsproblems kann
beispielsweise die Moore-Penrose-Inverse eingesetzt werden. Die GNU Scientific Libra-
ry |GTJ"21] fiir numerische Berechnungen in C++ stellt fiir die Losung eines solchen
Ausgleichsproblems die Funktion gsl_linalg SV_solve zur Verfiigung. Nachdem in den
Schritten einige Gradienten von f approximiert wurden, bestimmen wir die Matrix C
wie in Algorithmus [2] allerdings unter Verwendung der durch lineare Modelle approximier-
ten Gradienten. Die Berechnung der aktiven Unterrdume aus der Eigenwertzerlegung von
C folgt anschliefsend dem aus Algorithmus [2| bekannten Schema.
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3 Umsetzung des Verfahrens

3.2.3 Globale lineare Modelle

Wird Algorithmus [3] fiir den Fall p = N betrachtet, so ldsst sich das Vorgehen weiter
vereinfachen. Dann gilt ndmlich D; = {z; }§V:1 fir alle ¢ =1,..., M und damit b; = by fiir

alle i,4/ = 1,..., M. Die Matrix C vereinfacht sich zu
C=0b-b",

wobei b = b; fiir i € {1,..., M} beliebig sei. Wir gehen davon aus, dass b # 0 gilt, ansonsten
gibt es keinen aktiven Unterraum denn f ist auf X konstant oder aber der aktive Unterraum
konnte aus den gegebenen Samples nicht berechnet werden. Damit ist C eine Matrix mit
Rang 1, das heifst insbesondere, dass m — 1 Eigenwerte von C bereits null sind. Der einzige
positive Eigenwert ist bTb, der normierte Eigenvektor zu A; = b%b ist w = b/||b].

Das soeben beschriebene Verfahren nutzt ein globales lineares Modell fiir den Gradien-
ten, der Gradient wird also in jedem Punkt z} durch denselben Vektor b approximiert.
Der Rechenaufwand reduziert sich auf die Berechnung der Funktionswerte sowie eine ein-
zige lineare Regression, um den Vektor b zu bestimmen. Allerdings liefert der Ansatz in
jedem Fall einen eindimensionalen aktiven Unterraum, auch wenn dieser nicht vorhanden
ist. Trotzdem ist es sinnvoll, das Verfahren als ersten Ansatz zur Dimensionsreduktion vor
jeglicher Parameterstudie in Betracht zu ziehen. Beschreibt der berechnete eindimensio-
nale aktive Unterraum das Verhalten der Funktion f bereits hinreichend gut, so kann der
Rechenaufwand in den Parameterstudien héufig erheblich verringert werden. Ist der eindi-
mensionale Unterraum hingegen nicht ausreichend, so kénnen anschliefend lokale lineare
Modelle fiir den Gradienten eingesetzt werden. In Kapitel [4] werden wir Beispiele betrach-
ten, in denen ein globales lineares Modell zum Einsatz kommt. Zudem werden wir eine
grafische Mdglichkeit kennenlernen, mit deren Hilfe sich einschétzen ldsst, ob tatséchlich
ein eindimensionaler aktiver Unterraum vorliegt (siche insbesondere Abschnitt [£.1.3).

Zum Abschluss des Abschnitts sei im Folgenden der Algorithmus zur Berechnung eines
eindimensionalen aktiven Unterraums @ unter Verwendung eines globalen linearen Modells

fiir den Gradienten zusammengefasst:

Algorithmus 4 Aktive Unterrdume (praktisch, globales lineares Modell)

1: Ziehe N unabhéngige Samples {z; }évzl beziiglich der Dichte p

2: Berechne ¢; := f(z;) fiir jedes j =1,...,N

3: Nutze die Methode der kleinsten Quadrate, um mittels linearer Regression die
Koeffizienten ¢ € R und b € R™ zu berechnen mit

qj%c—i—bij, j=1...,N

4: Normiere den Vektor b und setze
w = b/[b
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3.3 Eigenwertzerlegung der Matrix C

3.3 Eigenwertzerlegung der Matrix C

Wir sind in Abschnitt 2:I] und auch in Algorithmus 2] davon ausgegangen, dass sich die
Eigenwertzerlegung der Matrix C beziehungsweise der Matrix C exakt berechnen lisst. In
diesem Abschnitt wollen wir kurz beschreiben, wie dies praktisch umgesetzt werden kann.
Die Eigenschaften aus Lemma dass die Matrix C' symmetrisch und positiv-semidefinit
ist, iibertragen sich auch auf die Matrix C wie sie in Algorithmus |2[ und Algorithmus
berechnet wurde. Es ldsst sich insbesondere folgende allgemeine Aussage iiber Matrizen

dieser Form zeigen:

Lemma 3.8. Es seien M € N und a; € R™ furi=1,...,M. Dann ist die Matrix

1

A T

C = E 1 a;a;
1=

symmetrisch und positiv-semidefinit.

Beweis. Fiir eine Matrix C' der obigen Form gilt

5 1 & T T 1 )
T — (MZaia;F> = MZ (aiaiT) = MZaiaiT =C,
i=1 ;

=1 =1

das heift C ist symmetrisch. Zudem gilt fiir alle w € R™, dass

1 < 1 & 1 & 2
T A T T T, T T
w Cw =w (MZaiai>w—MZw aiaiw:MZ(w a;)” >0,
=1 =1 i=1
also ist C positiv-semidefinit. |

Im Folgenden sei A eine beliebige symmetrische und positiv-semidefinite m x m-Matrix.
Nach Lemma und Lemma lassen sich die folgenden Ergebnisse auch auf die Matrix
C aus der theoretischen Berechnung aktiver Unterrdume sowie die Matrizen C aus den
vorangehenden beiden Abschnitten {ibertragen.

Das Ziel ist es nun, eine Eigenwertzerlegung der Matrix A zu berechnen. Dabei wollen
wir auf eine Singuldrwertzerlegung von A zuriickgreifen. Diese lésst sich beispielsweise mit
Householder- oder Givens-Transformationen numerisch stabil berechnen. Wir betrachten
folgenden Satz von Golub und Van Loan, der die Schur-Zerlegung im Falle einer symme-

trischen Matrix beschreibt:

Satz 3.9 (JGVLI6], Theorem 8.1.1 (Symmetric Schur Decomposition)). Es sei A € R"™*™
symmetrisch, dann existiert eine reelle orthogonale Matriz W € R™*™  sodass

WTAW = A = diag (M1, ..., A\m) -

Des Weiteren qilt Awy, = Agwy, fiir alle k = 1,...,m, wobei wy, € R™ die k-te Spalte der
Matrix W bezeichnet.

Wir nehmen zusétzlich zur Symmetrie an, dass A positiv-semidefinit ist, es gilt daher
A\r > 0 fiir alle k = 1,...,m. Somit liefert die Schur-Zerlegung WTAW = A durch Um-
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3 Umsetzung des Verfahrens

stellen insbesondere eine Singulidrwertzerlegung A = WAW™T, denn es gilt WW?T = I,,.
Hierbei haben wir angenommen, dass die Spalten der Matrix W so sortiert sind, dass
Al > Ay > --- > N\, > 0 gilt. Die Eigenwerte und Singulérwerte von A stimmen also
iiberein. Die Schur-Zerlegung entspricht nun der Eigenwertzerlegung von A, denn W ist
eine orthogonale Matrix, deren Spalten die Eigenvektoren von A bilden, und A ist die
Diagonalmatrix der absteigend sortierten Eigenwerte. Es geniigt also, eine Singuldrwert-
zerlegung von A zu berechnen, um gleichzeitig eine Eigenwertzerlegung zu erhalten, denn
die Singularwertzerlegung ist bis auf das Vorzeichen der Singularvektoren (in diesem Fall
der Eigenvektoren) eindeutig festgelegt.

Die Bestimmung der Eigenwertzerlegung in Algorithmus [2] und Algorithmus [3] reduziert
sich somit auf die Berechnung der Singuldrwertzerlegung der Matrix C. In C++ lasst sich
dies beispielsweise mit der Funktion gsl_linalg SV_decomp aus der GNU Scientific Li-
brary |GTJ"21] bewerkstelligen.

3.4 Kombinierter aktiver Unterraum zu mehreren Funktionen

Wir haben uns bis dato ausschliefslich darauf fokussiert, aktive Unterrdume einer einzelnen
Funktion f: X — R zu berechnen. In diesem Abschnitt soll ein Ansatz erldutert werden,
wie sich mehrere Funktionen f;: X — R fiiri =1,...,p mit p € N behandeln lassen. Dabei
soll nur ein aktiver Unterraum bestimmt werden, der fiir alle Funktionen in gewissem Sinne
geeignet ist. Ein Beispiel fiir die Anwendung des hier vorgestellten Verfahrens findet sich
in Abschnitt [4.1.5

Wir beschranken uns zunéchst auf den Fall, dass simtliche Funktionen f1,..., f, einen
eindimensionalen aktiven Unterraum besitzen. Dieser kann beispielsweise mit Hilfe eines
globalen linearen Modells berechnet werden, siehe Abschnitt [3.2.3] Ji et al. prisentieren in
[JWZ718|] ein Verfahren, um sogenannte shared subspaces zu berechnen. Diese Unterriu-
me sind so gewahlt, dass sich die Dichten der Funktionswerte aller Funktionen f1,..., f,
gleichzeitig approximieren lassen. Shared subspaces stellen jedoch im Allgemeinen keine
Richtungen dar, sie miissen nicht normiert sein. Wir werden daher an dieser Stelle einen
etwas anderen Ansatz verfolgen mit dem Ziel, die aktiven Unterrdume von fi, ..., f, durch
eine einzige Richtung anzundhern.

Es seien wy, ..., w, die eindimensionalen aktiven Unterrdume der Funktionen fi,..., fp.
Die einzelnen Funktionen werden durch «; € Ry gewichtet. Wird ayr fiir ¢/ € {1,...,p} im
Vergleich zu den Gewichten der anderen Funktionen groft gewéhlt, so liegt ein besonderer
Fokus auf einer moglichst guten Approximation des aktiven Unterraums der Funktion f;.
Der eindimensionale aktive Unterraum der nun konstruiert werden soll, kombiniert die
aktiven Unterrdume wq,...,wp. Dazu betrachten wir diejenige Richtung, die die Summe
der gewichteten Abstandsquadrate zu den Richtungen wq,...,w, minimiert. Wir suchen

also v* € R™ mit [[v*||2 = 1 und

p
vt = argminz aillv — w3 (3.3)
€R™

v .
[o]la=1 =1

26



3.4 Kombinierter aktiver Unterraum zu mehreren Funktionen

Wir nutzen nun folgenden Satz, der v* in einem allgemeineren Kontext beschreibt:

Satz 3.10. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum dber den reellen Zahlen und
|-Ily, eine durch ein Skalarprodukt induzierte Norm auf V. Zudem seien r € Ry sowie
wi,...,wp €V und ay,...,a, € R mit p e N und Y-8 | asw; # 0. Des Weiteren sei

U* = argminzai ||U - le%/ :

vev i=1
l[olly=r

Dann gilt

P
Ty W
_ i=1

JW;

\%4

insbesondere ist v* eindeutig.

Beweis. Die Norm ||-||;, werde durch das Skalarprodukt (-, -)V induziert, das heift ||v||,, =

\/<U,U>V fiir alle v € V. Dann gilt fiir alle ¢ = 1,...,p und fiir alle v € V' mit |v||,, =,
dass

lo—willy, = (v—wi,v- wi)y,
S——
=r
Damit folgt
¥ = argminZOéi HU — w@H‘Q/

v .
olly=r =1

= argmlnz Q; ( 2(v w’>v + (w;, wi)v)

Ioly=r =1
p
= argmln (Z oy — 220@ v, w;) - Zai<wi,wi>v> .
Iolly <r =1

Die erste und die letzte Summe sind unabhéngig von v und damit unerheblich fiir das sich
ergebende Minimum. Somit vereinfacht sich die obige Formel fiir v* zu

vt o= argmm( 220411110@ )

l[olly=r

= argmax Z a; (v, wi>V

ve i=1
llolly=r
= argmax<v E Ozzwl>.
veV
=1
llvlly=r v
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3 Umsetzung des Verfahrens

Es sei
P
w = E ;Wi ,
i=1

nach Voraussetzung gilt w # 0 also auch [Jw||,, # 0. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
gilt fiir alle v € V mit ||v||\, = r die Ungleichung

(v, w),, < [olly -llwlly = 7wl
~——

=T

wobei Gleichheit genau fiir v = Aw mit A € R eintritt. Damit gilt insbesondere

max (v,w)v <r-fwly .

veV
l[volly=r
Um die Bedingung ||v*||\, = r zu sichern, muss X\ = r/ ||w||;, oder A = —r/ ||w||;, gewahlt
werden und v* = \w.
Fiir den Fall v* = —r - w/ ||w||,, gilt allerdings
(v*,w)v S (w,w)v <0< fwl,.
[l

Im Fall v* =7 - w/ ||wl|;, folgt hingegen

r- ||U)||%/ r r-w *
max (v,w)  <r-lw|, = = (wy,wy  =( —— w) = @5w) .
eV TV Vo el el Y el v
lolly=r
Damit gilt
rew
argmax (v, w) = ——.
By = T,
l[olly=r
und es folgt
p
P ey W
* : 2 rew i=1
vt = argmanai lv —wily = Tl =
Iolly=r =1 ColE e,

Der Vektorraum V ist nach Voraussetzung endlich-dimensional, das heifst die Sphére S™ :=
{v eV :|v|lv =r} ist kompakt. Die stetige Funktion Y7, a;[lv — w; ||} nimmt auf S
somit ein Minimum sowie ein Maximum an. Mit obiger Argumentation ist das Minimum
v* eindeutig. |

Bemerkung 3.6. Der Schwerpunkt eines Dreiecks, beziehungsweise eines Simplex, ist analog
zu der Wahl von v* in definiert, allerdings ohne den Normierungsterm und damit
die Einschriankung auf die Sphére S”. Zudem besitzt der Schwerpunkt eine ganz &hnliche
Eigenschaft wie v* in Satz Auch er minimiert die Summe der Abstandsquadrate zu
den Eckpunkten des betrachteten Dreiecks oder Simplex.

In Satz [B.10] werden jeweils die quadrierten Absténde betrachtet. Wiirde stattdessen die
Summe der Abstédnde minimiert, so wire beispielsweise fiir V = R? mit der Euklidischen
Norm, r =1, p = 2 und a1 = ag = 1 jeder der beiden Vektoren w; und wsy optimal. Die
beiden Vektoren wiirden also nicht kombiniert, um v* zu berechnen. N
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3.4 Kombinierter aktiver Unterraum zu mehreren Funktionen

In unserer Anwendung bei aktiven Unterrdumen ist V' = R und der Vektor v* soll eine
Richtung definieren, das heifst, wir setzen r = 1. Die genutzte Norm ist die Euklidische
Norm auf dem Vektorraum R™, induziert durch das Standardskalarprodukt. Zudem sind
die Vektoren wi,...,w, normiert. Nach Satz ergibt sich der Vektor v* als normierte
Summe der Vektoren wy, ..., w,, vergleiche Abbildung Insbesondere lasst sich v* ohne

groften Aufwand berechnen.

Abbildung 3.3: Beispielhafte Berechnung von v* mit Satz

Das in diesem Abschnitt beschriebene Vorgehen kann allgemeiner aufgefasst werden. Statt
dem eindimensionalen Wertebereich der reellen Zahlen, betrachten wir eine Funktion f mit

mehrdimensionalem Wertebereich, das heifst
f: X = RP.

Die aktiven Unterrdume konnten nun komponentenweise bestimmt und einzeln weiter ver-
wendet werden. Mit v* aus Satz lésst sich allerdings auch ein eindimensionaler aktiver
Unterraum berechnen, der in gewissem Mafe zu allen Komponenten von f passt, sofern in
den einzelnen Komponenten jeweils ein eindimensionaler aktiver Unterraum vorliegt.

An dieser Stelle bleibt die Frage offen, wie sich das Konzept der Berechnung von v*
auf den Fall {ibertragen lésst, dass kein eindimensionaler sondern ein mehrdimensiona-
ler aktiver Unterraum in mindestens einer der Komponenten vorliegt. Dieses Problem
ist ungleich komplizierter zu behandeln. Wir bezeichnen mit nq,...,n, die Dimensio-
nen der aktiven Unterrdume der einzelnen Komponenten von f Zudem seien Wi =

w% w}“ e, WP = (A wﬁp} die zugehorigen orthogonalen Matrizen, die
die aktiven Unterrdume bestimmen. Das Minimierungsproblem aus , das von v* ge-

16st wird, kann in die Optimierungsaufgabe

P -
V= argmin - ZZ min Hvk—w;H2

V:[’Ula"'vvnmax]evnmax =1 j:l kzlp--,nmax

{ibertragen werden. Hierbei bezeichnet Vy;' = {V € R™*" : VIV = [} die reelle Man-
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3 Umsetzung des Verfahrens

nigfaltigkeit der spalten-orthogonalen Matrizen (die reelle Stiefel-Mannigfaltigkeit) und
Nmax = MaxX;—1, . pN; sei die maximale Dimension eines aktiven Unterraums in einer der p
Komponenten von f. Die Matrix V* ist also eine orthogonale Matrix und definiert einen
Nmax-dimensionalen aktiven Unterraum. Um V* berechnen zu kdnnen, muss obiges Op-
timierungsproblem gelost werden. Das grofite Problem stellt hierbei die Bedingung dar,
dass V* orthogonal sein soll. Ansétze zur Lésung von Optimierungsaufgaben iiber der
orthogonalen Gruppe finden sich in [SC13| sowie [YEQ3|, diese miissten allerdings auf spal-
tenorthogonale, nicht-quadratische Matrizen {ibertragen werden, um hier Verwendung zu
finden.
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Kapitel

Berechnung aktiver Unterraume in
praktischen Anwendungen

Das letzte Kapitel hat gezeigt, wie sich aktive Unterrdume konkret berechnen lassen, ohne
den Wert von Integralen exakt zu ermitteln. Insbesondere haben wir gesehen, wie sich das
Vorgehen fiir den Fall anpassen lésst, dass der Gradient der untersuchten Funktion nicht zur
Verfiigung steht. In der Praxis wurden aktive Unterrdume unter anderem beim Design von
Stromungsmaschinen zur Umwandlung von Energie aus einem Fluid in kinetische Energie
[BPDSC17| sowie zur Sensitivitatsanalyse bei wiederaufladbaren Lithium-Ionen-Batterien
[CD17] und hydrologischen Modellen [JGCMI16| eingesetzt. In den folgenden Abschnitten
betrachten wir zwei weitere Beispiele, in denen sich aktive Unterrdume berechnen lassen.
Zunéachst wird jeweils das zugrundeliegende Modell vorgestellt, anschliefend werden die
numerischen Ergebnisse ndher beleuchtet. Der folgende Abschnitt beschéftigt sich mit der
Simulation des Krankheitsverlaufs einer HIV-Erkrankung. Daraufhin werden wir eine Stro-

mungssimulation aus der Aerodynamik studieren.

4.1 Simulation des Krankheitsverlaufs nach einer Infektion
mit dem HI-Virus

Eine Infektion mit dem Humane Immundefizienz-Virus (HI-Virus) fiihrt ohne entsprechen-
de Behandlung nach mehreren Jahren zu einem Immunschwéchesyndrom, dem sogenannten
AIDS (Acquired Immune Deficiency Syndrome). Die Folgen der Krankheit sind in der Re-
gel lebensbedrohlich [Murl2]. Um die Auswirkungen einer HIV-Infektion auf den menschli-
chen Koérper quantifizieren zu kénnen, wird die Zahl der sogenannten T-Helferzellen (auch
CD4*"-Lymphozyten genannt) betrachtet. Diese dienen dem HI-Virus als Wirtszelle. Das
Virus vermehrt sich also mit Hilfe der T-Helferzellen und zerstért diese anschlieffend.
Je geringer die Zahl der T-Helferzellen im Korper, desto stdrker ist die Immunabwehr
des Korpers geschwicht, denn die T-Helferzellen {ibernehmen wichtige Aufgaben bei der
Steuerung des Immunsystems (siche beispielsweise [Murl2] fiir weitere Informationen). Im
folgenden Abschnitt wird ein Modell vorgestellt, mit dessen Hilfe sich der Verlauf einer

HIV-Erkrankung simulieren lasst. Anschliefend berechnen wir aktive Unterrdume zu ei-
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4 Berechnung aktiver Unterrdume in praktischen Anwendungen

nem festen Zeitpunkt nach der Infektion. In Abschnitt betrachten wir abschlieftend

eine Verallgemeinerung des Vorgehens, indem wir mehrere Zeitpunkte simultan behandeln.

4.1.1 Berechnung der Zahl der T-Helferzellen

Die Zahl der T-Helferzellen im Korper léasst sich ndherungsweise durch die Losung eines
Systems gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung beschreiben. Wir betrachten
hier ein Modell von Hadjiandreou et al. [HCV(T7]|, welches den Krankheitsverlauf mittels sie-
ben Differentialgleichungen widerspiegelt. Neben der Entwicklung der T-Helferzellen wird
unter anderem die Zahl der Viren und die Population der Makrophagen durch das Dif-
ferentialgleichungssystem beschrieben. Des Weiteren enthilt das Modell siebenundzwan-
zig Parameter, die beispielsweise die natiirliche Sterberate oder die Infektionsrate der T-
Helferzellen angeben. Fiir uns ist im Folgenden die Zahl der T-Helferzellen von Interesse.
Diese sei mit T'(t,z) bezeichnet, wobei t € Ry die Zeit in Tagen seit der Infektion und
r € R?" die zusitzlichen Parameter darstellen. Zunichst werden wir T'(t,z) fiir ein festes

t € Ry betrachten, das heiflt wir setzen als Zielfunktion
ft: X%R7 ft(x) = T(t7$)7

fiir € X C R?". Der Parameterraum ist ein Quader, die genauen Werte fiir die obere sowie
die untere Grenze finden sich in |[LPI17|. Durch Skalierung und Verschiebung kénnen wir
annehmen, dass X = [—1,1]%7 gilt, der Einfluss einzelner Parameter auf das Verhalten der
Funktion f lisst sich dadurch besser vergleichen. Ein zufillig gewihltes = € [—1,1]?" kann
in eine zuldssige Wahl & der Parameter in dem Differentialgleichungssystem transformiert

werden, indem

iz%(diag(u—l)w—i-(u—i-l))

gesetzt wird, wobei I € R%” und u € R?" die obere sowie untere Grenze aus [LP17] seien.

Zudem bezeichnet diag (r) fiir r € R™ die Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente den

Elementen aus r entsprechen, das heifst diag (r) := [dz’j]%ﬂ mitdi; =r; firi=1,...,m
und d;; = 0 fiir 4,5 = 1,...,m mit ¢« # j. Als Wahrscheinlichkeitsdichte nutzen wir eine
Gleichverteilung. Um ein Sample z = [2;]%", aus X zu berechnen, wird x; fiiri = 1,...,27

jeweils uniform zuféllig aus [—1, 1] gewéhlt.

Zur numerischen Losung des Differentialgleichungssystems wurde die Funktion ode45 in
OctavE |[REw22| verwendet. Diese baut auf der Dormand-Prince Methode auf, welche
zu den Runge-Kutta-Verfahren zéhlt. Die urspriingliche Implementierung von Loudon und
Pankavich (siehe [LP17]) wurde hier ein wenig abgewandelt, insbesondere ist der eingesetz-
te Loser fiir das Differentialgleichungssystem verschieden. In der folgenden Abbildung sind
zehn Simulationen der Population von T-Helferzellen in Abhéngigkeit von der Zeit seit der
Infektion mit dem HI-Virus dargestellt. Jede Simulation wurde mit einer unterschiedlichen
zufilligen Wahl der Parameter x € X durchgefiihrt und die Losung des Differentialglei-
chungssystems jeweils bis zum Zeitpunkt ¢ = 3500 berechnet. Bei sémtlichen Simulationen
wurden die Anfangswerte fiir die einzelnen Funktionen im Differentialgleichungssystem

identisch gewahlt, diese gehen also nicht in den Parameterraum ein.
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Abbildung 4.1: Simulationen der T-Helferzellen-Population mit unterschiedlichen Wahlen
der 27 Parameter in Abhéngigkeit von der Zeit t seit der Infektion

Die oben erkennbaren Krankheitsverlaufe sind recht typisch fiir eine unbehandelte HIV-
Erkrankung (vergleiche [Murl2]). Wenige Wochen nach der Infektion mit dem Virus ver-
ringert sich die Population der T-Helferzellen um knapp 60%, grippeahnliche Symptome
treten ein. Diese halten fiir gewOhnlich einige Tage bis Wochen an, dann stabilisiert sich
die Zahl der T-Helferzellen wieder. In der folgenden Latenzphase, die meist mehrere Jahre
andauert, verringert sich die Zahl der T-Helferzellen stetig, allerdings leidet der Tréiger des
Virus in dieser Phase nur unter geringen bis gar keinen korperlichen Beeintréachtigungen.
Ungefahr zehn Jahre nach der Infektion sinkt die Zahl der T-Helferzellen in kurzer Zeit so
rapide ab, dass es zu AIDS-definierenden Krankheitsbildern kommt.

Wir werden im folgenden Abschnitt die Population der T-Helferzellen zu einem festen
Zeitpunkt in Abhéngigkeit der Parameter x € X betrachten und aktive Unterrdume zu

dieser Funktion berechnen.

4.1.2 Aktive Unterraume zu einem festen Zeitpunkt

Eine einzige Simulation, das heifst die Losung des Differentialgleichungssystems fiir ein
festes x € X bis zum Zeitpunkt ¢ = 3500, dauert knapp zehn Sekunden. Hierbei wurde
OCTAVE auf einem Kern eines Intel® Core i5-2430M Prozessors mit 2,4 GHz Grundtakt
verwendet. Dieses Beispiel passt somit zu der Annahme, dass die Berechnung eines einzel-
nen Funktionswertes bereits aufwindig ist.

Wir betrachten nun die Funktion fis00(z) = 7(1500, 2) mit x € X = [~1,1]?", das heifit
die Anzahl der T-Helferzellen zum Zeitpunkt ¢ = 1500 Tage nach der Infektion in Ab-
héngigkeit von z € X. Loudon und Pankavich [LP17| approximieren den Gradienten von

f+ mittels finiter Differenzen an 1000 zufillig gewédhlten Punkten (beziiglich der Gleich-
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4 Berechnung aktiver Unterrdume in praktischen Anwendungen

verteilung auf X'). Fiir die Approximation eines einzigen Gradienten, entsprechend dem
in Abschnitt 3.1 in [LP17] beschriebenen Algorithmus, werden 28 Funktionsauswertun-
gen bendtigt, insgesamt miissen also 28000 Funktionswerte bestimmt werden. Statt finiter
Differenzen verwenden wir hier lokale lineare Modelle fiir die Gradienten von fi509 wie in
Abschnitt beschrieben. Dabei nutzen wir insgesamt N = 1000 Funktionswerte, um an
M = 100 Stellen den Gradienten mittels linearer Modelle basierend auf p = 50 Wertepaaren
zu approximieren (vergleiche Algorithmus [3)). Der Rechenaufwand beschrénkt sich damit
auf die Losung von 1000 Differentialgleichungssystemen bis zum Zeitpunkt ¢ = 1500. Wir
werden sehen, dass die Ergebnisse, trotz des deutlich geringeren Rechenaufwands, denen
von Loudon und Pankavich sehr dhneln und ebenfalls eine Struktur der Funktion erkennen
lassen, die eine Dimensionsreduktion des Parameterraums ermoglicht.

Mit Hilfe der linearen Modelle konnte die Matrix C' durch eine Approximation C ange-
nédhert werden. Anschliefend wurde die Eigenwertzerlegung C = WAWT berechnet. Die
Eigenwerte der Matrix C sind in der folgenden Grafik dargestellt.

10t | . 10t | ]
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102 7 7 = 10° 7 7
z 12 .l ]
e . 15 100¢ E
o 100 12 ol ]
€5 g 1 @3 100k £
10° ] k .
i : 1071 £
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Abbildung 4.2: Eigenwerte der Matrix C' fiir den Zeitpunkt ¢ = 1500 in absteigender Sor-
tierung (links) und zusétzlich mit Bootstrap Intervallen (rechts)

In Abschnitt haben wir gesehen, dass sich die Dimension des aktiven Unterraums
durch die grofite Liicke in den Eigenwerten bestimmen ldsst. Die obige Abbildung [{.2]
legt daher nahe, einen eindimensionalen aktiven Unterraum zu wahlen, denn die Differenz
zwischen dem ersten und zweiten Eigenwert ist grofser als die paarweisen Absténde zwischen
den restlichen Eigenwerten. Bezeichnen w1, . . . , we7 die orthonormierten Eigenvektoren von
C , also die Spalten von W, so definiert w; den aktiven Unterraum und wo, . .., Wo7 erzeugen

den inaktiven Unterraum.

Bemerkung 4.1. Die berechneten Eigenwerte hangen in lokalen linearen Modellen von der
Wahl der Punkte ab, an denen der Gradient approximiert wird. Um die Variabilitdt der
Eigenwerte, also den Einfluss der zuféllig gewahlten Punkte, abschétzen zu kénnen, werden
haufig sogenannte Bootstrap Intervalle betrachtet [Efr79|. Ein Beispiel ist in Abbildung
in der rechten Grafik fiir die Eigenwerte von fi509 dargestellt. Bei der Erstellung von

Bootstrap Intervallen wird die Matrix C mehrfach mit unterschiedlichen Punkten {] f\il -
N

=1’
kleinsten Eigenwerte von allen berechneten Matrizen zu den einzelnen Indizes bestimmen

X, allerdings mit gleichbleibenden Wertepaaren {(z;,q;)} berechnet. Die grofiten und
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4.1 Simulation des Krankheitsverlaufs nach einer Infektion mit dem HI-Virus

das Bootstrap Intervall. In der obigen Abbildung liegt auch nach Betrachtung des
Boostrap Intervalls die Wahl eines eindimensionalen aktiven Unterraums nahe. N

An dieser Stelle tritt die Frage auf, wie sich nun feststellen lasst, ob ein eindimensionaler
Unterraum das Verhalten der Funktion fi509 hinreichend gut beschreiben kann. Dies ldsst
sich anhand der Eigenwerte nicht direkt ablesen, denn sdmtliche Eigenwerte der Matrix C
sind positiv, das heiftt, die Funktion ist entlang der inaktiven Richtungen s, . . ., ws7 nicht
konstant. Eine grafische Methode, um die mégliche Dimensionsreduktion durch den eindi-
mensionalen aktiven Unterraum sichtbar zu machen, und damit zu beurteilen, ob dieser

Unterraum zur Dimensionsreduktion geeignet ist, wird im néchsten Abschnitt vorgestellt.

4.1.3 Sufficient summary plots

Ein Beispiel eines sogenannten sufficient summary plots haben wir bereits in der rech-
ten Grafik in Abbildung [2.2] kennengelernt. Hier wurde die eindimensionale Struktur der
betrachteten Funktion f sichtbar, indem der Parameterraum entsprechend der durch die
Eigenvektoren der Matrix C' definierte Rotation transformiert wurde. Dieses Vorgehen lésst
sich wie folgt auf den Fall {ibertragen, dass von der Funktion f lediglich einige Wertepaare
bekannt sind und die Dimension des Parameterraums X grofer als zwei ist. Die Grun-
didee der sufficient summary plots stammt von Cook [Co098|, der Zusammenhang zur
Dimensionsreduktion findet sich in [CC02|. Der Begriff ,sufficient summary plot* lasst sich
sinngemafs als ,,Suffizienz zusammenfassendes Diagramm* {ibersetzen. Der Begriff Suffizienz
stammt aus der Statistik und beschreibt die Eigenschaft einer Abbildung, hochdimensio-
nale Daten in niedrigdimensionale Daten zu iiberfiihren, ohne grundlegende statistische
Informationen zu verlieren [Fis22]. Eine grafische Moglichkeit, um zu beurteilen, ob die-
se Kigenschaft auf die Orthogonalprojektion in den eindimensionalen aktiven Unterraum

zutrifft, stellen sufficient summary plots dar.

Definition 4.1 (Sufficient summary plot). Es seien (z;, f(x;)) fir i = 1,...,N Werte-
paare der Funktion f: X — R mit X CR™ und N € N. Zudem sei w € R™ mit ||w|2 =1
gegeben. Dann wird die Grafik mit den Wertepaaren aus der Menge Sy, definiert durch

N
Sw = {(wahf(fEi))}, X
1=
als eindimensionaler sufficient summary plot der Wertepaare (wl,f(xz)), 1 =1,...,N,
beziiglich der Richtung w bezeichnet.

Bemerkung 4.2. Die Menge S, von 2-Tupeln definiert im allgemeinen keine Funktion. Es
kann Wertepaare (:Ul,f(xl)) und (acg,f(a:g)) mit wlz; = wlzy geben, fiir die f(x;) #
f(z2) gilt. Die folgende Grafik veranschaulicht die Funktionsweise eines sufficient summary
plots:
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Abbildung 4.3: Schematische Illustration der Konstruktion von sufficient summary plots,
die Orthogonalprojektion der Punkte auf den Vektor w (links) und die
mehrdimensionale Darstellung mit zugehorigen Funktionswerten (rechts)

Die lineare Abbildung ww? ist ein Orthogonalprojektor auf den vom Vektor w aufgespann-

ten linearen Unterraum. Fiir zwei Vektoren z1, 2o € R™ mit wwtz; = wwTxy gilt

wwlz = ww s

= wlwwz = wlwwlzy

= ’wT.CCl = wT.TQ,
denn da w normiert ist gilt wTw = 1. Ist also die Orthogonalprojektion zweier Punkte auf
im(w) identisch, so stimmt auch die erste Koordinate der entsprechenden 2-Tupel aus S,,

iiberein. In Abbildung [£.3] ergibt sich S, als

Sy = {(Cl7f(xl))7 (01, f(332))7 (Cl,f($3))7 (62,f(904))7 (02, f(xs))}7

wobei ¢; = wlz; = wlay = wlas und ¢ = wlzy = wlas seien. Insgesamt ergibt sich

folgender sufficient summary plot:

fa)} fa)}

o N v 0 . > w
f(x2) .

° f(z1) ‘ .

Abbildung 4.4: Punkte aus S, zusammen mit der Funktion aus Abbildungm (links) sowie
der sufficient summary plot (rechts)
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4.1 Simulation des Krankheitsverlaufs nach einer Infektion mit dem HI-Virus

Wir kommen nun zuriick zu dem im letzten Abschnitt berechneten eindimensionalen ak-
tiven Unterraum w; der Funktion fi500 und betrachten den sufficient summary plot der
N = 1000 Wertepaare dieser Funktion beziiglich der Richtung ;.
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Abbildung 4.5: Sufficient summary plot von 1000 Samples der Funktion fi500 beziiglich der
Richtung

In der obigen Abbildung stellt der sufficient summary plot, wie in Bemerkung [4.2] geschil-
dert, keine Funktion dar, allerdings ist ein eindimensionaler Trend erkennbar. Die zu den
inaktiven Richtungen gehorenden Eigenwerte sind also klein aber nicht null. Trotzdem l&sst
sich der sufficient summary plot der Funktion fi509 durch eine eindimensionale Funktion
approximieren. In der rechten Grafik wurde ein quadratisches Polynom mittels Metho-
de der kleinsten Quadrate an die vorhandenen Datenpunkte angepasst. Das quadratische
Polynom g: Y — R mit
g(y) = —18y* — 96y + 452

beschreibt den Verlauf der Funktion fi500 entlang der aktiven Richtung w; recht gut. Der
Parameterraum ) C R der Funktion g wird hierbei so gewéahlt, dass y - w; € X fiir alle
y € Y gilt (siehe auch Abschnitt [5.1)).

Die folgende Abbildung zeigt den sufficient summary plot von f150¢ beziiglich einer zufil-
ligen Richtung w, € R?7. Im Vergleich zu der eindimensionalen Struktur in Abbildung
zeigt diese Grafik ein deutlich erhohtes Rauschen, die Funktionswerte sind in vertikaler
Richtung erheblich weiter gestreut. Der Vektor w, definiert somit keinen eindimensiona-
len aktiven Unterraum der das Verhalten der Funktion fi500 gut beschreibt. Insbesondere
ist die Richtung w, nicht dazu geeignet, zur Dimensionsreduktion des Parameterraums
beizutragen. Dieses Beispiel zeigt, dass sufficient summary plots eine Moglichkeit bieten,
einen eindimensionalen aktiven Unterraum hinsichtlich seiner Niitzlichkeit zur Dimensions-
reduktion zu bewerten. In Abschnitt [£:2:3| sehen wir ein Beispiel, in dem auch der sufficient
summary plot beziiglich einer mit Algorithmus [] berechneten Richtung ein relativ starkes

Rauschen aufweist.
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Abbildung 4.6: Sufficient summary plot von fi500 bezliglich der zufélligen Richtung w,

Der eindimensionale aktive Unterraum kann in obigem Beispiel mit Hilfe eines globalen li-
nearen Modells ebenfalls identifiziert werden. Dadurch beschrénkt sich der Rechenaufwand
auf die Bestimmung der Funktionswerte durch die Losung des Differentialgleichungssystems
sowie eine einzige lineare Ausgleichsrechnung. Die folgende Abbildung zeigt zum einen den
sufficient summary plot beziiglich der von Algorithmus [{4| produzierten Richtung @ und

zum anderen die einzelnen Eintrage von .
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Abbildung 4.7: Sufficient summary plot beziiglich des globalen linearen Modells w (links)
und die einzelnen Eintridge von w (rechts)

Auch der sufficient summary plot beziiglich der Richtung w zeigt eine eindimensionale
Struktur. Diese ist allerdings im Vergleich zu Abbildung [£.5] entlang der vertikalen Ach-
se durch den Ursprung gespiegelt. Wiirde zur Erstellung des sufficient summary plots in
Abbildung anstelle von w; der Vektor —w; genutzt, so ergidbe sich ein dhnliches Bild
wie in Abbildung Die Eigenwertzerlegung der Matrix C ist nur bis auf das Vorzeichen
der Eigenvektoren eindeutig bestimmt, sowohl w; als auch —w; sind normierte Eigen-
vektoren von C, die orthogonal zu den Vektoren s, ..., W, stehen. Daher definieren in
unserem Beispiel beide Richtungen, w; und —w1, denselben aktiven Unterraum. Die Ori-
entierung von Vektoren, die einen eindimensionalen aktiven Unterraum bestimmen, wird
in Abschnitt noch eine zentrale Rolle spielen.

Die Komponenten des Vektors w, die im rechten Teil von Abbildung[4.7) dargestellt sind,
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geben Auskunft iiber den Einfluss einzelner Parameter auf den Verlauf der Funktion fi500.
Je kleiner der Wert w; eines Parameters ¢ € {1,...,27} im Vektor w, desto weniger ver-
dndert sich der Funktionswert von fi500 in Richtung des Parameters ¢ im Vergleich zu den
orthogonalen Richtungen. Das heift fir z € X ist fis00(z + T€;) = fis00(x), wobei e; den
i-ten Einheitsvektor bezeichnet und 7 € R so gewahlt ist, dass z + 7e; € X gilt. Wie gut
diese Naherung ist, hdngt mafgeblich von dem zugehdrigen Eigenwert \; sowie der Grofse
von 7 ab, genauer gesagt von dem Produkt A; - 7. Anhand der Eintridge von w lassen sich
also gegebenenfalls Parameter identifizieren, die nur geringfiigig zum Funktionswert beitra-
gen und die eventuell bereits in der Konstruktion des zugrundeliegenden Modells auf einen
festen Wert gesetzt beziehungsweise aus dem Modell entfernt werden kénnen. In unserem
Beispiel konnten wir annehmen, dass sich die Parameter mit den Indizes 7,13,16,17,18 und
21 problemlos entfernen lassen, da diese nur sehr kleine Werte im Vektor @ aufweisen (siehe
Abbildung 4.7)). Dies ist allerdings nicht ohne Weiteres moglich, denn das Modell zur Si-
mulation der T-Helferzellen-Population beruht auf allen 27 Parametern und versucht, den
gesamten Krankheitsverlauf widerzuspiegeln. Zu einem anderen als dem hier betrachteten
Zeitpunkt ¢ = 1500, beispielsweise einige Tage nach der Infektion oder in der akuten Pha-
se der AIDS-Erkrankung, kénnten die genannten Parameter durchaus einen Einfluss auf
die Zahl der T-Helferzellen haben. Das reduzierte Modell wiirde daher nicht mehr sédmtli-
che Phasen des Krankheitsverlaufs hinreichend genau beschreiben. Loudon und Pankavich
(ILP17], Abschnitt 3.4) konstruieren aus diesem Grund reduzierte Modelle fiir die einzelnen

Phasen der Erkrankung, die unabhéngig von den anderen Phasen sind.

Bemerkung 4.3. In [LP17| tritt zum Zeitpunkt ¢ = 2000 ein zweidimensionaler aktiver
Unterraum auf. In der hier gewéhlten Implementierung ist dies nicht der Fall. Ein Grund
fiir diesen Unterschied konnte die OCTAVE-Funktion ode45 zum Losen des Differential-
gleichungssystems darstellen, welche Loudon und Pankavich nicht verwenden. Auch der
zweidimensionale aktive Unterraum kann mittels eines sufficient summary plots analysiert
werden. Hierzu wird Definition [£.1] auf zwei Richtungen erweitert, die auf diese Weise ent-
stehende Grafik ist somit dreidimensional. Jeder Punkt x; wird sowohl auf die erste als
auch auf die zweite aktive Richtung projiziert, x; werden also zwei Koordinaten zugeord-
net. Die dritte Koordinate ist wieder durch den Wert f;(x;) gegeben. Ein Beispiel fiir einen
zweidimensionalen sufficient summary plot betrachten wir in Abbildung N

4.1.4 Globale Approximation der T-Helferzellen-Population

Bei der Losung des Differentialgleichungssystems bis zum Zeitpunkt ¢ = 1500 wurde fiir
gegebenes x € X nicht nur fi500(z) approximiert, sondern auch f;(x) fir ¢ € {1,...,1500}.
Zu jedem dieser Zeitpunkte kénnen wir also einen aktiven Unterraum berechnen und den
sufficient summary plot beispielsweise durch ein Polynom fiinften Grades annédhern. Durch
dieses Vorgehen erhalten wir eine ganze Reihe von aktiven Unterrdumen und Approxima-
tionen der T-Helferzellen-Population zu unterschiedlichen Zeitpunkten. Diese lassen sich
anschlieffend zu einer globalen Approximation der T-Helferzellen-Zahl iber den gesamten
Zeitraum kombinieren. In Abschnitt 3.3 in [LP17] wird das genaue Vorgehen erlautert. Wir

wollen an dieser Stelle nur den Ansatz und die numerischen Resultate betrachten.
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Es sei [0, Tepg] mit Teng € N das betrachtete Zeitintervall und
O=to<ti < - <tg_1<tg =Tona (4.1)

eine Partition dieses Intervalls in K € N Teilintervalle, sodass t; € Ng fiir alle i =0,..., K
gilt. Zudem sei T;(y) die Approximation des sufficient summary plots zum Zeitpunkt ¢;
und w; bezeichne den eindimensionalen aktiven Unterraum von f;, ermittelt durch Algo-
rithmus . Hierbei wird fiir jedes Sample z; € X, j = 1,..., N, der Wert f, (x;) fiir alle
i = 0,..., K durch die approximative Losung des Differentialgleichungssystems bis zum

Zeitpunkt Tupq berechnet. Fiir ¢ € [0, Teng] und x € X approximieren wir 7'(¢, z) durch

K
T(t,2) ~ 3T (w(t)T2) 4u(2), (4.2)
1=0

K
wobei w(t) = Y w;p;(t) gesetzt wird. Die Hiitchen-Basis {¢;}X, auf dem durch ||
=0

1=
gegebenen Gitter ist definiert als

t—t;_
tifti,ll’ ti-1 <t <t
tiy1—t

¢l(t) = ti_:rll_tia tz <t S ti—i—l

0, t¢ltimi,tial

Eine explizite Betrachtung der Hiitchen ¢y und ¢x an den beiden Grenzen des Intervalls
wurde hier der Einfachheit halber ausgelassen.

Die Zahl der T-Helferzellen zum Zeitpunkt ¢ € [0, Tenq] wird in Formel durch lineare
Interpolation der approximierten Werte zu den Zeitpunkten ¢; und ¢;51 angendhert, wobei
1€{0,..., K — 1} so gewahlt ist, dass t; <t < t;41 gilt. Zudem wird zur Berechnung der
aktiven Variablen y(t) = w(t)Tz eine lineare Interpolation der beiden aktiven Richtungen
wy und wyyq genutzt.

In der folgenden Abbildung ist sowohl die Simulation durch Lésung des Differentialglei-
chungssystems als auch die globale Approximation durch dargestellt. Hierbei wurde
Tenqa = 2000, K = 2000 und t; =i fiir ¢ = 0,..., K gewéhlt. Die Funktionen T;(y) wur-
den jeweils als Polynome vom Grad 5 gewéhlt und mit Hilfe der Methode der kleinsten
Quadrate an den sufficient summary plot beziliglich w; zum Zeitpunkt ¢; angepasst. Der

Parameter x € X wurde uniform zufillig ausgewéhlt.
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Abbildung 4.8: Globale Approximation der T-Helferzellen-Population auf dem Intervall
[0,2000] sowie die Simulation aus OCTAVE

4.1.5 Kombinierter aktiver Unterraum fiir mehrere Zeitpunkte

Wir haben uns bis dato ausschliefslich darauf fokussiert, aktive Unterrdume der Funktion
ft zu einem festen Zeitpunkt ¢ zu bestimmen. In diesem Abschnitt wollen wir mehrere Zeit-
punkte simultan betrachten. Das Ziel ist es, einen eindimensionalen aktiven Unterraum zu
ermitteln, der das Verhalten mehrerer Funktionen f,..., f;, mit p € N zu unterschiedli-
chen Zeitpunkten t1,...,t, € N moglichst gut beschreibt. Wir beschranken uns hier auf den
Fall eines eindimensionalen aktiven Unterraums, da sich die T-Helferzellen-Population zu
samtlichen Zeitpunkten recht gut durch eine eindimensionale Funktion beschreiben lésst.
Damit konnen wir Satz verwenden, um eine kombinierte Richtung zu bestimmen.

Wie im vorangegangenen Abschnitt seien wi, ..., w, die eindimensionalen aktiven Un-
terrdume zu den Funktionen f,..., f;,. Wir nehmen an, dass ; € {1,...,2000} fiir al-
let =1,...,p gilt. Fiir diese Zeitpunkte liegen uns jeweils die Funktionswerte zu 1000
Samples vor. Die aktiven Richtungen zu den Zeitpunkten ¢4, ...,¢, werden allesamt gleich
gewichtet, wir setzen also oy = --- = a; = 1.

Der kombinierte aktive Unterraum v* wird, wie in Satz beschrieben, als

p
> W
U* — =1

p
> W
=1

gewdhlt. Um zu einem sinnvollen Ergebnis zu kommen, das heift die sufficient summary
plots zu den Zeitpunkten t1,...,t, beziiglich v* weichen nicht zu sehr von den sufficient

summary plots beziiglich w1, ..., w, ab, ist die Orientierung von wy, ..., w, von entschei-
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dender Bedeutung. Ist beispielsweise p = 2 und w; = —wo, so gilt w; + ws = 0. Die
Aussage von Satz ist somit nicht anwendbar. Tatsdchlich kann v* in diesem Fall als
beliebiger Einheitsvektor gewahlt werden, um die Summe der Abstandsquadrate zu mini-
mieren (Satz des Thales). Allerdings definieren w; und wy denselben aktiven Unterraum,
v* sollte also ebenfalls diesen aktiven Unterraum erzeugen. Wird w; = wq gewahlt, so
verdndert sich der aktive Unterraum nicht, es gilt jedoch v* = w; = wo nach Satz
Die Vektoren wq, ..., w, sollten somit nicht in entgegengesetzte Richtungen zeigen, damit
v* wohldefiniert ist und eine sinnvolle Naherung an die einzelnen sufficient summary plots
liefert.

Die folgende Abbildung zeigt die sufficient summary plots beziiglich v*, wobei p = 4 und
t; = 1500+ 100 (¢ — 1) fiir ¢ = 1,..., p gesetzt wurde. Die Richtungen wy, ..., w, wurden

mit Hilfe eines globalen linearen Modells berechnet.
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Abbildung 4.9: Sufficient summary plots von fi500 (oben links), figoo (oben rechts), fi7oo
(unten links) und figoo (unten rechts) beziiglich des kombinierten aktiven

Unterraums v*

Die obigen Grafiken (vergleiche Abbildung[4.9) lassen allesamt eine eindimensionale Struk-
tur erkennen. Insbesondere der sufficient summary plot der Funktion fi50¢ ist relativ ahn-
lich zu dem Plot in Abbildung [£.7] allerdings ist insgesamt eine grofere Variabilitit in den
Funktionswerte ersichtlich. Die eindimensionale Struktur von fi500 ist in Abbildung [.7]
deutlicher erkennbar, denn die kombinierte aktive Richtung v* definiert eine etwas andere
Rotation als w aus Abschnitt Dennoch zeigt die obige Abbildung auch, dass die Rich-
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tung v* die Richtungen wy, . .., w4 hinreichend gut approximiert, um den Einfluss einzelner

Parameter zu mehreren Zeitpunkten anhand der Komponenten von v* zu beurteilen.

4.2 Optimierung der Profilgeometrie von Flugzeugtragflachen

In der Aerodynamik und besonders bei der Konstruktion moderner Flugzeuge ist es un-
erldsslich, die Geometrie der Tragflichen mit Bedacht zu wahlen. Im Bereich der soge-
nannten shape optimization wird unter anderem versucht, Auftriebs- und Reibungswerte
der Fliigel in einem gewissen Sinne zu optimieren (vergleiche beispielsweise [LPACI14]). Zu
diesem Zweck haben Lukaczyk et al. [LPAC14] sowie Grey und Constantine [GCI17| jeweils
aktive Unterrdume eingesetzt. Die genannten aerodynamischen Beiwerte sind dimensions-
lose Gréfsen, mit deren Hilfe sich die aerodynamischen Eigenschaften der unterschiedlichen
Profile vergleichen lassen (siehe [Hul07], insbesondere Abschnitt 3.3). Wir beschrénken uns
hier auf zweidimensionale Stromungssimulationen. Lukaczyk betrachtet in [Lukl5] neben
zweidimensionalen auch dreidimensionale Modelle. In diesem Abschnitt werden wir zu-
néchst den Querschnitt von Flugzeugtragflichen modellieren und anschliefend Auftriebs-
und Reibungskoeffizienten in Abhéngigkeit von der gewédhlten Geometrie berechnen. Ak-
tive Unterriume werden uns daraufhin helfen, eine niedrigdimensionale Struktur in den
betrachteten Funktionen zu identifizieren. Zum Abschluss von Abschnitt [4.2.3] wird diese
Struktur genutzt, um eine in gewissem Sinne optimale Fliigelgeometrie zu ermitteln, wobei

allerdings auf keine der in Kapitel [5| beschriebenen Methoden zuriickgegriffen wird.

4.2.1 Modellierung des Fliigelquerschnitts

Wir betrachten in den folgenden Abschnitten zwei Funktionen f;: X — Rund f;: X — R,
die Auftrieb (lift) beziehungsweise Reibung (drag) einer vorgegebenen Fliigelgeometrie
x € X quantifizieren. Die Werte der beiden Funktionen spielen eine entscheidende Rolle fiir
das aerodynamische Verhalten der Fliigel [Hul07]. Um einzelne Funktionswerte von f; oder
fa zu berechnen, sind aufwindige Simulationen notwendig. Diese werden in Abschnitt
ndher erlautert. Zunichst wollen wir in diesem Abschnitt kldren, wie die Geometrie des
Fliigelquerschnitts erzeugt und parametrisiert wird. Zu diesem Zweck werden wir die Wahl
des Parameterraums X spezifizieren. Die Definition des Parameterraums X héngt eng mit

der Parametrisierung der Kurven zusammen, die den Querschnitt des Fliigels beschreiben.

Grundlage des Fliigelquerschnitts in diesem Modell ist ein NACAO0015-Profil. Die Geome-
trie der Profile der vierstelligen NACA-Serie wird durch vier Ziffern bestimmt, wobei die
ersten beiden Ziffern die Profilwélbung sowie die Woélbungsriicklage charakterisieren und
die letzten beiden Ziffern die maximale Profildicke angeben (fiir weitere Informationen sie-
he [JWP33| sowie [Morl3]). Im Fall symmetrischer NACA-Profile kann folgende Formel
genutzt werden, die fiir z € [0, 1] die halbe Profildicke y-(z) angibt, wobei 7 € [0,1] die

maximale Dicke des Profils im Verhaltnis zur Lange der Profilsehne darstellt:

y,(z) = 57(0.2969y/7 — 0.1262 — 0.351627 + 0.28432° — 0.10362%). (4.3)

43



4 Berechnung aktiver Unterrdume in praktischen Anwendungen

Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Lénge der Profilsehne auf einen Meter normiert ist. In
diesem Fall gibt 7 die maximale Profildicke in Metern an. Die Formel stammt aus [JWP33],
wurde allerdings insofern angepasst, dass am rechten Ende des Fliigelquerschnitts obere
und untere Kurve zusammentreffen, das heifst, dass y-(1) = 0 fiir alle 7 € [0, 1] gilt. Wir
betrachten im Folgenden ein NACAQ015-Profil. Die ersten beiden Ziffern sind null, damit
ist das Profil symmetrisch. Die maximale Profildicke ist gegeben als 15% in Bezug auf die
Léange der Profilsehne. Die Profilsehne wird, wie oben gefordert, auf einen Meter normiert,
daher gilt 7 = 0.15. Die nachfolgende Abbildung zeigt das NACAO0015-Profil entsprechend

der Formel (4.3).
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Abbildung 4.10: NACAO0015-Profil

o
]
—_
<
(\]
]
w

Das grundlegende NACAO0015-Profil wird nun durch eine Bézierkurve verformt. Die Kur-
ve wird sowohl zur oberen als auch zur unteren Hélfte des Profils hinzugefiigt, das ver-
formte Profil bleibt somit symmetrisch. Zunéchst werden wir Bézierkurven definieren und
Eigenschaften dieser Kurven betrachten, anschliefend wird die genaue Konstruktion des

deformierten Profils erlautert und damit der Parameterraum X eingefiihrt.

Definition 4.2 (Bézierkurve). Die Bézierkurve o: [0,1] — R? vom Grad m € N zu den
Kontrollpunkten po, p1, ..., pm € R? ist fir t € [0,1] definiert als

m

o(t) == ZBz’,m(t) " Dis

i=0
wobei

m

Bim(t) = < )ti(l _ gym=i

das i-te Bernsteinpolynom vom Grad m bezeichnet.

7

In folgendem Lemma sind einige Eigenschaften von Bézierkurven zusammengetragen.

Die Beweise der einzelnen Aussagen sowie weitere Bemerkungen finden sich beispielsweise
in [Farl4] oder [Mar(6].

Lemma 4.1. Es sei p: [0,1] — R? eine Bézierkurve vom Grad m € N mit den Kontroll-
punkten po, ..., pm € R%. Zudem sei B, (t) firt € [0,1] das i-te Bernsteinpolynom vom
Grad m. Dann gilt:

a) Die Bézierkurve ¢ lisst sich rekursiv berechnen durch ¢(t) = b{'(t), wobei fir alle
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1=0,....mund k=1,...,m gelte

b?(t) = D
bE(t) = tebf (1 —t) bl

7

b) Eine Bézierkurve liegt stets in der konvexen Hiille ihrer Kontrollpunkte.

c) Bézierkurven geniigen der affinen Invarianz, das heifst, fir jede affine Transformation
A: R4 — R und fiir alle t € [0,1] gilt

Ap(t)) = A (Z Bim/(t) 'Pz’) = Bim(t) - A(p:).
i=0 =0

d) Es gilt (0) = po und ©(1) = pm,.

Bemerkung 4.4. Die Rekursionsformel aus Lemma kann genutzt werden, um auf
numerisch stabile Weise fiir ¢ € [0, 1] den Funktionswert ¢(t) zu berechnen. Dieses rekursive
Vorgehen ist als Algorithmus von de Casteljau bekannt (siche [Mar(06], Abschnitt 6.8).

Die konvexe Hiille der Kontrollpunkte wird auch als Kontrollpolygon bezeichnet. N

Insgesamt bestimmen elf Kontrollpunkte py, ..., p10 € R? den Verlauf der Bézierkurve
¢: [0,1] — R2, die den Querschnitt der Tragflichen, gegeben durch das NACA0015-Profil
aus Abbildung .10} deformiert. Anfangs- und Endpunkte werden auf die Werte

0 1
und =
()] P1o [ 0]

festgesetzt, damit obere und untere Hélfte des Fliigelquerschnitts weiterhin verbunden
sind. Punkt @ in Lemma sichert, dass die Bézierkurve tatséchlich durch ihren Anfangs-

und Endpunkt verlduft. Die erste Koordinate der Kontrollpunkte wird als dquidistant auf

Po =

[0, 1] vorgegeben. Die zweite Koordinate der Kontrollpunkte pi, ..., pg stellt jeweils einen
Parameter dar. Der Parameterraum X C RY wird als Quader gewihlt, genauer gesagt ist
x € X genau dann, wenn 0 < z1,z9 < 0.03 und 0 < x; < 0.07 fiir allez = 2, ..., 8 gilt. Eine
mogliche Bézierkurve ¢ zeigt Abbildung .11} anschliefend ist in Abbildung[4.12|das durch
¢ deformierte Profil dargestellt, wobei dieser Fliigelquerschnitt bereits um einen Winkel
von 0.1396 rad ~ 8° gedreht wurde. Der Angriffswinkel bei der Berechnung von Reibungs-
und Auftriebskoeffizienten betrigt somit 8°.

0.05 | . ¢ 8
/—0\0\ - ®
0 o . N ° —

Abbildung 4.11: Beispielhafte Bézierkurve (rot) zur Deformation des NACAO0015-Profils
mit den zugehérigen Kontrollpunkten (schwarze Punkte) und dem da-
durch definierten Kontrollpolygon (griin)
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Abbildung 4.12: Rotiertes NACA0015-Profil (blau) sowie das durch die Kurve aus Abbil-
dung deformierte Profil (rot)

Das verformte Fliigelprofil entsteht also, indem die Kurve ¢ aus Abbildung zur oberen
Profilhélfte, gegeben durch y, 5 aus , addiert wird, beziehungsweise von —y, ;5(z)
subtrahiert wird, um die untere Profilhélfte zu erhalten. Wie in Abbildung[.11] zu erkennen
ist, verlauft die Bézierkurve innerhalb ihres Kontrollpolygons (siche Lemma Eﬂ) Dies
stellt sicher, dass die Deformation durch ¢ zu einem zuléssigen Fliigelquerschnitt fiihrt und
die Deformation nicht zu stark ist. Eine negative Deformation ist in dem hier gewéhlten
Modell nicht moglich. Die Dicke des Profils wird niemals verringert. Punkt in Lemma
kann genutzt werden, um zunéchst die Kontrollpunkte zu rotieren und anschliefsend die
entsprechende Kurve zu berechnen. Tatséchlich wird hier jedoch die deformierte Kurve
rotiert, denn die mittels bestimmte Funktion y, muss ebenfalls rotiert werden. Der
néchste Abschnitt zeigt, wie sich die Strémung um den deformierten Fliigel sowie Auftriebs-

und Reibungskoeffizienten berechnen lassen.

Bemerkung 4.5. Die Modellierung des Fliigelquerschnitts und damit die Definition des Pa-
rameterraums X hat grofsen Einfluss auf eventuell vorhandene aktive Unterrdume. Es ist
durchaus moglich, dass die Funktionen f; und f; in einem bestimmten Modell keinen ak-
tiven Unterraum besitzen, der sich klar von den inaktiven Richtungen separieren lésst.
Tatsdchlich werden in [LPACI4] und |[Lukl15| &hnliche Kurven zur Beschreibung der Geo-
metrie genutzt. Die exakte Modellierung ist allerdings ein wenig anders. Die hier gew&hl-
te Konstruktion liefse sich eventuell verbessern, indem die Kurve zur Deformation des
NACAO0015-Profils weiter unterteilt wird. Bei Bézierkurven besteht allgemein das Pro-
blem, dass sich die Position eines einzelnen Kontrollpunktes global auf den Verlauf der
erzeugten Kurve auswirkt und entsprechend auch auf die Stromungssimulation um den
modellierten Fliigel. N

4.2.2 Simulation der Stromung um den Fliigel

Zur Berechnung von Auftriebs- und Reibungskoeffizienten wurde die Software OPENFO-
AM® [HIEF12] eingesetzt H Ein OcCTAVE-Skript erstellt aus 1000 Punkten auf den Bé-

zierkurven sowie 1000 Punkten des Ausgangsprofils ein Skript, welches durch Aufrufen des

'Das OPENFOAM®-Tutorial zur Berechnung von Krifte-Koeffizienten (https://www.hpc.ntnu.no/
display/hpc/OpenFOAM+-+Airfoil+Calculations, aufgerufen am 28.06.2018) wurde mit Unterstiit-
zung von Christian Gscheidle an die hier bendtigten Gegebenheiten angepasst.
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OPENFOAM®-Befehls snappyHexMesh das schlussendliche Gitter erzeugt. Ein solches Git-
ter ist in Abbildung[4.13(links) dargestellt. Anschliefend wird mit dem Befehl simpleFoam
die Stréomungssimulation durchgefiihrt. Die Ermittlung der Auftriebs- und Reibungskoef-
fizienten kann fiir ein x € X aus C++ heraus automatisch gestartet werden. Mehrere Shell-
Skripts iibernehmen den Aufruf der einzelnen Funktionen und weitere Datei-Operationen,
um den OPENFOAM®-Case vor der Simulation zuriickzusetzen. Die Koeffizienten werden
mittels C++ aus einer durch OPENFOAM® erstellten Datei ausgelesen und zusammen mit
den gewéhlten Parametern, die zu diesen Koeffizienten gefiihrt haben, gespeichert. Eine
einzelne Simulation dauert auf einem Kern eines Intel® Core i5-2430M Prozessors mit
2,4 GHz Grundtakt ungefdhr 100 Sekunden. Nachfolgend ist neben dem Gitter auch die
Druckverteilung um den Fliigel aus Abbildung [£.12] dargestellt.
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Abbildung 4.13: Gitter um den Fliigel aus Abbildung (links) und die Druckverteilung

um diesen Fliigelquerschnitt (rechts), Abbildung erstellt mit OPENFO-
AM®

4.2.3 Aktive Unterraume in Auftriebs- und Reibungskoeffizienten

Unser Ziel ist es nun, eine niedrigdimensionale Struktur in den Funktionen f; und fy, die
Auftriebs- und Reibungskoeffizienten der gewidhlten Profile angeben, zu identifizieren. Es
liegen keinerlei Informationen iiber die Gradienten der beiden Funktionen vor und eine Ap-
proximation mittels finiter Differenzen ist auf Grund des hohen Aufwands zur Berechnung
von Funktionswerten nicht moglich. Daher greifen wir hier wieder auf lokale sowie globale
Modelle fiir den Gradienten zuriick. Die Wahrscheinlichkeitsdichte p sei eine Gleichvertei-
lung auf X. Zunéchst wurde die Dimension der aktiven Unterrdume zu beiden Funktionen
mit Hilfe lokaler linearer Modelle bestimmt. Insgesamt standen zu diesem Zweck die Funk-
tionswerte beider Funktionen zu N = 300 Samples zur Verfiigung. Bei der Konstruktion der
lokalen Modelle wurde M = 100 und p = 40 gesetzt. Wir bezeichnen mit ¢ beziehungswei-
se Cy die mit Algorithmus [3| berechneten Matrizen zu den Funktionen f; beziehungsweise
f4. Die eindimensionalen aktiven Unterrdume 1; € R? sowie wy € R? wurden mittels eines
globalen Modells, wie in Algorithmus [4] beschrieben, berechnet. Die folgenden Abbildun-
gen zeigen die Eigenwerte von C; und Cy sowie die sufficient summary plots beziiglich der

Richtungen w; und wg,.
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Abbildung 4.14: Eigenwerte von C (links) und der sufficient summary plot der Auftriebsko-
effizienten beziiglich des eindimensionalen aktiven Unterraums w; (rechts)
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Abbildung 4.15: Eigenwerte von Cy (links) und der sufficient summary plot der Rei-
bungskoeffizienten beziiglich des eindimensionalen aktiven Unterraums wq
(rechts)

Die Eigenwerte legen in beiden Féllen, das heifit sowohl fiir die Auftriebsbeiwerte f; als
auch fiir die Reibungskoeffizienten f;, einen eindimensionalen aktiven Unterraum nahe. Die
sufficient summary plots bestéatigen diese Annahme, allerdings ist die Verbreitung der Funk-
tionswerte um die eindimensionale Struktur in den Reibungskoeffizienten (Abbildung
relativ stark. Mogliche Griinde hierfiir konnten Ungenauigkeiten in den berechneten Rei-
bungsbeiwerten sein, allerdings ist auch denkbar, dass die Variabilitat der Funktionswerte
entlang der inaktiven Richtungen der Funktion f; starkere Auswirkungen hat, als beispiels-
weise bei den Auftriebsbeiwerten in Abbildung [£.14]

Wir betrachten nun die obigen Abbildungen im Hinblick auf eine optimale Fliigelform.
Ein Fliigelprofil ist in diesem Zusammenhang optimal, wenn es den Auftriebskoeffizien-
ten maximiert und gleichzeitig den Reibungskoeffizienten minimiert. Im Allgemeinen stellt
diese Formulierung kein wohldefiniertes Optimierungsproblem dar, denn ein Profil mit ho-
hem Auftriebskoeffizienten kénnte einen hohen Reibungskoeffizienten aufweisen und anders
herum, das heift, die Optimierung der Funktionen f; und fy fithrt zu unterschiedlichen Flii-

gelgeometrien. In unserem speziellen Modell ist dies nicht der Fall. Der nicht deformierte
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Fliigel, also das urspriingliche NACAO0015-Profil, minimiert den Reibungsbeiwert und ma-
ximiert den Auftriebskoeffizienten unter den betrachteten Fliigelgeometrien. Der Verlauf
der sufficient summary plots legt allerdings nahe, dass eine negative Deformation, wie in
Abschnitt [£.:2.1] bereits angedeutet, Auftriebs- und Reibungskoeffizienten weiter optimiert.
Eine solche verdnderte Modellierung konnte jedoch das soeben beschriebenen Problem,
dass das Optimierungsproblem nicht wohldefiniert ist, hervorrufen.

Die identifizierten Strukturen in den Auftriebs- und Reibungskoeffizienten erméglichen
eine Reduktion des Parameterraums; die genaue Verwendung aktiver Unterrdume in Pa-

rameterstudien ist Thema des néchsten Kapitels.
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Kapitel

Anwendung auf Optimierungsprobleme

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, wie sich aktive Unterrdume in Anwendungen berech-
nen lassen. Allerdings wurde noch nicht erlautert, wie aktive Richtungen eingesetzt werden
kénnen, um eine Dimensionsreduktion in Parameterstudien durchzufiihren. Die meisten
Verfahren fiir Parameterstudien wie Inversion, Optimierung, Integration oder Regression
benotigen eine Vielzahl an Funktionsauswertungen, wenn die Dimension m des Parameter-
raums X grofs ist. Besonders problematisch wird dieser Umstand, wenn die Berechnung von
einzelnen Funktionswerten bereits dufterst aufwandig ist. Wir mochten daher aktive Unter-
rdume nutzen, um ansonsten unmogliche Parameterstudien durchfithren zu kénnen. Das
folgende Kapitel diskutiert zunéchst grundlegende Ansétze zur Verwendung aktiver Unter-
rdume in Parameterstudien und legt anschliefend einen Fokus auf Optimierungsprobleme.
Im Laufe des Kapitels werden wir auf zahlreiche Probleme stofien, die bei der Nutzung ak-
tiver Unterrdume auftreten kdnnen und werden erste Losungsanséitze kennenlernen. Viele
der noch offenen Fragen sind Thema der aktuellen Forschung, in der unter Anderem nach
fundierten theoretischen Aussagen gesucht wird, die das gute Verhalten aktiver Unterrdume
in praktischen Anwendungen mathematisch stiitzen. Fiir die Konstruktion sogenannter re-
sponse surfaces, das heifst mit Hilfe einer gegebenen Menge von Wertepaaren {(z;, f(x;))}
wird der Wert f(z) fir ¢ {z;} approximiert, liegen einige solcher Aussagen vor (siehe
[Conlid]). Regression und Interpolation fallen genau in diese Kategorie. Die anderen oben

genannten Parameterstudien sind diesbeziiglich weniger umfassend untersucht.

5.1 Aktive Unterraume in Parameterstudien

Zunéachst wollen wir noch einmal zusammenfassen, was uns zu diesem Zeitpunkt gegeben
ist. Ausgehend von einer Funktion f: X — R mit & C R haben wir aktive Richtungen
bestimmt, entlang derer sich f stirker verdndert als entlang der orthogonalen Richtungen.
Die Matrix C' sowie die aktiven Richtungen wurden entweder mittels Algorithmus [2] falls
Gradienten vorhanden sind, oder mit Algorithmus|[3|bezichungsweise Algorithmus [ und ei-
nem linearen Modell fiir den Gradienten bestimmt. Im Folgenden gehen wir davon aus, dass
die Spalten von W; € R™*" die aktiven Richtungen und die Spalten von Wy € R™*(m—n)
die inaktiven Richtungen darstellen, die Matrix W = [Wl W2:| ist die Eigenvektormatrix
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von C'. Die zugehorigen Eigenwerte der Matrix C' seien \; > -+ > X, > 0.
In Abschnitt 2:2.2] haben wir gesehen, dass wir jedes z € X als

z =Wy + Waz (5.1)

schreiben kénnen mit y = Wiz € R” und z = Witz € R™ ™. Damit gilt insbesondere
fx) = f(Wiy + Waz).

Bemerkung 5.1. Unabhéngig von der betrachteten Parameterstudie konnen die Wertepaa-
re, die zur Bestimmung der aktiven Unterrdume berechnet wurden, fir sdmtliche Para-
meterstudien genutzt werden. Dies verringert nach Moglichkeit die Zahl der zusétzlich
durchzufithrenden Simulationen. N

Ein naheliegender Ansatz wére es, die Funktion f durch eine Funktion g: J — R zu ap-
proximieren, die auf einer Menge ) C R" definiert ist. Die Dimension des Parameterraums
der betrachteten Funktion ware somit von m auf n reduziert worden, ganz unabhéngig von
der durchzufiihrenden Parameterstudie. Damit wiirde sich auch der Aufwand zur Durch-
flihrung der einzelnen Parameterstudien reduzieren. Die Konstruktion der Funktion g sollte
naheliegender Weise insbesondere die aktiven Richtungen von f beachten, entlang dieser
verandert sich die Funktion f im Schnitt am starksten.

Ein erster Ansatz zur Definition der Funktion g wére, die inaktiven Richtungen komplett
zu ignorieren. Wir kénnten also z = 0 fordern und jedes z € X auf seine aktiven Variablen
y € R™ beschrianken. Die Verdnderungen von f in der inaktiven Richtung, definiert durch
Wy, wiirden sich somit nicht in g wiederfinden. Fiir einige Parameterstudien mag dieser
Ansatz zu beschrinkend sein, die Ergebnisse kénnten sich je nach Verhalten von f entlang
der inaktiven Richtungen als &ufierst unbefriedigend herausstellen. Trotzdem mé&chten wir
auf diesen Ansatz an dieser Stelle etwas genauer eingehen, hier zeigt sich namlich bereits

ein erstes Problem, das sich auch in anderen Konstruktionen wiederfindet. Es sei also g als

g(y) == f(W1y)

gegeben. Da z = 0 ist, erhalten wir aus (5.1) die Darstellung x = Wiy, also entsprechend
Yy = WlT x aufgrund der Spalten-Orthogonalitéit von W;. Wir approximieren nun f(x) durch

fl@) = gly) = gWi'w) = fWiWla). (5:2)

Hier tritt wieder der Orthogonalprojektor Wi Wi auf den aktiven Unterraum, definiert
durch Wy, auf (sieche Bemerkung . Problematisch wird dieser Ansatz vor allem dann,
wenn im(W;) € X gilt, das heifit wenn die Orthogonalprojektion WiWlz von x € X auf
im(W7) nicht unbedingt selbst in X liegt. In diesem Fall wiire f(W; W' x) nicht bekannt und
daher auch g(y) = g(W{ x) nicht wohldefiniert. Folgende Abbildung veranschaulicht dieses
Problem anhand der Funktion f(x1,z2) = cos(2z1 + 5x2), die bereits in Abschnitt
betrachtet wurde. Der Definitionsbereich von f ist X = [~1,1]? und der eindimensiona-

le aktive Unterraum von f berechnet sich als w; = \/#2—9 [2 5]T. Des Weiteren ist der
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5.1 Aktive Unterrdume in Parameterstudien

Orthogonalprojektor auf das Bild von w; durch

- 1[4 10
wwW|; = —
1709 110 25

gegeben. Fiir den Punkt = [0.9 0.9]" ergibt sich als Projektion der Punkt

114 10109 63/145
wwi T = — = / ¢ X
29 110 25| (0.9 63/58

Abbildung 5.1: Beispielhafte Darstellung des Problems, dass die Orthogonalprojektion ei-
nes Punktes x € & selbst nicht in A" liegt

Der Parameterbereich Y von g sollte also so gewéhlt sein, dass Wiy € X fiir alle y € Y
gilt. Damit ergibt sich ) C R" als

YV:={yeR": Wiy e X}. (5.3)

Die Parameterstudien wiirden nun auf der Funktion g und damit auf dem Parameterraum
Y mit Dimension n durchgefithrt. Um tatséchlich den Funktionswert g(y) fiir ein y € )
berechnen zu kénnen, muss y zunédchst in den Parameterraum X von f abgebildet werden.
Hierzu wird wie oben beschrieben die Abbildung y — Wiy verwendet. Zusammenfassend

ergibt sich g als

g: Y —R mit Y = {y e R" : Wy € X'},

(5.4)
9(y) = f(Wy).

Die Funktion g kann fiir Parameterstudien genutzt werden, allerdings lasst sie keine Ap-
proximation von f auf ganz X zu. Wenn wir f(x) ~ g(Wlz) wie in setzen, so ist dies
nicht zwangslaufig fiir alle x € X wohldefiniert. Zudem kénnen wir nicht annehmen, dass
Apt1 = -+ = Ay, = 0 gilt. Ist dies der Fall, so gilt f(z + Waz) = f(x) fiir alle z € X und
z € R™™ "™ mit x+ Wsz € X. Im Allgemeinen sind die Eigenwerte zum inaktiven Unterraum
allerdings nicht exakt null, die Funktion f ist dementsprechend also auch nicht konstant
entlang der inaktiven Richtungen. Daher ist es fiir die betrachtete Parameterstudie meist

ungiinstig, z = 0 festzusetzen. Das Verhalten von f entlang der inaktiven Richtungen sollte
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5 Anwendung auf Optimierungsprobleme

auf geeignete Weise in die Konstruktion der Funktion g eingehen. Eine sinnvolle Definition
von g hingt stark von der Parameterstudie ab, die durchgefiihrt werden soll.

Wir betrachten noch einmal obiges Beispiel, also die Funktion f: [~1,1]> — R mit
f(z1,22) = cos(2x1 + bx2)5. Der Parameterraum ) ist entsprechend der Formel

gegeben durch Y = {y € R : wyy € X'}. Dem Punkt y = wiz mit x = [0.9 O.Q}T ist also
kein Wert ¢(y) zugeordnet. Es wére allerdings naheliegend, den Wert g(y) beispielsweise
durch f(x) zu approximieren, denn es gilt immerhin wyy = wiw]z und es wurde z = 0
gesetzt (vergleiche auch Abbﬂdung. Es ist also durchaus moglich, dem Punkt y = wle
einen sinnvollen Wert zuzuweisen. Die Voraussetzung, dass Wiy € X fiir alle y € ) gelten
soll, ist daher eine zu starke Einschrankung. Tatséchlich geniigt es, wenn wir fordern, dass
zu jedem y € Y ein € X mit der Eigenschaft y = Wiz existiert. Daher werden wir den

Parameterraum ) der Funktion g definieren als
V:={yeR":y =Wz fiir ein z € X}. (5.5)

Die Definition von g aus lasst sich nun allerdings nicht auf den modifizierten Pa-
rameterraum iibertragen. Daher werden wir alternative Konstruktionen der Funktion g
kennenlernen.

Im restlichen Teil dieses Abschnitts werden wir einen Ansatz betrachteten, der sich fiir
Studien wie Integration, statistische Inversion oder die Erstellung von response surfaces
eignet. Mit der Optimierung wird sich der anschliefende Abschnitt befassen.

Constantine [Conl5| schlidgt vor, die Funktion g zu konstruieren, indem die Werte von
g entlang der inaktiven Richtungen gemittelt werden. Die Funktion g: ) — R ist fiir ein
y € Y definiert als das Integral {iber alle z € X mit y = Wir x. Hierbei wird die Definition
von ) aus genutzt, diese wird auch in den folgenden Abschnitten den Parameterraum
von ¢ charakterisieren. Um ¢ formal angeben zu konnen, bendtigen wir bedingte Wahr-
scheinlichkeitsdichten, die den Zusammenhang zwischen aktiven und inaktiven Variablen
widerspiegeln. Die gemeinsame Dichte 7(y, z) der aktiven Variablen y und der inaktiven
Variablen z ist durch die Wahrscheinlichkeitsdichte p gegeben, das heifst fiir alle y € R™
und z € R™™" gilt

. 2) = { p(Why + Waz) fiir Wiy + Waz € X, 56)

0 fir Wiy + Wz ¢ X.

Wir fassen nun Y beziehungsweise Z als Zufallsvariablen mit Werten in R” beziehungsweise
R™™" mit den Randdichten

y(y) = /p(le + Waz)dz und wz(z) = /p(le + Waz) dy

auf. Die bedingte Dichte 7y (z|y) von Z gegeben Y ergibt sich dann fiir y € R™ mit
my(y) # 0 und z € R™™" als

m(y,2)
Ty (y)

Ty (2ly) = (5.7)
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5.1 Aktive Unterrdume in Parameterstudien

Wir definieren die Funktion g: Y — R fir y € Y als
0= [ F0Viy+ Waz)ny Gly) @z 59)

Hier tritt die Frage auf, ob g auf ganz ) aus wohldefiniert ist. Tatsachlich stellt die
bedingte Dichte 7y (z|y) sicher, dass der Funktionswert f(Wiy + Waz) nur fiir Wiy +
Wsz € X berechnet werden muss, auferhalb von X kann f durch beliebige (endliche) Werte
fortgesetzt werden. Nach und gilt némlich 75y (z|y) = 0, falls Wiy + Waz ¢ X.
Die Funktion f kann nun fiir x € X durch

ﬂwwmwwz/HMWﬂ%W%%wmmﬁww (5.9)

approximiert werden. Hier tritt wieder der Orthogonalprojektor W1W1T auf. Die Approxi-
mation von f(x) ergibt sich nach obiger Formel also durch das Integral iiber die inaktiven
Variablen, wobei die aktiven Variablen in Form von W Wz festgesetzt werden. In der
praktischen Umsetzung des Verfahrens kommt nun wieder ein Monte-Carlo-Ansatz zum
Einsatz. Fiir ein festes y € ) werden zufillige Punkte {z}Y, € R™™ beziiglich der
bedingten Dichte 7TZ‘y( z|ly) gewéhlt und anschliefend die entsprechenden Funktionswer-
te f(Wiy + Waz;) der Funktion f berechnet. Die Approximation ¢ von g ergibt sich als
arithmetisches Mittel der Funktionswerte, das heifst

N
9(y) = g(y) : %Z f(Why 4+ Waz;). (5.10)

Ein wesentliches Problem bei diesem Ansatz stellt die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte
mzly und Sampling beziiglich dieser Dichte dar. Im Allgemeinen héngt 77y mafgeblich
von X und p ab und ist nicht ohne zusétzlichen Aufwand berechenbar. Bereits in dem
einfachen Fall X = [—1,1]™ mit der Gleichverteilung p auf X ist die bedingte Dichte
aukerst komplex (siehe [Conl5|, Abschnitt 4.1).

Die nachfolgende Abbildung zeigt die Funktion f(x1,z2) = x9 - cos(3z1 + x2), die ak-
tive Richtung w; von f sowie beispielhafte Samples {IW5z;} (griine Punkte) entlang der

1
0.5
-0.5
—1

Abbildung 5.2: Beispielhafte Samples entlang der inaktiven Richtungen zur Konstruktion

inaktiven Richtung.

T2
o

einer Approximation g der Funktion f
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5 Anwendung auf Optimierungsprobleme

Mit (5.9) ergibt sich eine Approximation von f(x) durch

N

1
~ S FWAW T + Waz).
=1

flz) ~ gWla) = g(Wi'z) =

Der mittlere quadratische Fehler bei der Approximation von f durch g ist beschréankt durch
C (Ans1+- -+ Ap)'/? mit einer Konstanten C' € R, ([Conl5], Theorem 4.3), der Fehler bei
der Approximation von g durch § liegt bei O(N~/2) ([Conl5], Theorem 4.4). Insgesamt

ergibt sich folgende Aussage zu den Approximationseigenschaften von §:

Satz 5.1 (|[Conl5|, Theorem 4.4). Fir den mittleren quadratischen Fehler von § aus
gilt

( / () - 9<W1Tx>)2pdx) "o (14 N72) Qa4 2)'2,

wobei C1 eine Konstante ist, die vom Parameterraum X sowie der Wahrscheinlichkeits-

dichte p abhdngt.

Anhand der Fehlerabschétzung ldsst sich erkennen, dass insbesondere die Eigenwerte zu
den inaktiven Richtungen einen mafsgeblichen Einfluss auf die Approximationsgiite von §
haben. Im Gegensatz hierzu spielen bei der Wahl der Dimension des aktiven Unterraums in
Formel die Grofenordnungen der einzelnen Eigenwerte keine Rolle, einzig und allein

der maximale Abstand zweier aufeinander folgender Eigenwerte ist entscheidend.

5.2 Aktive Unterrdaume in Optimierungsaufgaben

Optimierungsaufgaben iiber einem hochdimensionalen Parameterraum stellen in vielen
praktischen Anwendungen eine grofe Schwierigkeit dar, insbesondere wenn Gradienten der
betrachteten Funktion zunéchst approximiert werden miissen oder aber die Berechnung
von Gradienten duflerst aufwindig ist. Ohne vorherige Dimensionsreduktion des Parame-
terraums, beziehungsweise Approximation der zu optimierenden Funktion durch eine Funk-
tion die von weniger Parametern abhéngt, stofsen viele Verfahren in hohen Dimensionen
an ihre Grenze. Wir werden in diesem Abschnitt sehen, wie die durch aktive Unterrdu-
me aufgedeckte Struktur in der Optimierung genutzt werden kann. Zur Formoptimierung
von Fliigelgeometrien [LPACT4],|[LukI5] oder eines Schiffsrumpfes [TDG™ 18] wurden akti-
ve Unterrdume bereits eingesetzt. Die in diesem Abschnitt vorgestellten Ansétze stammen
von Constantine ([Conl5|, Kapitel 4.4).

5.2.1 Konstruktion einer Approximation der Funktion f

Der Ansatz fiir die Funktion g aus Formel ist fiir die Anwendung in Optimierungsauf-
gaben ungeeignet. Fiir gegebenes y € Y ist der Durchschnittswert von f {iber den inaktiven
Variablen konstant, das heifst unabhéngig davon, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein
Maximierungsproblem handelt wéire der Wert g(y) derselbe. Daher werden wir im Folgen-
den versuchen, die Funktion g so zu definieren, dass sie in der Optimierung verwendet
werden kann und die Verdnderungen von f entlang der inaktiven Variablen geeigneter

berticksichtigt.
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5.2 Aktive Unterrdume in Optimierungsaufgaben

Wir beschranken uns im Folgenden auf Minimierungsprobleme, soll die Funktion f ma-
ximiert werden, so wird — f(x) statt f(z) betrachtet. Die konkrete Problemformulierung

lautet somit

min f(z). (5.11)

zeX
Zuséatzliche Nebenbedingungen an x seien vorab in die Funktion f beziehungsweise in
den Definitionsbereich X eingeflossen. Ein naheliegender Ansatz zur Konstruktion von g
im Zusammenhang mit Optimierungsproblemen minimiert fiir ein festes y € ) iiber die

inaktiven Variablen, das heiftt

gly) = min - f(Wiy+Wa2). (5.12)
ley-l-széX

Das Optimierungsproblem (5.11)) ldsst nun in das Minimierungsproblem

min
min 9(y)

in n Variablen umschreiben. Um g¢(y) zu berechnen, miissen wir also ein Minimierungs-
problem in m — n Variablen 16sen. Ist n relativ klein, so ist m — n recht groff und die
Berechnung von ¢(y) umso aufwéindiger. Damit wird der Aufwand zur Optimierung von
den urspriinglichen m Variablen = aufgeteilt in n Variablen y und weiteren m — n Va-
riablen z, allerdings ohne den Rechenaufwand zu verringern. Die obige Wahl von ¢ fithrt
im Allgemeinen sogar zu einem erhdhten Rechenaufwand gegeniiber der direkten Optimie-
rung von f im ganzen Parameterraum X. Der Ansatz nutzt also noch nicht ausreichend
die Eigenschaften von aktiven und inaktiven Unterrdumen. Die Funktion f verdndert sich
entlang inaktiver Richtungen im Mittel weniger als entlang der aktiven Richtungen. Sind
die Eigenwerte Ay41, ..., Ay klein aber nicht null, so ist f zwar entlang von wy41, ..., wn
nicht konstant, allerdings verdndern sich die Funktionswerte auch nicht zu stark. Daher
sollte in den inaktiven Richtungen und damit zur Berechnung von ¢g(y) fiir y € ) weniger
Aufwand betrieben werden, als bei der Optimierung entlang der aktiven Richtungen.

Als weiteres Problem ist nicht klar, wie die Funktion f(Wiy + Waz) iiber z € R™ ™" mit
Wiy + Waz € X minimiert werden soll, wie also g(y) berechnet werden kann. Je nach-
dem, welche Voraussetzungen wir an f stellen, liegen uns keine Gradienten von f und
insbesondere auch keine Informationen iiber die zweite Ableitung von f vor. Eine Appro-
ximation von erster und zweiter Ableitung wire sehr aufwindig. Daher kann beispielsweise
das Newton-Verfahren hier nicht direkt genutzt werden.

Um den soeben beschriebenen Schwierigkeiten zu begegnen, gibt es zwei unterschiedli-
che Ansétze. Die erste Idee betrachtet die Konstruktion von g aus , 16st allerdings
das Optimierungsproblem zur Berechnung von ¢(y) nicht exakt, sondern ndherungsweise.
Hierzu kommen Standard-Verfahren zum Einsatz, die beispielsweise vorzeitig abgebrochen
werden. Dies beschrankt den zur Berechnung von g(y) betriebenen Aufwand, die genaue
Umsetzung hingt allerdings von dem eingesetzten Optimierungsverfahren ab. Der zweite
Ansatz minimiert in nicht die Funktion f iiber den inaktiven Variablen, sondern

eine Approximation f von f. Zur Berechnung von f kénnen, wie in Bemerkung an-
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5 Anwendung auf Optimierungsprobleme

gedeutet, die Wertepaare genutzt werden, die zur Bestimmung der aktiven Unterrdume
bereits berechnet wurden. Reichen diese Wertepaare zur Konstruktion des fiir f gewahlten
Modells aus, so miissen keine weiteren Simulationen durchgefiihrt werden. Der Aufwand
zur Berechnung von g beschrénkt sich somit auf die Bestimmung von f und anschlieffender
Minimierung von f entlang der inaktiven Richtungen. Es bleibt die Frage, wie f konstruiert
werden sollte. Constantine [Conl5| wihlt den Ansatz eines quadratischen Polynoms um f
zu approximieren. Mittels der Methode der kleinsten Quadrate kénnen wir Koeffizienten
AeR™™ pheR™ und ¢ € R bestimmen, sodass

f(z)~ f(z) = %xTAx +btz+c (5.13)

m(m+1)
2

gilt. Die Matrix A ist hierbei symmetrisch, daher werden mindestens +m+1=
(m+2

A ) Wertepaare bendtigt, um A, b und ¢ zu bestimmen. Fiir ein mégliches Vorgehen in

dem Fall, dass weniger als ("}?) Paare vorliegen, siche [Conl5]. Fiir y € ) ergibt sich mit

der Approximation f aus 1) eingesetzt in |D der Wert von g als

N

gy) = min f(Wiy + Waz)
leye—O—WnéX

1
= %T}En §(W1y + WQZ)TA(le + Waz) + bT(le + Waz) +c¢
W1Zy€+W22éX

= %yTWITAle + 0T Wiy + e+ 26%132”. %ZTAZ + 072,
Wiy+WazeX

wobei A = W AW, und b= W AWy + Wb seien. Um g(y) zu berechnen, muss also ein
quadratisches Polynom in z € R”™™" minimiert werden. Welches Verfahren hierzu eingesetzt
werden sollte, hingt insbesondere vom Parameterraum X ab. Allerdings kann auch dieses
Verfahren wieder vorzeitig abgebrochen werden, um den Rechenaufwand gering zu halten.
Ist X durch ein (endliches) System linearer Ungleichungs- und Gleichungsnebenbedingun-
gen bestimmt, ist X also ein Polyeder, so kann beispielsweise eine Aktive-Mengen-Strategie
eingesetzt werden. Im Fall X = R™ suchen wir fiir festes y € ) das globale Minimum der
Funktion h: R™™™ — R mit h(z) = 32T Az + bz, Wir betrachten den Gradienten V,h(z)
von h, dieser ist gegeben durch

V.h(z) = Az +b,

denn A = W;¥ AW, ist symmetrisch. Damit ist A die Hesse-Matrix von h und es existiert
ein Minimum von % genau dann, wenn A positiv-semidefinit ist. Dies ist dquivalent dazu,
dass A positiv-semidefinit auf dem Bild von W5 ist. Gilt dies nicht, so ist die Funktion h
nach unten unbeschriankt. Ein solches Problem kann tatsdchlich auch auftreten, wenn X’
eine echte Teilmenge von R™ ist, beispielsweise ein unbeschranktes Polyeder. Die Unbe-
schranktheit von h schliefst allerdings nicht aus, dass die Funktion f beschrankt ist, dass
also ein Minimum von f existiert. Es bleiben somit noch einige Fragen zur Anwendung

aktiver Unterrdume in der Optimierung offen.

Bemerkung 5.2. An dieser Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die beschriebe-
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nen Ansétze zur Verwendung aktiver Unterrdume in Optimierungsaufgaben in der Praxis
insbesondere zum Finden von Startwerten fiir andere Verfahren eingesetzt werden kénnen.
Dies stellt sich in hohen Dimensionen oftmals als schwieriges Problem heraus, daher kénnen
aktive Unterrdume hier gegebenenfalls einen verniinftigen Startwert liefern. N

5.2.2 Optimierung der Fliigelgeometrie unter Nebenbedingungen

Zum Abschluss von Abschnitt [£.2.3] haben wir gesehen, dass die optimale Fliigelgeome-
trie des in Abschnitt [£.2] betrachteten Modells durch das nicht deformierte NACA0015-
Profil gegeben ist, wenn wir keine weiteren Restriktionen hinzufiigen und Reibungs- sowie
Auftriebskoeffizienten optimieren mochten. An dieser Stelle méchten wir eine Fliigelform
bestimmen, die den Reibungskoeffizienten minimiert, wobei gleichzeitig der Auftriebskoef-
fizient des Profils durch eine Konstante beschrinkt wird. Zudem soll die Nebenbedingung
sowie die Zielfunktion entsprechend der Ansétze aus den vorangegangenen Abschnitten
approximiert werden. Zur Bestimmung der optimalen Fliigelgeometrie sollen also keine
weiteren Simulationen notwendig sein.

Wir betrachten folgendes Optimierungsproblem, wobei der Auftriebskoeffizient durch
0.45 nach oben beschrénkt ist:

min - fq(z)

sodass z € X (5.14)
fi(z) <0.45

Um die Schwierigkeiten, die bei diesem Optimierungsproblem auftreten, besser zu erkennen,

sei der Parameterraum X hier noch einmal explizit angegeben,
X={zecR%:0< 2,29 <0.03 und 0 < z; <0.07 fiir alle i = 2,...,8}.

Zudem bezeichnen wir mit X’ den Parameterraum X eingeschrankt auf diejenigen Profile,

die der zusétzlichen Nebenbedingung an den Auftriebskoeffizienten gehorchen, das heifst
X =xn{zecR: fi(x) <045}
Das Optimierungsproblem aus Formel ([5.14]) lasst sich somit auch schreiben als

min fy(x).

zeX!

Der Quader X C R? wird somit durch eine weitere im Allgemeinen nichtlineare Nebenbe-
dingung eingeschriankt. Aus Abbildung geht allerdings hervor, dass sich die Nebenbe-
dingung f;(z) < 0.45 durchaus als lineare Nebenbedingung modellieren lasst. Wird mittels
der Methode der kleinsten Quadrate eine lineare Funktion an den sufficient summary plot
angepasst, so ergibt sich

filx) = r(i} x), (5.15)
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5 Anwendung auf Optimierungsprobleme

wobei 7: R — R gegeben ist als
r(t) = 0.63 + 3.63 - t (5.16)

und @; den eindimensionalen aktiven Unterraum von f; bezeichnet.

Um zusétzliche Simulationen zu verhindern, wird die Zielfunktion f; durch ein quadra-
tisches Polynom fd(x) = %xTAm + 0Tz +cmit A e R b e R und ¢ € R approximiert.
Die Nebenbedingung f;(z) < 0.45 wird zudem durch die Bedingung f;(z) ~ r(df z) < 0.45

angendhert. Der Parameterbereich von fd ist somit gegeben durch
X =xn{zxecR:(3.63 )Tz <—0.18}. (5.17)

Die Ungleichung in der obigen Definition ergibt sich aus den Formeln (5.15) und (5.16)),
wobei die Ungleichung so umgestellt wurde, dass eine lineare Nebenbedingung in Stan-

dardform vorliegt. Insgesamt ergibt sich das folgende Minimierungsproblem:

: ; L T

min fale) ==z Ax+b x+c

@ (@) 2 (5.18)
sodass z € X

Abbildung zeigt die Gerade r und den sufficient summary plot von f; aus Abbil-
dung Des Weiteren sind diejenigen Samples grau hinterlegt, die die Nebenbedin-
gung fi(x) < 0.45 erfiillen. Der rote Bereich kennzeichnet die Samples, die der Bedingung
r(wlz) < 0.45 geniigen, die urspriingliche Nebenbedingung f;(z) < 0.45 allerdings verlet-
zen. Diese Samples liegen also in X/, jedoch nicht in X’. Wir werden &hnliche Probleme

am Ende dieses Abschnitts kurz diskutieren.
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Abbildung 5.3: Sufficient summary plot von f; (blaue Punkte), die Approximation r (rote
Gerade) von fj, der Bereich der Samples, die der tatséchlichen Nebenbe-
dingung an den Auftriebskoeffizienten gentigen (grau gefarbt) sowie der
Bereich der Samples, die zusétzlich die approximierte Nebenbedingung er-

filllen (rot geférbt)

Wir betrachten in der folgenden Abbildung einen zweidimensionalen sufficient summa-

ry plot von f; aus zwei unterschiedlichen Perspektiven. Hierbei wurden die Samples, die
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5.2 Aktive Unterrdume in Optimierungsaufgaben

bereits zur Erstellung der obigen Abbildung genutzt wurden, wiederverwendet. Die Rich-
tungen w;; und w; 2 wurden mittels eines lokalen linearen Modells geméf Algorithmus
berechnet. Zudem zeigt die Grafik, wie schon in Abbildung den Bereich der Samp-
les, die die Nebenbedingung an den Auftriebskoeffizienten erfiillen. Allerdings kann dieser
Bereich nicht, wie im linken Teil der Abbildung schematisch angedeutet, durch eine Gera-
de von den restlichen Samples, die der Nebenbedingung nicht geniigen, getrennt werden.
Tatséchlich lasst der rechte Teil der Abbildung erkennen, dass sich die Funktion f; auch

entlang der inaktiven Richtung ;o verdndert.
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Abbildung 5.4: Zweidimensionaler sufficient summary plot von f; beziiglich der Richtungen
w1 und w2 (die unterschiedlichen Farben der Punkte geben den entspre-
chenden Funktionswert an) sowie der Bereich der Samples, die der Neben-
bedingung an den Auftriebskoeffizienten gentigen (grau geférbt)

Die Menge X/ aus ist durch 19 lineare Ungleichungen gegeben. Damit ist
ein quadratisches Programm in 9 Variablen. Ein solches quadratisches Optimierungspro-
blem kann beispielsweise durch eine Aktive Mengen Strategie gelost werden, es wird also
die Menge der in dem Optimum mit Gleichheit erfiillten Ungleichungen bestimmt (siehe
INW99], insbesondere Kapitel 16.4).

Die folgende Abbildung zeigt eine aus berechnete optimale Fliigelgeometrie, deren
Auftriebskoeffizient durch 0.45 nach oben beschriankt ist und deren Reibungskoeffizient
unter dieser Bedingung minimal ist. Tatséchlich liegt der mit einer weiteren Simulation
berechnete Auftriebskoeffizient des Profils mit circa 0.469 leicht {iber 0.45, vergleiche Ab-
bildung (rot eingefarbter Bereich). Allerdings ist die Nebenbedingung r(w;Ta:) < 0.45
mit Gleichheit erfiillt (siche auch die nach der Abbildung vorgestellten Probleme der Op-
timierungsaufgabe ) Der Reibungskoeffizient des Profils betrdgt ungefdhr 0.0219
(vergleiche den sufficient summary plot in Abbildung fiir Referenzwerte).
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5 Anwendung auf Optimierungsprobleme

;
| AN

Abbildung 5.5: Gitter des optimalen Fliigelprofils (links) und die Druckverteilung um die-
sen Fliigelquerschnitt (rechts), Abbildung erstellt mit OPENFOAM®

Eine optimale Losung x* des Problems (/5.18]) kann folgende Nachteile innehaben:

e Die Zielfunktion fd ist eine Approximation an die tatséchlich zu minimierende Funk-
tion fg, daher kann es einen Punkt 2/ € X! mit fg(2’) < fa(x*) geben, das heilt z*
ist beziiglich f; nicht optimal.

e Der Parameterbereich X, ist ebenfalls nur eine Approximation der Menge X”’. Dies
kann zum einen dazu fithren, dass * zwar in X optimal ist, allerdings nicht in X",
das heift es gibt ' € X"\ X/, sodass fy(z') < fq(x*) gilt. Zum anderen kann der Fall
eintreten, dass die berechnete Losung z* keine zuldssige Losung in X ist, das heiRt
z* e X\ X' gilt.

Gegebenenfalls sind somit weitere Untersuchungen der Losung x* notwendig. Insbesondere
sollte gepriift werden, ob x* eine zuléssige Losung des urspriinglichen Optimierungspro-
blems ist. Sollte dies nicht der Fall sein, so konnte beispielsweise die Approximation
der Nebenbedingung an den Auftriebskoeffizienten aus Formel verbessert werden.
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Kapitel

Zusammenfassung und Ausblick

Aktive Unterrdume stellen einen vielversprechenden Ansatz zur Dimensionsreduktion in
Parameterstudien dar. In der vorliegenden Arbeit wurde dieser Ansatz vorgestellt und
praktisch umgesetzt. Die Implementierung wurde moglichst allgemein gehalten und gibt
die Moglichkeit, sowohl Gradienten als auch lokale und globale lineare Modelle zur Appro-
ximation der Gradienten fiir die Berechnungen zu nutzen. Die Anwendung aktiver Unter-
réume auf die Simulation des Verlaufs einer HIV-Erkrankung sowie Strémungssimulationen
um ein deformiertes NACA-Profil zeigt das Potential der Methode der aktiven Unterrdu-
me. Wir konnten in komplexen Modellen niedrigdimensionale Strukturen sichtbar machen
und diese zur Konstruktion von Approximationen der betrachteten Funktionen nutzen. Im
Bereich der Optimierung, unter Verwendung der identifizierten Strukturen, wurden erste
Ansétze vorgestellt, allerdings sind in dieser Anwendung noch einige Fragen offen. Insbe-
sondere gibt es kaum Aussagen, die das gute Verhalten der beschriebenen Verfahren in der

Praxis, durch theoretische Erkenntnisse stiitzen.

Die Untersuchung der Ergebnisse bei der Simulation einer HIV-Erkrankung hat zudem
weitere Alternativen ergeben, wie sich aktive Unterrdume zur Analyse von Zeitreihen ein-
setzen lassen. Ein neuer Ansatz, der mehrere eindimensionale aktive Unterrdume kombi-
niert, wurde entwickelt und implementiert sowie praktisch eingesetzt. Wir haben gesehen,
dass auch die kombinierte Richtung zu ansprechenden Ergebnissen fiihrt und konnten die-
se durch eine Optimalitétseigenschaft, die einen Bezug zu den urspriinglichen Richtungen
herstellt, bestéatigen. Weiterfithrende Untersuchungen in diesem Bereich kénnten zu einer
Verallgemeinerung des vorgestellten Verfahrens auf mehrdimensionale aktive Unterrdume

fihren.

In der aktuellen Forschung gewinnen aktive Unterrdume stetig an Bedeutung, was durch
eine Vielzahl aktueller Publikationen bestétigt wird. Immer mehr Anwendungen greifen
auf diese Methode zuriick und immer héufiger werden aktive Unterrdume erfolgreich zur
Dimensionsreduktion in aufwindigen Simulationen eingesetzt. Trotzdem ist die Methode
der aktiven Unterrdume noch nicht vollstandig untersucht und es bleiben viele interessante

Ideen und Vorschlige, die eine weitere Betrachtung lohnenswert erscheinen lassen.
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