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1 Beschreibung des Modells

1 Beschreibung des Modells

Ein Surfactant (SURface ACTive AgeNT, d.h. oberflachenaktiver Wirkstoff) ist eine Sub-
stanz die die Oberflacheneigenschaften einer Flissigkeit verdndert. Insbesondere setzt er
als monomolekulare Schicht an der Oberflache eines Flussigkeitsfilmes dessen Oberfla-
chenspannung herab. Dadurch wird das Ausbreitungsverhalten der Flissigkeit beeinflusst.

Die Evolution eines dinnen Flussigkeitsfilmes unter dem Einfluss eines Surfactant kann
durch ein System degeneriert-parabolischer Gleichungen beschrieben werden. In dieser
Arbeit soll ein numerisches Verfahren zur Lésung dieses Systems vorgestellt werden. Da-
bei wird ein neues, reines Finite-Volumen-Verfahren fir die Dinne-Filme-Gleichung ent-
wickelt und untersucht.

Zunachst werden wir nun das Modell und einige wichtige Anwendungsfalle vorstel-
len. AnschlieRend werden wir schrittweise ein Finite-Volumen-Verfahren fir dieses Modell
aufbauen.

Dazu beginnen wir zunéchst mit dem einfacheren Fall der sogenannten Dinne-Filme-
Gleichung, in der das Verhalten des Filmes alleine durch seine eigene Oberflachenspannung
bestimmt wird. Fur diese Gleichung prasentieren wir ein Finite-Volumen-Verfahren, das
sich an Ideen aus [GR 00] orientiert.

Dieses Verfahren analysieren wir im Folgenden. Dabei gelingt es, zwei fundamenta-
le Abschatzungen aus dem kontinuierlichen Setting auf das diskrete zu Ubertragen — die
Energie- und die Entropie-Abschéatzung. Daraus erhalten wir ein diskretes Nichtnegati-
vitatsresultat sowie (wie in [MR 01] mittels des Kompaktheitsatzes von Fréchet—Riesz—
Kolmogorov) die Konvergenz einer Teilfolge it? (Q7).

Um jedoch diesen Grenzwert mit einer schwachen L6sung des kontinuierlichen Pro-
blems zu identifizieren, missen wir die Approximation durch die diskrete Mobilitat kon-
trollieren. Das gelingt in dieser Arbeit nur im (r&umlich) eindimensionalen Fall mit einem
diskreten Holderstetigkeits-Argumentes.

Danach erweitern wir das beschriebene Verfahren durch ein Operatorsplittings um ein-
en zusatzlichen Transportterm. Den konvektiven Anteil behandeln wir mit einem expliziten
upwind-Verfahren héherer Ordnung, wie es beispielsweise in [K 97] dargestellt wird. An-
hand einer Ahnlichkeitslosung untersuchen wir die Effizienz des Splitting-Ansatzes.

Schliel3lich erweitern wir das Splitting auf die volle Surfactant-Gleichung und prasen-
tieren zwei alternative Methoden, die einzelnen Terme im Ort zu diskretisieren. Fir ein
reduziertes Problem (das aber die wesentliche Koppelung zwischen Film und Surfactant
beibehalt) kbnnen wir auch hier Konvergenzexperimente durchfihren.

Zum Abschluss prasentieren wir numerische Ergebnisse unserer Methode. Dabei wird
eine Implementation des beschriebenen Verfahrens fiir eine Raumdimension verwendet,
die duale Gitter fur Filmhdhe und Surfactant einsetzt.

Die wesentlichen Ideen des betrachteten Verfahrens werden stets im Zweidimensiona-
len beschrieben. Lediglich die Identifikation des Grenzwertes mit einer schwachen Lésung
der Dunne-Filme-Gleichung ist zur Zeit auf den eindimensionalen Fall beschrénkt. Die Im-
plementation des Verfahrens erfolgte fur diese Arbeit ebenfalls nur im eindimensionalen
Fall.



1.1 Surfactant in der Anwendung

Typ Il Pneumozyt
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Abbildung 1.1: Surfactant in einer Alvedle

1.1 Surfactant in der Anwendung

Dunne Flussigkeitsfilme, deren Oberflache einen Surfactant tragt, finden sich in zahlreichen
Bereichen, von der Medizin bis zur Luftfahrttechnik. Wir wollen zwei dieser Anwendungs-
falle kurz betrachten.

Surfactant in Medizin

Die Atemwege und Alveolen (Lungenblaschen) der menschlichen Lunge sind von innen
mit einer Flussigkeit bedeckt. Diese Lungenbléaschen missen beim Einatmen stark gedehnt
werden. Die dazu notige Arbeit, die gegen die Oberflachenspannung der Flissigkeit ver-
richtet werden muss, wird durch einen Surfactant an der Oberflache dieser Flissigkeit (vgl.
[G 94] und Abbildung 1.1) erleichtert.

Bei frihgeborenen Kindern ist die Lunge oft noch nicht dazu fahig, diesen Surfactant
in gentigender Menge selbst zu erzeugen. Dies kann zum sogenannten RDS (Respiratory
Distress Syndrome, Atemnotsyndrom) fihren.

Zur Behandlung setzt man unter Anderem die Surfactant-Therapie ein, wobei der Lun-
ge kunstlich Surfactant zugefuhrt wird. Dabei bringt man einen Surfactant in die Luftréhre
ein. Die Ausbreitung Uber die gesamte Oberflache der Lunge erfolgt dann aufgrund ei-
ner Kombination verschiedener physikalischer Effekte, insbesondere auch von Marangoni-
Konvektion, die in unserem Fall modelliert wird (vgl. Abschnitt 1.2).

Links: Abbildung verwandt mit freundlicher Genehmigung von Priv.-Doz. Dr. Andreas Schmied! aus der
Abteilung fur Mikroskopische Anatomie an der Medizinischen Hochschule Hannover.
Rechts: Abbildung verwandt mit freundlicher Genehmigung von Priv.-Doz. Dr. Manfred Sieber vom In-
titut fir Biochemie an der Universitat Munster, nach einer Abbildung in [B 84].



1 Beschreibung des Modells

Abbildung 1.2: Enteisung eines Flugzeuges

Surfactant in der Technik

In der Luftfahrttechnik wird Enteisungsmitteln fiir Flugzeuge oft ebenfalls ein Surfactant
zugesetzt (vgl. [LMS 96] und Abbildung 1.2). Diese Mittel werden mit hohen Temperatu-
ren auf die Oberflache des Flugzeuges aufgebracht, um dort auf thermischem oder chemi-
schem Wege vorhandenes Eis zu entfernen und die Neubildung zu verhindern.

Dabei wird ein Surfactant hinzugeftigt, um die Ausbreitung des Enteisungsmittels tber
die komplette Oberflache zu erleichtern. Allerdings kann der Surfactant unter bestimmten
Umstanden auch zur Kraterbildung im Enteisungsfilm flihren: Die Enteisungsflissigkeit
wird lokal durch geschmolzene Eispartikel verdiinnt, und dort akkumulieren sich gréf3e-
re Surfactant-Konzentrationen an der Oberflache des Films. Die entstehende Marangoni-
Konvektion treibt den Film an dieser Stelle auseinander.

1.2 Herleitung der Lubrikationsapproximation

Die Evolution eines dinnen Filmes einer viskosen, inkompressiblen Flussigkeit auf einer
ebenen Oberflache, versehen mit einem unléslichen Surfactant-Monolayer auf der Oberfla-
che des Filmes, kann durch ein System von Konvektions-Diffusions-Gleichungen model-
liert werden, die aus einer Lubrikationsapproximation (d.h. einer asymptotischen Entwick-
lung fur verschwindende Filmhohe, vgl. [GG 90], [JG 92], [ODB 97]) stammen.

2Abbildung verwandt mit freundlicher Genehmigung des National Center for Atmospheric Research / Uni-
versity Corporation for Atmospheric Research / National Science Foundation in Boulder, USA.




1.2 Herleitung der Lubrikationsapproximation

Zur Herleitung dieses Modells betrachten wir einen Flussigkeitsfilm, dessen Oberfla-
che sich Uber einer Ebene als Funktio, =) darstellen lasst. An der Oberflache befinde
sich ein Surfactant-Monolayer der Konzentratiof, =), von der die Oberflachenspannug
o([(t, z)) abhangt.

Die Flussigkeit bewege sich mit der Geschwindigkeit, =, ), w(t, z, y)) und es herr-
sche der hydrodynamische Drugk, z, y). Dabei seien;,v € R? Koordinaten bzw. Ge-
schwindigkeiten in der Ebene undw € R bezeichne die vertikale Komponente. Die
Operatorendiv, V und A sind stets bezulglichh zu verstehen und werden bei der vektor-
wertigen Funktionn komponentenweise gebildet.

Zuerst skalieren wir zu dimensionslosen GréRen. Sei daalie typische Hohel
die Lange des Filmes und die typische horizontale Geschwindigkeit. Um die Lubrika-
tionsapproximation durchfiihren so kénnen, set % < 1. SeiS der Ausbreitungsko-
effizient des Surfactant, d.h. die maximale Differenz der Oberflachenspannungen an der
Grenze eines gesattigten Surfactant-MonolayEysdiese gesattigte Konzentration und
om = o([,,) die zugehorige (minimale) Oberflachenspannung. Dann skalieren wir wie
folgt (wobei die unskalierten Grél3en mitmarkiert sind):

ex*

y*
r = —= = = V== w = ——= 11
H T h v v (-4
t:EV:t pzs P = o= _m (1.2)

Nach einem Ansatz von [ODB 97] ergeben sich damit (unter Vernachlassigung von
Termen héherer Ordnung i) die dimensionslosen Navier-Stokes- und Kontinuitats-Glei-
chungen:

Vp = 85?} (1.3)
Oyp =0 1.4)
divo + 0yw = 0. (1.5)

Firy = 0 nehmen wir dieno-slipRandbedingung an, d.h. die Flissigkeit ,haftet* am
Substrat und bewegt sich am unteren Rand nicht:

v(t,z,0) =0 und w(t,z,0)=0 (1.6)

Fury = h bertcksichtigen wir Spannungen in tangentialer Richtung aufgrund von Gradi-
enten der Oberflachenspannun§den sogMarangoniEffekt, bei dem Gradienten in der
Oberflachenspannung eine Konvektion in Richtung hoherer Spannung induzieren)

oyv(t,x, h(t,x)) = Vo(I'(t,x)) 1.7)

und in normaler Richtung aufgrund des Betrags der Oberflachenspannurigafuléar -
Effekts, der die Bildung runder, krimmungsminimierender Profile férdert)

p(t,x,h(t,x)) = _SAh(th)? (18)



1 Beschreibung des Modells

wobeiS die skalierte Kapillaritatskonstante ist:

S=— (2.9)
An der Oberflache des Filmes rechnen wir (die sogendan&matischd&kandbedingung)

w(t,z, h(t,z)) = %h(t,x(t)) = Oth(t,x) + v(t,z, h(t,z)) - Vh(t,x). (1.10)
Integrieren wir nun (1.5) vo bis h unter Bertcksichtigung der Randbedingungen
(2.6) und (1.10), so erhalten wir

h(t,z)
Ouh(t, z) + div / o(t, ) dy . (1.11)
0

Aufgrund von (1.4) istp(t, z,y) = p(t,z) in y-Richtung konstant, nach (1.3) istalso
bezuglichy ein Polynom zweiten Grades. Unter Berlicksichtigung der Randbedingungen
(1.6) und (1.7) sowie der Gleichung (1.3) ergibt sich damit die Form

v(t,z,y) = yVo(['(t,z)) + Vp(t, x) (%y2 - h(t,a:)y) ) (1.12)

Setzen wir dies zusammen mit Gleichung (1.8) nun in das Integral (1.11) ein, so ergibt sich
die erste Gleichung unseres Systems.

Oh(t, z) + %S div (h(t, z)*VAh(t,z)) + %div(h(t, r)?’Vo([(t,z))) =0  (1.13)

Wie wir gesehen haben, modelliert der Tejtiv(h(t, 2)*Vo (I'(¢, z))) die Marangoni-
Konvektion und;S div (h(t, z)*VAh(t, z)) den Kapillareffekt. Die Mobilitat(¢, z)* er-
gibt sich dabei aus der no-slip Randbedingung.

Nun berechnen wir aus (1.12) die Horizontalgeschwindigkeit an der Oberflache des
Filmes:

o(t,x) :=wv(t,z,h(t,x)) = %S (h(t,z)*VAR(t,2)) + h(t,2)Vo(D(t, z)) (1.14)

Die Evolution der Surfactant-Konzentration wird beschrieben durch den Transport mit
der Geschwindigkeit sowie durch Diffusion, wobeizl3 die sogenannte Peclet-Zahl be-
zeichnet.

O (t, z) + div(v(t, z)I'(t,x)) — DATL'(t,x) =0 (2.15)

Als letzter Bestandteil fehlt eine Zustandsgleichung, die die Oberflachenspannung in
Abhangigkeit der Surfactant-Konzentration beschreibt. Dazu stellen wir fest, dass beide
GroRRen aufi0; 1] skaliert sind, bei einer geséttigten Surfactant-Schitht 1) nimmt
die Oberflachenspannung ihr Minimusm= 0 an, in Abwesenheit von Surfactarit &



0) erreicht die Oberflachenspannung ihren ungestorten ¥Wett 1. Wir wollen dies im
Folgenden durch die lineare Relatie(l') = 1 — I" modellieren.
Insgesamt ergeben sich also diese Gleichungen:

1 1
Oph + 38 div (R*VAR) — 5 div (R*VI) =0 (1.16)
1
oL + 58 div (W*I'VAR) — div (hI'VI) — DAL = 0 (1.17)
Aufgrund der in der Numerik tblichen Konnotation der Variableverwenden wir im

Rest dieser Arbeit eine Formulierung dieser Gleichung, in der Film und Surfactant durch
die Variablenu undw beschrieben werden.

Problem 1.1 Dunner Flussigkeitsfilm mit Surfactant

Oyu + %S div (u3VAu) — %div (uZVw) =0 in (1.18)

Oyw + %S div (v*wVAu) — div (uwVw) — DAw =0 in Q (1.19)
o,u = 0,Au=0,w=0 aufoQ (1.20)

u(0,.) = ug in (1.21)

w(0,.) = wy in Q (1.22)

Dabei steht: flr die HOhe des Filmesy fir die Surfactant-Konzentration undsei die
auRere Normale an das Gebietc R7.

2 Die Dunne-Filme-Gleichung

Zunachst wollen wir nun eine reduzierte Variante von Problem 1.1 betrachten, in der die
Evolution des Flussigkeitsfilmes allein von seiner eigenen Oberflachenspannug getrieben
wird.

2.1 Ein reduziertes Modell

Also nehmen wirv = 0 an und und fiihren eine allgemeinere Mobilitét(«) ein, die in
der obigen Gleichung die Form (u) = §u3 hat. Weiterhin bezeichnen wir mit= —Au
den hydrodynamischen Druck, und erhalten die sogenannte Dinne-Filme-Gleichung:

Problem 2.1 (Dunne-Filme-Gleichung)

Ou — div (M(u)Vp) =0 in (2.1)
p=—Au in Q (2.2)

du=0,p=0 aufo (2.3)

u(0,.) = ug in Q (2.4)



2 Die Diinne-Filme-Gleichung

Abbildung 2.1: Diskretisierung in 2D

Dabei istu wie oben die Hohe des Flussigkeitsfilmes wndie aul3ere Normale an das
Gebiet(2 c R4,

Die Mobilitat seiM (u) nichtnegativ und stetig. Sie verschwinde beind wachse nur

polynomial; ihren Wachstumsexponenten bei Null wollen wir mit
n :=sup{s € R"| lim M(u) < oo} (2.5)
u— us

bezeichnen.

Im Gegensatz zu der in [GR 00] vorgestellten und [G 02] analysierten gemischen Fini-
te-Volumen- und Finite-Elemente-Methode wird im Folgenden ein rein Finite-Volumen-
basiertes Verfahren vorgestellt. Insbesondere mussen wir nicht auf die Darstellung des

Druckes in einem affinen Finite-Elemente-Raum bezuglich eines dualen Gitters zurtick-
greifen.

2.2 Das Finite-Volumen-Verfahren

Zunéachst werden wir dazu die Gleichungen (2.1) und (2.2) in Erhaltungsform schreiben.
Dazu seil’ C (2 ein Testvolumen und dessen auf3ere Normale, dann erhalten wir:

Schema 2.2 (Erhaltungsform)

O [ u= U ‘U 2.6
[u={ My 26)

/p = — Vu-v 2.7)
T oT

Nun diskretisieren wir das polygonal berandete Gefajghdem wir es in eine Familie
polygonaler Zellen (Finite-Volumen-Zellen, Testvolumir&)= {T;},c7 fur eine Index-
mengeZ zerlegen. Die Funktionen und p werden wir durch stiickweise (auf den Test-
voluminaT;) konstante Funktioneti, P approximieren. Dabei stelié fur den Wert der
FunktionU auf der Gitterzelld;.

10



2.2 Das Finite-Volumen- Verfahren

o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o

Abbildung 2.3: Konstruktion eines Gitters als Voronoi-Diagramm

Weiterhin bezeichnd/ (i) die Indizes der Zellen, die mif; benachbart sind, d.h. eine
gemeinsame Kante haben. Fiirce ) seii(x) der Index der Zelle fir die € Tj,, ist,
sofernz nicht auf einer Kante liegt. Eine solche Kante zwischen zwei Zdllamd 7 sei
mit e;; bezeichnet, und sei die Menge aller inneren Kanten der Diskretisierung. it
bezeichnen wir die Normale an eine Kanjg die vonT; nachT); weist.

Weiterhin wollen wir annehmen, dass eine Familie von Punkteh mit x; € T; ge-
geben ist, so dass stetg = —— gilt. AuBerdem seil;; := |z; — 2;|. Abbildung 2.1

|zj —il

illustriert diese Konfiguration.

Bemerkung 2.3 (Konstruktion der Diskretisierung) Den einfachsten Fall einer solchen
Diskretisierung stellt ein regelméRiges Rechteckgitter wie in Abbildung 2.2 dar.

Ein unstrukturiertes Gitter, das die oben genannten Voraussetzungen erfullt, kann man
beispielsweise als Voronoi-Diagramm einer geeigneten Triangulierung des Gebietes erzeu-
gen (siehe Abbildung 2.3). Dabei bilden die Punkte der urspriinglichen Triangulierung die
Menge defx;}.

Im eindimensionalen Fall vereinfachen sich viele dieser Bezeichnungen, insbesonde-
re iste;; ein Punkt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Intervallen, und wir vereinbaren
le;j| = 1. Ausserdem ist;; = =1, so dass die Forderung; = == nun fiir beliebige
Punktez; € T; erfillt ist (siehe Abbildung 2.4).

lej—l‘i‘

11



2 Die Diinne-Filme-Gleichung

I
o eZ] Y O
ZT; &€
T T,

Abbildung 2.4: Diskretisierung in 1D

Da die Mobilitat M auf Zellgrenzen auszuwerten ist, auf welchen die stiickweise kon-
stanten Funktionen keinen sinnvollen Wert besitzen, wird diese durch eine diskrete Mobi-
litat M : R? — R ersetzt, in die Funktionswerte aus beiden Zellen eingehen. Ist diese
symmetrisch, d.hM (U, V) = M(V,U), ist Massenerhaltung weiterhin garantiert, was wir
im Folgenden voraussetzen. Die explizite Konstruktion einer numerischen Mobiljtdie
aul3er diesen Eigenschaften noch eine Art Nichtnegativitat der diskreten L&sung garantiert,
wird in Abschnitt 4.1 durchgefihrt.

Zur Zeitdiskretisierung zerlegen wir das Recheninterf@all”) in Zeitschritte der Gro-

Rer mit N7 = T. AuBerdem bezeichri¢”* die diskrete Losung nach deirten Zeitschritt.

Die Feinheit des Diskretisierung sei durch die Varialilemdr bezeichnet. Dabei steht
7 fur die (konstant angenommene) Zeitschrittweite tridr die Gitterfeinheit im Raum in
dem Sinne, dass es Konstantaimd C' gibt, so dass

Veij €& ch S ’61']" 7dij S Ch. (28)

Die stuckweise konstanten Funktion€nV/, . .. sind stets von den Diskretisierungspa-
rameternh und 7 sowie einem Parametet, der die Approximation der Mobilitat durch
M kontrolliert (vgl. Abschnitt 4.1), abhangig. Um ein UbermaR an Indizes zu vermeiden,
betrachten wir diese Abhéangigkeit als implizit gegeben und notieren sie nicht bei jedem
Auftreten der diskreten Funktionen.

Aufgrund der Randbedingungen verschwinden alle Integrale Uber Kanten, die Teil von
0% sind, und wir kdnnen mit der vereinbarten Notation folgendes Finite-Volumen-Schema
aufstellen:

Schema 2.4 (Finite-Volumen-Schema)

Uttt —uk 1 pitt . phtl
kR S = Z M(Uik+l’UJ(€+1> les;] ]d— (2.9)
T Il FEN(4) £
P = _|T-\ Z les;] jd— (2.10)
ienN() £

12



2.2 Das Finite-Volumen- Verfahren

Schlief3lich formulieren wir das Schema in Matrixnotation. Dazu ziehen wir in beiden
Gleichungen die Differenzen auf der rechten Seite auseinander und erhalten:

1 leis]
Uk—i-l Uk—|—7' Z M<Uik+l’UJ/§+l)_JPJ(€+1

‘Tl| JEN(3) dij
-> M U’“+1,Uf+1)’2fi‘ak+l (2.11)
JEN(3) K
Pk—‘rl _ 1 ’eU'Uk—I—l ‘6U|Uk+1 212
i |75 Z Z (2.12)
' JEN(3) JEN(3) Z]

Mit den Abkirzungen

kdnnen wir dann Matrizei;, (U) und L;, durch

Zke/\/(i) Bw(U) : j=1
(Kn(U))ij = —Bi;(U) : jeN() (2.13)
0 : sonst,

ZkEN(i) Qi 1 ] =1
(Lh)ij = —QG; j € N(Z) (214)
0 : sonst,

und eine diagonale MassemattlX, durch (M), := |T;| definieren. Damit kdnnen

wir das Schema in der folgenden Form schreiben:

Schema 2.5 (Matrix-Schema)

Ut = U* — 7 M, K, (UM PR (2.15)
PR = ML, UM (2.16)
Oder in einer Gleichung:

Ut = UF — 7 M K, (UFPY M L, URH (2.17)

Nach Konstruktion sind sowotl,, als auchk},(U) symmetrisch. Betrachten wir Vek-
torenU,V € RZ, so ist nach den Regeln der partiellen Summation, die in 3.2 dargestellt

13



2 Die Diinne-Filme-Gleichung

werden,
€ii
KWV =-% 3 uw.o)ly; vy 218)
i€ jeN(i) Y
€5
— Z M(U;, Uj) |d7.| (V; = Vp)? (2.19)
eijeg v
>0, (2.20)

da M nichtnegativ ist. Analog erhalten wir,V - V' > 0, wobei der Wer?) in diesem Fall
nur fur konstante Funktioned angenommen wird. Also sind die Matrizén und K, (U)
symmetrisch und zumindest positiv semidefinit.

Das hierbei in jedem Zeitschritt entstehende Gleichungssystem kann mit einem lte-
rationsverfahren, z.B. einer einfachen Fixpunktiteration, geldst werden. Die auftretenden
Matrizen kdnnen z.B. mit dem CG-Verfahren invertiert werden. In 1D sind sie sogar tridia-
gonal und die GauB3-Elimination bietet sich als effizientes Lésungsverfahren an.

Dieses Verfahren ist ein reines Finite-Volumen-Schema auf Basis der in [GR 00] vor-
gestellten numerischen Mobilitat. Wir wollen Unterschiede und Gemeinsamkeiten dieser
beiden Methoden im Folgenden kurz betrachten.

In [GR 00] wird die Idee der numerischen Mobilitéat zunéchst in einem Finite-Volumen-
Ansatz eingefuhrt. Anschlie3end werden zwei Methoden betrachtet: Zum einen ein Finite-
Elemente Verfahren, dass eine matrixwertige Mobilitat auf Elementen der Traingulierung
verwendet, zum anderen ein FV-Verfahren, dass jedoch zur Losung der Druckgleichung
einen FE-Ansatz auf einer dualen Triangulierung verwendet.

Zur Analyse des Verfahrens wird dann in [GR 00] nur noch das Finite-Elemente-Ver-
fahren betrachtet. In diesem Kontext bietet es Vorteile bei der Konvergenzanalyse, da einige
fur die stetigen FE-LOsungen gtltigen Sachverhalte in unserem stiickweise konstanten und
daher nicht stetigen Fall durch aufwandigere Betrachtungen ersetzt werden mussen, siehe
dazu insbesondere Abschnitt 5.1 Uber die diskrete Holderstetigkeit und die Behandlung der
schwachen Formulierung in Abschnitt 5.2.

Im Vergleich dazu flgt sich die numerische Mobilitat nattrlicher in den Kontext des
hier betrachteten Finite-Volumen-Verfahrens ein. Dies erkauft man sich jedoch mit der auf-
wandigeren Handhabung der stickweise konstanten Lésungen.

Im eindimensionalen Fall sieht man leicht die Aquivalenz der beiden Verfahren. Daher
erhalten wir in Abschnitt 5.2 auch ein vergleichbares Konvergenzresultat. Fir das Finite-
Elemente-Verfahren prasentiert [G 02] auch ein Konvergenzresultat in hoheren Raumdi-
mensionen. Ein solches Resultat ist flir das hier vorgestellte Finite-Volumen-Verfahren bis-
her noch nicht bekannt.

2.3 Existenz einer diskreten Losung

Nun beweisen wir zunachst die Existenz einer Lésung dieses Schemas.
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2.3 Existenz einer diskreten Losung

Satz 2.6 (Diskrete Existenz)Fur einen gegebenen ekttt hat die Gleichung
U = UF — 7 M, VK (UM M L, U (2.21)
stets eine Losung*+!.

Beweis Sei dazu zunachst := Y, |T;| U?/ >~ |T;| die durchschnittliche Massendichte
(die in unserem Schema erhalten bleibt, wie man direkt aus der Finite-Volumen-Formulie-
rung ablesen kann). Zu einer stickweise konstanten Funktsoll danniV = U — « stets

die auf die Dichte Null normalisierte Funktion bezeichnen.

Betrachten wir den Vektorrauri = {W|>_._, |T;| W; = 0} aller solchen diskreten
Funktionen, die im gewichteten Mittel Null sind, so ist offenb&F < S. Nun definieren
wir F' durch

FW) = (1 +7M;'K,(W + )M, ' L,)W — W*. (2.22)
Aufgrund der Massenerhaltung des Schemas bfidéanns in S ab.

Die quadratische Forn, V') := U - L,V definiert ein Skalarprodukt af (da L,
symmetrisch und au$ positiv definit ist, vgl. Abschnitt 2.2). Mit|U|| := /(U,U) be-
zeichnen wir die zugehdrige Norm. Nun betrachten wir diesbeztglich einen Ball um den
Ursprung inS:

Sp:={W € S||W| <R}  wobei R:=|W¥| (2.23)

Zur reductio ad absurdumehmen wir anF' hatte keine Nullstelle irbz. Dann ware
G : Sgp — SrdurchG(U) := —RF(U)/||F(U)| auf ganzSg definiert und stetig. Auf-
grund des Brouwerschen Fixpunktsatzes héttalso einen FixpunkX = G(X) in Sk.

Nach der Definition vordZ gélte offenbaif| X || = R.
Betrachten wir nun

(F(X),X) = (X -W"X)

T M KR (X + )M, 'Ly X, X) (2.24)
= (X, X)— (Wh X)

+7 M, KR (X 4 )M Ly X - Ly X (2.25)
= (X, X)— (WF X)

+7Kp(X +a)(M; 'L, X) - (M, 'L, X) (2.26)
> (X, X)) — (W* X)
> | X|1° = [[wRHIX (2.27)
= X AX) = |[[wW¥) = IXI| (R = R) =0, (2.28)

wobei die positive Semidefinitheit voR);, und die Skalarprodukteigenschaften von)
eingehen. Nun ergibt

0 < (X, X) = (G(X),X) = —R(F(X), X)/ | F(X)[ < 0 (2.29)

den nétigen Widerspruch, um zu beweisen, d&dg! mit F(W**t!) = ( existiert. Dann
ist Uk = WWk+1 1 o eine LGsung des diskreten Problems 2.5.

O

15



3 Ein erstes Konvergenzresultat

3 Ein erstes Konvergenzresultat

3.1 Eine Energieabschatzung

Zunachst betrachten wir wie ,partielle Summation®, das diskrete Analogon zu partieller
Integration, in unserem Kontext aussieht. Da diese einfachen Umformungen im weiteren
Verlauf haufiger auftreten werden, werden sie hier zur einfacheren Referenzierung zusam-
mengefasst dargestellt.

Lemma 3.1 (Partielle Summation) Seien die Koeffizienten; symmetrisch in Bezug auf
die Vertauschung vonundj, dann gilt:

Z Z Oéw A A B = Z Ozij(Aj — Al)(Bz — Bj) (31)
i€T jEN(i) e;; €E
D) a4 - A =) a4y - A (3.2)
i€L jEN(3) e;; €E
ZZ%A — A))B; = ZZ%B — B)A (3.3)
1€L jEN(7) i€L jEN(7)

Beweis Zum Beweis von Gleichung (3.1) bemerken wir nur, dass auf der linken Seite jede
Kante einmal alg;; und ein zweites mal in der umgekehrten Orientierapg/orkommt.
Nun ist

:aij<Aj — AZ)B — Ozij(Aj — AZ)B] (35)
—ay;(4; — A)(B, - B)) (3.6)

und mit der Konvention, dasS jede Kante nur einmal enthélt, ist die erste Gleichung
bewiesen. Aufgrund der Tatsache, dass die rechte Seite symmetrisch in Bezugnduf
j ist, entstehen keine Uneindeutigkeiten aufgrund der nicht definierten Orientierung der
Kante.

Gleichung (3.2) folgt nun direkt aus Gleichung (3.1), wenn Wir= A identifizie-
ren. Gleichung (3.3) erhalten wir, indem wir die erste Gleichung zunachst einmal in der
dargestellten Form, dann ein zweites Mal unter Vertauschung der Roller vord B
verwenden.

g

Nun koénnen wir das diskrete Analogon der Energieabschatzung beweisen:
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3.1 Eine Energieabschitzung

Satz 3.2 (Diskrete Energiegleichung)Seien/ und P eine Lésung von Schema 2.4. Dann
gilt:

Z ‘eu| UM 4 Z Z ‘eu| Ul;:+1 — Uk - (UJJ; _ Uik;))2

emes k=0 e;;€E ”
T €] ]
+27 M(UF UF) Z2(pEt — pEdt LU -Uf)? (3.7
ZZ it )= Z U -ut @D

Beweis Wir beginnen mit Gleichung (2.9) des FV-Schemas und testePfiit, d.h. wir
multiplizieren beide Seiten m#/ und summieren anschlieRend ulyer

1
=Y (UF = U PE T
-

1€l

==>_ > M(Uf*%Uf“)%(ﬂff“ — PP (3.8)

i€ jEN(3) g

Nun setzen wir Gleichung (2.10) unseres Schemas auf der linken Seite ein:

Uk-i—l Uk+1
Z(Uk+1 Uk Z |€z]’ Y
i€T JEN(i) dij
€3]
=Ty Y MU UFHEL (P - PP (3.9)
1€ jEN(1) *

Nachdem wir die Gleichung in die passende Form

> '%'(Uf“ = U = U

i€Z jeN(@E)

_ _TZ Z Uk+1, Ujlj:-i-l) ‘2@3| (Pj(c+1 _ Pik+l)pik+1 (3.10)
1€T jEN() "
gebracht haben, kdnnen wir nun die partielle Summation (Gleichung (3.1) auf der lin-
ken und Gleichung (3.2) auf der rechten Seite) anwenden

€ii
Z %(U]k-i-l . Uik-I—l) ((Uik—I—l . Uzk) . (U;H—l _ U]k;))

€ij€5

€;
=7y MU U’“*l)‘d;‘(Pk“ PF2 . (3.11)

ei; €EE

17



3 Ein erstes Konvergenzresultat

Jetzt hat die linke Seite die passende Form, um sie mittéls— b) = a? —b?+ (a —b)?
auseinanderzuziehen.

Z % <<Uf+1 B U21c+1)2 . (U]k . Uik)z + ((Uf“ _ Uik+1) — (U]k — Uf))z)

eijeg

=-2r » M(Uf“,UfH)‘Z{ |(pf+1 — P2 (3.12)

eijEE J

Schlief3lich summieren wikt von 0 bis N — 1, wobei sich die beiden ersten Terme als
Teleskopsumme zusammenschieben. Damit ist die Behauptung bewiesen.

|

Bei geeigneter Regularitat van, und einer passenden Projektion auf die stiickweise
konstanten Funktionen, etwg € C? undU? = uy(x;), ist die rechte Seite der Energieglei-
chung gleichméaRig beschrénkt, und die Terme auf der linken Seite lassen sich entsprechend
abschatzen.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir als abkiirzende Schreibweise folgende
Darstellungen einfuihren, deren Bezeichnungen in Analogie zu den kontinuierlichen (Halb-

) Normen gewahlt ist. Da FV-Funktionen stets mit Grol3buchstaben bezeichnet sind, besteht
keine Verwechslungsgefahr.

Definition 3.3 (Diskrete (Halb-) Normen)

Ulo =, [>T U? (3.13)
€T

U, —U;\°

€ij c& t

Dabei isti le;;| d;; die Flache eines kantenzentrierten dualen Elements (schraffiert in
Abbildung 3.1), so dass wir dig|,-Halbnorm als Integral iber das Gebiet auffassen kon-
nen. Wie in Lemma 5.10 sehen wir, dass sie unter geeigneten Voraussetzungen gegen die
kontinuierlicheH*-Halbnorm konvergiert.

3.2 Kompaktheit in der Zeit

Nun werden wir die beiden wesentlichen Teile eines Kompaktheitsargumentes bereitstel-
len, das uns ein erstes Konvergenzresultat liefert. Zunéachst beschéaftigen wir uns mit der
Kompaktheit in der Zeit. Dazu sei angemerkt, dass wir

Uity=U" fur telkr;(k+1)7) (3.15)
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3.2 Kompaktheit in der Zeit

Abbildung 3.1: Flache eines kantenzentrierten dualen Elementes

annehmen wollen, d.h. U wird von berechneten Zeitschritten aus nach rechts konstant fort-
gesetzt.

AuRBerdem werden wird es im Folgenden an verschiedenen Stellen erforderlich sein,
dass die diskrete Mobilitdt/ gemaf

max{M(UF,U¥)le;; € £,0< k< N} <M (3.16)
gleichmalRig beschrankt ist.

Satz 3.4 (Zeitkompaktheit) Sei (U, P) eine Losung des diskreten Problems 2.4 fur die
Zeitschrittweiter und die Ortsdiskretisierungs-Feinhéit Seis so dass) < s < T = N7
und M nach(3.16)beschrankt. Dann gilt

/TSZ|T| Us(t + s) — Us(t))%dt < CMs . (3.17)

1€l

Beweis Zuerst beweisen wir den Satz fur den Fal= [7,1 € IN. Dazu beginnen wir mit
Gleichung (2.9) des FV-Schemas, testen (fit**! — U™) und summieren in der Zeit
vonm bism + 1 — 1:

m—+l—1

S I witt - uhywort - v

k=m i€l
m+41—1
=Y S e ol e preny i ey 3.18)

d;j
k=m €7 jeN(i)
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3 Ein erstes Konvergenzresultat

Hierbei bildet die linke Seite beziglich eine Teleskopsumme, wahrend wir rechts
zunachst nach Gleichung (3.1) partiell summieren und anschlieRend die Indizierung be-
zuglichk verschieben.

l

T (U - Uy = MUk, e L
J

dir
€T k=1 ei]-GE &

(P = PP (U7 = U7 = (U™ = U) - (3.19)

Wir spalten die rechte Seite mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf und verteilen
dabeir% gleichméRig auf beide Faktoren:

=

l
St v = 30 30 Al gy ppet - prey

i€l k=1 eijeg gl
> Al —upy — @ —urp) | @20

Danach summieren wif von 0 bis N — | — 1 und verwenden die Schranke filif.
Aufgrund der Ungleichung von Cauchy-Schwarz kbnnen wir die Summenzeichen unter die
Wurzel ziehen.

N—-I-1
Ty Y AT - U
m=0 i€l
3
l N-l-1
~ |€z | m m m m
<3t (3 5 Al g ey
k=1 m=0 e;;€E K
N—-[-1 ’
ZT'%’ (W —umy— e —umpy | @2
m=0 e¢;;€€

Schlief3lich figen wir im zweiten Faktor mit der Dreiecksungleichung bezuglietie
Zwischenschritte ein, so dass wir die Energieungleichung in beiden Faktoren anwenden
kénnen. Damit ist die rechte Seite beschrankt durch

-\/NT‘UO

und die Behauptung ist in diesem Fall bewiesen.

IM7|U° < IM7|U°|; VT = CMs, (3.22)

o o
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3.3 Kompaktheit im Raum

Betrachten wir nun den allgemeinen Fal= (I + 6)r,l € Nund0 < 0§ < 1. DaU
auch in der Zeit stickweise konstant ist, konnen wir folgendermalen unterscheiden:

Ui(t+s) = Ui(t+ (1 +0))7 =

B U(t+1r) fur FjeN:te (r,(j+1-0)7) (3.23)
Ut+(+1)r) for 3jeN:te((G+1-0n(G+1l)r) =

Damit zerfallt das Integral in zwei Teile, die sich leicht mittels des ersten Falles ab-
schatzen lassen.

| S mi e+ 5) - vite)

1€T

=7 > ((1 — ) LU = UT 40> (T (U - UZ)2>

7=0 1€l 1€l

<(1-0)CMs+0CMs=CMs (3.24)

O

3.3 Kompaktheit im Raum
Als néchstes betrachten wir die Kompaktheit im Raum. Dazu gehen wir wie in [MR 01]
vor und erhalten das folgende Resultat:

Satz 3.5 (Raumkompaktheit) Fur alle ¢ € R seif) := {x € Q|[z,z + ¢] C Q}. Dann
gilt
/Q Uz +¢&) —U(x))? de < C €] (J€] + 2h) . (3.25)
13

Beweis Sei¢ € RY. Fur Finite-Volumen-Zeller?}, 7; € 7,j € N (i) sowiex € Q
definiere

1
&;j = Eé * Vij und (326)
1 falls [z, x + £] sowohle;; als auch
E(z,i,j) := T; undT; schneidet ung;; > 0 (3.27)
0 sonst.

E zeigt also alle Kanter;; an, die die Strecke vom nachz + £ in Richtung von
T; nachT; schneidet. Siehe dazu auch Abbildung 3.2, in der die entsprechenden Kanten
hervorgehoben sind. Dann kann mittels dieser Indikatorfunktion die Differénz- &) —
u(z) fast Uberall in Differenzen zwischen benachbarten Zellen zerlegt werden:
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3 Ein erstes Konvergenzresultat

Abbildung 3.2: Definition der Indikatorfunktio”’

Uz +€) = U(z) = Uiare) — Uiy = Y, Ela,i,§)(U; = Uy) (3.28)

eijeg

Dabei heil3t fast Uberall, dass diese Gleichung nicht gilt, falls die Summe keine zusam-
menhangende Kette von Element-Padrg’; bildet, die vonT; ) bis T}, ¢ reicht. Dies
ist der Fall, wennc oderz + £ nicht im Inneren eines Testvolumens liegen (d.h. faltg
oderi(z + &) nicht definiert ist), oder wenn, wie in Abbildung 3.3 gezeigt, die Linie von
x nachz + £ entlang einer Kante oder durch einen Schnittpunkt fuhrt. Insbesondere ist die
Menge niederdimensional, also vom Malf3 Null.

Nun betrachten wir die zu untersuchende Differenz, erweitern jeden Summanden mit
V/&i;d;; und ziehen sie nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz passend auseinander:

2
(U +&) —U@)?= | > Ex,i,j)U; - U») (3.29)
eijeé'
2
. E(x, 1,9
= | > E(@.i,5)&;dy(U; - Uy) Elw.ij) (3.30)
eijeg fljdz]
- (U = Uy)?
< | Y Elaij&ydy | | D E(%Z,J)W (3.31)
eijes eijeé'
()
Nach der Definition vo;; und der Eigenschaft der Punktegilt
1 1
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3.3 Kompaktheit im Raum

7
/
7
-
-
- - ~ — =
7
// .

Abbildung 3.3: Félle, in denen (3.28) nicht gilt

Damit lasst sich Tei( A) folgendermalRen abschéatzen:

(A) = > BE(x,i,j)&;dy; (3.33)
eijG(‘:
el‘jGS
1
= Ef (Tiore) — Ti()) (3.35)
< |Titare) = Titw)| (3.36)
< 1xi(x+5) —(z+ 5)‘ —l—ix +&— Il-i- ‘x — xi(””)|, (3.37)
<h <lel <h
< €[ +2n (3.38)

Betrachten wir nun wieder das gesamte Produkt (3.31) und integrierefgiben die
gewulnschte Form zu erhalten:

U; — Uy)? o
| warg-vwrasidm Y B0 [ b 639
a S Gids o
Fir eine gegebene Kantg ist (vgl. Abbildung 3.4)
|| By = leglle vl = lesl Il ksl (3.40)
13

falls [z, x + £] die Kantee;; schneidet, und Null andernfalls.
Damit kénnen wir die Abschatzung nun zu Ende flhren, wobei wir im letzten Schritt
die Energieabschatzung 3.2 verwenden:

/Q (U +6) — Ul)dr < (¢ +20) 3 (Ug—m eollellesl (3.41)
wi Py ijdij
< (el +om) el 3 fey LU (3.42)
e;; €E J
< C el (1] + 2h) (3.43)
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3 Ein erstes Konvergenzresultat

Abbildung 3.4: Die Flache vofiz € Q¢|E(x,i,7) = 1}

3.4 Konvergenz einer Teilfolge

Wir mochten auf die diskreten Losung€rden Kompaktheitssatz von Fréchet—Riesz—Kol-
mogorov ([A 99], Satz 2.15) verwenden, um zu beweisen, dass eine Teilfolg& von
L?(Qr) konvergiert. Dazu miissen wir zunéachst noch die gleichmatXig@eschranktheit
von U beweisen.

Satz 3.6 (Beschranktheit inZ?) Wenn die diskrete Mobilitat beschrankt {8t16) so gilt:

ST (UN) < o + ) ST (UD)° (3.44)

1€l 1€T

Beweis Wir beginnen wiederum mit Gleichung (2.9) der Finite-Volumen-Formulierung
und testen diesmal mif*+1,

k k
‘ k+1 _ prky\prk+l _ - k+1 prk+1 PJ - i o k+1
Z T3] (U; UHU™ = TZ Z les;| M(U; ,Uj ) .. Ui (3.45)

ieT i€T jEN(i) K

Nun zerlegen wir die linke Seite mitte?a(a — b) = a? — b* + (a — b)?, wahrend wir
auf der rechten Seite partiell summieren (Gleichung (3.1)).

ST ((UFY? = (U + (UF = UF)?)
i€l
k+1 P-k+1

P
_ E k+1 k+1 2 k+1 k+1

67;]'65

Anschlie3end zerteilen wir die rechte Seite mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz,
wahrend wir auf der linken Seite den positiven Teiiiii ™ — U*)? weglassen. Dabei wird
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3.4 Konvergenz einer Teilfolge

das negative Vorzeichen in einen der quadratischen Terme absorbiert.

D ITIUFY? <Y T (Uf)?
€T €T
(P — P2 (Ut = Uty
i +27 > ey y (3.47)

€ij €& wJ

+27 ) ey | M(UFT, UF)?

eijeg

Nun iterieren wir Uber alle Zeitschritte, um die Abschatzungl@ugzuriickzufiihren.

Ukt _ U-k+1)2

NCICAED GRS S SIMEL .

i€ i€ k=0 €ij €&
X N-1 ( k+1 _ P-k+1)2
+2rM Y Y ey | MU, U (3.48)
k=0 61']'65 wJ

Den dritten Summanden kénnen wir nun mit der Energiegleichung 3.2 gégai-
schatzen. Beim zweiten Summanden ist dies jedoch nur fir den Teil innerhalb der Summe
uberk moglich, so dass sich der Faktdrr = T ergibt.

O

Nun denken wir ung’ auBerhalb des Rechengebietgs:= 2 x (0, 7") konstant in der
Zeit und mit Null im Ort fortgesetzt. Damit folgt die Zeitkompaktheit fiir gdhizda alle
Differenzen aul3erhalb des in Satz 3.4 referenzierten Zeitintervalls Null sind. Allerdings
missen wir Differenzen Gber den Rand im Ort noch betrachten. Dazu verwenden wir einen
diskreten Spursatz ([EGH 00], Lemma 10.5):

Lemma 3.7 (Diskreter Spursatz) Seio€ die Menge der Kanten, die i liegen. Sei(e)
fur eine Kante: € 0€ der Index der Zelld; € T, deren Randkanteist. Dann ist

> el Ui,y < C (U +[U17) - (3.49)
ecof

Damit kdnnen wir nun auch die Differenzen Gber Randkanten abschatzen:
Lemma 3.8 (Raumkompaktheit) SeiU aul3erhalb vorf2 mit Null fortgesetzt, dann gilt
/ (U(z +&,t) — Uz, t)* dedt < C €] . (3.50)
Qr
Beweis Der Ansatz erfolgt wie im Beweis zu Satz 3.5 bis auf die Tatsache, dass nun

zusatzlich Differenzen Uber Randkanten bertcksichtigt werden (wobei der &uf3ere Funkii-
onswert Null ist). Daher ergibt sich auch dieselbe Abschatzung bis auf den zusatzlichen

Summanden N
2y 7 / S 0B(x,e) (UL,)" (3.51)
k=0 79

e€oE
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3 Ein erstes Konvergenzresultat

wobei0E(z, e) wie erwartet definiert ist durch

OBz, ¢) i { (1] fseglnss[tx,x + &] sowohle als auchl;.) schneidet (3.52)

Wie dortist [, E(x, e) < || |e], so dass sich Gleichung (3.51) aufgrund des Spursatzes
und anschlieBend mit dér-Abschéatzung 3.6 und der Energiegleichung 3.2 durch

N N
23 "1l Y el (UE)* < e S rlel ([U]s + UM (3.53)

k=0 ecoE k=0
< CoT el (|U°|; +|U°))) (3.54)

abschéatzen lasst.
O

Damit ist der Kompaktheitssatz von Fréchet—Riesz—Kolmogorov anwendbar und wir
erhalten:

Satz 3.9 (Konvergenz inL?(Q2r)) Es gibtu € L*(Q7) und eine Teilfolge vo4U}, so
dass
U—u inL*Qr) far (h,7,0) — 0. (3.55)

Dabei isto ein Parameter der diskreten Mobilitdt, den wir in Abschnitt 4.1 néaher
betrachten.
Nun wollen wir noch ein Regularitatsresultat fir den Grenzwestwahnen.

Satz 3.10 {1%(Q2)-Regularitat von v) Seiu der Grenzwert aus Satz 3.9. Dann iste
H2(Q).

Beweis Betrachten wir eine Testfunktiopn € C'*°, deren Trager kompakt if? liegt. Aus
der Kompaktheit im Raum (Satz 3.5) erhalten wir mittels der Ungleichung von Cauchy-

Schwarz:
U x+£ —Ulx C f + 2h
/d ( |§\ ( )<0(x) dr < \/ |§|’(£|| 2 )H@Ho (3.56)

Aufgrund derL?-Konvergenz vonJ kénnen wir im Integral zur Grenze Ubergehen.
Anschlie3end verschieben wir die Integrationsvariablen, und es ergibt sich

/]Rd st %_ " epayde < VO el (3.57)
/Rd - %_ (p(@“(m) dr <VCllg], - (3.58)

Nun setzen wi€ := ee;, und fihren einen Grenzubergang- 0 durch. Es ergibt sich,
dass die schwachen Ableitungen woin L? liegen

/ Oip(x)u(z) dz| < Clell, — uecHY?, (3.59)
R4

26



O

Korollar 3.11 (Schwache Randwerte)Insbesondere besitzt die Grenzfunktiolschwa-
che Randwerte if.?(992).

4 Ein schwacher Nichtnegativitatssatz

In diesem Kapitel werden wir eine schwache Form eines Nichtnegativitatsresultates flr
die diskreten Losungen beweisen. ,Schwach” bedeutet dabei, dass die diskreten Losun-
gen zwar negativ sein kénnen, aber oberhalb einer Schranke wdiegen, die mit dem
Approximationsparameter der diskreten Mobilitat (siehe unten) gegen Null konvergiert.

4.1 Eine Entropieungleichung

Zuerst leiten wir nach der Energiegleichung die zweite fundamentale Abschatzung her, die
im Folgenden den Beweis der Nichtnegativitat erlaubt. Diese Abschatzung wird — ebenfalls
in Anlehnung an ein kontinuierliches Resultat — als Entropieungleichung bezeichnet. Um
sie zu formulieren, benétigen wir zunachst die folgende Definition.

Definition 4.1 (Zulassiges Entropie-Mobilitats-Paar) Seim : R — R eine stetige und
nichtnegative Approximation der kontinuierlichen Mobilit#t und s, € R*. Dann heif3t

ein Paar(G, M) von Funktionerti : R — RJ undM : R? — R ein zulassiges Entropie-
Mobilitats-Paar genau dann, wenn gilt:

e ) ist stetig und symmetrisch in Bezug auf seine zwei Argumente,
e M(UU)=m(U),
o M(U;, Uj)(G'(U;) = G'(Uy)) = U; = U

wobeig(s) = [ % undG(s) = [* g(r) .

Insbesondere ist es zulassid,als harmonisches Integralmittel der approximierten Mo-
bilitat m Gber dem Intervall vo/; bis U; zu wahlen:

M(U;, U;) = { <ch] m%r)>_ if U; #U;j (4.1)

Satz 4.2 (Diskrete Entropieungleichung)Sei(G, M) ein zuléssiges Entropie-Mobilitéts-
Paar. Dann gilt die folgende Ungleichung:

STTBIGUN) + 73N T (PR < Y Inl G ) (4.2)

€T k=1 i€T 1€T
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4 Ein schwacher Nichtnegativitiitssatz

Beweis Wir beginnen mit Gleichung (2.9) des Finite-Volumen-Schemas und testen diese
mit G'(U**1), d.h. wir multiplizieren mitG’(UF™) und summieren tberfiir alle Testvo-
lumina:

ST (U - UHG (UFT) =
=4

€ij
™. M(Uf“ﬂf“)%(ﬂ“l—B’f“)G’(Uﬁ“) (4.3)

i€Z jEN(4) K

Nun kénnen wir die rechte Seite mittels Gleichung (3.1) der partiellen Summation um-
formen:

N-1
> D LU —UuhHE (Ut =

k=0 i€Z
N-1
_ TZ Z M Uk+1 Uk+1) ’21J| (Pk+1 Pk+1)(G/(Uk+l) G/<Uk+1)) (4 4)
k=0 e;;€E K

Wenn wir links die Konvexitat vortz und rechts die Entropie-Mobilitats Eigenschaft
anwenden, erhalten wir

N-—1
Z Z |T| Uk—i—l (Uzk)) S Z Z ’(eilj‘ (Pk;-H Pk+1>(Uk+1 Uk+1) (45)
k=0 i€Z k=0e;;€E

Die linke Seite zieht sich dann als Teleskopsumme zusammen, wahrend wir rechts Glei-
chung (3.1) rickwarts anwenden.

Z |TvZ| G(UN Z |T | G UO S T Z Z Z ’el]‘ Pk+1(Uk+1 Uk—f—l) (46)
i€l i€l k=0 i€Z jEN(3) dij

Wir missen jetzt nur noch die zweite Gleichung des Finite-Volumen-Schemas (2.10)
einsetzen und der Beweis der Entropieungleichung ist erbracht.

4.2 Diskrete Nichtnegativitéat

Satz 4.3 (Nichtnegativitat) Zu jedene > 0 gibt es einy > 0 und ein Entropie-Mobilitats
Paar (G, M), so dass fir aller < ¢ das folgende Resultat tber schwache Nichtnegativitat
erfullt ist. Dabei istn der Wachstumsexponent var nahe Null wie in Gleichung?.5).

1. W >0=U>—¢ fir 0<n<2

20 >0=U>—¢ fir n=2
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4.2 Diskrete Nichtnegativitit

B uW>d=>U>% fur n>2

Beweis Zunachst werden passende Entropie-Mobilitats P@aye)M,, ), definiert. Sei dazu
0 <o <.
Fur1 < n, definieren wir eine Approximation der kontinuierlichen Mobilifat durch

m(u) == M(max{o,u}), 4.7

wahrend wir furn) < n < 1

o M(u) if uw>0
m(u) = { oM(—u) if u<0 (4.8)

schreiben. Daraus ergibt sich dann wie in Abschnitt 4.1 ein zulassiges Entropie-Mobilitats-
Paar(G, M).

Nun bemerken wir, dass die rechte Seite der Entropieungleichung stets beschrankt ist.
Furn > 2 hatu® einen echt positiven Abstand von der Null, so dass die Singularitat von
G an dieser Stelle vermieden wird. Fir< 2 hatG bei Null keine Singularitat, wie man
leicht sieht, indem man die zweite Stammfunktion V@i (u))~* berechnet.

Nun missen wir nach dem Wachstumsverhalten &adfrei Falle unterscheide: <
n<l,1<n<2und2 <n.

Falll: 1 <n<2

Bezeichnen wir mitR; die i-te Stammfunktion vor{m(U))~'. Dann kénnen wir die

EntropieG fur U < o folgendermal3en schreiben:

(U - o)
2m(o)

Da R, konvex ist, istRy(0) — Ra(so) — Ri1(so)(0 — so) > 0. Offensichtlich ist auerdem
(U=0)?
2m%’)) 20 .

amit erhalten wir

(UF —0)(Ri(0) — Ri(sp)) < GUF)  fur UF<o. (4.10)

G(U) = Ry(0) — Ra(s0) — R1(s0) (0 — s0) + + (U —0)(R1(c) — Ri(s0)) (4.9)

Dieselbe Ungleichung gilt aber auch fiif > &, da die Monotonie vork; die linke Seite
fur gentigend kleine Werte vannegativ macht.
Aus der Entropieungleichung ergibt sich dann

Z T3] (UF — 0)(Ry(0) — Ry(s0)) < Z T3 G(UF) < Z T GUY) <C. (4.11)

Schlie3lich kdnnen wir folgendermal3en abschétzen:

C > ch(min{Uf} — o) (Ru(0) = Ri(s0)) (4.12)
> ch®(min{Uf})(Ri(0) = Ra(s0) (4.13)

. k C
WU S iR (o) = Rals) (4.14)
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5 GleichmiéBige Konvergenz in 1D

In diesem Fall giltR,(0c) — —oco flir o — 0, so dass die rechte Seite gegen Null
konvergiert. Dies beweist die Behauptung in Fall 1.
Fall2: n > 2

Wie oben erhalten wir Gleichung (4.11). Nun betrachten wir

Ky={ieI:UF<p}. (4.15)
c > N B (o - UF) (4.16)
R1<SQ> — Rl(O') - ickg ’ '
> Y ch(o - U}) (4.17)
i€Kg
> ch®|Kj| min{o — Uk (4.18)
B8
> ch?|Kps| (0 — ) (4.19)
K,a| < < (4.20)

Chd . O'(Rl(S[)) — Rl(O'))

Und da—coR,(c) — oo flir o — 0, wird K, , leer flr ein gentigend kleines was zu
beweisen war.
Fall3: 0 <n <1

Hier wéhlen wir als Startpunkt der Integration = 0, wasG zu G(u) = o' Ry(—u)
fur v < 0 vereinfacht. Darauf konnen wir wieder die Entropieungleichung anwenden.

C >3 ITIGWUY) = Y TGS = Y [T o' Ro(~UF)

1€ €L €K _¢
> |K_|ch’o™" min {Ry(=UN)} 2 |K_c| ch'o ™ Ro(e) (4.21)
1EK ¢
Damit erhalten wir die Ungleichung

Co
< — .
|K—€| — ChdRQ(e) Y (4 22)

deren rechte Seite wiederum gegen Null konvergiert. Damit ist auch der letzte Fall abge-
schlossen.

a

5 Gleichmaldige Konvergenz in 1D
Nun wollen wir beweisen, dass der Grenzwert der diskreten Losungen eine schwache L06-

sung des kontinuierlichen Problems ist. Dazu ziehen wir uns auf den (im Raum) eindimen-
sionalen Fall zurick.
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5.1 Diskrete Holderstetigkeit

5.1 Diskrete Holderstetigkeit

Zunéchst bendtigen wir ein diskretes Analogon zur gleichméaRigen Holder-Stetigkeit, um
damit spater die gleichmaflige Konvergenz beweisen zu kénnen. Dazu definieren wir:

Definition 5.1 (Diskrete Holderstetigkeit) Eine Menge stiickweise konstanter Finite-Vo-
lumen-Funktioner/ : Q2 — R heil3t diskret gleichméf3ig hélderstetig zum Exponenten
O<a<l1

im Ort genau dann, wenn  |Uf — UF| < C'|z; — |, (5.1)
in der Zeit genau dann, wenn  |Uf* — UF| < C'[ir|* (5.2)

wobei die Konstanté’ unabhangig vork ist.

Wenn im Folgenden von Holderstetigkeit die Rede ist, ist stets diese diskrete Holderstetig-
keit gemeint.

Dann folgern wir aus der Energiegleichung 3.2, dass unsere diskrete L&5umg
Raum holderstetig zum Exponentgiist.

Satz 5.2 (Holderstetigkeit im Raum) Sei{U } eine Familie von Losungen des Finite-Vo-

lumen-Schemas 2.4. Dann sind diese Funktionen gleichméfig hélderstetig zum Exponenten
1

3¢

Beweis Aus der Energiegleichung erhalten wir in 1D, da im Eindimensionglgh= 1
ist, die Abschatzung

U1 — Up)?
Z (Uit ) < CWOE ‘ (5.3)
o dz i+1
i,i+1€l ’
Wir werden eine Differenz der Fort/; . ; — U;| mit der Dreiecksungleichung ausein-

anderziehen und anschlieRend mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz in die passende
Form bringen, um Ungleichung 5.3 anwenden zu kdnnen.

J
|Uiyj — Uil < Z Uitk — Uiyi—1] (5.4)
k=1
J
UZ' — UZ _ %
— Z | +lz +k 1’ X di+k_17i+k (55)
k=1 di2+k—1,z‘+k:
. 1 1
J 2 2 J 2
Uit — Uigo—1]
< divk—1,i (5.6)
< CIUL, (w3 — 21)2 (5.7)
< C0°|, (wiy — )2 (5.8)
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5 GleichmiéBige Konvergenz in 1D

|

Als néchstes betrachten wir die Holderstetigkeit in der Zeit. Dazu bendtigen wir zu-
nachst folgenden Hilfssatz:

Lemma 5.3 (Holderstetigkeit in der Zeit) SeilM nach(3.16)beschrénkt und’ eine Fa-
milie von diskreten L6sungen des Finite-Volumen-Schemas 2.4. Dann gilt:

STInl (U - ul)’ < o 00| T (5.9)

1€l

Beweis Zum Beweis testen wir die erste Gleichung des Schemas 24hit— U!. Damit
erhalten wir

ST (U = Ub U - U))
€T
_ TZ Z Uk+1, UJI»CJFI)M(Perl o Pik+1)(Uik+1 . Ul) . (510)

d-- i
i€Z jeN(4) K

Als nachstes werden wir auf der linken Seite Bjreinschieben und rechts die partielle
Summation nach (3.1) durchfiihren und anschliel3end tber die Zeit summieren.

I+m—1
S STmI (R - UY) - (UF - UY)E - U
k=l €T
i k+1 7rk+1 leij
_ + +1y 145
DI WICEREE
= e;; €E

(P = PO = U7) = (U = 1)) (5.11)

Nun wird die linke Seite mittelga(a — b) = a® — b* + (a — b)?, die rechte mit der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz aufgespalten. Dabei wird dort eifdngégen) ab-
geschatzt.

I+m—1
D LI (U = U+ (U = U = (UF = U))?)
k=l i€l

(SIS

I+m—1
— VM| or Z Z %M(Uz‘kﬂa U]k+1>(P]{c+1 _ Pik+1)2

k=l ejes Y

M=

l+m—1
or S 3 il oy — | s.12)

k=l e;;e€ ij
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5.1 Diskrete Holderstetigkeit

Hier ergeben der erste und der dritte Summand links eine Teleskopsumme, deren unte-
res Ende Null ist, so dass nur der oberste Term Ubrigbleibt. Rechts kdnnen wir den ersten
Faktor mit der Energiegleichung abschatzen. Gleichzeitig gehen wir im Zuge der Abschat-
zung zu Betragen uber.

I+m—1
Z ST (U = Uk + ) T (Ut - Ul
k=l i€l €T
I+m—1

<V ||, 2r 3 U U (5.13)
k=l

Schliel3lich kbnnen wir den positiven ersten Summanden auf der linken Seite weglas-
sen, und rechts die Normen zu spateren Zeiten mit der Energiegleichung 3.2igegen
abschatzen.

ST U - Ul < VOO, (2rm 2|00 (5.14)
i€
< 2V M /mr |U° (5.15)
O

Damit kdnnen wir nun die Holderstetigkeit auch in der Zeit beweisen:

Satz 5.4 (Holderstetigkeit in der Zeit) Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.8/ist
hdlderstetig in der Zeit zum Exponentg,n/venn zusatzlichmr > h.

Beweis Seiz € Q undd > 0 genugend klein, so dass wir 0.B.d.A,z + §) C Q
annehmen kénnen. Dann schreiben wir

x+6
Ut () — U () = ][ UM () — UM () dy

N J/
~

=(4)

T+ z+6
+][ ) U”m(y)—Ul(y)der][ ’ U'ly) = U'(x) dy, (5.16)

(-

g g

=(B) =(C)

und erhalten aufgrund der Holderstetigkeit im Raum

=5 / Utm(z) — U™ (y) dy (5.17)

(5.18)

le

<

c;,,|,_.

sowie das gleiche Resultat f(i").

~
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5 GleichmiéBige Konvergenz in 1D

Teil (B) schatzen wir mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gegen das vorherge-
hende Lemma 5.3 ab.

T+
B=5 [ VW -Uw) Ly (5.19)
1 l+m l 2 %
< ([omw - vwra) Vs (5.20)
§§?Xmﬂi (5.21)
Mit der Wahlé = (m7)1 erhalten wir
U™ () — U'(x)| < |A| +|B| +C| (5.22)
§C<¢8+§§mﬂi+¢a (5.23)
= C(m7)* . (5.24)
O

Wir haben damit festgestellt, dass die diskreten Losungen gleichmaldig hdlderstetig in
Raum und Zeit sind. Zusammen mit der vorher bewiesditreonvergenz folgt daraus
die gleichmalige Konvergenz. Die Grenzfunktionen sind offenbar (im Lebesgue-Sinne)
identisch.

Satz 5.5 (GleichmaRige Konvergenzfeien Losungen des Schemas 2.4 in einer Raum-
dimension. Dann konvergiert die Teilfolge aus 3.9 auch gleichmaldig gegen die Grenzfunk-
tion u.

Beweis Die FolgeU konvergiert inL?(Qr) gegen eine Funktiom. AuBerdem ist sie
(diskret) gleichmaBig hélderstetig zum Exponenjgim Raum) bzw.; (in der Zeit).

Wir zeigen, das$/ auch eine Cauchyfolge ih>(Q27) ist. Dazu betrachten wir zwei
FunktionenUU, V' auf Gittern7;;, 7y, der Feinheith;, hy und mit Zeitschrittweitern;; bzw.
7. Wir bezeichnen mit

A=|U-V], B=|U-V|, (5.25)

die Abstande der beiden betrachteten Funktionen in den betreffenden Normen. Weiterhin
seih := max{hy, hy } undt := max{ry, 7v}.
Dann gilt fur|z —y| > h

U(z) = U(y)| = |Uitx) — Uiy (5.26)
< Claiw) — 7| (5.27)
<Clr—y+h|? (5.28)
<Clz -yl (5.29)
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5.1 Diskrete Holderstetigkeit

Abbildung 5.1: Abstand zweier diskret hdlderstetiger Funktionen

und zusammen mit dem analogen Ergebnis in der Zeit erhalten wir
Ut ) = Uls,p)] < C (Jo = yl* + [t = s[5) | (5.30)

falls |z —y| > hund|t — s| > .

Betrachten wir nun also die Funktionéhund 1V sowie eine Stellétz, z5), an der
sie den Abstand3 annehmen, vgl. 5.1. Also kénnen wir ihrdit-Abstand gegen die
schraffierte Flache abschatzen. Sei dazu= 3 (U(tp,z5) — V(tp,25)). O.B.d.A. sei
Ultg,rp) > M > V(tg,zp). Der Ubersichtlichkeit halber verschieben wir nun so, dass
tg=0 Und(L'B = 0.

Dannistfirt > 7,2 > h

Ult,z) > U(0) — |U(0) — U(t, z)] (5.31)
U(0) — C(ts + z2) (5.32)

und analog

(5.33)

[NIE
~—

V(t,x) <V(0)+C(t5 +x
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5 GleichmiéBige Konvergenz in 1D

BQ

(B—-h?)®  B® t

Abbildung 5.2: Integrationsbereich in Abschatzung (5.38)

In Raum und Zeit ergibt sich also

A= | (Ut,z) = V(t,z))* dzdt (5.34)
Qp
> / (U(t,z) = V(t,z))* dzdt (5.35)
U>M>V
> / . (Uta) = V(t,a)* dedt (5.36)
t>1,0>h,2C(t8+22)<B
1 1.\ 2
> / . (Bo2c@ v ah) deat (5.37)
t>7,2>h,2C(t8+x2)<B
(=) (E) g\
> — — 2 — 8§ )
_C’/T /h (20 x t) dxdt (5.38)
(&) ((E) 15\ B\’
> — — 2 — (8 — T — .
_C/O /O <2o . t> drdt — C(h +T|Qy)<2c) (5.39)
1
>(C——B"” - B?. 4
> Cms C(h+1) (5.40)

Dabei illustriert Abbildung 5.2 den Integrationsbereich in Ort und Zeit.
Also konvergiert dieZ>°-Norm, falls dieL?-Norm dies tut.
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5.2 Konvergenz gegen die schwache Losung

5.2 Konvergenz gegen die schwache Losung

Zunéchst betrachten wir noch einmal den diskreten DldclAufgrund der Entropieun-
gleichung 4.2 ist dieser iB?(Q2 x (7, T)) gleichmaRig beschrankt, also gilt:

Satz 5.6 (Schwache Konvergenz des Druckeg)ie diskreten DruckfunktioneR konver-
gieren schwach gegen eine Funktipin L?(Q2 x (&,7)) fur0 < e < T.

Wir kbnnen (fur den eindimensionalen Fall) zeigen, dass die Grenzwerstaus den
Satzen 3.9 und 5.6 eine schwache Losung des kontinuierlichen Problems im folgenden
Sinne sind:

Problem 5.7 (Schwache LésungWir nennen die Funktionen,p € L*(0,T; H*(Q))
eine schwache L6ésung der Dinne-Filme-Gleichung, wenn fir alle entsprechenden Test-
funktioneny gilt:

[ @-wae= [ Mwve VeecT@nem) -0 (641
T [u>0]x[0,T]
/p(p = / Vu-Ve  VYype (C®(Q), fastallet € (0,7)
Q Q

(5.42)
Dazu testen wir die beiden Gleichungen des Finite-Volumen-Schemas 2.4 mit passen-
den Testfunktionen, um anschlieBend im Integral zur Grenze lUberzugehen. Dabei sei zu

einer Testfunktiono der Wert an der Stelle; im k-ten Zeitschritt mitd* bezeichnet. Die

Differenzenquotienten werden mittels partieller Summation (3.3) auf die Testfunktion ge-
bracht.

Problem 5.8 (Folgerung aus dem diskreten Problem)

<I>k+1 PF
Z 2_ILIUf = U =——

k=0 i€l

,_n

(I)k+1 q)k-i-l

Y Y MU, U ey PEI———— ¥0Y =0 (5.43)
k=0 €T jeN(3) ]
ST P ==Y > ]eU]U’“*lii (5.44)
€T €T jeN (i) ij

Zum Beweis der Konvergenz gehen wir in den einzelnen Integraltermen zur Grenze
uber. Die Konvergenz im Zeitableitungs-Term folgt sofort ausideKonvergenz der ein-
zelnen Faktoren.
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5 GleichmiéBige Konvergenz in 1D

Lemma 5.9 (Zeitableitung)

(I)k—i-l (I)k
Z SIEIUF - 09T [ - wo (5.45)
= 1€ T Qr
Lemma 5.10 (Druckgleichung)
> IT| P —>/ng (5.46)
’LGZ
-3 |ew|U —>/Vu Vo (5.47)

i€Z jeN (i)

Beweis Dabei folgt (5.46) direkt aus der Tatsache, d&sschwach inL? gegenp und ®
stark gegerp konvergiert.

Also wenden wir uns noch (5.47) zu. Dazu betrachten wir die Differenz der beiden Inte-
grale und walzen den Gradienten voauf die Testfunktion, schiebehU Ay dazwischen
und teilen das Gebié? in Testvoluminal; auf. Anschlie3end formulieren wir das Integral
Uber Ay in ein Integral Gber den Rand des Testvolumens um. Dabei muss der Rand des
Gebietes noch gesondert behandelt werden.

> > |eU|U /Vu~Vg0 (5.48)
i€Z jeN(3) L
—Z Z |e”|U /uA<p+/ ud,p (5.49)
€L jEN (i) Q o0
:Z /Agp —i—/UAcp—/uAgo—i-/ ud,p
i€l je/\/ T; Q Q 0N
(5.50)
—ZU Z ( --)—I—/(U—u)Agp—l—/(u—U)@,,gp
i€l FEN () ¥ € Q 0N
(5.51)

Die ersten beiden Terme konvergieren gegen Null, also gilt fir Testfunktionen mit kom-
pakten Tréager if2 die behauptete Konvergenz und damit die Identftay = — [ uAp.

Nach Korollar 3.11 besitztt schwache Randwerte ib? (die wir ebenfalls mit: be-
zeichnen), andererseits i&t auf dem Rand wegen des Spursatzes 3.7 gleichmallig be-
schrankt und besitzt deshalb einen schwachen Grenzwé&r(&12), den wir mitv bezei-
chen.
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5.2 Konvergenz gegen die schwache Losung

Mit einem Dichtheitsargument folgt dann
/ (u—v)0,p =0 Vo € C(Q), o = 0aufof). (5.52)
o0

Betrachten wir nun einen TelD des polygonalen Randes véh der in einer Hyper-
ebeneH liegt. O.B.d.A. seil = span{es,...es} undr = (1,0,...0,0).

Dann kdnnen beliebige glati@ — 1)-dimensionale Testfunktionen(xs, .. .x,) mit
Trager kompakt irD durchy = z1-¢(xs, . .. 4) im Innern vort) und einer Umgebung von
D und geeignete Glattung zur Null bis zum restlichen RandW@o fortgesetzt werden,
dass nach Gleichung (5.52) auch

/ (u—v)p = / (u—2v)0,p =0 Vi e C°(D), (5.53)
D D

womit die Identitdt, = v fast Uberall auf dem Rand bewiesen ist.

Lemma 5.11 (Mobilitéat) In einer Raumdimension gilt

N-1
(I)kJrl (I)k+1

Z Z Z Uk+1 Uk+1) |e”|Pk+1 dz]

k=0 €I jeN(3)

— / M(u)Vp-Ve. (5.54)

[u>0]x[0,T

Beweis Zunachst betrachten wir die Mobilitat und beweisen die gleichméRige Konvergenz
von M (U) gegenM (u). Betrachten wir zwei benachbarte Elemeftel; mit j € N (i)

und einen Punkt € T;, sowie einen Zeitpunkt € [k7, (k + 1)7). Wir unterscheiden zwei
Falle:

Fall1: n > 1
Nach dem Mittelwertsatz gilt aufgrund der Defintion 4.1 der Entropie-Mobili-
tats Paare
1
M(UF, UF) = S i F UF :
(UEU)) =m(©) = oy Mite WL} (5.55)
Daher gilt aufgrund der Definition (Gleichung (4.7)) véhin diesem Fall:
(M(u(z,t)) = M(UF,uj)| = IM(u(z,t)) = m(€)] (5.56)
< [M(u(z,t)) = M(E)] = [M(E) = m(¢)]
(5.57)
< sup [M'(s)||u(z,t) — [+ M(o) (5.58)
s<max U
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5 GleichmiéBige Konvergenz in 1D

SchlieBlich ist nach Satz 3.10€ L>°(H'(f2)), nach dem Einbettungssatz von
Sobolev in 1D also im Raum auch hélderstetig zum Exponehtemd daher

gilt
e ) — € < [utt, )~ OF] + utt, )~ U (559
< ‘ y L Uk‘ + |u ) ) (t’xj” + |u(t7xj) - Uj]’f‘
(5.60)

< |u(t, z;) — Uﬂ +Ch? + |u(t, z;) — Uf , (5.61)

was aufgrund der gleichmaRigen Konvergenz Voebenfalls gleichmaRig ge-
gen Null konvergiert.

Fall2: 0 <n <1
Betrachten wir die Menge, auf dergrol3er als) ist:

Ss = {(x,t) € Qp|u(x,t) > 5} (5.62)

Wahle dabeb > 0 so, dass fur gegebenes> 0 gilt, dassM (s) < e falls
|s| < 24. Dann folgt wie oben

(M(u(z,t)) — M(UF uf)| < aufsS;. (5.63)

) ]

Fur genigend kleing, 7, o gilt aber, das$/ > —¢ und daher

IM(u(z,t)) — MU, u5)| <e+M(o)  aufQr\Ss. (5.64)

7 j

Damit ist die gleichmafige Konvergenz van bewiesen. Nun betrachten wir die In-
tegrale fur einen Zeitschritt, wobei wir wie oben zwischef; und 2\ S; unterscheiden.
Dazu sei

Is:={i€I|T; C S5}, Z;:={icZ|T;NSs#0D}
undf(; = {Z < I|T‘l gZ Sg} (565)
Aufgrund der gleichmaRigen Konvergenzisauf(2\S; (und, da stiickweise konstant,
auch auf Elementef; mit i € Zs, die nur teilweise ir2\ S5 liegen) fiir geniigend kleine
h,T,o zumindest kleiner aléé. Wegen der diskreten Holderstetigkeit (vgl. Satz 5.2) ist

U dann auch auf NachbarelementEnmit j € A/ (i),i € Z; noch kleiner al§. Daher
konnen wir mit der Energiegleichung 3.2 abschétzen:

E+1 g k+1

(O3 A
Z Z M(Uik+17Uf+1>‘€ij’P7jk+1jcl%Z

iei}; jGN(l) v

(5.66)

< max (/M(D)) (Z ol v, vy, - B)?) @], < C20)%

U<26 d;
eijég &
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wobein wie in (2.5) definiert der Wachstumsexponent vohist. Damit konvergiert dieser
Term auf der Mengé@: = 0] gegen Null.

Schlief3lich muss noch die Mengg betrachtet werden. Betrachtet man die Energie-
gleichung auf den Testvolumirig mit ; € Z5 die ganz oder teilweise iS5 liegen, und
bringt ()" < M(U) auf die andere Seite, so ergibt sich

Sy k \ewl (P, P) <0(5) . (5.67)

i€Zy jEN ()

Damit erhalten wir wie in Abschnitt 3.3 fil¥ nun auch furP zumindest auf der Menge
S;s ein Kompaktheitsresultat im Raum und darausidieEigenschaft fip. Dann schatzen
wir folgendermalRen ab:

(I)/?Jrl _ (I)kJrl
=30 MU U |ey| PP A——— - / M(u)Vp -V

d:;

1€l ]EN J [u>0]

PEtl _ pktl gkt _ phtl
<> / [ MU UFH) = M(u(t,2))| do
€ij€£€ ) 1] T;UT.
q)kJrl (I)k+1
+ C(26)2 + sup (s) Z Z leij| PR Lt /Vp V| (5.68)
s<maxu ]

i€Zs jEN(4)

Der erste Term konvergiert aufgrund der gleichméafigen KonvergenzAudden zwei-
ten Term kontrollieren wir durch die Wahl van und mit dem dritten Term verfahren wir
wie beim zweiten Teil der Druckgleichung 5.10.

Damit ist das gewlinschte Resultat bewiesen.

Korollar 5.12 (Konvergenz) Sei{U},{P} eine Familie von Losungen des Finite-Volu-
men-Schemas 2.4 in einer Raumdimension. Dann konvergiert eine Teilfolgé fiam
h,7,0 — 0in L? und gleichmaRig sowie voRt schwach inL? gegen eine schwache
Lésungu, p des kontinuierlichen Problems in Sinn von 5.7.

6 Ein einfaches Operatorsplitting

Im Folgenden werden wir das reduzierte Modell schrittweise wieder bis zur vollstandi-
gen Surfactant-Gleichung ausbauen. Dabei beginnen wir damit, zun&chst einen einfachen
Transportterm zur Dinne-Filme-Gleichung hinzuzufligen.
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6 Ein einfaches Operatorsplitting

et
Y

Abbildung 6.1: Ein dinner Film mit linearem (links) und Burgers-Transport (rechts)
to=0;t; =0,1;t5 = 0,5undts = 1,5
Numerische Simulation

11—
1111 e
..
T —

Problem 6.1 (Dunne Filme mit Transport) Wir ergdnzen die Gleichung der diinnen Fil-
me um einen Transportterm

Oru + div (M(u)VAu) +divf(u) =0, (6.1)
welcher von linearerf (u) = bu oder Burgers-Tygf (u) = bu? mitb = const € R¢ ist.

Dabei ist der lineare Fall interessant, weil daftr eine Ahnlichkeitslosung (vgl. Kapitel
6.3) bekannt ist. Der nichtlineare Fall mit einem Konvektionsterm vom Burgers-Typ (vgl.
Abbildung 6.1 rechts) entwickelt aufsteilende Fronten und ist ndher am in der Surfactant-
Gleichung 1.1 vorkommenden Transportterm.

In Abbildung 6.1 sieht man die Entwicklung derselben Ausgangskonfiguration mit den
verschiedenen Formen des Transports, die wir hier betrachten. Dabei rechnenfWitauf
(—1;1). Die Mobilitat hat hier die Form\{(u) = 3u® und der Konvektionsternf(u) =
0,27u bzw. f(u) = 9u>. Die Abbildung wurde mit dem Verfahren berechnet, das wir in
diesem Abschnitt vorstellen.

Auf der linken Seite beobachtet man, wie sich das erwartete Profil einstellt, wahrend
der Film gleichzeitig mit gleichmafiger Geschwindigkeit nach rechts wandert. Auf der
rechten Seite beginnt sich die Front zunachst aufzusteilen, um dann nach einer Wartezeit
mit der Bewegung nach rechts zu beginnen. An der Front stellt sich ein Kontaktwinkel ein,
der zwischen dem von der Dinne-Filme-Gleichung favorisierten Winkel (siehe links) und
der senkrechten Front der reinen Burgers-Konvektion liegt. Die Abbildungen wurden mit
dem Verfahren berechnet, das in diesem Abschnitt vorgestellt wird.

6.1 Der Splitting-Ansatz

Dabei verwenden wir einen sogenannten Operatorsplitting-Ansatz. Das bedeutet hier, dass
wir die Ortsableitungen in zwei Teile aufteilen, und diese nacheinander berechnen.

Wir fithren also fur jeden diskreten Zeitschrift, U**+! einen Zwischenschritt/**2
ein, und zerlegen die Zeitableitung folgendermalfien:
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6.2 Diskretisierung des Transporttermes

Schema 6.2 (Einfaches Operatorsplitting)

E+L 77k
U0 gty (6.2)
-
[kl Uk+§
———— = —div( MU VAU (6.3)
-
Addieren wir die beiden Gleichungen, ergibt sich eine semiimplizite Diskretisierung

der Zeitableitung des Problems 6.1.

Uk+1 _ Uk
T

Also koénnen wir den Transportterm explizit, den Term hdherer Ordnung jedoch im-
plizit diskretisieren. Dies ist von Vorteil, weil einerseits eine explizite Diskretisierung der
vierten Ableitungen Zeitschrittweiten < Ch* erfordern wirde, andererseits jedoch ein
implizites Losen des upwind-Schemas fir den Transport (siehe unten) zu harten nichtlinea-
ren Problemen in jedem Zeitschritt fuhrt. Die Splitting-Strategie kann den Zeitaufwand der
numerischen Rechnung im Vergleich zu diesen beiden problematischen Ansatzen wesent-
lich reduzieren. AuRerdem kénnen fur die beiden Terme unterschiedliche, jeweils speziell
angepasste Diskretisierungsverfahren verwendet werden.

Wir wenden uns nun im Detail den Diskretisierungen der beiden Schritte zu. Zum zwei-
ten Schritt muss dabei nicht viel gesagt werden, da er exakt der bisher betrachteten Dinne-
Filme-Gleichung entspricht. Wir betrachten also im nachsten Abschnitt den Transportterm.

+ div (MU VAU +divf(U*) = 0 (6.4)

6.2 Diskretisierung des Transporttermes

Fur den Transportterm des Operatorsplitting stehen zahlreiche Standardmethoden zur L6-
sung von Transportgleichungen zur Verfiigung, wie sie etwa in [K 97] beschrieben werden.
Hier wurden erste Versuche mit dem Engquist-Osher-Verfahren aus [EO 81] durchgefinhrt.

Dabei wird die Gleichung zuné&chst auf einem Testvoluffien €2 in Erhaltungsform
geschrieben

/Tﬁtu: —/Tdivf(u) == tw-v. (6.5)

Nun betrachten wir eine Zerlegurigdes Gebiete® wie in Abschnitt 2.2. Dann kon-
nen wir Gleichung (6.5) auf allen Testvolumifiabetrachten, und das Integral Gber den
Rand vonT; in einzelne Randkanten zerlegen.

Nehmen wir nun wieder stiickweise konstante Funktiobierur Approximation der
LAsung, so ergibt sich zunéchst die Schwierigkeit, dasdwauf Kanten zwischen kon-
stanten Bereichen auswerten mussen.

Daher ersetzen wir die Funktiof(.) durch einen numerischen FIu&s;(., .), in den
die Funktionswerte auf beiden Seiten eingehen, und der die folgenden Bedingungen erfillt:

Definition 6.3 (Numerischer Fluss) Eine FunktionG;; : R* — R heif3t numerischer
Fluss zuf : R — R? und einer Diskretisierund’, wenn fir alle Kanten;; € & gilt:
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6 Ein einfaches Operatorsplitting

e G,; istlokal Lipschitz-stetig in beiden Argumenten,

e G;; istantisymmetrisch, d.h. lokal massenerhaltend, und

e GUU)=v;- f(U) .

Dann kénnen wir die Transportgleichung folgendermal3en diskretisieren:
Schema 6.4 (Finite-Volumen-Verfahren)

Ukt — U’“

T

FUF) (6.6)

Z]
j jeN (i)

Wir verwenden hier einen Numerischen Fluss nach Engquist und Osher [EO 81]. Dabei
sollen Funktionswerte immer entgegen der Richtung des Transportes ausgewertet werden.

Definition 6.5 (Engquist-Osher-Fluss) Eine differenzierbare Funktion : R — R zerle-
gen wir in einen Summe aus einer Funktion positiver und eine negativer Steigung

U v
gt (U) = ¢(0) +/ max{g'(s),0}ds und ¢~ (V) ::/ min{g'(s),0} ds. (6.7)
0 0
Dann kann man den Engquist-Osher-Fluss schreiben als

Gii(U, V) = leg| ((vij - FIONT + (v - F(V))7) - (6.8)

Man stellt allerdings schnell fest, dass ein solches Finite-Volumen-Verfahren erster
Ordnung einen hohen Anteil numerischer Diffusion zur Folge hat. Daher untersuchen wir
nun Verfahren héherer Approximationsordnung.

Wir betrachten dazu ein Verfahren, das als lineare Rekonstruktion bezeichnet wird.
Dabei wird aus den konstanten Werten der FV-Funktion auf benachbarten Zellen eine lokal
affine (aber Uber Zellrédnder i.d.R. nicht stetige!) Funktion rekonstruiert. Der Wert dieser
Funktion in der Mitte einer Randkante wird dann als Funktionswert im numerischen Fluss
verwendet.

Im Detail gehen wir folgendermalf3en vor: Zu einem Testvoluffiemnd zwei neben-
einanderliegenden Nachbarelemeriteril}, (wir schreiben(j, k) € N(i)) betrachten wir
die affine FunktionL;;;(x) := mj; - * + by, die durch die Punkte;, z;, z; und die
dazugehorigen Funktionsweitte, U;, U;, eindeutig bestimmt wird, vgl. Abbildung 6.2.

Die Punkter;, z;, x;, kdnnen dabei nicht auf einer Geraden liegen, da andernfalis
—v;, galte. Dann wéaren die beiden benachbarten Kanten parallel, und kAmen, da sie einen
gemeinsamen Endpunkt haben, aufeinander zu liegen. Dies ware aber keine erlaubte FV-
Zelle.

Nun werten wir diese lineare Funktion am Mittelpunkt der Kante den wir mitz;;
bezeichnen wollen, aus und setzen diesen Wert in den numerischen Fluss ein.

In dieser Form neigt das Schema jedoch dazu, an Schockfronten Oszillationen zu er-
zeugen. Um diese zu vermeinden, verwenden wir einen sogemannten min-mod-Limiter.
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6.2 Diskretisierung des Transporttermes

Abbildung 6.2: Lineare Rekonstruktion
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6 Ein einfaches Operatorsplitting

Dabei wahlen wir unter allen méglichen linearen Rekonstruktionen auf einer Zelle die-
jenige mit der geringsten Steigung aus. Falls auf einer Zelle ein lokales Extremum vorliegt,
verwenden wir anstelle einer linearen Rekonstruktion wieder den konstanten Wert auf dem
betrachteten Testvolumen.

Schema 6.6 (Lineare Rekonstruktion mit min-mod-Limiter) Zu drei benachbarten Fi-
nite-Volumen-Zelleff;, T;, T, € T miti € Z,(j, k) € Na(i) sei

L”k(iﬁ) = Mijk * T+ bijk: (69)

die eindeutig definerte affine Funktion mit

Lz]k<xa) = Ua Vo € {i,j, k} . (610)
Seim; := myjyk, SO, dass
[Mijore| < Mgl V(j, k) € Na(i), 5 # jo, k # ko (6.11)
und
S { 0 : fallsVjeN(@i):U; >U; oderVjeN(i):U; <U;, (6.12)
1 : sonst.
Dann definieren wir
und k+1 k
Y 20 Gy (UL, UE) . (6.14)
-

JEN (%)

In diesem Schema kdnnen verschiedene numerische Fliisse verwendet werden. Wir set-
zen hier den Engquist-Osher-Fluss 6.5 ein.

6.3 Eine L6sung mit linearem Transport

In diesem Abschnitt betrachten wir fiir dieses Splitting-Verfahren numerische Experimente
zur Konvergenz. Dazu untersuchen wir Problem 6.1 mit der Mobilitt:) = « und
einem linearen Transportterfifu) = bu.

Dann kodnnen wir eine bekannte Lésung der Dunne-Filme-Gleichung (wie sie auch in
[GR 00] verwendet wurde) auf den Fall mit Transport erweitern.

Satz 6.7 (Losung mit linearem Transport) Seiu eine Lésung von Problem 2.1. Dann ist

v definiert durchv(z, t) := u(x — bt, t) eine Losung des Problems 6.1 mit linearem Trans-
port f(u) = bu.
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6.3 Eine Losung mit linearem Transport

Abbildung 6.3: Ahnlichkeitslosung mit linearem Transport, numerische Simulation

Beweis Aufgrund der Kettenregel iStv = Vu undd,v = —b - Vu + 0,u. Setzen wir nun
v in Problem 6.1 ein, so erhalten wir

O + div (M(v)VAw) + div(bv) (6.15)
=—0b-Vu+ dwu+ div( M(u)VAu) + div(bu) (6.16)
=0 + div (M (u)VAu) (6.17)
=0, (6.18)

(6.19)

dawu die Dinne-Filme-Gleichung 2.1 16st.

O

Abbildung 6.3 zeigt, wie eine Losung der Dinne-Filme-Gleichung 2.1 zu einer Losung
der Gleichung mit hinzugefligtem Transportterm 6.1 korrespondiert. Die Darstellung zeigt
auch, wie die numerische Losung aus stiickweise konstanten Funktionen zusammengesetzt
ist.

Nun betrachten wir die folgende selbstahnliche Lésung der Dunne-Filme-Gleichung
nach [SH 88] in einer Raumdimension:

1 2 z? ’

Fur unsere Untersuchungen wahlen wir= 2,7 = 475 undb = 100 sowie flr das
Rechengebie® = (—1;1) undT = 0,012. Die Zeitdiskretisierung wird so gewabhlt, dass
T ~ h.

Den Fehler messen wir in dér°-Norm in der Einheitl0~%. Wir messen den Fehler
er = |lu(t,.) = U(t,.)||.q zur Zeitt = 0,008 und als Maximummax e := |[u — U]

Hoo 00,01
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7  Ein Verfahren ftiir die Surfactant-Gleichung

Rechnung ohne Transport Rechnung mit Transport

n 100 200 400 800 n 100 200 400 800
e 54,1 26,6 13,1 6,57 e 70,3 34,3 17,0 8,48
c 1,02 1,02 1,01 c 1,03 1,01 1,01
maxe | 165 82,5 41,1 20,5 maxe | 165 82,5 41,1 20,5
c 1,01 1,00 1,00 c 1,01 1,00 1,00

Tabelle 6.1: Fehler und Konvergenzraten bei stiickweise konstanter Losung

Rechnung ohne Transport Rechnung mit Transport

n 200 400 800 1600 n 200 400 800 1600
e 0,99 0,29 0,085 0,044 et 3,10 0,54 0,13 0,038
c 1,74 1,74 1,00 c 250 2,01 181
maxe | 3,55 1,06 0,27 0,059 maxe | 10,2 2,21 0,31 0,075
c 1,74 1,97 2,20 c 2,21 2,82 2,05

Tabelle 6.2: Fehler und Konvergenzraten bei linearer Interpolation

Uber das komplette Zeitintervall. Dabei stellen wir fest, dass der grof3te Fehler in den er-
sten Zeitschritten auftritt. Aul3erdem berechen wir daraus jeweils einen experimentellen
Konvergenzexponenten
_ 1n(eho/ehl) (621)
ln(ho/hl)

Wir stellen in Tabelle 6.1 fest, dass der maximale Fehler (der, wie erwahnt, zu Beginn
der Rechnung auftritt) in beiden Rechnungen fast genau gleichgrol} ist. Zu spateren Zeiten
ist der Fehler mit Transport etwas gréf3er als in der reinen Dunne-Filme-Rechnung.

Wir beobachten eine Konvergenz erster Ordnuniy. iRine bessere Konvergenzrate ist
aufgrund der stiickweise konstanten Approximation nicht zu erwarten.

Daher glatten wir diese Losung nun durch eine stlickweise lineare Interpolation zwi-
schen den Mittelpunkten der Diskretisierungsintervalle, und berechnen deren Fehler, um
zu sehen, wieviel durch die schlechte Approximationsordnung der stickweise konstanten
Funktionen verloren geht.

Dabei zeigt Tabelle 6.2, dass das Finite-Volumen-Verfahren eine &hnliche Konvergenz-
ordnung wie das vergleichbare Finite-Elemente-Verfahren aus [GR 00] erreicht. Auch nach
dem Hinzufligen eines Transportterms (und des dazu verwendeten Operatorsplittings) ver-
schlechtert sich diese nicht wesentlich.

7 Ein Verfahren fur die Surfactant-Gleichung

Nachdem wir die Effizienz des Operatorsplitting-Ansatzes zur Trennung von konvektiven
und diffusiven Termen beobachtet haben, werden wir uns mit diesem Ansatz nun dem
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7.1 Operatorsplitting in der Zeit

vollen Surfactant-Problem 1.1 zuwenden.

7.1 Operatorsplitting in der Zeit

Zunachst betrachten wir das Problem in der folgenden Form:

Problem 7.1 (Dunner Flussigkeitsfilm mit Surfactant)

Ou + %Sdiv (v’VAu) — %div (v’Vw) =0 in (7.2)
v= %S (W’VAu) — (uVw) (7.2)

Oyw + div (vw) — DAw =0 in (7.3)

ou = 0,Au=0,w =10 aufof (7.4)

u(0,.) = ug in Q (7.5)

w(0,.) = wy in (7.6)

Dabei haben wir die Geschwindigkeit (vgl. Formel (1.14)) aus der Surfactant-Gleichung
isoliert. Damit stellt sich das Problem als System zweier gekoppelter Konvektions-Diffu-
sions-Gleichungen und einer explizit zu berechnenden Geschwindigkeit dar.

Auf dieser Grundlage fuhren wir nun in den beiden Gleichungen (7.1) und (7.3) ein
Operatorsplitting nach der Art von Kapitel 6.1 durch. Damit ergibt sich das folgende Sche-
ma:

Schema 7.2 (Operatorsplitting fur das Surfactant-Problem)

k+3 11k
% = %div (Ut ow*) (7.7)
—UHI;UHQ = —%Sdiv ((U’“*l)BVAU’“*l) (7.8)
v = %s (UM VAUR! — R WE (7.9)
M = —div(VFHIWh) (7.10)
WM;WH% = DAWH'! (7.11)

Dabei diskretisieren wir die konvektiven Terme (7.7) und (7.10) explizit, wahrend alle
Terme mit hoheren Ableitungen ((7.8) und (7.11)) zur besseren Kontrolle der Zeitschritt-
weise implizit diskretisiert werden. Die Geschwindigkeit (7.9) wird einfach aus den zu
diesem Zeitpunkt bekannten Werten berechnet.
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7  Ein Verfahren ftiir die Surfactant-Gleichung

7.2 Ortsdiskretisierung

Nun betrachten wir die einzelnen Schritte des Splittings im Detail und untersuchen, wie
jeweils die Ortsdiskretisierung vorzunehmen ist.

Dabei sind die Verfahren fr die einzelnen Schritte alle schon weiter oben beschrieben:
Fur die konvektiven Terme (7.7) und (7.10) verwenden wir das Engquist-Osher-Verfahren
mit linearer Rekonstruktion und min-mod-Limiter aus Abschnitt 6.2. Der Dunne-Filme-
Term (7.8) wird mit dem in Abschnitt 2.2 vorgestellten Verfahren behandelt. Die Geschwin-
digkeit (7.9) kann explizit berechnet werden, und fir die Oberflachendiffusion (7.11) ver-
wenden wir ein FV-Verfahren, in dem der Laplace-Operator wie in der Druckgleichung
(2.10) des Dunne-Filme-Problems behandelt wird.

Wir betrachten zwei verschiedene Diskretisierungen. Der erste Vorschlag diskretisiert
alle Terme auf einem einheitlichen Gitter, wie es in Abschnitt 2.2 definiert wurde.

Die zweite Variante arbeitet mit dualen Gittern fir die Diskretisierung der Filmhéhe
und der Surfactant-Konzentration. Diese Methode wurde in einer Raumdimension imple-
mentiert und wird daher auch nur im Eindimensionalen beschrieben. Die dargestellten Bei-
spielrechnungen wurden alle mit dieser Methode durchgefuhrt.

7.3 Die einzelnen Splitting-Schritte

Wir betrachten zuerst eine Diskretisierung, die aurFinite-Volumen-Gitter verwendet.
Sei dazu7 eine Zerlegung des Gebiet€sin Testvolumina, die die Eigenschaften aus
Abschnitt 2.2 besitzt. Wir diskretisierdhnund 1 als stliickweise konstante Funktionen auf
GitterzellenT;. Die Geschwindigkeit” benétigen wir nur in der Orthogonalkomponente
auf Kantere;; der Triangulierung, dieser Wert soll nlif; bezeichnet sein. Betrachten wir
jetzt die einzelnen Schritte des Splittings:

Marangoni-Fluss

In unserem Splitting werden Marangoni-Krafte durch den folgenden Term beschrieben:

Uk—i—% _ Uk

T

_ %div ((U*)*wn*) (7.12)

Diesen diskretisieren wir ahnlich wie den Transportterm in Abschnitt 6.2 durch

Ukts — Uk 1
—— = §| > GyUF U, (7.13)
JGN()
2VVJZC B Wik

di;
Dabei wird VIV - v durch einen Differenzenquotienten Uber die Kante approximiert.

Dessen Vorzeichen ist wesentlich fiir die Auswertung des Engquist-Osher-Flusses.
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7.3 Die einzelnen Splitting-Schritte

Kapillar-Fluss

Zur Diskretisierung der Dinne-Filme-Gleichung ist nicht viel zu sagen, da sie vollstandig
wie in Abschnitt 2.2 erfolgt. Der Schritt

k+1 _ 7rk+i 1

vrrouE —5Sdiv (U vauk) (7.15)
-
wird diskretisert durch
Uttt —uk 1 ph+l _ pktl
i i MU g3 "t 7.16
T T3] . Z (U7 di; (7.16)
Jj=i—1,i+1
P,k'H - J v 7.17
Ml 2 T (7.17)
Jj=i—1,1+1
. - 1

fur die Mobilitat M (u) = §S u®. (7.18)

Geschwindigkeit

Die Geschwindigkeit” wird explizit aus den bisher bekannten Werten berechnet.
1
VL = 28 (UM) AU - o e (7.19)

Dabei werden alle Ableitungen durch die passenden Differenzenquotienten ersetzt. Um
U auf Kanten auszuwerten, wird Gber die beiden benachbarten Zellen gemittelt.

T3\ Us + |T5] U;
TRES 7.2
Vi T (7:29)
1 2 —PFtt — <_Pik+1) Wi — Wik
%§+1 _ 55 (Ul’;—l_l) J T . Ui’;'—H J - (721)
1) 13

Surfactant-Transport

Dieser Term beschreibt den Transport des Surfactant auf der Oberflache des Filmes, wenn
dieser mit der Bewegung der Flussigkeit (mit der Geschwindigkginitgezogen wird.
Wk-&-% _ Wk
—

Er wird ebenfalls mit dem Verfahren aus Abschii? behandelt. Dabei ergibt sich ein
Schritt der Gestalt

= —div(VFHWE) (7.22)

Whts — Wk 1
=Ty 2 e (7.23)
U jeN (i)
mit  f;(U) =0V ;. (7.24)

Wiederum ist insbesondere das Vorzeichen der Geschwindigkeit in Normalenrichtung fur
die Aufteilung des Flusses nach Engquist-Osher von Bedeutung.
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7  Ein Verfahren ftiir die Surfactant-Gleichung

T, T,

Abbildung 7.1: Duale Gitter in 1D

Oberflachendiffusion

Die Oberflachendiffusion wird wie der Laplace-Operator in der Druckgleichung des Dun-
ne-Filme-Problems behandelt.

k+1 _ yr/k+1
W =W gy (7.25)
-
Wkt _ Wkts 1 ij+1 — Wkt
_ A IS 7.26
T ITil je;(i) dis 72

Zur Losbarkeit ist zu bemerken, dass sich eine Matrix der Fbgmwie in (2.14) ergibt,

die symmetrisch und positiv definit ist. Diese kann mit Standardmethoden wie etwa Gra-
dientenabstiegsverfahren invertiert werden. Im Eindimensionalen hat die Matrix Tridiago-
nalgestalt und die Inverse kann effizient mit der Gau3-Elimination berechnet werden.

7.4 Diskretisierung mit dualen Gittern

Alternativ betrachten wir nun eine Methode, Film und Surfactant auf dualen Gittern dar-
zustellen. Dazu ziehen wir uns auf den Fall einer Raumdimension zurick, fur den das Ver-
fahren bisher implementiert ist. Dort séieine Triangulierung wie in Abschnitt 2.2, und

T eine dazu duale Triangulierung, bei der die Mittelpunkte zweier benachbarter Zellen
undz; die Rander einer dualen Zellg = T;; darstellen (siehe Abbildung 7.1). Dieselbe
Notation verwenden wir auch fur eine Zellé = T}, des priméaren Gitters, die zwischen
den beiden Zellmittelpunkten; undz, des dualen Gitterg liegt. Die Gitterzellen seien
jeweils von links fortlaufend nummeriert, so dass ZIBder linke Nachbar voffy ist.

Um die Notation tbersichtlich zu halten, werden wir stlickweise konstante Funktionen
des dualen Gitters mit’, W . .. bezeichnen. Wir approximieren die Filmhéhe durch eine
FunktionU, die stiickweise konstant auf dem primaren Giffeist, wahrend Geschwin-
digkeit V und Surfactantkonzentratidi’ diskrete Funktionen auf dem dualen GittEr
sind.

Um die Methoden auf den dualen Gittern ins Zweidimensionale zu tbertragen, liegt es
nahe, ein Gitter als Triangulierung des Gebietes, und das duale Gitter dazu als Voronoi-
Diagramm zu konstruieren. Die Kantenschnittpunkte des Voronoi-Diagramms sind dann
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7.4 Diskretisierung mit dualen Gittern

geeignete Mittelpunkte:; fur die DreieckeT; der Triangulierung, namlich die Schnitt-
punkte der Mittelsenkrechten. Dabei mussen allerdings noch einige Anderungen an den
folgenden Schritten vorgenommen werden, da (im Gegensatz zum Eindimensionalen) stets
zwei duale Zellen auf einer Kante liegen.

Nun betrachten wir die Splitting-Schritte noch einmal im Detail.

Marangoni-Fluss

In der alternativen Methode diskretisieren wir die Marangoni-Konvektion

Ukts —UF 1
——— = 5div ((U’f)2vw’f> (7.27)

-
ahnlich wie oben durch

Ukt —UF 11

= s Giiri(Uf, Ul ) (7.28)
T 9 u*” Pt +J s+ +7,

5k _ Yirk
o Wikjiras — Wity

Litjit+2j — Li—j,i

wobei fi7i+j(U> =U Vij - (729)

Dabei wirdVW - v durch einen zentralen Differenzenquotienten tUber zwei Gitterzel-
len approximiert. Es ist zu beachten, d&ss, ; einen Wert aus der linearen Rekontruktion
bezeichnet, wahrenﬁ/i,iﬂ den (konstanten) Wert voi’ auf der dualen Zellé}ﬂ-ﬂ- be-
zeichnet, die auf der Kantg, , ; liegt.

Kapillar-Fluss

Die Diskretisierung der Duinne-Filme-Gleichung

Uk:-i—l _ Uk:-‘r% 1 ] 3
—————— = —38div (U*) vaut) (7.30)
erfolgt exakt wie oben:
U-k+1 _ Uk; 1 PkJrl _ Pk+1
i i MU gty " v 7.31
= 7 2 MUELUE) = (7.31)
J=t—1,i+1
1 Uk+1 _ U‘k+1
PE — _ - 7.32
Jj=t—1,2+1
. . 1. .
fur die Mobilitat M (u) = §3u3. (7.33)
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Geschwindigkeit

Die Geschindigkeit berechnet man explizit.
v = %s (U™ vauk — gty (7.34)

Dabei werden alle Ableitungen durch die passenden Differenzenquotienten ersetZ{. Um
das stiickweise konstant auf dem priméaren Gitter ist, auf dem dualen Gitter auszuwerten,
wird jeweils Uber zwei benachbarte Zellen gemittelt.

2
Cant_ Lg (UERS UL\ =P — (<P
E 2 2 Tiit1 — Ti-1y4
Ukl L Ukl gk o pyk
N 7,041 1—1,2 Nz—i—l - i—1 (735)
2 Tit1 — Ti—1
Surfactant-Transport
Der Transport des Surfactant mit der Geschwindigkeit des Filmes
V[/'k—&-l _ Wk
— = —div(V*WH) (7.36)
-

wird wieder mit dem Engquist-Osher Verfahren mit Rekonstruktion behandelt. Dabei ergibt
sich

Wk-i-% _ Wk 1 - -
B S G W) (7.37)
Hi=—1,41
k41 rk+1
mit fo) g Vs 7.38
fz,z-{-]( ) ( )

2 K

Oberflachendiffusion

Die Oberflachendiffusion wird ebenfalls wie im vorherigen Abschnitt diskretisiert. Im Un-
terschied dazu befinden wir uns hier jedoch auf dem dualen Gitter.

~ ~ 1
Wk:+1 _ Wk+§

T

= DAWHH! (7.39)

(7.40)

Wkt _ Jirk+3s 1 Z W;“rl . WikJrl
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7.5 Numerische Ergebnisse

== A= D, 4

PN

Abbildung 7.2: Ahnlichkeitslosung aus [JG 92] zu den Zeitschritten
to=0+7;t, = 0,09+ 7undt, = 0,9+ 7
Numerische Simulation

Filmhdhe « Surfactant-Konzentration w

n 100 200 400 800 n 100 200 400 800
ey 111 83,3 51,4 37,9 er 9,53 1,84 0,818 0,407
c 0,41 0,70 0,44 c 2,37 1,17 1,01
maxe | 160 119 72,6 52,1 maxe | 23,4 11,8 5,89 2,94
c 0,43 0,71 0,48 c 0,99 1,00 1,00

Tabelle 7.1: Fehler und Konvergenzraten bzgl. der Lésung aus [JG 92]

7.5 Numerische Ergebnisse

Auch fir dieses Verfahren wollen wir numerische Konvergenzuntersuchungen durchfih-
ren. Dazu betrachten wir die folgende Ahnlichkeitslosung von 1.1 aus [JG 97) fir
S=0:

_ Izl
f(t,l’) - t%

u(t’x):{% fur ¢<1 w(t,x)—{%(l_g)/té fir €<1 740

(7.41)

1 fur &€>1 N 0 fur ¢£>1

Abbildung 7.2 zeigt das Ergebnis des numerischen VerfahrenQ auf(0; 1) aus der
Ausgangskonfiguration zur Zeit= 7 = 0,01. Dabei sind Surfactant (rot) und Film (blau)
aus Griunden der besseren Sichtbarkeit-Richtung unterschiedlich skaliert.

Hierbei kdnnen wir den Abstand der diskreten Losung von der bekannten Ahnlichkeits-
I6sung berechnen. Wir messen den FehleEi(X) in der Einheit10~3, jeweils zur Zeit
t = 0,5 und als Maximum ube{0; 0,9), vgl. Tabelle 7.1.

Wir beobachten eine Konvergenz erster Odnung fir die Surfactant-Konzentration und
ungefahr der Ordnung fiir die Filmhohe.

Die folgenden Abbildungen zeigen Ergebnisse weiterer numerischer Experimente. Da-
bei wird zur Darstellung die Surfactant-Konzentration (rot) auf die Filmhdhe (blau) ge-
zeichnet. Wie in der Herleitung der Lubrikationsapproximation in Abschnitt 1 beschrieben,
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Abbildung 7.3: Ausbreitung des Filmes unter dem Einfluss des Surfactant
to = 0;t; = 0,0002; t; = 0,0035 undts = 0,0175

ist die Filmhohe skaliert durch eine typische Hohe, die Surfactant-Konzentration durch die
Konzentration eines gesattigten Monolayers. Da es also in diesem Fall keine physikalisch
sinnvolle Skalierung der beiden Graphen zueinander gibt, wurde jeweils eine Variante ge-
wahlt, in der beide Funktionen gut sichtbar sind.

Die Abbildungen zeigen jeweils die tatsachliche, stiickweise konstante, Losung des
Finite-Volumen-Verfahrens. Daher kann auch bei relativ feiner Diskretisierung des Gitters
(ca. 1000 Zellen) ein , Treppeneffekt” sichtbar sein.

Die Parameter zu den jeweiligen Rechnungen werden im Folgenden aufgelistet. Alle
Rechnungen fanden afif= (—1; 1) statt.

Abbildung 7.3 zeigt einen Film mit Trager i+0,5;0,5), der in der Mitte0,25 Ein-
heiten hoch ist und auf den ein kleinerer Surfactant-Tropfen in gesattigter Konzentration
aufgebracht wurde. Dabei ist= 102 undD = 107°.

Man bemerkt, dass sich der Film ausbreitet, sobald der Surfactant den Rand erreicht hat.
Dies ist insbesondere bemerkenswert, weil man bei der Dinne-Filme-Gleichung mit Mo-
bilitat «* (die sich aus der no-slip Randbedinung am Flissigkeit-Substrat-Interface ergibt)
ohne Surfactant keine Ausbreitung erwartet.

Die Abbildung 7.4 zeigt denselben Surfactant-Tropfen auf einen Film, der zu Beginn
die konstante Hohe,1 hat. Die Ausbreitungsparameter wagn= D = 10~2. Man sieht,
wie der Film sich in einer Welle nach auf3en bewegt und sich dabei in der Mitte einen Krater
bildet.

Eine ahnliche Ausgangskonfiguration, bei der die Ausbreitung allerdings stark kon-
vektionsdominiert ist, zeigt Abbildung 7.5. Hierbei sisd= D = 10°. Die Form der
Ldsung nahert sich im konvektionsdominierten Setting insbesondere im Bereich der Welle
der Ahnlichkeitslosung aus Abbildung 7.2.

Als néchstes betrachten wir in Abbildung 7.6 noch ein Beispiel, in dem die Diffusi-
on des Surfactant dominiert. FUr verhaltnismaRig graB3esier D = 0,1; S = 0,001
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7.5 Numerische Ergebnisse

Abbildung 7.4: Surfactant-Tropfen auf ebenem Film
to = 0;¢1 = 0,00001; 5 = 0,00005; t3 = 0,00018; ¢4 = 0,00043;
ts = 0,00084;ts = 0,0015; ¢, = 0,0034; ts = 0,0049 undty = 0,0067
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Abbildung 7.5: Konvektionsdominiertes Setting
to = 0;t; = 0,0008; t, = 0,008 undts = 0,035

Abbildung 7.6: Starke Diffusion des Surfactant
to=0;t, =0,1;t5 =2 undts = 10°
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Abbildung 7.7: Verhalten des Filmes f&§r= 0,01 (links) undS = 1 (rechts)
to =0ty =0,1;t,, = 0,5 undt; = 2

Abbildung 7.8: Ausbreitung des Surfactant &ir= 1 (griin) undS = 0,01 (violett)
jeweils beit = 2

stellt man fest, dass die Diffusion des Surfactant so schnell ist, dass er die Welle im Film
schnell Gberholt und sich gleichmaRig tiber die Oberflache ausbreitet. Das Ausgleichen der
Filmhohe, die in der Anfangsphase durch Marangoni-Krafte ausgelenkt wurde, durch die
Kapillarkrafte geschieht auf einer wesentlich grof3eren Zeitskala.

Nun wollen wir noch den Effekt der Kapillaritatskonstastdetrachten. Dazu verglei-
chen wir eine Rechnung mit ansonsten gleichen Paramefera: (0,0001) mit S = 1
undS = 0,01. Bei kleinerer Kapillaritatskonstante ist die Welle, die durch die Marangoni-
Konvektion entsteht, wesentlich ausgepréagter. Abbildung 7.7 zeigt fur beide Fallen diesel-
ben Zeitschritte.

Zur Verdeutlichung betrachten wir in Abbildung 7.8 die Surfactant-Verteilung jeweils
zur Zeitt = 2. Diese zeigt deutlich den Effekt der Kapillaritat auf die Ausbreitung des
Surfactant, die bei grof3eret etwas verlangsamt wird. Allerdings ist der Gradient bei
kleinerer Kapillarititskonstante deutlich flacher, was der schnelleren Ausbreitung wieder
entgegenwirkt.
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8 Schlussbemerkungen

Im eindimensionalen Fall zeigt sich das Verfahren in der Lage, das Verhalten eines Sur-
factant auf einem diinnen Film adaquat darzustellen. Die Vergleiche mit Ahnlichkeitslo-

sungen, zumindest fur die reduzierten Probleme in 6.3 und 7.5, zeigen die Effizienz des
Splitting-Ansatzes bei der Behandlung des gekoppelten Problems. Die Implementierung
auch fur den zweidimensionalen Fall erscheint vielversprechend. Inwieweit sich die ana-
lytischen Ergebnisse der Abschnitte 3 bis 5 auf ein Verfahren fir das volle Problem bzw.

auch ins Zweidimensionale erweitern lassen, ist vorerst offen.
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