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1 Einleitung

Eine gute Parametrisierung ist wichtige Grundlage für viele Anwendungen in der Computergrafik.
Zum Beispiel konstruieren Hormann und Greiner [15] MIPS, Most Isometric Parametrizations, glo-
bale Parametrisierungen von triangulierten Flächen mit minimaler Verzerrung. Clarenz, Litke und
Rumpf [6] definieren optimale Parametrisierungen für Flächensẗucke von zweidimensionalen glat-
ten Fl̈achen. F̈ur eine weitere Anwendung verweise ich auf Khodakovsky, Litke und Schröder [17].

Wünschenswert ist, dass Parametrisierungen Isometrien sind, weil dann alle Eigenschaften der
Fläche ins korrespondierende Parametergebietübertragen werden. Eine Abbildung zwischen zwei
Flächen ist eine Isometrie, wenn die ersten Fundamentalformenübereinstimmen. Da es nach dem
Theorema egregium ([8],§1.3) für gekr̈ummte Fl̈achen i.a. keine isometrische Parametrisierung
geben muss, sucht man Parametrisierungen, welche Längen, Winkel oder lokal Flächen erhalten.
Moser [20, 7] hat zum Beispiel lokal flächenerhaltende Abbildungen zwischen allgemeinen Man-
nigfaltigkeiten konstruiert.

Die Frage nach winkeltreuen, d.h. konformen, Abbildungen hat eine lange Geschichte. Gauß zeig-
te, dass alle zweidimensionalen und reell analytischen Flächen lokal konform parametrisiert werden
können [12]. 1916 bewies Lichtenstein [19], dass dies auch für C1,α-Flächen m̈oglich ist. Jede re-
guläre C1,α-Fläche kann sogar global konform parametrisiert
werden, wenn man den Uniformisierungssatz verwendet. Litera-
turangaben zu verschiedenen Varianten des Beweises findet man
in [21], §60. Hildebrandt und von der Mosel [14] präsentierten
kürzlich einen Beweis f̈ur die Existenz von konformen Para-
metrisierungen f̈ur Flächen vom Typ der Kreisscheibe. Konfor-
me Parametrisierungen für Flächen ḧoheren Geschlechtes findet
man bei Gu und Yau [13].

In meiner Arbeit suche ich zur eingebetteten FlächeM ⊂ R3

vom topologischen Typ der Sphäre konforme Parametrisierun-
genx : M → S2 (Abbildung rechts), die m̈oglichst fl̈achen-
und l̈angentreu sind. Dabei kann die Gewichtung von Flächen-
und Längenerhaltung variieren.

Um Konformiẗat zu erhalten, formuliert man die Problemstel-
lung um: Angenommenx : M → S2 sei eine bereits harmoni-
sche Parametrisierung. Numerisch erhält man ein harmonisches
Gitter wie in [5] beschrieben. Nach einem speziellen Fall eines
von Eells und Wood [11] bewiesenen Satzes istx bereits kon-
form. Die Idee ist nun, eine optimale konforme DeformationΦ : S2 → S2 zu finden, so dass
die konforme Umparametrisierungx[Φ] := Φ ◦ x optimal bzgl. Fl̈achen- und L̈angenerhaltung
ist, vgl. Abbildung 1.1. Zu jedem konformen AutomorphismusΦ : S2 → S2 existiert eine
Möbiustransformationf : Ĉ → Ĉ = C ∪ {∞},

f(z) =
a z +b
c z + d

,

mit a, b, c, d ∈ C unda d−b c = 1, so dass sichΦ darstellen l̈asst alsΦ = Π−1◦ f ◦Π, wobeiΠ die
stereographische Projektion vom Nordpol ist. Die optimale Parametrierungxopt = x ◦Φopt definie-
re ich als Minimierer einer geeigneten Energie, welche später nur von den acht reellen Parametern
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obiger Möbiustransformation abhängen wird. Dabei folge ich wie Clarenz, Litke und Rumpf [6]
und Ciarlet [4] der Elastiziẗatstheorie und entwickele eine Energie, welche nur von den Invarianten
Spur und Determinante des Verzerrungstensors

∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

abḧangt.∇M bezeichnet dabei den tangentialen Gradienten, d.h. die Projektion des Gadienten auf
den Tangentialraum vonM. Ich leite die Energie aus den an mein Parametrisierungskonzept an-
gepassten Axiomen Isotropie und Bezugsysteminvarianz her. Das zugehörige diskrete nicht-lineare
Minimierungsproblem l̈ose ich mit einem Newton-Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung.

Die Diskretisierung basiert auf lineare finite Elemente auf triangulierten Flächen, was in [10] von
Dziuk entwickelt worden ist. Die FlächeM wird durch eine diskrete, aber stetige Fläche

Mh =
⋃

T∈Th

T

approximiert, welche aus DreieckenT einer zul̈assigen TriangulierungTh besteht. Der finite
Element-Raum von stückweise linear finiten Elementen aufMh ist definiert als

Vh = Vh(Mh) =
{
xh ∈ C0(Mh)

∣∣ xh |T∈ P1(T ), T ∈ Th

}
.

Analog istS2
h eine diskrete Spḧare, welche aus Dreiecken einer Triangulierung mit Knoten auf der

S2 besteht. Der finite Element-RaumVh(Mh) wird aufgespannt von den nodalen Basisfunktionen
φj (j = 1, . . . , N ) für eine Indexmenge, welche zu den Knotenaj (j = 1, . . . , N ) von Th, den
Ecken der Dreiecke vonMh, korrespondiert. Damit bilden{φij}i=1,2,3; j=1,...,N mit φij := φj ei
eine Basis des diskreten RaumesV 3

h . Auf jedem DreieckT vonMh ist der Gradient vonφij und da-
mit auch die diskrete Metrik zur L̈angen- und Fl̈achenmessung aufMh konstant. Diskret konforme
Abbildungen werden nach [5] als Minimierer des Dirichlet-Integrals im RaumV 3

h mit Schwerpunkt
im Ursprung definiert.

Die für den diskreten Gradient und für die diskrete Hesse-Matrix benötigten Ableitungen der De-
terminante und Spur des Verzerrungstensors∇M x[Φ]T ∇M x[Φ] habe ich mit Maple 8 berechnen
lassen. Maple hat dann aus den Ergebnissen einen c++-Code generiert. Zum Beispiel ist der c++-
Code zur Berechnung der diskreten Hesse-Matrix der Determinante auf einem DreieckT der Tri-
angulierung vonMh ungef̈ahr 5500 Zeilen lang und berechnet 4508 lokale Variablen. Dies belegt
die Komplexiẗat der Ableitungen von Spur und Determinante.

Als eine Anwendung zeige ich zum Schluss, wie man die Qualität der Triangulierung einer Fläche
verbessern kann, indem man eine regelmäßige Spḧarentriangulierung mit Hilfe der gefundenen op-
timalen Parametrisierung auf die Fläche projiziert.
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Φ

x[Φ] = Φ ◦ xx

S2S2

M

Abbildung 1.1: Das Setting der Reparametrisierungx[Φ] einer gegebenen Parametrisierungx mit-
tels DeformationΦ.

Meine Arbeit ist wie folgt organisiert:

In Abschnitt 2 definiere ich konforme und harmonische Abbildungen und charakterisiere die kon-
formen Automorphismen vonS2.

Der Elastiziẗatstheorie folgend, leite ich im 3. Kapitel aus den Axiomen der Elastizität, Bezug-
systeminvarianz und Isotropie eine Klasse von Energiefunktionalen her. Sie sind geometrisch von

Bedeutung, da sie Flächen- und L̈angenverzerrung messen. Ich
beweise die Existenz von Minimierern dieser Energiefunktio-
nale. Die Darstellung der elastischen Energie in Abschnitt 3.4
orientiert sich dabei an Clarenz, Litke und Rumpf [6]. Für ein
Flächensẗuck Ω einer zweidimensionalen glatten FlächeN im
R3 beschreiben sie Parametrisierungen mit niedriger Verzerrung
als Minimierer eines̈ahnlichen Energiefunktionals. Zu einer ge-

gebenen Kartey : ω → Ω ⊂ N suchen sie, wie in der linken Abbildung zu sehen ist, eine optimale
euklidische DeformationΦ : ω → R2, welche ein Diffeomorphismus ist.

Abschnitt 4 befasst ich sich mit der Diskretisierung und Implementation. Die zu minimierende dis-
krete Energie wird eingeführt. Der hier vorgestellte Algorithmus basiert auf eine Newton-Verfahren
mit Armijo-Schrittweitensteuerung. Numerische Ergebnisse belegen seine quadratische Konver-
genz.

Eine Anwendung zur Gitteroptimierung der FlächeM findet man in Kapitel 5.

Meine Arbeit endet mit Diskussion im Kapitel 6.
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2 Konformit ät

2.1 Konforme Abbildungen

Γ ⊂ R3 sei eine zweidimensionale eingebettete reguläre Fl̈ache. Sie sei orientierbar undn : Γ → S2

bezeichne die Normalenabbildung. Die geometrischen Grundlagen zur Flächentheorie findet man
z. Bsp. in [9, 8].
Ich werde das Konzept der tangentialen Gradienten benutzen:

Definition 2.1 (Tangentialer Gradient.)
ϕ : U → R sei eineC1-Funktion, wobeiU offen inR3 undΓ ⊂ U .
Der tangentiale Gradient∇Γ ϕ ist definiert als Projektion des Gradienten∇R3ϕ auf den Tangenti-
alraum vonΓ:

∇Γ ϕ = (1 − n⊗ n)∇R3ϕ = ∇R3ϕ− (n · ∇R3ϕ)n.

Dabei bezeichnet1 die Identiẗat im R3 undn die Normale anΓ. Das euklidische Skalarprodukt
wird mit ·, und die Komponenten von∇Γ ϕ werden mit∇Γ,i ϕ, i = 1, 2, 3, bezeichnet. Weitere
Bezeichnungen:

∇Γ ϕ = ∇ϕ bzw. ∇Γ,i ϕ = ∇i ϕ.

Wennϕ : U → R3 mit ϕ =
(
ϕ1, ϕ2, ϕ3

)
undϕi : U → R, ϕi ∈ C1(U), i = 1, 2, 3, ist, dann

bezeichnet∇Γ ϕ den komponentenweisen tangentialen Gradienten:

∇Γ ϕ =

∇Γ ϕ
1

∇Γ ϕ
2

∇Γ ϕ
3

 =

∇Γ,1 ϕ
1 ∇Γ,2 ϕ

1 ∇Γ,3 ϕ
1

∇Γ,1 ϕ
2 ∇Γ,2 ϕ

2 ∇Γ,3 ϕ
2

∇Γ,1 ϕ
3 ∇Γ,2 ϕ

3 ∇Γ,3 ϕ
3

 .

Bemerkung 2.2
Der tangentiale Gradient hängt nur von den Werten der Funktionϕ auf der Fl̈acheΓ ab. Angenom-
menϕ̄ ∈ C1(U), U wie in Definition 2.1, gen̈ugeϕ = ϕ̄ auf Γ. Dann ist∇R3(ϕ − ϕ̄) = kn für
eine Konstantek und man erḧalt

∇Γ(ϕ− ϕ̄) = kn− kn = 0.

Satz 2.3 (Kettenregel.)
SeienΓ1 undΓ2 ⊂ R3 zweidimensionale eingebettete reguläre Flächen und
ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) : Γ1 → R3 ein Diffeomorphismus aufΓ2, d.hϕ(Γ1) = Γ2.
Dann gilt für glatteψ : Γ2 → R

∇Γ1
(ψ ◦ ϕ) =

(
∇Γ2

ψ
)
◦ ϕ ∇Γ1

(ϕ) . (2.1)

Beweis (Einsteinsche Summenkonvention,über doppelt auftretende Indizes wird summiert.)
Lokal lässt sichΓ2 darstellen alsΓ2 =

{
x ∈ R3 : u(x) = 0

}
, mit∇R3 u 6= 0 aufΓ2.

SeinΓ1 die Normale anΓ1 undnΓ2 = ∇R3 u

|∇R3 u| die Normale anΓ2.
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∂k bezeichnet die partielle Ableitung nach derk-ten Variablen. Dann gilt

u(ϕ) = 0
∂

∂xk⇒ ∇R3 u ·∂kϕ = 0

⇔ ∇R3 u
|∇R3 u|

· ∂kϕ = 0

⇔ nΓ2 · ∂kϕ = 0

Damit folgt

∇k(ψ ◦ ϕ) = ∂k(ψ ◦ ϕ)− nΓ1
k nΓ1

l ∂l(ψ ◦ ϕ)

= ∂iψ ∂kϕ
i − nΓ1

k nΓ1
l ∂jψ ∂lϕ

j

= ∂iψ ∂kϕ
i − nΓ1

k nΓ1
l ∂jψ ∂lϕ

j

− nΓ2
l ∂lψ nΓ2

i ∂kϕ
i︸ ︷︷ ︸

=0

+nΓ1
k nΓ1

s nΓ2
l ∂lψ nΓ2

i ∂sϕ
i︸ ︷︷ ︸

=0

=
(
∂iψ − nΓ2

i nΓ2
l ∂lψ

) (
∂kϕ

i − nΓ1
k nΓ1

s ∂sϕ
i
)

=
(
∇Γ2

ψ
)
◦ ϕ ∇Γ1

(ϕ) .

2

Definition 2.4 (Konforme Abbildung.)
Ein Diffeomorphismusϕ : Γ1 → Γ2 einer zweidimensionalen Fläche imR3 auf eine ebensolche
FlächeΓ2 heißtkonform, wenn jedem Paar von Kurven aufΓ1, die sich inx ∈ Γ1 unter einem
Winkelα schneiden, ein Kurvenpaar aufΓ2 durchϕ zugeordnet ist, das sich inϕ(x) ∈ Γ2 ebenfalls
unter dem Winkelα schneidet.

Nun zu einigen mathematischen Formulierungen des Begriffs konforme Abbildung:

Lemma 2.5 ϕ : Γ1 → Γ2 sei wie oben ein Diffeomorphismus zwischen zweidimensionalen Flächen
im R3. Der positiv definite EndomorphismusEx auf dem Tangentialraum vonΓ1,
Ex : TxΓ1 → TxΓ1, sei definiert als

Ex = ∇Γ1
ϕ(x)T ∇Γ1

ϕ(x).

ϕ ist genau dann konform, wennEx diagonal ist, d.h. wenn es eine positive Funktionλ : Γ1 → R+

gibt, so dass

Exv = λ(x)v für v ∈ TxΓ1.

Beweis
Ex ist eine Endomorphismus, denn seinx die Normale vonΓ1 in x undv ∈ TxΓ1 sei ein Tangenti-
alvektor. Dann gilt

Exv · nx = ∇Γ1
ϕ(x)T ∇Γ1

ϕ(x) v · nx = ∇Γ1
ϕ(x) v · ∇Γ1

ϕ(x)nx

= ∇Γ1
ϕ(x) v ·

∇Γ ϕ
1 · nx

∇Γ ϕ
2 · nx

∇Γ ϕ
3 · nx

 = ∇Γ1
ϕ(x) v · 0 = 0,
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weil ∇Γ ϕ
i ∈ TxΓ1, i = 1, 2, 3, ist. Damit istExv ∈ TxΓ1.

Seienγ1 und γ2 zwei Kurven aufΓ1, welche sich inx = γ1(0) = γ2(0) unter dem Winkelα
schneiden.

”
⇒ “ Seiα = π, d.h.γ1 undγ2 schneiden sich orthogonal. Da sich nach Voraussetzung die Bild-

kurven auch orthogonal schneiden, gilt:

Exγ̇1(0) · γ̇2(0) = ∇Γ1
ϕ(x)γ̇1(0) · ∇Γ1

ϕ(x)γ̇2(0) = ˙̂ϕ ◦ γ1(0) · ˙̂ϕ ◦ γ2(0) = 0.

Nach Umparametrisierung auf Bogenlänge gilt mite1 = γ̇1(0) unde2 = γ̇2(0), dass
ei · ej = δij , wobeiδij das Kroneckersymbol bezeichnet:

δij =

{
1, falls i = j

0 falls i 6= j.

Man erḧalt:

0 = (e1 + e2) · Ex(e1 − e2) = e1 · Exe1 − e2 · Exe2

⇔ e1 · Exe1 = e2 · Exe2

Da{e1, e2} eine orthonormale Basis vonTxΓ1 ist, folgt der erste Teil der Behauptung.

”
⇐ “ Angenommen, die Bildkurven vonγ1 undγ2 schneiden sich unter dem Winkelβ. Dann folgt:

cos(β) =
˙̂ϕ ◦ γ1(0) · ˙̂ϕ ◦ γ2(0)∣∣∣ ˙̂ϕ ◦ γ1(0)

∣∣∣ ∣∣∣ ˙̂ϕ ◦ γ2(0)
∣∣∣ =

Exγ̇1(0) · γ̇2(0)√
λ
√
λ |γ̇1(0)| |γ̇2(0)|

=
λγ̇1(0) · γ̇2(0)
λ |γ̇1(0)| |γ̇2(0)|

= cos(α).

2

Aus diesem Lemma folgt sofort

Lemma 2.6 u : ω → R3 sei eine Immersion eines zweidimensionalen Parametergebietesω ⊂ R2

und die erste Fundamentalform sei gegeben als

g = (gij)i,j = (∂i u ·∂j u)i,j = ∇ uT ∇ u = ∇ uT ∇ u .

Die Abbildungu ist genau dann konform, wenn

gij = λ(x) δij , x ∈ ω,

für eine positive Funktionλ aufω.

Definition 2.7 (Harmonische Abbildung.)
Γ1 undΓ2 seien zweidimensionale kompakte orientierbare Flächen.

Eine Abbildungϕ : U → R3 liegt in H1(Γ1,R3), wennϕ ∈ H1(U) für eine offene MengeU
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in R3 mit Γ1 ⊂ U . Dabei bezeichnetH1(U) den Sobolev-Raum vonL2-Funktionen mit quadrat-
integrierbaren Ableitungen bis zur Ordnung 1.

Die Abbildungϕ ∈ H1(Γ1,Γ2) := {ϕ ∈ H1(Γ1,R3)| ϕ(Γ1) ⊂ Γ2 f.ü. } heißt(schwache) harmo-
nische Abbildung, wenn sie ein station̈arer Punkt des Dirichlet-Integral

D[ϕ] =
1
2

∫
Γ1

∣∣∇Γ1
ϕ
∣∣2 da

ist. Dabei istϕ ein station̈arer Punkt des Dirichlet-Integrals, wenn

d
dε

D[ϕ ◦ σε]
∣∣∣∣
ε=0

= 0

für jede Familie(σε) mit σε ∈ H1(Γ1,Γ2) undσ0 = Id.

Es ist∣∣∇Γ1
ϕ
∣∣2 := ∇Γ1

ϕ : ∇Γ1
ϕ = tr

(
∇Γ1

ϕT ∇Γ1
ϕ
)
.

Denn seienA,B ∈ Rn,n mit A = (Aij)i,j=1,...,n undB = (Bij)i,j=1,...,n. Dann ist

A : B :=
∑
k,i

Aki Bki = tr

(∑
k

Aki Bkj

)
i,j=1,...,n

 = tr
(
AT B

)
.

Der folgende Satz ist ein spezieller Fall eines von Eells und Wood [11] bewiesenen Theorems und
zeigt den Zusammenhang zwischen harmonischen und konformen Abbildungen. Den Beweis findet
man auch in [16].

Satz 2.8 Sei x : Γ1 → Γ2 ein harmonischer Diffeomorphismus zwischen zwei topologischen
SpḧarenΓ1 undΓ2. Dann istx eine konforme Abbildung.

SeiM ⊂ R3 eine zweidimensionale topologische Sphäre undS2 die zweidimensionale Sphäre.
Anstelle die Parametrisierungx : M → S2 direkt zu optimieren, betrachte ich konforme Diffeo-
morphismenΦ : S2 → S2 der Spḧare (vgl. Abb. 1.1). Man erḧalt eine neue Parametrisierung

x[Φ] := Φ ◦ x .

Es ist klar, dass jede glatte konforme Parametrisierungx̃ von M geschrieben werden kann als
x̃ = x[Φ] mit Φ = x̃ ◦ x−1. Nach Satz 2.8 sind harmonische Diffeomorphismenx : M → S2

konform. Wie man numerisch eine harmonische Startparametrisierungx berechnet, beschreibe ich
in Kapitel 4.3.
Gesucht ist nun ein konformer DiffeomorphismusΦ : S2 → S2, so dassx[Φ] = Φ ◦ x : M→ S2

optimal bez̈uglich Fl̈achen- und L̈angenerhaltung ist. Optimale DiffeomorphismenΦ werde ich als
Minimierer einer geeigneten EnergieE in Kapitel 3 definieren.
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2.2 Konforme Automorphismen der Sph äre

Mit conf(S2) bezeichne ich die Menge der konformen Automorphismen von

S2 =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1 +x2
2 +x2

3 = 1
}
.

Es ist n̈utzlich die Spḧare mit der Riemannschen SphäreĈ := C ∪ {∞} zu identifizieren:

Definition 2.9 (Stereographische Projektion.)
Die biholomorphe und konforme AbbildungΠ : S2 → Ĉ, welche gegeben ist durch

Π(x1, x2, x3) =
{ 1

1−x3
(x1 + i x2) : (x1, x2, x3) ∈ S2 − {N}

∞ : (x1, x2, x3) = N
,

wird stereographische Projektion vom Nordpol N=(0,0,1)genannt.
Π projiziert die zweidimensionale Einheitssphäre vom NordpolN auf Ĉ, indem jedem
x ∈ S2 \ {N} der Schnittpunkt mit der Verbindungsgeraden vonN undx mit C zugeordnet wird
(Abb. 2.1).
Die UmkehrabbildungΠ−1 : Ĉ → S2 ist gegeben durch

Π−1(u+ i v) =
{ 1

u2 +v2 +1
(2 u, 2 v,u2 +v2−1) : u+ i v ∈ C

N : sonst
.

Satz 2.10u : ω → R3 sei eine konformeC1-Immersion eines zweidimensionalen Parametergebie-
tesω ⊂ R2. ϕ : ω̃ → ω eineC1-Reparametrisierung, d.h. einC1-Diffeomorphismus (Bijektion und
det∇ϕ 6= 0).
Dann istũ = u ◦ϕ : ω̃ → R3 genau dann konform, wennϕ (anti-)holomorph ist.

Beweis Nach Voraussetzung ist̃u auch eineC1-Immersion.
Seig, bzw. g̃, die erste Fundamentalform vonu, bzw.ũ.

”
⇒ “ Seienũ undu konforme Abbildungen. Mit Lemma 2.6 folgt:

g =
(
λ 0
0 λ

)
g̃ =

(
λ̃ 0
0 λ̃

)

⇒
(
λ̃ 0
0 λ̃

)
=g̃ = ∇ũT∇ũ = ∇ (u ◦ϕ)T ∇ (u ◦ϕ)

=∇ϕT
(
∇ uT ◦ϕ∇ u ◦ϕ

)︸ ︷︷ ︸
g◦ϕ

∇ϕ

=λ ◦ ϕ ∇ϕT∇ϕ

⇒ ∇ϕT∇ϕ =
λ̃

λ ◦ ϕ

(
1 0
0 1

)

⇒ (det(∇ϕ))2 = det(∇ϕT∇ϕ) =

(
λ̃

λ ◦ ϕ

)2
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⇒ |det(∇ϕ)| = λ̃

λ ◦ ϕ
und tr (∇ϕT∇ϕ) = 2

λ̃

λ ◦ ϕ

⇒ 2 |det(∇ϕ)| = tr (∇ϕT∇ϕ) = |∇ϕ|2 (Frobeniusnorm)

(ϕ Diffeom.,ω zusgh.)⇒ det(∇ϕ) > 0 oder det(∇ϕ) < 0.

Wenndet(∇ϕ) > 0, dann gilt mitϕ = (ϕ1, ϕ2):

2 |det(∇ϕ)| = |∇ϕ|2

⇔ 2
(
∂1ϕ

1 ∂2ϕ
2 − ∂1ϕ

2 ∂2ϕ
2
)

=
(
∂1ϕ

1
)2 +

(
∂1ϕ

2
)2 +

(
∂2ϕ

1
)2 +

(
∂2ϕ

2
)2

⇔
(
∂1ϕ

1 − ∂2ϕ
2
)2 +

(
∂1ϕ

2 − ∂2ϕ
1
)2 = 0

⇒ ∂1ϕ
1 = ∂2ϕ

2 und ∂1ϕ
2 = ∂2ϕ

1

Somit istϕ holomorph. Fallsdet(∇ϕ) < 0 folgt analog, dassϕ antiholomorph ist.

”
⇐ “ Seiϕ (anti-)holomorph. Dann folgt

g̃ =∇ϕT
(
∇ uT ◦ϕ∇ u ◦ϕ

)︸ ︷︷ ︸
g◦ϕ

∇ϕ = ∇ϕT

(
λ ◦ ϕ 0

0 λ ◦ ϕ

)
∇ϕ

=
(
λ ◦ ϕ 0

0 λ ◦ ϕ

)( (
∂1ϕ

1
)2 +

(
∂1ϕ

2
)2

∂1ϕ
1 ∂2ϕ

1 + ∂1ϕ
2 ∂2ϕ

2

∂2ϕ
1 ∂1ϕ

1 + ∂2ϕ
2 ∂1ϕ

2
(
∂2ϕ

1
)2 +

(
∂2ϕ

2
)2

)

=
(
λ ◦ ϕ 0

0 λ ◦ ϕ

)((
∂1ϕ

1
)2 +

(
∂1ϕ

2
)2 0

0
(
∂2ϕ

1
)2 +

(
∂2ϕ

2
)2
)

Somit istg̃ diagonal und̃u konform.

2

Um conf(S2) zu charakterisieren, muss man alle (anti-)holomorphen Diffeomorphismen vonĈ
kennen.

Definition 2.11 (Holomorph in ∞∞∞.)
Seiω ⊂ Ĉ offen undh : Ĉ \ {0} → Ĉ sei die Inversion

h(z) =

{
1
z falls z 6= 0 undz 6= ∞,

0 falls z = ∞.

Eine Funktionf : ω → Ĉ ist holomorph in∞, falls f holomorph aufω \ {∞} undf(1
z ) holomorph

auf h(ω \ {0}).
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Abbildung 2.1: Darstellung der konformen Diffeomorphismen der Sphäre mittels stereographi-
scher Projektion,Φ = Π−1 ◦ f ◦Π ∈ conf(S2).

Definition 2.12 (Möbiustransformation.)
Seiena,b, c,d ∈ C mit a d−b c 6= 0. Die bijektive und konforme Abbildungf : Ĉ → Ĉ, welche
definiert ist durch

f(z) =
a z +b
c z + d

, f(∞) =
a
c

und f(−d
c
) = ∞ , (2.2)

heißtgebrochen lineare Funktion, kurzLFT (=linear fractional transformation).
Möbiustransformationen sind holomorph in∞, wennc 6= 0 ist.

Nach [1] (Satz 13 auf Seite 324) gilt

Satz 2.13Die einzigen konformen Automorphismen vonĈ ∼= S2 sind genau die gebrochenen li-
nearen Transformationen (2.2).

Mit Satz 2.13 erḧalt man (Abb. 2.1)

conf(S2) =
{
Φ : S2 → S2

∣∣ Φ = Π−1 ◦ f ◦Π mit

Π : S2 → Ĉ stereographische Projektion vom Nordpol,

f : Ĉ → Ĉ eine Möbiustransformation (2.2) und

Π−1 : Ĉ → S2 die Inverse vonΠ.
}
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Eigenschaften der konformen Automorphismen der Sph äre

Weil für c 6= 0

a z +b
c z + d

=
a
c

+
µ

c z + d
, µ :=

b c− a d
c

(2.3)

ist, erḧalt man jede LFT als Komposition folgender elementarer LFTs:

↘ Translation: f(z) = z + b, b ∈ C.
Das stereographische Bild einer Geraden inĈ ist ein Kreis aufS2, der durch den Nordpol
verläuft und dessen Tangente in N parallel zur Gerade inĈ ist. Eine Translation verschiebt
die Punkte inĈ entlang der Geraden mit Richtungsvektorb, was somit aufS2 einer Ver-
schiebung entlang eines Kreises entspricht (Abb. 2.2(a)). Die Translation ist ein Beispiel einer
parabolischen M̈obiustransformation (nur Fixpunkt∞).

	 Rotation: f(z) = exp(iα) z, α ∈ R.
Mit 0 < α < 2π zeigt Abbildung 2.2(b), dass die Drehung in̂C um den Nullpunkt einer
Rotation vonS2 um die vertikale Achse durch ihr Zentrum induziert. Die Längenkreise per-
mutieren unter sich selbst. Diese Möbiustransformationen heißen elliptisch.

(a) Translation (b) Rotation

Abbildung 2.2: Visualisierung der elementaren LFTs Translation und Rotation.

l Homothetie: f(z) = r z, r ∈ R+.
In Abbildung 2.3(b) sieht man, dass die Kontraktion vonĈ (r < 1) in S2 einer Verschie-
bung entlang der L̈angenkreise zum S̈udpol entspricht. Ist(r > 1), so bewegen sich die
Punkte aufS2 nordẅarts und nicht s̈udwärts (Abb. 2.3(a)). Die Breitenkreise werden somit
auf Breitenkreise kleineren Umfangs entweder in Richtung Nordpol oder Südpol abgebildet.
Homothetien sind hyperbolische M̈obiustransformationen.

Als Verkettung von Rotation und Homothetie erhält man die Drehstreckung. Die Wirkung
dieser so genannten loxodromischen Möbiustransformation ist in Abbildung 2.3(c) darge-
stellt.
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(a) Homothetie,r > 1 (b) Homothetie,r < 1

(c) Drehstreckung (d) Inversion

Abbildung 2.3: Visualisierung der elementaren LFTs Homothetie, Drehstreckung und Inversion.

x Inversion: f(z) = 1
z

z = r exp(iθ) wird unter der komplexen Inversion abgebildet auf1
z = 1

r exp(−iθ). Das
Innere des Einheitskreises wird auf dasÄußere abgebildet und die Abbildung entspricht einer
Spiegelung am Einheitskreis mit anschließender Spiegelung an der reellen Achse. Auf der
Spḧare entspricht die Abbildungz = r exp(iθ) 7→ 1

r exp(iθ) = 1
z der Spiegelung vonS2

an derÄquatorebenêC. Die Spiegelung an der reellen Achse, die komplexe Konjugation
1
z 7→

1
z = 1

z , induziert aufS2 eine Spiegelung an der vertikalen Ebene, die durch die reelle
Achse geht. Die Komposition beider Abbildungen, also die Inversion, induziert eine Drehung
vonS2 um die reelle Achse mit dem Winkelπ.

SeiS2
h eine Spḧarentriangulierung mit Gitterknoten aufS2. Für die Diskretisierung bzw. Triangu-

lierung einer Fl̈ache verweise ich auf Kapitel 4.1. Ein konformer DiffeomorphismusΦ : S2 → S2

wirkt nun aufS2
h, indemΦ auf die Gitterknoten angewendet wird. Konforme Diffeomorphismen

können nach obigen Betrachtungen die Gitterknoten an einem Punkt konzentrieren, bzw. den Ab-
stand der Gitterknoten am gegenüberliegenden Punkt vergrößern. Wie die konformen Automorphis-
men auf ein regelm̈aßiges Gitter wirken, ist in Abbildung 2.4 dargestellt.
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(a)S2
h = Ausgangstriangulierung

(b) Translation:Φ = Π−1 ◦ (z+(1− i)) ◦Π (c) Rotation:Φ = Π−1 ◦ (exp(i) z) ◦Π

(d) Homothetie:Φ = Π−1 ◦ (0.25 z) ◦Π
(e)Φ = Π−1 ◦

“
1

0.25 z +(1−i)

”
◦Π

Abbildung 2.4: S2
h ist eine regelm̈aßige Spḧarentriangulierung mit Gitterknoten aufS2. Ein kon-

former DiffeomorphismusΦ : S2 → S2 wirkt nun aufS2
h, indemΦ auf die Gitter-

knoten angewendet wird. Das Ergebnis verschiedener konformer Diffeomorphis-
men ist in den Abbildungen (b)-(e) dargestellt.
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2.3 Darstellung der konformen Automorphismen der Sph äre

Satz 2.14SeiΦ : S2 → S2 ein konformer Diffeomorphismus der Sphäre. Dann istΦ die Ein-
schr̈ankung aufS2 von

P : R3 → R3, x 7→ A x+ B
C · x+ D

.

A ∈ R3×3, B,C ∈ R3 und D ∈ R.

Ist f(z) = a z +b
c z +d , a = a1 +i a2, b = b1 +ib2, c = c1 +i c2, d = d1 +id2, eine M̈obiustransfor-

mation mit

Φ = Π−1 ◦ f ◦Π,

dann habenA, B, C undD folgende Gestalt:

A =

A1,1 A1,2 A1,3

A2,1 A2,2 A2,3

A3,1 A3,2 A3,3


A1,1 = a1 d1 +a2 d2 +b1 c1 +b2 c2 =Im(a d) + Im(b c)
A1,2 = a1 d2− a2 d1 +b2 c1−b1 c2 =Im(ā d) + Im(b c̄)
A1,3 = a1 c1 +a2 c2−b1 d1−b2 d2 =Re(a c̄)− Re(b d̄)
A2,1 = a2 d1− a1 d2 +b2 c1−b1 c2 =Im(a d̄) + Im(b c̄)
A2,2 = a1 d1 +a2 d2−b2 c2−b1 c1 =Re(a d̄) + Re(b c)
A2,3 = a2 c1− a1 c2−b2 d1 +b1 d2 =Im(a c̄) + Im(b̄ d)
A3,1 = a1 b1 +a2 b2− c1 d1− c2 d2 =Re(ā b)− Re(c̄ d)
A3,2 = a2 b1− a1 b2− c2 d1 +c1 d2 =Im(a b̄) + Im(c̄ d)

A3,3 =
1
2
(
a2
1 +a2

2−b2
1−b2

2− c2
1− c2

2 +d2
1 +d2

2

)
=

1
2
(
a ā− b b̄− c c̄ + d d̄

)

B =

 a1 c1 +a2 c2 +b1 d1 +b2 d2

a2 c1− a1 c2 +b2 d1−b1 d2
1
2

(
a2
1 +a2

2 +b2
1 +b2

2− c2
1− c2

2−d2
1−d2

2

)
=

 Re(ā c) + Re(b̄ d)
Im(a c̄) + Im(b d̄)

1
2

(
a ā + b b̄− c c̄− d d̄

)


C =

 a1 b1 +a2 b2 +c1 d1 +c2 d2

a1 b2− a2 b1 +c1 d2− c2 d1
1
2

(
a2
1 +a2

2−b2
1−b2

2 +c2
1 +c2

2−d2
1−d2

2

)
=

 Re(ā b) + Re(c̄ d)
Im(ā b) + Im(c̄ d)

1
2

(
a ā− b b̄ + c c̄− d d̄

)


D =
1
2
(
a2
1 +a2

2 +b2
1 +b2

2 +c2
1 +c2

2 +d2
1 +d2

2

)
=

1
2
(
a ā + b b̄ + c c̄ + d d̄

)
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Beweis Seix = (x1, x2, x3) ∈ S2. Somit gilt

f ◦Π(x1, x2, x3) =
(a1 + i a2) 1

1−x3
(x1 + i x2) + (b1 + i b2)

(c1 + i c2) 1
1−x3

(x1 + i x2) + (d1 + i d2)

=
a1 x1− a2 x2 +b1(1− x3) + i (a2 x1 +a1 x2 +b2(1− x3))
c1 x1− c2 x2 +d1(1− x3) + i (c2 x1 +c1 x2 +d2(1− x3))

=

=: â︷ ︸︸ ︷
a1 x1− a2 x2 +b1−b1 x3 + i

=: b̂︷ ︸︸ ︷
(a2 x1 +a1 x2 +b2−b2 x3)

c1 x1− c2 x2 +d1−d1 x3︸ ︷︷ ︸
=: ĉ

+ i (c2 x1 +c1 x2 +d2−d2 x3)︸ ︷︷ ︸
=: d̂

=
â + i b̂

ĉ + i d̂

ĉ− i d̂

ĉ− i d̂

=
â ĉ + b̂ d̂

ĉ2 + d̂
2 + i

b̂ ĉ− â d̂

ĉ2 + d̂
2

⇒ Φ(x) = Π−1 ◦ f ◦ Π(x) = Π−1

(
â ĉ + b̂ d̂

ĉ2 + d̂
2 + i

b̂ ĉ− â d̂

ĉ2 + d̂
2

)

=
1(

â ĉ + b̂ d̂

ĉ2 + d̂
2

)2
+
(

b̂ ĉ− â d̂

ĉ2 + d̂
2

)2
+ 1


2 â ĉ + b̂ d̂

ĉ2 + d̂
2

2 b̂ ĉ− â d̂

ĉ2 + d̂
2(

â ĉ + b̂ d̂

ĉ2 + d̂
2

)2
+
(

b̂ ĉ− â d̂

ĉ2 + d̂
2

)2
− 1



=
(ĉ2 + d̂

2
)2

(â ĉ + b̂ d̂)2 + (b̂ ĉ− â d̂)2 + (ĉ2 + d̂
2
)2


2 â ĉ + b̂ d̂

ĉ2 + d̂
2

2 b̂ ĉ− â d̂

ĉ2 + d̂
2

(â ĉ + b̂ d̂)2+(b̂ ĉ− â d̂)2−(ĉ2 + d̂
2
)2

(ĉ2 + d̂
2
)2



=



2 (â ĉ + b̂ d̂)(ĉ2 + d̂
2
)

â2 ĉ2 +2 â b̂ ĉ d̂ + b̂
2
d̂
2
+ b̂

2
ĉ2−2 â b̂ ĉ d̂ + â2 d̂

2
+(ĉ2 + d̂

2
)2

2 (b̂ ĉ− â d̂)(ĉ2 + d̂
2
)

â2 ĉ2 +2 â b̂ ĉ d̂ + b̂
2
d̂
2
+ b̂

2
ĉ2−2 â b̂ ĉ d̂ + â2 d̂

2
+(ĉ2 + d̂

2
)2

â2 ĉ2 +2 â b̂ ĉ d̂ + b̂
2
d̂
2
+ b̂

2
ĉ2−2 â b̂ ĉ d̂ + â2 d̂

2−(ĉ2 + d̂
2
)2

â2 ĉ2 +2 â b̂ ĉ d̂ + b̂
2
d̂
2
+ b̂

2
ĉ2−2 â b̂ ĉ d̂ + â2 d̂

2
+(ĉ2 + d̂

2
)2
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Φ(x) =



2 (â ĉ + b̂ d̂)(ĉ2 + d̂
2
)

â2(ĉ2 + d̂
2
)+b̂

2
(ĉ2 + d̂

2
)+(ĉ2 + d̂

2
)2

2 (b̂ ĉ− â d̂)(ĉ2 + d̂
2
)

â2(ĉ2 + d̂
2
)+b̂

2
(ĉ2 + d̂

2
)+(ĉ2 + d̂

2
)2

â2(ĉ2 + d̂
2
)+b̂

2
(ĉ2 + d̂

2
)−(ĉ2 + d̂

2
)2

â2(ĉ2 + d̂
2
)+b̂

2
(ĉ2 + d̂

2
)+(ĉ2 + d̂

2
)2



=



2 (â ĉ + b̂ d̂)(ĉ2 + d̂
2
)

(ĉ2 + d̂
2
)(â2 + b̂

2
+ ĉ2 + d̂

2
)

2 (b̂ ĉ− â d̂)(ĉ2 + d̂
2
)

(ĉ2 + d̂
2
)(â2 + b̂

2
+ ĉ2 + d̂

2
)

(ĉ2 + d̂
2
)(â2 + b̂

2− ĉ2− d̂
2

(ĉ2 + d̂
2
)(â2 + b̂

2
+ ĉ2 + d̂

2
)



= (â2 + b̂
2
+ ĉ2 + d̂

2
)


2 (â ĉ + b̂ d̂)

2 (b̂ ĉ− â d̂)

â2 + b̂
2− ĉ2− d̂

2

 =:


Φ1

Φ2

Φ3



⇒ â2 + b̂
2
+ ĉ2 + d̂

2
= (a1 x1− a2 x2 +b1−b1 x3)2 + (a2 x1 +a1 x2 +b2−b2 x3)2

+ (c1 x1− c2 x2 +d1−d1 x3)2 + (c2 x1 +c1 x2 +d2−d2 x3)2

= a2
1 x2

1−2 a1 a2 x1 x2 +2 a1 b1 x1−2 a1 b1 x1 x3 +a2
2 x2

2

+ 2 a2 b1 x2 x3−2 a2 b1 x2 +b2
1−2 b2

1 x3 +b2
1 x2

3

+ a2
2 x2

1 +2a1 a2 x1 x2 +2a2 b2 x1−2 a2 b2 x1 x3 +a2
1 x2

2

+ 2 a1 b2 x2−2 a1 b2 x2 x3 +b2
2−2 b2

2 x3 +b2
2 x2

3

+ c2
1 x2

1−2 c1 c2 x1 x2 +2 c1 d1 x1−2 c1 d1 x1 x3 +c2
2 x2

2

− 2 c2 d1 x2 +2 c2 d1 x2 x3 +d2
1−2 d2

1 x3 +d2
1 x2

3

+ c2
2 x2

1 +2 c1 c2 x1 x2 +2 c2 d2 x1−2 c2 d2 x1 x3 +c2
1 x2

2

+ 2 c1 d2 x2−2 c1 d2 x2 x3 +d2
2−2 d2

2 x3 +d2
2 x2

3

= (a2
1 +a2

2 +c2
1 +c2

2)(x
2
1 +x2

2)

+ (b2
1 +b2

2 +d2
1 +d2

2)(x
2
3−2 x3 +1)

+ (a1 b1 +a2 b2 +c1 d1 +c2 d2)(2 x1−2 x1 x3)
+ (a2 b1− a1 b2 +c2 d1− c1 d2)(−2 x2 +2x2 x3)

= (1− x3)
{
(a2

1 +a2
2 +c2

1 +c2
2)(1 + x3)

+ (b2
1 +b2

2 +d2
1 +d2

2)(1− x3)
+ 2(a1 b1 +a2 b2 +c1 d1 +c2 d2) x1

−2(a2 b1− a1 b2 +c2 d1− c1 d2) x2}
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Dabei wurde benutzt, dassx2
1 +x2

2 +x2
3 = 1. Analoge Rechnungen liefern:

â ĉ + b̂ d̂ = (1− x3) {(a1 c1 +a2 c2)(1 + x3) + (b1 d1 +b2 d2)(1− x3)
+ (a1 d1 +b1 c1 +a2 d2 +b2 c2) x1

+(a2 d1 +b1 c2− a1 d2−b2 c1) x2}

b̂ ĉ− â d̂ = (1− x3) {(a2 c1− a1 c2)(1 + x3) + (b2 d1−b1 d2)(1− x3)
+ (a2 d1 +b2 c1− a1 d2−b1 c2) x1

+(a1 d1−b2 c2− a2 d2−b1 c1) x2}

â2 + b̂
2− ĉ2− d̂

2
= (1− x3)

{
(a2

1 +a2
2− c2

1− c2
2)(1 + x3)

+ (b2
1 +b2

2−d2
1−d2

2)(1− x3)
+ 2(a1 b1 +a2 b2− c1 d1− c2 d2) x1

−2(a2 b1− a1 b2− c2 d1 +c1 d2) x2}

2
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3 Energieformulierung

3.1 Flächen- und L ängenerhaltung

Problem 3.1 Gegeben sei ein konformer Diffeomorphismusx : M → S2 von einer glatten to-
pologischen Spḧare M nach S2. Finde eine optimale DeformationΦopt ∈ conf(S2), so dass
xopt = Φopt ◦ x optimal bzgl. Fl̈achen- und L̈angenerhaltung ist.

Wie definiert man nun Optimalität einer Parametrisierungx[Φ] = Φ ◦ x ?

SeiM eine zweidimensionale topologische Sphäre mit Karteω ⊂ R2 und Parametrisierung

u : ω →M.

x[Φ] ◦ u : ω → S2 ist dann eine Parametrisierung der Sphäre. F̈ur die geometrischen Grundlagen
verweise ich auf [9, 8].

Seiξ ∈ ω undp := u(ξ) ∈M.
{

∂ u
∂ξi

(ξ)
}

i=1,2
ist Basis des Tangentialraumes vonM in p

TpM = span

{
∂ u
∂ξ1

(ξ),
∂ u
∂ξ2

(ξ)
}
.

Andererseits ist derR2 Tangentialraum mit der Identifikation(
∂

∂ξi
∼=
)
ei ∼=

∂ u
∂ξi

.

Ich bezeichne ihn mitTξM.
Zur Längenmessung aufM ben̈otigt man die Definition einer Metrikg. In Matrixnotation sei
g = (gij)i,j=1,2 mit

gij :=
∂ u
∂ξi

· ∂ u
∂ξj

,

wobei
”
·“ das kanonische Skalarprodukt desR3 bezeichnet. Die symmetrische und positiv definite

Metrik g induziert aufTξM ein Skalarproduktg(·, ·) : TξM×TξM→ R:

g(v, w) = gv · w,

wobei hier
”
·“ das kanonische Skalarprodukt desR2 ist.g(·, ·) ist der Pull-Back des Skalarproduktes

der TangentialvektorenDu v undDuw auf TpM für v, w ∈ R2 mit Ableitung der Parametrisie-

rungDu =
(

∂ u
∂ξ1
, ∂ u

∂ξ2

)
∈ R3,2.

Analog ben̈otigt man zur L̈angenmessung aufS2 eine MetrikgΦ:

gΦ := D (x[Φ] ◦ u)T D (x[Φ] ◦ u) .

Sei α : (a, b) → ω eine differenzierbare Kurve im Parametergebietω. Dann kontrolliertg die
Längenmessung der Flächenkurveu ◦α auf M bzw. gΦ die Längenmessung der Flächenkurve
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(x[Φ] ◦ u) ◦ α aufS2. SeiL das L̈angenfunktional, dann erhält man als L̈ange vonu ◦α

L(u ◦α) =
∫

[a,b]

‖∂t(u ◦α)(t)‖ dt

=
∫

[a,b]

√
Du α̇ ·Du α̇ dt

=
∫

[a,b]

√
DuT Du α̇ · α̇ dt

=
∫

[a,b]

√
g α̇ · α̇ dt.

Die Länge von(x[Φ] ◦ u) ◦ α aufS2 ist gegeben durch

L((x[Φ] ◦ u) ◦ α) =
∫

[a,b]

√
gΦ α̇ · α̇ dt.

Also istL(u ◦α) = L((x[Φ] ◦ u) ◦ α) genau dann, wenng = gΦ. x[Φ] ist längenerhaltend, wenn

∇M x[Φ]T ∇M x[Φ] = 1.

1 bezeichnet die Identität aufTpM.

Der tangentiale Gradient ist die Projektion des Gradienten auf den Tangentialraum. Deshalb ist
der Rang von∇M x[Φ]T ∇M x[Φ] ∈ R3,3 zwei. detTM

(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
bezeichnet das

Produkt dieser beiden positiven Eigenwerte.

SeiA ⊂ ω. Der Fl̈acheninhalt des Flächensẗucksu(A) ⊂M ist definiert als

area(u(A)) :=
∫
A

√
det(g) dξ.

Analog erḧalt man als Fl̈acheninhalt von(x[Φ] ◦ u) (A)

area((x[Φ] ◦ u) (A)) =
∫
A

√
det(gΦ) dξ

=
∫
A

√
det
(
D (x[Φ] ◦ u)T D (x[Φ] ◦ u)

)
dξ

=
∫
A

√
det (DuT ∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]Du) dξ

=
∫
A

√
det (DuT Du) detTM (∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]) dξ

=
∫
A

√
det(g) detTM (∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]) dξ
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x[Φ] ist flächenerhaltend, wenn

detTM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
= 1.

Optimaliẗat der Parametrisierung bedeutet also eine möglichst geringe Abweichung der Determi-
nantedetTM

(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
von 1, bzw.∇M x[Φ]T ∇M x[Φ] von der Identiẗat.

Bemerkung 3.2 (Identifikation.)
Ich identifiziere∇M x[Φ] mit einer2 × 2 Matrix A ∈ R2,2, indem ich die zweidimensionalen
Tangentialr̈aume mit demR2 identifiziere:

TpM
∇M x[Φ]
−−−−−→ Tx[Φ](p)S2

IsoΨ

x yIsoΥ

R2 −−−−→
A

R2

Die IsomorphismenΨ und Υ identifizieren die Orthonormalbasen{e1, e2} desR2, {v1, v2} von
TpM und{w1, w2} vonTx[Φ](p)S2:

Ψ(e1) = v1,

Ψ(e2) = v2
und

Υ(w1) = e1,

Υ(w2) = e2.

Auch den Endomorphismus∇M x[Φ]T ∇M x[Φ] : TpM→ TpM identifiziere ich mit einer2× 2
Matrix Ã:

TpM
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]
−−−−−−−−−−−−→ TpM

Iso eΨx yIso eΥ
R2 −−−−→eA R2

Nach Lemma 2.5 ist∇M x[Φ]T ∇M x[Φ] : TpM → TpM und somit die mit ihm identifizierte
Matrix Ã positiv definit und diagonal. Also erhält man

det(Ã) = detTM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
> 0 (3.1)

undÃ ist positiv definit und diagonal.
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3.2 Tangentiale Ableitung der konformen Diffeomorphismen der Sph äre

SeiΦ ein konformer Diffeomorphismus der Sphäre, der sich nach Satz 2.14 darstellen lässt als

Φ(x) =
A x+ B
C · x+ D

,

mit A ∈ R3,3, B,C ∈ R3 undD ∈ R. Ich berechne den tangentialen Gradienten vonΦ

∇S2 Φ(x) = ∇Φ(x) = ∇Φ =

∇Φ1

∇Φ2

∇Φ3

 =

∇1 Φ1 ∇2 Φ1 ∇3 Φ1

∇1 Φ2 ∇2 Φ2 ∇3 Φ2

∇1 Φ3 ∇2 Φ3 ∇3 Φ3

 .

Die i-te Komponente (i = 1, 2, 3) vonΦ ist gegeben als

Φi =
Ai1 x1 +Ai2 x2 +Ai3 x3 +Bi

C1 x1 +C2 x2 +C3 x3 +D
=
∑3

k=1 Aik xk +Bi∑3
k=1 Ck xk +D

,

und damit erḧalt man f̈ur die Ableitung nach derj-ten Variabel (j = 1, 2, 3)

Φi,j :=
∂

∂ xj
Φi(x) =

Aij

(∑3
k=1 Ck xk +D

)
−
(∑3

k=1 Aik xk +Bi

)
Cj(∑3

k=1 Ck xk +D
)2 .

Bezeichnetn = n(x) = x die äußere Normale an die Sphäre, so erḧalt man als tangentialen Gradi-
enten vonΦi

∇Φi = ∇S2 Φi = ∇R3Φi − (∇R3Φi · n)n

mit den Komponenten (i, j = 1, 2, 3)

∇j Φi =
∂Φi

∂ xj
−

3∑
k=1

∂Φi

∂ xk
xk xj = Φi,j −

3∑
k=1

Φi,k xk xj

=
Aij

(∑3
s=1 Cs xs +D

)
−
(∑3

s=1 Ais xs +Bi

)
Cj(∑3

s=1 Cs xs +D
)2

−
3∑

k=1

Aik

(∑3
s=1 Cs xs +D

)
−
(∑3

s=1 Ais xs +Bi

)
Ck(∑3

s=1 Cs xs +D
)2 xk

 xj .
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3.3 Berechnung der Determinate des Verzerrungstensors

Um die DeterminatedetTM(∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]) zu berechnen, benötigt man folgendes Lemma:

Lemma 3.3 SeiM ∈ R3×3 gegeben als

M =

λ1

λ2

0

 ,

dann ist das Produkt der beiden Eigenwerteλ1 undλ2 gegeben als

λ1λ2 =
1
2
(
tr (M)2 − tr (M2)

)
. (3.2)

Beweis
1
2
(
tr (M)2 − tr (M2)

)
=

1
2
(
(λ1 + λ2)2 − λ2

1 − λ2
2

)
=

1
2
(
(λ2

1 + 2λ1λ2 + λ2
2 − λ2

1 − λ2
2

)
=λ1λ2.

2

Damit erḧalt man

detTM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
=detTM

(
∇M (Φ ◦ x)T ∇M (Φ ◦ x)

)
(2.1)= detTM

(
∇M xT ∇S2 ΦT ∇ΦS2 ∇M x

)
(3.2)=

1
2

[{
tr
(
∇M xT ∇S2 ΦT ∇S2 Φ ∇M x

)}2

−tr
({
∇M xT ∇S2 ΦT ∇S2 Φ ∇M x

}2
)]
,

wobei die Komponenten von∇S2 ΦT ∇S2 Φ nach§3.2 gegeben sind durch

(
∇S2 ΦT ∇S2 Φ

)
ij

=
3∑

r=1

(∇S2 Φ)ri (∇S2 Φ)rj =
3∑

r=1

∇i Φr ∇j Φr

=
3∑

r=1


Ari

(∑3
s=1 Cs xs +D

)
−
(∑3

s=1 Ars xs +Br

)
Ci(∑3

s=1 Cs xs +D
)2

−
3∑

k=1

Ark

(∑3
s=1 Cs xs +D

)
−
(∑3

s=1 Ars xs +Br

)
Ck(∑3

s=1 Cs xs +D
)2 xk

 xi


Arj

(∑3
s=1 Cs xs +D

)
−
(∑3

s=1 Ars xs +Br

)
Cj(∑3

s=1 Cs xs +D
)2

−
3∑

k=1

Ark

(∑3
s=1 Cs xs +D

)
−
(∑3

s=1 Ars xs +Br

)
Ck(∑3

s=1 Cs xs +D
)2 xk

 xj

 .
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3.4 Darstellung der elastischen Energie

Um lokale Verzerrungen einer Parametrisierungx[Φ] = Φ ◦ x zu messen, definiere ich den Verzer-
rungstensor als den tangentialen Gradient

∇M x[Φ].

Um diese Definition zu motivieren, betrachte ich FlächensẗuckeΩ ⊂ M undx[Φ](Ω) = Ω̃ ⊂ S2

und ersetzte diese durch euklidische Flächensẗucke. Verzerrungen, z.B. von Längen und Fl̈achen,
ausgel̈ost in einem elastischen Material durch eine Deformationϕ : Ω → R2, hängen nur ab
vom VerzerrungstensorDϕ. EinenÜberblick über die Elastiziẗatstheorie findet man in [4]. Das
Messen von Verzerrungen einer Abbildung ist also gekoppelt an die Höhe der elastischen Ener-
gie der zugeordneten Deformation. Ich ersetzte nun den elastischen Körper Ω ⊂ R2 durch das
zweidimensionale Flächensẗuck Ω ⊂ M und interpretiere die Parametrisierungx[Φ] als elastische
Flächendeformation. Ein fundamentales Ergebnis der Elastizitätstheorie ist, dass elastische Span-
nungen in einem isotropen und elastischen Körper nur von den Invarianten des Cauchy-Green Ver-
zerrungstensorsC := DϕT Dϕ der Deformationϕ abḧangen ([4], Theorem 3.6-1. Rivlin-Ericksen
representation theorem). Im Fall von Deformationen imR2 sind dies Determinantedet(C) und
Spur tr (C). Ist eine elastische Deformation Minimierer eines elastischen Energiefunktionals, so
hängt auch die Energiedichte nur von diesen Invarianten ab.
Aus den Axiomen derElastiziẗat, Isotropieund Bezugsysteminvarianzwerde ich eine EnergieE,
abḧangig von der DeformationΦ, entwickeln undxopt als Minimierer dieser Energie definieren.
Nun zu den schon angedeuteten axiomatischen Annahmen an die EnergieE:

• Elastizität. Die EnergieE ist elastisch. d.h. sie hängt nur vom Verzerrungstensor∇M x[Φ]
ab. Desweiteren nehme ich an, dass eine EnergiedichteWM : TM3 → R existiert, so dass

E[Φ] =
∫
M

WM (∇M x[Φ]) da. (3.3)

• Isotropie. Die Energie ḧangt nicht von Richtungen aufM ab. Seiθ : M → M eine glatte
Selbstabbildung vonM, welche inp ∈ M lokal eine RotationQ ∈ O(2) ist (vgl. Abb. 3.1),
d.h.

∇M θ(p̃) : Tp̃M→ Tθ(p̃)M mit θ(p) = p,

∇M θ(p) : TpM→ TpM sei RotationQ ∈ O(2).

Die Energiedichte wird im Punktp von dieser Transformation nicht beeinflusst. Es soll gelten:

WM (∇M x[Φ]) = WM (∇M(x[Φ] ◦ θ))

⇔ WM (∇M x[Φ]) = WM (∇M x[Φ] ∇M θ)

⇔ WM (∇M x[Φ]) = WM (∇M x[Φ] Q) .

∇M x[Φ] wird wie in Bemerkung 3.2 mitA ∈ R2,2 identifiziert.

Man erḧalt also f̈ur alle orthogonalen MatrizenQ ∈ O(2) und für alle MatrizenA ∈ GL(2)

WM (A) = WM (A Q) . (3.4)
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x[Φ]x

Φ

M

S2 S2

TpM

Tp̄S2

R

Q

Θ

p

p̄
r

Abbildung 3.1: Eine glatte Selbstabbildungθ vonM, welche inp ∈ M lokal eine RotationQ in
TpM ist und eine glatte Selbstabbildungr von S2, welche inp̄ ∈ S2 lokal eine
RotationR in Tp̄S2 ist.

• Bezugsysteminvarianz.Die Energie ḧangt, wie in Abbildung 3.1 zu sehen, nicht ab von
lokalen Rotationenr : S2 → S2 auf der Spḧare :

∇S2 r(p̃) : Tp̃S2 → Tr(p̃)S2 mit r(p̄) = p̄,

∇S2 r(p̄) : Tp̄S2 → Tp̄S2 sei RotationR ∈ O(2).

Nach der Kettenregel (2.1) gilt

∇M (r ◦ x[Φ]) = ∇S2 r ∇M x[Φ] = R ∇M x[Φ]

und man erḧalt als letztes Axiom an die Energiedichte

WM (∇M x[Φ]) = WM (R ∇M x[Φ]) .

Für alle orthogonalen MatrizenR ∈ O(2) und für alle MatrizenA ∈ GL(2) findet man

WM (A) = WM (R A) . (3.5)

ιA := (det(A), tr (A)) mit ι(·) : R2,2 → R2 bezeichne die Invarianten einer MatrixA ∈ R2,2.
Aus den obigen drei Axiomen folgt, dass die Energiedichte nur von

ι∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]|TM

abḧangt:



3.4 Darstellung der elastischen Energie 29

Satz 3.4 (Energie-Darstellung.)
SeiM ⊂ R3 eine zweidimensionale reguläre topologische Sphäre undx : M → S2 sei ein
konformer Diffeomorphismus (Startparametrisierung). Unter den Voraussetzungen von Elastizität
(3.3), Isotropie (3.4) und Bezugsysteminvarianz (3.5) existiert eine FunktionW : R2 → R, so dass
WM(A) = W (ιAT A) (A ∈ R2,2) und somit

E[Φ] =
∫
M

W
(
detTM(∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]), tr TM(∇M x[Φ]T ∇M x[Φ])

)
da. (3.6)

Beweis

(i) SeiA ∈ GL(2) undA = Q U mit Q ∈ O(2), U symmetrisch und positiv definit die Polar-
zerlegung vonA. Nach [4] Theorem 3.2-2 (polar factorization of an invertible matrix) ist

U =
√

AT A und Q = A U−1 . (3.7)

Damit man erḧalt

WM (A)
(3.7)
= WM (QU)

(3.5)
= WM (U)

(3.7)
= WM

(√
AT A

)
= W̃

(
AT A

)
, (3.8)

wobeiW̃ (B) := WM

(√
B
)

mit B positiv definit und symmetrisch.

Für alleQ ∈ O(2) und alle positiv definiten und symmetrische MatrizenB ∈ R2,2 ist

W̃
(
QT B Q

)
= WM

(√
QT B Q

)
= WM

(√
QT
(√

B
)T √

B Q

)

= WM

(√(√
B Q

)T √
B Q

)
(3.8)
= WM

(√
B Q

)
(3.4)
= WM

(√
B
)

= W̃ (B) .

(3.9)

(ii) Ich zeigeιA = ιB für A,B pos. def., symm.⇒ W̃ (A) = W̃ (B).

Damit folgt sofort, dass eine FunktionW existiert, so dass̃W (A) = W (ιA), und damit gilt
für beliebige invertierbare MatrizenA ∈ R2,2

WM (A) = W̃
(
AT A

)
= W (ιAT A) ,

was die Behautung des Satzes ist. Hierzu:

ιA = ιB ⇒ Eigenwerteλi(A) undλi(B) sind gleich.

A,B pos. def., symm.⇒ ∃ orthonormal Basen{vi(A)}i=1,2 und{vi(B)}i=1,2.

A = λi vi(A)⊗ vi(A)
B = λi vi(B)⊗ vi(B).

Außerdem existiertQ ∈ O(2) mit vi(A) = Q vi(B).

⇒ A = λi Q vi(B)vi(B)T QT = QB QT

⇒ W̃ (A)
(3.9)
= W̃ (B).

2
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Bemerkung 3.5 (Verallgemeinerung für zweidimensionale Fl̈achen.)
Die Darstellung der Energie ist nicht beschränkt auf zweidimensionale Flächen vom topologischen
Typ der Spḧare. Die Axiome der Elastizität, Isotropie und Bezugsysteminvarianz kann man leicht
auf zweidimensionale glatte Flächensẗuckeübertragen.

Bemerkung 3.6 (Geometrische Interpretation.)
Nach obigem Satz ḧangt die EnergiedichteW hängt nur von den Invarianten des positiv diagonalen

”
geometrischen“ Verzerrungstensors∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

∣∣
TM ab.

Seien die beiden Eigenwerteλ > 0. Nun zur geometrischen Interpretation:

• tr TM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

) ∼= mittlere Längen̈anderung unter der Abbildungx[Φ]
(vgl. Abschnitt 3.1)

• detTM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

) ∼= kontrolliert Fl̈achen̈anderung unterx[Φ]
(auch Abschnitt 3.1 )

Jetzt werde ich die tatsächliche Qualiẗat einer Parametrisierungx[Φ] in Termen des IntegrandenW
analysieren. Wie schon erwähnt, m̈ochte man minimale Verzerrungen von Längen und Fl̈achen.
Ist vol(M) = vol(S2), dann werden L̈angen (global) erhalten, wennx[Φ] eine Isometrie ist und
somit

∇M x[Φ]T ∇M x[Φ] = 1.

x[Φ] ist (global) fl̈achenerhaltend, wenndetTM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
= 1. Deshalb schlage ich

folgende konkrete Energiedichte vor:

Beispiel 3.7 (Energiedichte.)

W (δ, τ) = αa

(
δ

r
2 + β δ−

s
2

)
+ αl τ

p
2 (3.10)

mit den Invariantenδ undτ von∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]:

δ := detTM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
= λ2 > 0,

τ := tr TM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
= 2λ > 0.

Die Parameterαa, r, s, β, αl, p ∈ R werden in Lemma 3.8 n̈aher bestimmt.
Obige Energie kann man als Prototyp für Energiedichten sehen, welche mit Satz 3.4übereinstimmen.
Die Energiedichte ist ein geeignetes Modell für eine gr̈oßere Klasse von Funktionalen, für welche
ich die Existenz von minimierenden Deformationen zeigen werde.
Der Energieterm

Wl(τ) := αl τ
p
2

kontrolliert Längen̈anderung, wohingegen

Wa(δ) := αa

(
δ

r
2 + βδ−

s
2

)
Flächenexpansion und -kompression bestraft.
Optimale Fl̈achenparametrisierungen finde ich numerisch z. Bsp. zu den Parameternαa = αl = 1,
r = 2, s = p = 6 undβ = 13

3 mit folgender Energiedichte (vgl.§ 4.6)

W (δ, τ) = δ +
13
3
δ−3 + τ3.
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Abbildung 3.2: Konforme Startparametrisierungx ◦σ fürMλ und Reparametrisierung(x ◦σ)[Φ].

Ist die Oberfl̈ache vonM

vol(M) =
∫
M

da

identisch mit der Oberfl̈ache derS2, so ist es vern̈unftig zu verlangen, dass Isometrien optimale
Parametrisierungen sind. Im allgemeinen ist jedochvol(M) 6= vol(S2) und man erreicht keine
globale Fl̈achenerhaltung. Deshalb formuliere ich die Problemstellung um (vgl. Abb. 3.2):
Ich skaliere die Fl̈acheM mit

λ :=

√
4π

vol(M)

und erhalte eine FlächeMλ :=
{
x ∈ R3|∃ y ∈M : x = λ y

}
mit Oberfl̈ache4π = vol(S2). Sei

σ(x) = 1
λx die Reskalierung.

Ist nunΦ ∈ conf(S2) eine Deformation, die(x ◦σ)[Φ] = x[Φ]◦σ zu einer Isometrie macht, fordert
man nun, dassx[Φ] ◦ σ eine optimale Parametrisierung ist. Für die urspr̈ungliche Problemstellung
bedeutet dies, dass Isometrien bis auf Skalierung optimale Parametrisierungen sind:

∇Mλ
(x[Φ] ◦ σ)T ∇Mλ

(x[Φ] ◦ σ) = 1

⇒ ∇Mλ
σT ∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]∇Mλ

σ = 1

⇒ 1
λ

1∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]
1
λ

1 = 1

⇒ ∇M x[Φ]T ∇M x[Φ] = λ2︸︷︷︸
=:µ

1. (3.11)
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Das n̈achste Lemma fasst die daraus resultierenden wahren Freiheitsgrade(αl, r, s, αa, p) nochmal
zusammen:

Lemma 3.8
SeiM eine glatte topologische Sphäre undx : M → S2 ein konformer Diffeomorphismus. Ist
Φ ∈ conf(S2) eine Deformation, diex[Φ] bis auf Skalierung mitµ := λ2 = 4π

vol(M) > 0 zu einer
Isometrie macht, so istΦ lokaler Minimierer zur Energie (3.6) mit Energiedichte (3.10), falls mitµ
die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

αa ≥ 0, αl > 0, r, s ≥ 0, p ≥ 2,

αa

(
rµr − βsµ−s

)
+ αl p (2µ)

p
2
−1 = 0. (3.12)

Beweis
Sei(Φε) eine Familie von konformen Diffeomorphismen der Sphäre, d.h.

Φε : S2 × (−ε0, ε0) → S2, 0 < ε0 ∈ R,

mit

Φ0 = Φ(·, 0) = Φ,

Φε = Φ(·, ε) ∈ conf(S2).

Betrachte nun f̈ur festesx ∈ S2 folgende Fl̈achenkurve der Sphäre:

cx(ε) := Φε(x) = Φ(x, ε).

Mit V : S2 → R3 definiert als

V (x) := ċx(0) =
d
dε

Φ(x, ε)
∣∣∣∣
ε=0

ist V (x) ∈ TΦ(x)S2.

Als Taylorentwicklung erḧalt man dann f̈ur Φε : S2 → S2:

Φε(x) = Φ(x) + εV (x) +O(ε2).

Damit

∇S2 ΦT
ε ∇S2 Φε =

(
∇S2 ΦT + ε∇S2 V T +O(ε2)T

) (
∇S2 Φ + ε∇S2 V +O(ε2)

)
= ∇ΦT ∇Φ + ε

(
∇V T ∇Φ +∇ΦT ∇V

)
+O(ε2).

Variationen der symmetrischen und positiv definiten Metrikq,

q := g[Φ] := ∇M x[Φ]T ∇M x[Φ],

haben damit folgende Gestalt:

g[Φε] = ∇M(Φε ◦ x)T ∇M(Φε ◦ x)

= ∇M xT ∇S2 ΦT
ε ∇S2 Φε ∇M x

= ∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x+ε ∇xT
(
∇V T ∇Φ +∇ΦT ∇V

)
∇x+O(ε2)

= g[Φ] + ε ∇xT
(
∇V T ∇Φ +∇ΦT ∇V

)
∇x+O(ε2)
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⇒ g[Φε] = q + εC +O(ε2)

mit symmetrischer Matrix

C := ∇xT
(
∇V T ∇Φ +∇ΦT ∇V

)
∇x .

Es gen̈ugt also Ableitungen der EnergiedichteW in Bezug aufq in Richtung einer beliebigen sym-
metrischen MatrixC ∈ R2,2 zu betrachten.

Die Ableitungen, die ich ben̈otige um die erste und zweite Variation auszurechnen, fasse ich vorher
nochmal zusammen:

∂q det(q)(C) :=
d
dε

det(q + εC)|ε=0

= det(q)
(

d
dε

det(1 + ε q−1C)
)∣∣∣∣

ε=0

= det(q) tr (q−1C).

(3.13)

Die letzte Gleichung gilt, weil

d
dε

det
(
1 + ε q−1C

)
= ε2 det

(
q−1C +

1
ε

1
)

︸ ︷︷ ︸
charakt. Polynom

= ε2

((
1
ε

)2

+ tr (q−1C)
1
ε

+ det(q−1C)

)
= 1 + tr (q−1C) ε+ det(q−1C) ε2.

Für die Ableitung der Spur erhält man

∂qtr (q)(C) :=
d
dε

tr (q + εC)
∣∣∣∣
ε=0

= tr (C) (3.14)

∂qtr (q−1C)(C) :=
d
dε

tr
(
(q + εC)−1C

)∣∣∣∣
ε=0

= −tr (q−1C q−1C). (3.15)

Die letzte Spurableitung erhält man aus der Neumannschen Reihe:

(q + εC)−1 =
(
q(1 + ε q−1C)

)−1

=
(
1 − (−ε) q−1C

)−1
q−1

=

( ∞∑
k=0

(−ε)k(q−1C)k

)
q−1

= 1q−1 − ε q−1C q−1 + ε2 . . .− ε3 . . .+− . . .

⇒ ∂q(q−1)(C) :=
d
dε

(q + εC)−1

∣∣∣∣
ε=0

= −q−1C q−1.
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Die Ableitungen der EnergiedichteW in Bezug aufq in Richtung einer beliebigen symmetrischen
Matrix C ∈ R2,2 lauten:

∂qW (ιq)(C) :=
d
dε

Wa(det(q + εC)) +Wl(tr (q + εC))|ε=0

(3.13)
=

(3.14)
αa

(r
2

det(q)
r
2
−1 − β

s

2
det(q)−

s
2
−1
)

det(q) tr (q−1C)

+ αl
p

2
tr (q)

p
2
−1tr (C)

= αa

(r
2

det(q)
r
2 − β

s

2
det(q)−

s
2

)
tr (q−1C) + αl

p

2
tr (q)

p
2
−1tr (C)

=: W (q)

∂2
qW (ιq)(C,C) :=

d
dε
W (q + εC)

∣∣∣∣
ε=0

(3.13)
=

(3.15)
αa

((r
2

)2
det(q)

r
2
−1 + β

(s
2

)2
det(q)−

s
2
−1

)
det(q) tr (q−1C)2

− αa

(r
2

det(q)
r
2 − β

s

2
det(q)−

s
2

)
tr (q−1C q−1C)

+ αl
p

2

(p
2
− 1
)

tr (q)
p
2
−2tr (C)2

= αa

(
r2

4
det(q)

r
2 + β

s2

4
det(q)−

s
2

)
tr (q−1C)2

− αa

(r
2

det(q)
r
2 − β

s

2
det(q)−

s
2

)
tr (q−1C q−1C)

+ αl
p

2

(p
2
− 1
)

tr (q)
p
2
−2 tr (C)2.

q = µ1 (vgl. Gleichung (3.11)) ist lokaler Minimierer vonW (ιq), wenn∂qW (ιµ1) = 0 und
∂2

qW (ιµ1) positive definit ist. Man erḧalt mit det(µ1) = µ2 undtr (µ1) = 2µ

∂qW (ιµ1)(C) = αa

(r
2
µr − β

s

2
µ−s

)
tr (µC) + αl

p

2
(2µ)

p
2
−1tr (C)

=
1
2
tr (C)

(
αa

(
rµr − βsµ−s

)
+ αlp(2µ)

p
2
−1
)

(3.12)
= 0

∂2
qW (ιµ1)(C,C) = αl

p

2

(p
2
− 1
)

(2µ)
p
2
−2tr (C)2︸ ︷︷ ︸

≥0, wennp≥2

+ αa

(
r2

4
µr + β

s2

4
µ−s

)
µ2 tr (C)2︸ ︷︷ ︸

≥0

−αa

(
rµr − βsµ−s

)︸ ︷︷ ︸
=αlp(2µ)

p
2−1>0, wennp≥2

1
2

1
µ2

tr (C2)︸ ︷︷ ︸
=tr (CT C)>0

> 0,

für alle symmetrische MatrizenC 6= 0. Ich habe benutzt, dass für alle MatrizenC 6= 0 die Ma-
trixnorm

√
tr (CT C) > 0 ist.

2
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Abbildung 3.3: Startparametrisierung zur Ei-FlächeMλ (links) und optimale Parametrisierungen
zur Energie

∫
Mλ

W (δλ, τλ) da mit EnergiedichteW (δλ, τλ) = δ3λ + 15 δ−1
λ + τ3

λ

undλ = 0.7 (Mitte), bzw.λ = 1.0 (rechts).

Die linearen Parameterαl undαa kontrollieren die relative Bedeutung von Längen- und Fl̈achen-
verzerrung, ẅahrend die Exponentenr, s undp hohe Verzerrungen, gemessen in den zugehörigen
Energien, verhindern. Den abhängigen Parameter berechnet man mit Lemma 3.8 wie in Gleichung
(3.16).

Wenn man Isometrien ohne Skalierung als lokale Minimierer verlangt, werden, wie nachfolgende
Beispiele zeigen, im allgemeinen nicht die gewünschten Minima gefunden.

Dazu seiM eine glatte topologische Sphäre mitvol(M) = vol(S2) = 4π undx : M → S2 ein
konformer Diffeomorphismus. Somit istµ = 1 aus Lemma 3.8. Ich betrachte die Energiedichte aus
Beispiel 3.7 zu den Parameternαa = αl = 1, r = p = 6 unds = 2. Mit

β =
µs

s

(
αl

αa
p (2µ)

p
2
−1 + rµr

)
=

1
2
(
6 · 22 + 6

)
= 15 (3.16)

gen̈ugt die Energiedichte

W (δ, τ) = δ3 + 15 δ−1 + τ3

der Gleichung (3.12). SeiΦ1 ∈ conf(S2) Minimierer zur Energie

E[Φ] =
∫
M

W (δ, τ) da.

Ich skaliere nun die FlächeM mit λ > 0 und erhalte eine FlächeMλ mit vol(Mλ) = λ2 vol(M).
SeiΦλ ∈ conf(S2) Minimierer zur Energie

Eλ[Φ] :=
∫
Mλ

W (δλ, τλ) da.

Dabei ist mitσ(x) = 1
λ x

δ = detTM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
τ = tr TM

(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
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und

δλ = detTMλ

(
∇Mλ

(x ◦σ)[Φ]T ∇M(x ◦σ)[Φ]
)

= detTM

(
1
λ2
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
=

1
λ4

δ

τλ = tr TMλ

(
∇M(x ◦σ)[Φ]T ∇M(x ◦σ)[Φ]

)
=

1
λ2

τ.

Für fixiertesΦ ist δλ > δ, wennλ < 1, undδλ < δ, wennλ > 1 ist. UmΦ1 mit Φλ zu vergleichen,
nehme ich an, dassΦ := Φ1 ≡ Φλ ist.

Als erstes Beispiel betrachte ich die Ei-Fläche aus Abbildung 4.3 (§ 4.6). Die diskrete topologische
Spḧare

Mh =
⋃

T∈Th

T

sei eine Approximation vonM und

S2
h =

⋃
T∈T ∗h

T

sei eine Spḧarentriangulierung mit Gitterknoten aufS2.

Mλ,h =
⋃

T∈Th

Tλ mit Tλ := λT

ist dann eine Approximation vonMλ. Für die Diskretisierung bzw. für die Definition der Triangu-
lierung einer Fl̈ache verweise ich auf Kapitel 4.1 und [2, 3]. Der Einfachheit lasse ich den Indexh
weg. Es gilt

E[Φ] =
∫
M

W (δ, τ) da

=
∑
T∈T

|T |
(
δ3T + 15 δ−1

T + τ3
T

)
und

Eλ[Φ] =
∫
Mλ

W (δλ, τλ) da

=
∑
T∈T

λ2 |T |
(

1
λ12

δ3T + 15 λ4 δ−1
T +

1
λ6
τ3
T

)
=
∑
T∈T

|T |
(

1
λ10

δ3T + 15 λ6 δ−1
T +

1
λ4
τ3
T

)
,
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Abbildung 3.4: Histogramme zur Ei-Fläche (vgl. Abb. 4.3) f̈ur λ = 1.0 (rot) undλ = 0.7 (grün).
Auf der x-Achse sind Intervalle der Volumenkontrolleln(δ) aufgetragen. Die mit
vol(Mλ) normierten Histogrammwerte sind gegeben als die Summe der Ober-
fläche der Dreiecke, die im jeweiligen Intervall liegen. Zum Vergleich wird das
Histogramm zuλ = 0.7 mit − ln

(
1
λ4

)
transliert.

wobei die Determinantenfunktion wie in§4.1 mit sẗuckweise konstanten Funktionen

δT := δh,T = δh|T

diskretisiert wird.
Ist λ < 1, so ist15λ6 < 15 und die EnergieEλ bestraft Fl̈achenkompression weniger als die
EnergieE. Dies kann man auch an den Histogrammen zuδ bzw. δ0.7 zur Ei-Fl̈ache in Abbildung
3.4 ablesen.
Dabei wird die x-Achse in endlich viele aneinander grenzende Intervalle∆1, . . . ,∆k zerlegt. Dann
wird für jedes DreieckT ln(δT ) berechnet. Zum Histogrammwert zu∆j mit ln(δT ) ∈ ∆j wird
der Fl̈acheninhalt vonT , also |T |, hinzuaddiert. Anschließend werden die Histogrammwerte mit
der Oberfl̈ache der Fl̈ache normiert. Zum Vergleich wird das Histogramm zuλ = 0.7 mit − ln( 1

λ4 )
transliert. Istλ = 0.7, so betraftE0.7 Kompression weniger, was man auch an der Linksverschie-
bung des Histogrammes zuλ = 0.7 erkennt (Abb. 3.4). Zum Vergleich sind in Abbildung 3.3 das
Parametergebiet zur Startparametrisierung und die Parametergebiete zu den optimalen Parametri-
sierungen dargestellt.
Als weiteres Beispiel habe ich die Pilz-Fläche aus Abbildung 4.5 (§ 4.6) geẅahlt. Zuλ = 0.7 ist das
Histogramm (Abb. 3.5) nach links verschoben, während es zuλ = 1.4 nach rechts verschoben ist.
Zum Vergleich sind in Abbildung 3.6 die Parametergebiete zu den optimalen Parametrisierungen
dargestellt.
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0
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Abbildung 3.5: Histogramme zur Pilz-Fläche (vgl. Abb. 4.5) f̈ur λ = 1.0 (rot), λ = 0.7 (grün)
undλ = 1.4 (blau). Auf der x-Achse sind Intervalle der Volumenkontrolleln(δ)
aufgetragen. Die mitvol(Mλ) normierten Histogrammwerte sind gegeben als die
Summe der Oberfl̈ache der Dreiecke, die im jeweiligen Intervall liegen. Zum Ver-
gleich sind die Histogramme zuλ = 0.7 , bzw.λ = 1.4, mit − ln

(
1
λ4

)
transliert

worden.

Abbildung 3.6: Optimale Parametrisierungen für die Pilz-Fl̈ache zur Energie
∫
Mλ

W (δλ, τλ) da
mit EnergiedichteW (δλ, τλ) = δ3λ + 15 δ−1

λ + τ3
λ und λ = 1.0 (rechts), bzw.

λ = 0.7 (Mitte) undλ = 1.4 (links).
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Mittelwerte zur Ei-Fl äche
λ 1.0 0.7
mλ 1.397 5.306
1
λ4 m 5.818

Mittelwerte zur Pilz-Fl äche
λ 1.0 0.7 1.4
mλ 3.242 8.184 1.063
1
λ4 m 5.818 0.844

Tabelle 3.1:Mittelwertemλ und theoretische Mittelwerte1
λ4 m zur Ei- bzw. Pilz-Fl̈ache.

Varianzwerte zur Ei-Fl äche
λ 1.0 0.7
vλ 0.0004 0.0007
1
λ8 v 0.0069

Varianzwerte zur Pilz-Fl äche
λ 1.0 0.7 1.4
vλ 0.0037 0.0258 0.0002
1
λ8 v 0.0642 0.0003

Tabelle 3.2:Berechnete Varianzvλ und theoretische Varianz1
λ8 v zur Ei- bzw. Pilz-Fl̈ache.

Außerdem habe ich die Mittelwerte bzw. die Varianzwerte der Determinantenfunktion verglichen.
Es sei

m := m1 :=
1

vol(M)

∫
M

δ da =
1

vol(M)

(∑
T∈T

|T | δT

)

und

mλ :=
1

vol(Mλ)

∫
Mλ

δλ da =
1

λ2 vol(M)

(∑
T∈T

λ2 |T | 1
λ4

δT

)

=
1
λ4

m.

Wie man an Tabelle 3.1 ablesen kann, liegt der berechnete Mittelwert zumλ immer unter dem
theoretischen Wert1

λ4 m.

Die Varianz ist definiert als

v := v1 :=
1

vol(M)

∫
M

(δ −m)2 da =
1

vol(M)

(∑
T∈T

|T | (δT −m)2
)

und

vλ :=
1

vol(Mλ)

∫
Mλ

(δλ −m)2 da =
1

λ2 vol(M)

(∑
T∈T

λ2 |T |
(

1
λ4

(δT −m)
)2
)

=
1
λ8
v.

Wie man an Tabelle 3.2 ablesen kann, liegt die berechnete Varianz zuvλ auch immer unter dem
theoretischen Wert1

λ8 v.
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3.5 Existenzresultat

Identifiziert man wie in Abschnitt 2.2 die Sphäre mit der Riemannschen Sphäre, so l̈asst sich je-
der konforme Diffeomorphismus der Sphäre darstellen alsΦ = Π−1 ◦ f ◦Π, wobeiΠ die stereo-
graphische Projektion vom Nordpol undf : Ĉ → Ĉ mit f(z) = a z +b

c z +d , a, b, c, d ∈ Ĉ, eine
Möbiustransformation ist. Somit lässt sich jedesΦ ∈ conf(S2) durch acht reelle Parameter charak-
terisieren.

Umgekehrt definiert jedesν := (ν1, ν2, . . . , ν8) ∈ R8 wie folgt einΦ ∈ conf(S2):

Φ := Φν := Π−1 ◦ fν ◦Π

mit

fν(z) :=
(ν1 + i ν2) z +(ν3 + i ν4)
(ν5 + i ν6) z +(ν7 + i ν8)

.

Sei x : M → S2 eine konforme Startparametrisierung einer zweidimensionalen topologischen
SpḧareM. Die Determinante und die Spur des Verzerrungstensors hängen vonΦν und somit nur
vonν ∈ R8 ab, also

δ = δ(ν) = detTM
(
∇M x[Φν ]T ∇M x[Φν ]

)
,

τ = τ(ν) = tr TM
(
∇M x[Φν ]T ∇M x[Φν ]

)
.

Zur EnergiedichteW : R2 → R aus Satz 3.4 existiert also eine Funktion̂W : R8 → R mit

Ŵ (ν) = W (δ(ν), τ(ν)).

Somit ḧangt auch die Energie, welche ich wieder mitE bezeichne, nur von den Parameternν ab:

E[ν] =
∫
M

Ŵ (ν) da.

Die Energie ist jedoch invariant bezüglich komplexer Skalierung der Parameterν. Denn die Koeffi-

zienten einer beliebigen LFTf(z) = ea z +ebec z +ed sind wegen

ã z +b̃

c̃ z +d̃
=
λã z +λb̃

λc̃ z +λd̃
, λ ∈ C,

nicht eindeutig. Unterschiedliche Koeffizienten können dieselbe M̈obiustransformation beschrei-
ben, und deswegen m̈ussen Minimalfolgen(νk)k ∈ R8 der Energie nicht beschränkt sein. Um dies
zu verhindern, normiert man die M̈obiustransformationen. Es existieren bis auf das Vorzeichen ein-
deutig bestimmte Koeffizienten

(a,b, c,d) :=
(
λã, λb̃, λc̃, λd̃

)
, ã, b̃, c̃, d̃ ∈ C, λ =

±1√
ãd̃− b̃c̃

mit a d−b c = 1.
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Die komplexe Gleichung(ν1 + i ν2)(ν7 + i ν8) − (ν3 + i ν4)(ν5 + i ν6) − 1 = 0 entspricht den
beiden reellen Gleichungen

ϕ1(ν) := ν1ν7 − ν2ν8 − ν3ν5 + ν4ν6 − 1=0, (3.17)

ϕ2(ν) := ν1ν8 + ν2ν7 − ν3ν6 − ν4ν5 =0, (3.18)

wobeiϕj : R8 → R, j = 1, 2.

Das Problem 3.1 wird somit zu

Problem 3.9
Gegeben sei ein konformer Diffeomorphismusx : M→ S2 von einer glatten topologischen Sphäre
M nachS2. Gesucht ist eine DeformationΦopt := Φ(νopt) als Minimierer der Energie E:

νopt = arg min
ν ∈ R8

ϕ1(ν) = 0
ϕ2(ν) = 0

∫
M

Ŵ (ν) da.

Basierend auf diese Vorbetrachtungen formuliere ich den folgenden Existenzsatz:

Satz 3.10 (Existenz einer optimalen Parametrisierung.)
SeiM⊂ R3 eine zweidimensionale reguläre topologische Sphäre undx : M→ S2 ein konformer
Diffeomorphismus. Jedesν = (a1, a2,b1,b2, c1, c2,d1,d2) ∈ R8 definiert nach Satz 2.14 eine
DeformationΦ ∈ conf(S2) und damit eine konforme Umparametrisierungx[Φ] = Φ ◦ x.
Die Energie sei gegeben als

E[ν] =
∫
M

Ŵ (ν) da =
∫
M

W (δ, τ) da

mit

δ = detTM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
> 0,

τ = trTM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
> 0.

Die Energiedichte gen̈uge der Wachstumsbedingung

W (δ, τ) ≥ αa

(
δ

r
2 + β δ−

s
2

)
+ αl τ

p
2 mit αa, β > 0, αl ≥ 0, p, r ≥ 0, s > 0.

Dann existiert eine minimierende DeformationΦν ∈ conf(S2) mit ν ∈ A aus der zul̈assigen Menge

A :=
{
ν ∈ R8 | ϕ(ν) = 0

}
,

wobeiϕ := (ϕ1, ϕ2) : R8 → R2 mitϕ1 bzw.ϕ2 wie in (3.17) bzw. (3.18).

Beweis
Angenommen es gilt für die stetige EnergieE : R8 → R, E ∈ C0(R8)

E[ν] −−−−−−→
‖ν‖R8→∞

∞. (3.19)
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Dann gibt es eine Minimalstelleν ∈ A mit E[ν] ≤ E[ν̃] ∀ν̃ ∈ A:

SeiE := inf
ν∈A

E[ν]. Aus der Wachstumsbedingung folgt

E ≥ inf
ν∈R8

∫
M

αa

(
δ

r
2 + β δ−

s
2

)
+ αl τ

p
2 da ≥ 0 > −∞.

Ferner existiert z.B.νid := (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) ∈ A und somit

E ≤ E[νid] <∞.

Also istE ∈ R.

Betrachte nun eine Minimalfolge(νk)k mit

E[νk] −−−−→
k→∞

E.

(νk)k ist beschr̈ankt. Denn g̈abe es eine Teilfolge(νki
)i von (νk)k mit ‖νki

‖R8 −−−→
i→∞

∞, dann folgt

mit (3.19), dass

E[νki
] −−−−→

i→∞
∞.

 (νki
)i ist Minimalfolge mitE[νki

]−−−→
i→∞

E <∞.

Damit gibt es eine konvergente Teilfolge, welche ich wieder mit(νk)k bezeichne.

Wegen der Stetigkeit vonϕ liegt das Grenzelementν wieder inA.

⇒ E[ν] = lim
k→∞

E[νk] = E.

Nun zum Beweis von Annahme (3.19):
Jedesν := (a1, a2,b1,b2, c1, c2,d1,d2) ∈ A definiert einen konformen Diffeomorphismus der
Spḧare

Φν = Π−1 ◦ fν ◦Π : S2 → S2,

welche man als Komposition der vier elementaren Möbiustransformationen aus§ 2.2 erḧalt:
Seia = a1 +i a2, b = b1 +ib2, c = c1 +i c2, d = d1 +id2 und

f(z) = fν(z) =
a z +b
c z + d

mit

a d−b c = 1. (3.20)

1.Fall: c=0
Wegen (3.20) ist dannd = 1

a und man erḧalt

f(z) = a2 z + ab = (f2 ◦ f1) (z),
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wobei

f1(z) = a2 z =: r exp(i α) z Homothetie und Rotation (Drehstreckung) und

f2(z) = z +a b=: z +s exp(i β) Translation.

Angenommenf ist Rotation, d.h.b = 0, R 3 r = 1 undα ∈ R beliebig. Dann ist

f(z) = exp(iα) z =
a z
d

=

(
cos(α

2 ) + i sin(α
2 )
)
z

cos(−α
2 ) + i sin(−α

2 )
.

Man erḧalt für die Norm der zuf geḧorenden Parametern

‖ a ‖2 + ‖b ‖2 + ‖ c ‖2 + ‖d ‖2 = 1 + 0 + 0 + 1 = 2.

Sei(νk)k eine Folge von Elementen ausA mit

lim
k→∞

νk = ∞. (3.21)

Die zu den einzelnen Folgengliedernνk korrespondierenden M̈obiustransformationenΦνk
können

nicht ausschließlich aus Rotationen bestehen. Sie müssen abk ≥ k∗ eine Translationen und bzw.
oder eine Homothetie enthalten.

Seiνk = (ak,bk, ck,dk) ∈ A mit ck = 0 undrk, αk, sk undβk so geẅahlt, dass

a2
k = rk exp(i αk)

und

ak bk = sk exp(i βk).

Dann ist

ak =
√
rk exp

(
i
αk

2

)
,

bk =
sk√
rk

exp
(
i
(
βk −

αk

2

))
,

ck = 0,

dk =
1
ak

=
1
√
rk

exp
(
i
(
−αk

2

))
.

Die Norm vonνk ist gegeben als

‖νk‖2 = ‖ ak ‖2 + ‖bk ‖2 + ‖ ck ‖2 + ‖dk ‖2 = rk +
s2k
rk

+
1
rk
.

Damit wird (3.21) zu

lim
k→∞

(
rk +

s2k
rk

+
1
rk

)
= ∞. (3.22)

Ich werde von nun an alle Teilfolgen von(rk)k bzw.(sk)k wieder mit(rk)k bzw.(sk)k bezeichnen.
Ich unterscheide nun 3 Fälle: Teilfolgen von(rk)k, die gegen∞, gegen eine KonstanteC 6= 0 oder
gegen 0 konvergieren.
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Abbildung 3.7: Wirkung der Translationf(z) = z +b aufS2 für unterschiedliche Vektorenb.

(i) Angenommen eine Teilfolge von(rk)k konvergiere gegen∞. Dann werden die Breitenkreise
derS2 durch die zur Homothetie korrespondierende Möbiustransformation

fk1(z) := rk exp(i αk) z

für k → ∞ auf Breitenkreise immer kleineren Umfangs in Richtung Nordpol abgebildet,
denn weillimk→∞ rk = ∞, ist rk > 1 für k groß genug (vgl. Abb. 2.3(a) aus§2.2).

Sei ω ⊂ S2 eine zusammenhängende Menge mitp ∈ ω. Gilt für jedes beliebige Gebiet
ω̃ ⊂ ω, dass

max
x∈eω

∥∥Φk(ω̃)− p
∥∥ −−−−→

k→∞
0

und

area
(
Φk(ω̃)

)
−−−−→
k→∞

0,

mit Φk = Π−1 ◦ fk ◦Π ∈ conf(S2), so bezeichne ich diesen Effekt als Konzentartion am
Punktp in ω bewirkt durch die M̈obiustransformationfk.

Es kommt also zur Konzentration am Nordpol inω, einer Spḧarenkappe um den Nordpol,
durchfk1.

Der Winkelαk bewirkt lediglich eine Rotation der Sphäre um die vertikale Achse durch ihr
Zentrum, und hat somit keinen Einfluss auf den Konzentrationseffekt am Nordpol inω von
fk1. Die Translation

fk2(z) := z +sk exp(i βk)

verschiebt die Punkte entlang Kreise aufS2, die durch den Nordpol verlaufen, und deren
Tangente im Nordpol parallel zur Geraden inĈ mit Richtungsvektor(sk exp(i βk)) ist (Abb.
2.2(a) aus§2.2 und Abb. 3.7).

Die Folge(sk)k kann nun Ḧaufungspunkte∞ undC ≥ 0 mit einer KonstantenC besitzen.

Die Komposition

fk(z) := fk2 ◦ fk1(z)
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Abbildung 3.8: Die Spḧare wird mit der EbeneEk mit Normalenvektornk geschnitten. Man be-
trachtet die Halbkugel, welche in Richtungnk liegt. Im linken Bild ist dies die
rechte Halbkugel. Rechts ist die halbe Sphärenkappe um den Nordpol vergrößert
dargestellt. Entlang der orangenen Pfeile werden die Punkte durch

(
fk2
)
k

verscho-

ben und so der Konzentrationseffekt von
(
fk1
)
k

versẗarkt.

konzentriert in allen F̈allen die Punkte am Nordpol. Dazu schneidet man die Sphäre mit der
Ebene

Ek :=

x ∈ R3

∣∣∣∣∣∣
Re(sk exp(i βk))

Im(sk exp(i βk))
0

 · x = 0


und betrachtet die Halbkugel, welche auf der Hälfte in Richtung

nk :=
1

‖ (Re(sk exp(i βk)), Im(sk exp(i βk)), 0)T ‖

Re(sk exp(i βk))
Im(sk exp(i βk))

0

 ,

der Normalen der EbeneEk, liegt. Ich betrachte nun den Schnitt vonω mit der betrachteten
Halbkugel, und bezeichne diese halbe Sphärenkappe wieder mitω. Konvergiert eine Teilfolge
von (sk)k gegenC, bzw.∞, so wird der Konzentrationseffekt vonfk1 durchfk2 am Nordpol
in ω noch versẗarkt (Abb. 3.8). Man beachte, dass Punkte nichtüber den Nordpol hinaus ver-
schoben werden. Der Winkelβk rotiert lediglich die halbe Spḧarenkappe, wo Konzentration
stattfindet, da er die Richtung, entlang welcher die Punkte zum Nordpol konzentriert werden,
ändert (Abb. 3.7).

(ii) Konvergiert eine Teilfolge von(rk)k gegen eine KonstanteC 6= 0, so muss wegen (3.22)

lim
k→∞

sk = ∞

sein.
(
fk1
)
k

konvergiert dann bis auf Permutation der Längenkreise gegen eine fixierte Homo-

thetie. Die Translation
(
fk2
)
k

konzentriert die Punkte wie oben auf der halben Sphärenkappe

um den Nordpol, so dass es unter der Komposition
(
fk
)
k

zur Konzentration am Nordpol
kommt.
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(iii) Als letzten zu untersuchenden Fall bleiben Teilfolgen von(rk)k, welche gegen 0 konvergie-
ren.

Die Homothetie
(
fk1
)
k

bildet dann die Breitenkreise derS2 für k → ∞ auf Breitenkreise
immer kleineren Umfangs in Richtung Südpol ab, denn weillimk→∞ rk = 0, ist rk < 1 für k
groß genug (Abb. 2.3(b)). Es kommt zum Konzentrationseffekt am Südpol durch

(
fk1
)
k
.(sk)k

kann dann wieder Ḧaufungspunkte∞ undC ≥ 0 besitzen.
(
fk2
)
k

verschiebt das Gebiet am
Südpol, wo Konzentration statt findet, entlang Kreisen auf der Sphäre in Richtung Nordpol,
wennlimk→∞ sk = C ≥ 0 ist, und zum Nordpol, wennlimk→∞ sk = ∞ ist.

2.Fall: c6=6=6=0
Seif(z) = fν(z) = a z +b

c z +d mit a d−b c = 1, d.h. es gilt (3.20).

Dann ist in Formel (2.3)µ := b c− a d
c = −1

c und

f(z) =
a
c

+
1

(− c2) z + (− c) d
= (f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1) (z),

wobei

f1(z) =
(
− c2

)
z =: r exp(i α) z Homothetie und Rotation (Drehstreckung),

f2(z) = z + (− c) d=: z +s exp(i β) Translation,

f3(z) =
1
z

Inversion und

f4(z) = z +
a
c

=: z +t exp(i γ) Translation.

Angenommenf ist Rotation mit anschließender Inversion, d.h.a = d = 0, R 3 r = 1 undα ∈ R
beliebig. Dann ist

f(z) = (f3 ◦ f1) (z) =
1

exp(i α) z
=

b
c z

=
cos
(
−α+3Π

2

)
+ i sin

(
−α+3Π

2

)
cos
(

α+Π
2

)
+ i sin

(
α+Π

2

)
z

.

Man erḧalt für die Norm der zuf geḧorenden Parameter

‖ a ‖2 + ‖b ‖2 + ‖ c ‖2 + ‖d ‖2 = 0 + 1 + 1 + 0 = 2.

Analog zeigt man, dass die Norm der Parameter zuf zwei ist, wennf eine Inversion ist.

Sei(νk)k wieder eine Folge von Elementen ausA mit

lim
k→∞

νk = ∞.

Die zu den einzelnen Folgengliedernνk korrespondierenden M̈obiustransformationenΦνk
können

wieder nicht ausschließlich aus Inversionen bzw. Rotationen bestehen. Sie müssen abk ≥ k∗ eine
bzw. zwei Translationen und bzw. oder eine Homothetie enthalten.

Seiνk = (ak,bk, ck,dk) ∈ A mit ck 6= 0 undrk, αk, sk, βk, tk undγk so geẅahlt, dass

− c2
k = rk exp(i αk),

− ck dk = sk exp(i βk)
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und

ak

ck
= tk exp(i γk).

Dann ist

ck =
√
rk exp

(
i
αk + π

2

)
,

dk =
sk√
rk

exp
(
i

(
βk −

αk + 3π
2

))
,

ak =
tk√
rk

exp
(
i

(
γk −

αk + π

2

))
.

Mit (3.20) erḧalt man

bk =
ak dk−1

ck
.

Dabei ist

ak dk =
sk tk
rk

exp(i (βk + γk − αk︸ ︷︷ ︸
=:δk

))

und damit

ak dk−1 =
sk tk
rk

cos(δk)− 1 + i
sk tk
rk

sin(δk).

Insgesamt erḧalt man f̈ur die Norm vonbk

‖bk ‖2 = ‖ ak dk−1‖2 1
‖ ck ‖2

=

{(
sk tk
rk

cos(δk)− 1
)2

+
s2k t

2
k

r2k
sin2(δk)

}
1
rk

=
s2k t

2
k

r3k
− 2

sk tk
r2k

cos(δk) +
1
rk
.

Die Norm vonνk ist damit gegeben als

‖νk‖2 = rk +
s2k
rk

+
1
rk

+
t2k
rk

+
s2k t

2
k

r3k
− 2

sk tk
r2k

cos(δk).

Konvergiert die Norm der Parameter gegen∞, also

lim
k→∞

(
rk +

s2k
rk

+
1
rk

+
t2k
rk

+
s2k t

2
k

r3k
− 2

sk tk
r2k

cos(δk)
)

= ∞, (3.23)
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so kann(rk)k Häufungspunkte0 und∞ besitzen. Teilfolgen von(sk)k können dann gegen∞ und
C ≥ 0 konvergieren. In allen 6 F̈allen konzentriert die Komposition der Drehstreckung

fk1(z) := rk exp(i αk) z

mit der Translation

fk2(z) := z +sk exp(i βk),

also (fk2 ◦ fk1), wie im ersten Fall (c = 0) die Punkte derS2 in einem Gebietω0 ⊂ S2. Da die
Inversion eine Drehung der Sphäre um die reelle Achse mit dem Winkelπ induziert, rotiert die
Möbiustransformationf3 lediglichω0. Die Translation

fk4(z) := z +tk exp(i γk)

verschiebtω0 entlang Kreisen auf der Sphäre, die durch den Nordpol verlaufen, wie oben. Die
Komposition

fk(z) := fk4 ◦ f3 ◦ fk2 ◦ fk1(z)

konzentriert die Punkte der Sphäre in allen F̈allen in einem Gebietω, welches dabei wie oben je
nach Wahl vonαk, βk undγk auf der Spḧare rotieren kann.

Konvergiert eine Teilfolge von(rk)k gegenC 6= 0, so muss wegen (3.23) entweder(sk)k oder(tk)k

den Ḧaufungspunkt∞ besitzen.

Ist limk→∞ sk = ∞, so konzentriert
(
f3 ◦ fk2 ◦ fk1

)
die Punkte der Spḧare in einem Gebiet am

Südpol, welches durch
(
fk4
)
k

wie oben lediglich verschoben wird.

Hat (sk)k den ḦaufungspunktC ≥ 0, so musslimk→∞ tk = ∞ sein.
(
fk
)
k

konzentriert dann die

Punkte auf der halben Sphärenkappe am Nordpol, welche man wie im Fallc = 0 für
(
fk4
)
k

konstru-
iert.

Somit kommt es auch im zweiten Fall zur Konzentration in einem Gebietω, das auf der Spḧare
rotieren kann, bewirkt durch

(
fk
)
k
.

Zu jeder beliebigen Folge von Parametern(νk)k in Amit limk→∞ νk = ∞ konzentriert sowohl die
Teilfolge von

(
fk
)
k

mit ck = 0, als auch mitck 6= 0, die Punkte der Sphäre. Es gibt also ein Gebiet
Ω ⊂M mit

lim
k→∞

detTM
(
∇M x[Φνk

]T (p)∇M x[Φνk
](p)
)

= 0

für p ∈ Ω. Man beachte, dass das Gebietω ⊂ S2, in dem Konzentration auf der Sphäre statt findet,
rotieren kann, undΩ immer das Gebiet aufM bezeichnet, welches unterx[Φνk

] in ω abgebildet
wird. Damit erḧalt man

E[νk] ≥
∫
M

αa

(
δ(νk)

r
2 + β δ(νk)−

s
2

)
+ αl τ(νk)

p
2 da

≥
∫
Ω

αa β δ(νk)−
s
2︸ ︷︷ ︸

−−−−→
k→∞

∞

da −−−−→
k→∞

∞

Damit ist Annahme (3.19) bewiesen.

2
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(a)k = 2, 3, 8 mit fνk (z) = 1
k

z− exp(−6.3 i).

(b) k = 1, 3, 6 mit fνk (z) = 1
k

z−k.

(c) k = 1, 5, 20 mit fνk (z) = 1
k+z

+ k
4

.

(d) k = 0, 1, 5 mit fνk (z) = 1
z +1

+ k.

Abbildung 3.9: SpḧarentriangulierungS2
h mit 4098 Gitterknoten aufS2 (linkes Gitter) und das Bild

der Gitterknoten unter der M̈obiustransformationΦνk
= Π−1 ◦ fνk

◦Π.
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4 Diskretisierung und Implementierung

4.1 Diskretisierung der Energie

Problem 3.9 wird mit sẗuckweise linearen finiten Elementen diskretisiert, was in [10] von Dziuk
entwickelt worden ist. Ich approximiere die zweidimensionale topologische SphäreM durch eine
stetige diskrete Fläche

Mh =
⋃

T∈Th

T,

welche aus DreieckenT einer zul̈assigen TriangulierungTh besteht. Der finite Element-Raum von
stückweise linear finiten Elementen aufMh ist definiert als

Vh = Vh(Mh) =
{
xh ∈ C0(Mh)

∣∣ xh |T∈ P1(T ), T ∈ Th

}
.

Analog ist

S2
h =

⋃
T∈T ∗h

T

eine diskrete Spḧare, welche aus Dreiecken der TriangulierungT ∗h mit Knoten auf derS2 besteht.
Der korrespondierende Raum der stückweise linearen finiten Elemente aufS2

h ist dann

V ∗
h = Vh(S2

h) =
{

Φh ∈ C0(S2
h)
∣∣ Φh |T∈ P1(T ), T ∈ T ∗h

}
.

Für beide Triangulierungen fordere ich, dass sie zulässig imüblichen Sinn sind, d.h der Durch-
schnitt von zwei (abgeschlossenen) unterschiedlichen Dreiecken ist leer oder besteht aus einer ge-
meinsamen Ecke oder gemeinsamen Kante. Die Innenwinkel aller Dreiecke sei von unten durch
eine gemeinsame Konstante beschränkt. Mit h bezeichne ich den maximalen Durchmesser eines
Dreieckes der Triangulierung. Für mehr Details verweise ich auf [2], Kapitel II.5 und [3], Kapitel 3.

Der finite Element-RaumVh(Mh) wird aufgespannt von den nodalen Basisfunktionenφj (j =
1, . . . , N ) für eine Indexmenge, welche zu den Knotenaj (j = 1, . . . , N ) von Th, den Ecken der
Dreiecke vonMh, korrespondiert. Damit bilden{φij}i=1,2,3; j=1,...,N mit φij := φj ei eine Basis
des diskreten RaumesV 3

h . Auf jedem DreieckT vonMh ist der Gradient vonφij und damit auch
die diskrete Metrik zur L̈angen- und Fl̈achenmessung aufMh konstant.

SeiT ∈ Th ein beliebiges Dreieck mit Eckenξ0, ξ1, ξ2 ∈ R3. Mit Tref ⊂ R2 bezeichne ich das
Referenzdreieck imR2 mit den Ecken (0,0), (0,1) und (1,0). Dann istXh,T : Tref → T mit

Xh,T (xh
1 , x

h
2) = ξ0 + xh

1(ξ1 − ξ0) + xh
2(ξ2 − ξ0)

eine Parametrisierung vonT mit KarteTref (vgl. Abb 4.1).{
∂Xh,T

∂ xh
i

}
i=1,2

= {(ξ1 − ξ0) , (ξ2 − ξ0)}

ist eine Basis des Tangentialraumes vonMh in p ∈ T . Als diskrete Metrikgh,T vonMh definiere
ich für p ∈ T

gh,T = DXh,T
T DXh,T = (ξ1 − ξ0, ξ2 − ξ0)T (ξ1 − ξ0, ξ2 − ξ0).
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Abbildung 4.1: Beispiel f̈ur das diskrete Setting eines Dreieckes.
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Seixh : Mh → S2
h eine diskret konforme Startparametrisierung vonMh, welche nach nach [5] als

Minimierer des Dirichlet-Integrals im RaumV 3
h mit Schwerpunkt im Ursprung definiert sind (vgl.

Anschnitt 4.3).xh ist in jeder Komponente eine affin lineare Abbildung auf den Dreiecken vonMh

und global stetig, d.hxh ∈ C0(Mh,S2
h).

SeiT ∗ ∈ R3 das Bilddreieck vonT unter der Abbildungxh, d.h.xh(T ) = T ∗ ∈ T ∗h . Die Ecken
vonT ∗ bezeichne ich mitξ∗i = xh(ξi), i = 0, 1, 2. Es ist|ξ∗i | = 1.
Dann istX∗

h,T := xh ◦Xh,T : Tref → T ∗ gegeben als

X∗
h,T (xh

1 , x
h
2) = ξ∗0 + xh

1(ξ
∗
1 − ξ∗0) + xh

2(ξ
∗
2 − ξ∗0)

eine Karte vonT ∗.
Der tangentiale Gradient vonxh besitzt inp ∈ T eine Basisdarstellung im Tangentialraum, somit

∇Mh
xh =

∑
j=1,2

vj
∂Xh,T

∂ xh
j

.

Es gilt

∂ xh ◦Xh,T

∂ xh
i

= dxh

(
∂Xh,T

∂ xh
i

)
= ∇R3 xh ·

∂Xh,T

∂ xh
i

= ∇Mh
xh ·

∂Xh,T

∂ xh
i

=
∑

j=1,2

vj
∂Xh,T

∂ xh
j

·
∂Xh,T

∂ xh
i

=
∑

j=1,2

vj (gh,T )ji .

Sei (
gij
h,T

)
ij

= (gh,T )−1

die Inverse vongh,T . Dann erḧalt man

∇Mh
xh =

∑
i,j=1,2

gji
h,T

∂ xh ◦Xh,T

∂ xh
i

∂Xh,T

∂ xh
j

=
∑

i,j=1,2

gji
h,T (ξ∗i − ξ∗0) (ξj − ξ0) .

Man beachte, dass∇Mh
xh konstant aufT ist.

SeiΦ = Φ(ν) ein konformer Diffeomorphismus der Sphäre zu den Parameternν wie in §3.5. Den
Endomorphismus∇S2 ΦT ∇S2 Φ diskretisiere ich mit einer stückweisen konstanten Funktionfh
aufS2

h mit

fh |T ∗= fh,T ∗ ∈ P0(T ∗), T ∗ ∈ T ∗h ,
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indem ich∇S2 ΦT ∇S2 Φ am auf die Spḧare projizierten Schwerpunkt

PSPT ∗ =
1
3 (ξ∗0 + ξ∗1 + ξ∗2)∥∥1
3 (ξ∗0 + ξ∗1 + ξ∗2)

∥∥
vonT ∗ auswerte:

fh,T ∗ =
(
∇S2 ΦT ∇S2 Φ

)
(PSPT ∗).

∇S2 ΦT ∇S2 Φ berechne ich wie in den Abschnitten 3.2 und 3.3.

Sowohl die Determinanteδ als auch die Spurτ von∇M x[Φ]T ∇M x[Φ] werden mit sẗuckweise
konstanten Funktionenδh bzw.τh aufMh diskretisiert. Mit Lemma3.3 aus§3.3 erḧalt man

δh,T = δh|T
= detTMh

(
∇Mh

xT
h fh,T ∗ ∇Mh

xh

)
=

1
2

[{
tr
(
∇Mh

xT
h fh,T ∗ ∇Mh

xh

)}2 − tr
({
∇Mh

xT
h fh,T ∗ ∇Mh

xh

}2
)]

(4.1)

und

τh,T = τh|T
= tr TMh

(
∇Mh

xT
h fh,T ∗ ∇Mh

xh

)
. (4.2)

Man erḧalt als diskrete EnergieEh zur EnergiedichteW wie z.Bsp. in Beispiel 3.7

Eh[ν] =
∫
Mh

W (δh, τh) dah

=
∑
T∈Th

∫
T

W (δh,T , τh,T ) dah

=
∑
T∈Th

|T |W (δh,T , τh,T )

mit

|T | = 1
2

√
det(gh,T ).
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4.2 Gradient und Hesse-Matrix der diskreten Energie

Gradient der Energie

Den Gradient der Energie

E[ν] =
∫
M

W (δ, τ) da

mit Energiedichte

W (δ, τ) = Wa(δ) +Wl(τ) = αa

(
δ

r
2 + βδ−

s
2

)
+ αl τ

p
2

wie in Beispiel 3.7 berechnet sich wie folgt:

grad E[ν] =
(
∂

∂νs
E[ν]

)
s=1..8

∂

∂νs
E[ν] =

∂

∂νs

∫
M

Wa(δ(ν)) +Wl(τ(ν)) da

=
∫
M

∂

∂νs
{Wa(δ(ν))}+

∂

∂νs
{Wl(τ(ν))} da

=
∫
M

W ′
a(δ(ν))

(
∂

∂νs
δ(ν)

)
+W ′

l (τ(ν))
(
∂

∂νs
τ(ν)

)
da

mit

W ′
a(δ(ν)) = αa

{r
2

(δ(ν))
r
2
−1 − β

s

2
(δ(ν))−

s
2
−1
}

∂

∂νs
δ(ν) =

∂

∂νs

{
detTM

(
∇x[Φ]T ∇x[Φ]

)}
§3.3
=

∂

∂νs

{
1
2

[{
tr
(
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

)}2 − tr
({
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

}2
)]}

= tr
(
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

) ∂

∂νs
tr
(
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

)
− 1

2
∂

∂νs
tr
({
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

}2
)

W ′
l (τ(ν)) = αl

p

2
τ(ν)

p
2
−1
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Da∇xT und∇x nicht vonν abḧangen, gilt f̈ur die Ableitungen vonτ(ν):

∂

∂νs
τ(ν) =

∂

∂νs
tr
(
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

)
=

∂

∂νs

∑
i,k,j

(
∇xT

)
ik

(
∇ΦT ∇Φ

)
kj

(∇x)ji


=
∑
i,k,j

(
∇xT

)
ik

∂

∂νs

((
∇ΦT ∇Φ

)
kj

)
(∇x)ji

= tr

(
∇xT

(
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij

∇x

)

Für die Ableitung von ∂
∂νs

tr
({
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

}2
)

ben̈otigt man nachfolgendes Lemma:

Lemma 4.1 SeiM = (Mij)ij ∈ Rd,d mitMij = Mij(νs). Dann gilt:

∂

∂νs
tr
(
M2
)

= tr

((
∂

∂νs
Mij

)
ij

M

)
+ tr

(
M

(
∂

∂νs
Mij

)
ij

)
Beweis

∂

∂νs
tr
(
M2
)

=
∂

∂νs
tr

(∑
k

MikMkj

)
ij

 =
∂

∂νs

(∑
i

∑
k

MikMki

)

=
∑

i

∑
k

{
∂

∂νs
(Mik) Mki +Mik

∂

∂νs
(Mki)

}

=
∑

i

∑
k

∂

∂νs
(Mik) Mki +

∑
i

∑
k

Mik
∂

∂νs
(Mki)

= tr

((
∂

∂νs
Mij

)
ij

M

)
+ tr

(
M

(
∂

∂νs
Mij

)
ij

)
2

Nach Lemma 4.1 gilt:

∂

∂νs
tr
({
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

}2
)

=

tr

((
∇xT

(
∂

∂νs
(∇ΦT ∇Φ)ij

)
ij

∇x

) (
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

))

+ tr

((
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

)(
∇xT

(
∂

∂νs
(∇ΦT ∇Φ)ij

)
ij

∇x

))
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Insgesamt erḧalt man als Gradient der Energie

gradE[ν] =
(
∂

∂νs
E[ν]

)
s=1..8

∂

∂νs
E[ν] =

∫
M

αa

{
r
2 (δ(ν))

r
2
−1 − β s

2 (δ(ν))−
s
2
−1
}
{ ∂

∂νs
δ(ν)}

+ αl
p
2 τ(ν)

p
2
−1 tr

(
∇xT

(
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij
∇x

) da (4.3)

mit

∂

∂νs
δ(ν) ={

tr
(
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

)
tr

(
∇xT

(
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij

∇x

)

− 1
2

tr

((
∇xT

(
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij

∇x

) (
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

))

− 1
2

tr

( (
∇xT ∇ΦT ∇Φ ∇x

) (
∇xT

(
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij

∇x

))}
.
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Hesse-Matrix der Energie

Die Hesse-Matrix der Energie hat dann folgende Gestalt:

Hess E[ν] =
(

∂2

∂νr ∂νs
E[ν]

)
r,s=1..8

=


∂2

∂ν1 ∂ν1
E[ν] · · · ∂2

∂ν1 ∂ν8
E[ν]

...
...

∂2

∂ν8 ∂ν1
E[ν] · · · ∂2

∂ν8 ∂ν8
E[ν]


∂2

∂νr ∂νs
E[ν] =

∂

∂νr
(grad E[ν])s r, s = 1..8

=
∂

∂νr

∫
M

W ′
a(δ(ν))

(
∂

∂νs
δ(ν)

)
+W ′

l (τ(ν))
(
∂

∂νs
τ(ν)

)
da

=
∫
M

W ′′
a (δ(ν))

(
∂

∂νr
δ(ν)

)(
∂

∂νs
δ(ν)

)
+W ′

a(δ(ν))
(

∂2

∂νr ∂νs
δ(ν)

)

+W ′′
l (τ(ν))

(
∂

∂νr
τ(ν)

)(
∂

∂νs
τ(ν)

)
+W ′

l (τ(ν))
(

∂2

∂νr ∂νs
τ(ν)

)
da

mit

W ′′
a (δ(ν)) = αa

{ r

2

(r
2
− 1
)
δ(ν)

r
2
−2 + β

s

2

(s
2

+ 1
)
δ(ν)−

s
2
−2
}

W ′′
l (τ(ν)) = αl

p

2

(p
2
− 1
)
τ(ν)

p
2
−2

W ′
a(δ(ν)),

∂
∂νr

δ(ν) undW ′
l (τ(ν)),

∂
∂νr

τ(ν) wie oben.
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Diskretisierung des Gradienten und der Hesse-Matrix der Energie

Den Gradient bzw. die Hesse-Matrix diskretisiere ich wie schon in Abschnitt 4.1 beschreiben. Die
Ableitungen von∇S2 ΦT ∇S2 Φ approximiere ich durch stückweise konstante Funktionen, indem
ich sie elementweise anPSPT ∗ , dem am auf die Sphäre projizierten Schwerpunkt des jeweiligen
DreieckesT ∗ ∈ T ∗h auswerte.

gradh E[ν] =
([

∂
∂νs

E[ν]
]
h

)
s=1..8[

∂
∂νs

E[ν]
]
h

=
∑

T∈Th

|T |
{
W ′

a(δh,T )
(

∂
∂νs

δ(ν)
)

h,T
+W ′

l (τh,T )
(

∂
∂νs

τ(ν)
)

h,T

}

Wobei die obigen diskreten Größen wie folgt geẅahlt werden:

δh,T =
1
2

[{
tr
(
∇xT

h fh,T ∗ ∇xh

)}2 − tr
({
∇xT

h fh,T ∗ ∇xh

}2
)]
,

τh,T = tr
(
∇xT

h fh,T ∗ ∇xh

)
,

(
∂

∂νs
δ(ν)

)
h,T

={
tr
(
∇xT

h fh,T ∗ ∇xh

)
tr

(
∇xT

h

[(
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij

]
h,T

∇xh

)

− 1
2 tr

((
∇xT

h

[(
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij

]
h,T

∇xh

) (
∇xT

h fh,T ∗ ∇xh

))

− 1
2 tr

((
∇xT

h fh,T ∗ ∇xh

) (
∇xT

h

[(
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij

]
h,T

∇xh

))}

(
∂

∂νs
τ(ν)

)
h

= tr

(
∇xT

h

[(
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij

]
h

∇xh

)
,

fh,T ∗ =
(
∇ΦT ∇Φ

)
(PSPT ∗)

und [(
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij

]
h

=

((
∂

∂νs

(
∇ΦT ∇Φ

)
ij

)
ij

)
(PSPT ∗)
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Die Hesse-Matrix wird analog diskretisiert:

Hessh E[ν] =
([

∂2

∂νr ∂νs
E[ν]

]
h

)
r,s=1..8[

∂2

∂νr ∂νs
E[ν]

]
h

=
∑
T∈Th

|T |

{
W ′′

a (δh,T )
(
∂

∂νr
δ(ν)

)
h,T

(
∂

∂νs
δ(ν)

)
h,T

+ W ′
a(δh,T )

(
∂2

∂νr ∂νs
δ(ν)

)
h,T

+ W ′′
l (τh,T )

(
∂

∂νr
τ(ν)

)
h,T

(
∂

∂νs
τ(ν)

)
h,T

+ W ′
l (τh,T )

(
∂2

∂νr ∂νs
τ(ν)

)
h,T

}
da

Analog zu oben werden
(

∂2

∂νr ∂νs
δ(ν)

)
,
(

∂2

∂νr ∂νs
τ(ν)

)
diskretisiert.
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4.3 Diskret konforme Startparametrisierung

SeiM eine zweidimensionale topologische Sphäre. Gesucht ist ein harmonischer Diffeomorphis-
musx : M → S2, d.h. ein Minimierer des Dirichlet-Integrals (vgl. Definition 2.7 aus Abschnitt
2.1)

D[ϕ] =
1
2

∫
M

|∇M ϕ|2 da

in V , wobeiV = H1(M,S2) =
{
v ∈ H1(M,R3)| |v| = 1 f.ü.

}
:

D[x] = min
ϕ∈V

D[ϕ].

Die Lösungen des obigen Problemes sind jedoch nicht eindeutig bestimmt, da sie sich um einen
konformen Automorphismus der Sphäre unterscheiden können. Die konforme Gruppeconf(S2)
ist determiniert durch 6 reelle Parameter und so erhält man mit Fixierung von drei Punkten die
gewünschte Eindeutigkeit (vgl. [8], Seite 233). Ein alternativer und numerisch besser geeigneter
Zugang ist eineL2-Normalisierung der konformen Gruppe der Sphäre, welche man in [5] findet:

Satz 4.2 Seiϕ ∈ conf(S2) ein konformer Automorphismus. Dann istϕ die Identiẗat oder eine
Rotation umπ genau dann, wennMk(ϕ) = 0, (k = 0, . . . , 3), wobei

M0(ϕ) =
∫
S2

ϕ(x) da,

Mk(ϕ) =
∫
S2

ϕ(x) · Zkx da

undZ1, Z2, Z3 ist die kanonische Basis der schief-symmetrischen Matrizen desR3×3.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man nun das Finden einer eindeutigen harmonischen Abbildung von
M nachS2 so formulieren, dass sich das Problem numerisch lösen l̈asst:

Problem 4.3 SeiM eine zweidimensionale Sphäre. Finde einen Minimiererx des Dirichle-Integrals
in X, wobeiX = V� conf(S2) = {ϕ ∈ V |Mk(ϕ) = 0, k = 0, 1, 2, 3}:

D[x] = min
ϕ∈X

D[ϕ].

Problem 4.3 wird wie in§ 4.1 mit sẗuckweise linearen finiten Elementen diskretisiert. Um mit den
inX enthaltenen Nebenbedingungen umzugehen, werden Lagrange-Parameter eingeführt (vgl. Satz
4.4). Der von Clarenz und Dziuk [5] entwickelte Algorithmus generiert zur diskreten FlächeMh

eine SpḧarentriangulierungS2
h, welche konform aufMh bezogen ist.xh : Mh → S2

h ist dann die
diskrete Startparametrisierung. Die Sphärentriangulierung bezeichne ich als Parametergebiet.
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4.4 Newton-Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung

Das Minimierungsproblem 3.9 mit Nebenbedingung

min
ν ∈ R8

ϕ1(ν) = 0
ϕ2(ν) = 0

E[ν] mit E[ν] =
∫
M

Ŵ (ν) da

ist äquivalent zur Minimierung der Lagrange-Energie ohne Nebenbedingung. Dazu benötigt man
den nachfolgenden Satz:

Satz 4.4 (Lagrange-Multiplikatoren.)
SeiΩ ⊂ Rd offene Menge undϕi : Ω → R, 1 ≤ i ≤ m seinen Funktionen der KlasseC1(Ω). Seiν
ein Punkt der MengeU = {ν ∈ Ω| ϕi(ν) = 0, 1 ≤ i ≤ m} und{∇ϕi(ν), 1 ≤ i ≤ m} sei linear
unabḧangig.
Falls E : Ω → R eine differenzierbare Funktion ist und inν ein relatives Extremum bezüglichU
besitzt, so gibt es eindeutig bestimmte Zahlen, die Lagrange-Multiplikatoren,λ1, . . . , λm mit:

∇E[ν] + λ1 ∇ϕ1(ν) + · · ·+ λm ∇ϕm(ν) = 0.

Den Beweis findet man in [22] Kapitel 43.2.

Die Lagrange-Energie zuE lautet

L[ν, λ] := E[ν] + λ1ϕ1(ν) + λ2ϕ2(ν) mit (ν, λ) ∈ R8 × R2

und gesucht ist nun das Minimum

min
(ν,λ)∈R8×R2

L[ν, λ].

Als notwendige Bedingung erhält man

∇(ν,λ)L[ν, λ] =

gradE[ν] + λ1 ∇ϕ1(ν) + λ2 ∇ϕ2

ϕ1(ν)
ϕ2(ν)

 = 0

mit gradE[ν] wie in Abschnitt 4.2 und

ϕ1(ν) = ν1ν7 − ν2ν8 − ν3ν5 + ν4ν6 − 1,
ϕ2(ν) = ν1ν8 + ν2ν7 − ν3ν6 − ν4ν5,

∇ϕ1(ν) = (ν7,−ν8,−ν5, ν6,−ν3, ν4, ν1,−ν2)T und

∇ϕ2(ν) = (ν8, ν7,−ν6,−ν5,−ν4,−ν3, ν2, ν1)T

Die Hesse-Matrix vonL sieht wie folgt aus:

∇2
(ν,λ)L[ν, λ] =


HessE[ν] + λ1 ∇2ϕ1 + λ2 ∇2ϕ2 ∇ϕ1 ∇ϕ2

∇ϕT
1 0 0

∇ϕT
2 0 0
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mit HessE[ν] wie in Abschnitt 4.2.
Diskret ersetzte ichgradE[ν] durchgradhE[ν] undHessE[ν] durchHesshE[ν] (§ 4.2). Nun
habe ich alle Bausteine für ein voll diskretes Newton-Verfahren zusammen. Der Pseudocode lautet:

Newton(ν, λ, ε){
do{
H = ∇2L[ν, λ], G = ∇L[ν, λ];

find (w, µ) ∈ R8 × R2 such that

H

(
w
µ

)
= −G;

ν = ν + w;
λ = λ+ µ;

} while(‖(w, µ)‖R10 > ε);
}

Das Gleichungssystem löse ich mit LU-Zerlegung. Das Newton-Verfahren(
νk+1

λk+1

)
:=
(
νk

λk

)
−
(
∇2L[νk, λk]

)−1∇L[νk, λk]

kann man als verallgemeinertes Gradientenverfahren mit Abstiegsrichtung

dk =
(
∇2L[νk, λk]

)−1∇L[νk, λk]

interpretieren.
WennL : R10 → R zweimal stetig differenzierbar und die Hesse-Matrix positiv definit ist, dann
gilt

dT
k ∇L[νk, λk] = (∇L[νk, λk])

T (∇2L[νk, λk]
)−1∇L[νk, λk] > 0.

Somit besitztL in (νk, λk) eine positive Richtungsableitung in Richtungdk. Seixk := (νk, λk).
Um die Konvergenz zu verbessern, kann man eine Schrittweitensteuerung einbauen. Man erhält als
Iteration

xk+1 = xk−αk dk

für dk 6= 0 mit einer Schrittweiteαk.

Lemma 4.5
Für dk 6= 0 mit dT

k ∇L[νk, λk] > 0 existiert einr > 0, so dass f̈ur alle α ∈ (0, r] gilt:

L[xk−α dk] < L[x].

Beweis

0 > −dT
k ∇L[νk, λk] = lim

α→0

L[xk−α dk] − L[x]
α

2

Die Schrittweiteαk wird mit der Armijoregel mit Aufweitung (ARA) berechnet (vgl. [18]§ 4.2.5).
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Abbildung 4.2: Niveaufl̈achen vonL (oben) und
Schnittbild des GraphenL an der Stellexk in Richtungdk (unten).

Armijoregel

Seienβ, σ ∈ (0, 1). Seiψ : R → R, ψ(α) := L [xk−α dk].
Gesucht istα > 0, so dass f̈ur das Verḧaltnis der Steigung der Sekante vonψ durch 0 undα und
der Tangentensteigung vonψ in 0 gilt (Abb. 4.2)

Sekantensteigung
Tangentensteigung

≥ σ. (4.4)

Die Armijoregel bestimmt die kleinste ganze Zahlm ∈ Z für die (4.4) gilt:

ψ(0)− ψ(βm)
βm ψ′(0)

≥ σ. (4.5)

Wähleαk := βmk , wobeimk die kleinste ganze Zahl ist für die

ψ(βmk) ≤ ψ(0) + σ βmk ψ′(0)

⇔ L[xk−βmk dk] ≤ L[xk]− σ βmk 〈∇L[xk], dk〉

erfüllt ist, aber f̈ur ihren Vorg̈anger nicht.

Der Algorithmus sieht wie folgt aus:
Ist für 0, d.h. f̈ur α = β0 = 1, die Bedingung erf̈ullt, so werden solange negative Potenzen getestet
bis die Bedingung zum ersten Mal nicht mehr gilt. Der Vorgänger bestimmt dann die Schrittweite.
Analoges Vorgehen, wenn die Bedingung für 0 nicht erf̈ullt ist.
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Satz 4.6 (Realisierbarkeit.)
Obige Armijoregel ist realisierbar, wenn L zweimal stetig differenzierbar und die Hesse-Matrix
positiv definit ist.

Beweis
Seienx ∈ R10 undd =

(
∇2L[x]

)−1∇L[x] 6= 0 mit dT ∇L[x] > 0 undψ(α) := L [x−α dk].
Ψ : [0,∞) → R beschreibe das Verhältnis von Sekanten- und Tangentensteigung vonψ in 0. Nach
(4.5) gilt:

Ψ(α) :=


L[x] − L [x−α d]
α 〈∇L[x], d〉 für α > 0,

1 für α = 0

Ψ ist stetig in 0, dennL ist stetig differenzierbar und

lim
α→0

Ψ(α) = lim
α→0

L[x] − L [x−α d]
α 〈∇L[x], d〉

=
dT ∇L[x]
〈∇L[x], d〉

= 1.

Seienσ, β ∈ (0, 1).
DaΨ stetig in 0 undΨ(0) = 1 > σ, existiert einc > 0 mit Ψ(α) > σ für alleα ∈ (0, c].
Daβ ∈ (0, 1) ist, existiert einm ∈ N mit βm ∈ (0, c].

1. Fall Für die Zahl 0 (d.hα = β0 = 1) ist Bedingung (4.5) nicht erfüllt.
Nach obiger Betrachtung gibt es einm ∈ N welches (4.5) erf̈ullt.

2. Fall Für die Zahl 0 (d.hα = β0 = 1) ist Bedingung (4.5) erf̈ullt.
Es werden solange negative Potenzen getestet bis die Bedingung zum ersten Mal nicht mehr gilt.
Angenommen Bedingung (4.5) ist für alle negativen Potenzen erfüllt.
Dann gibt es eine Folgeαm := β−m mit lim

m
αm = ∞ und für allem ∈ N ist

Ψ(αm) =
ψ(0)− ψ(αm)
αm ψ′(0)

≥ σ > 0.

SeiM ∈ R so geẅahlt, dassL[x] ≥M für allex ∈ R10. Dann folgt

0 > Ψ(αm) = L[x]− L[x−αm d]
αm 〈∇L[x], d〉 ≤ L[x]−M

αm 〈∇L[x], d〉 −−−−→
m→∞

0.

Somit gilt:

lim
m→∞

Ψ(αm) = 0  

2

Seixh : Mh → S2
h die Startparametrisierung. Hat man nun mit dem Newtonverfahren optimale

Parameterν ∈ R8 gefunden, so deformiert manS2
h in eine diskrete SpḧareS2

h,Φν
. SeiΦν : S2 → S2

der zuν korrespondierende konforme Diffeomorphismus. Sindaj (j = 1, . . . , N ) die Knoten der
TriangulierungTh von S2

h, so besteht die TriangulierungT Φν
h von S2

h,Φν
aus den KnotenΦ(aj)

(j = 1, . . . , N ). Die Nachbarschaftsrelationen vonT Φν
h sind die vonTh.
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4.5 Implementationsdetails

Das diskrete nicht-lineare Minimierungsproblem habe ich in c++ mit dem Newton-Verfahren mit
Armijo-Schrittweitensteuerung aus Abschnitt 4.4 implementiert. Dabei habe ich die für den dis-
kreten Gradient und für die diskrete Hesse-Matrix benötigten Ableitungen der Determinante und
Spur des Verzerrungstensors∇M x[Φ]T ∇M x[Φ] mit Maple 8 berechnen lassen. Maple hat dann
aus den Ergebnissen einen c++-Code generiert. Zum Beispiel ist der c++-Code zur Berechnung der
diskreten Hesse-Matrix der Determinante auf einem DreieckT der Triangulierung vonMh aus§4.2((

∂2

∂νr ∂νs
δ(ν)

)
h,T

)
r,s=1..8

ungef̈ahr 5500 Zeilen lang und berechnet 4508 lokale Variablen. Dies belegt die Komplexität der
Ableitungen von Spur und Determinante.
Wie in Abschnitt 4.1 werden sowohl die Determinanteδ als auch die Spurτ von∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]
mit auf jedem DreieckT konstanten Funktionenδh,T bzw. τh,T diskretisiert. Diese habe ich in
Maple wie in (4.1) und (4.2) programmiert. Anschließend hat Maple die Ableitungen nach den Pa-
rametern(a1, a2,b1,b2, c1, c2,d1,d2) der MöbiustransformationΦ(x) = Ax+B

C · x+D , mit A, B, C und
D wie in Satz 2.14, berechnet und den c++-Code generiert:

> det:=1/2*(spur)ˆ2-(sum(Verzerrungstensor[k,k],k=1..3)));
>
> gradDet:=vector(8);
> gradDet[1]:=diff(det,a1):
> gradDet[2]:=diff(det,a2):
> gradDet[3]:=diff(det,b1):
> gradDet[4]:=diff(det,b2):
> gradDet[5]:=diff(det,c1):
> gradDet[6]:=diff(det,c2):
> gradDet[7]:=diff(det,d1):
> gradDet[8]:=diff(det,d2):
>
> HessDet:=matrix(8,8);
> for i in [1,2,3,4,5,6,7,8] do
> HessDet[1,i]:=diff(gradDet[i],a1):
> HessDet[2,i]:=diff(gradDet[i],a2):
> HessDet[3,i]:=diff(gradDet[i],b1):
> HessDet[4,i]:=diff(gradDet[i],b2):
> HessDet[5,i]:=diff(gradDet[i],c1):
> HessDet[6,i]:=diff(gradDet[i],c2):
> HessDet[7,i]:=diff(gradDet[i],d1):
> HessDet[8,i]:=diff(gradDet[i],d2):
> od:
>
> writeto("HessDetForOneEl.cpp");
> codegen[C](HessDet,’optimized’);
> writeto(terminal);

Den vollsẗandigen Maple-Quellcode für die Berechnung der Determinante vonδh,T findet man im
Anschluss. Ein Ausschnitt des c++-Codes ist unten abgedruckt. Das Verhältnis des Beispielcodes
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zur Berechnung der einzelnen Variablen aus ein- bis fünfzeiligen Summen und Produkten stimmt
mit dem nicht abgedruckten Codeüberein. Dies belegt, dass die Ableitungen der Determinante und
Spur nicht mehr von Hand zu berechnen sind.
Dabei bekommt die nachfolgende Funktion folgende Parameterübergeben:

nu ν = (ν1, . . . , ν8) = (a1, a2,b1,b2, c1, c2,d1,d2) sind die Parameter der
MöbiustransformationΦ.

x, y, z Koordinaten des auf die Sphäre projizierten Schwerpunkt des Dreiecks T.

xikdomj j-te Koordinate des i-ten Knotenξi des DreiecksT = [ξ0, ξ1, ξ2].
xikimagej j-te Koordinate vonΦ(ξi).
HessDet In HessDet speichert die Funktion die berechnete Hesse-Matrix der Determinante.

DataType Template-Parameter für double oder float.

template <class DataType>
void OptimalReparaSphereType<DataType>::computeHessDetForOneEl

( const aol::Vector<DataType> & nu,
aol::MultiVector<DataType> & HessDet,
DataType x, DataType y, DataType z,
DataType xi0dom1, DataType xi0dom2, DataType xi0dom3,
DataType xi1dom1, DataType xi1dom2, DataType xi1dom3,
DataType xi2dom1, DataType xi2dom2, DataType xi2dom3,
DataType xi0image1, DataType xi0image2, DataType xi0image3,
DataType xi1image1, DataType xi1image2, DataType xi1image3,
DataType xi2image1, DataType xi2image2, DataType xi2image3) const{

DataType t1 = xi2dom1*xi2dom1;
DataType t2 = xi2dom1*xi0dom1;
DataType t4 = xi0dom1*xi0dom1;
DataType t5 = xi2dom2*xi2dom2;
DataType t6 = xi2dom2*xi0dom2;
DataType t8 = xi0dom2*xi0dom2;
...

DataType t10692 = t448*t10691;
DataType t10700 = t6112+t10591-t6109+t6111+t6106-t10594-t10595

+t6119+t233-t10667*z-t10588*z-t10596*t524;
DataType t10708 = t7671+t10618-t6156+t7670+t7667-t10620-t10621

+t6164+t307-t10676*z-t10615*z-t10622*t524;
DataType t10716 = t215-t7137+t10650-t6206-t7421+t10652+t10653

-t10655-t10656+t6215+t365-t10685*z-t10647*z
-t10657*t524;

DataType t10718 = t10599*t526+2.0*t3434*t3513+t248*t10700+t10625
*t536+2.0*t3457*t3519+t321*t10708+t10660*t546
+2.0*t3481*t3525+t379*t10716;

DataType t10719 = t521*t10718;
DataType t10721 = t3490*t3490;
DataType t10723 = t3497*t3497;
DataType t10725 = t3504*t3504;
DataType t10727 = t10721+t454*t10671+t10723+t466*t10680+t10725
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+t478*t10689;
DataType t10728 = 2.0*t559*t10727;
DataType t10741 = t10671*t526+2.0*t3490*t3513+t454*t10700+t10680

*t536+2.0*t3497*t3519+t466*t10708+t10689*t546
+2.0*t3504*t3525+t478*t10716;

DataType t10742 = t568*t10741;
DataType t10744 = t3513*t3513;
DataType t10746 = t3519*t3519;
DataType t10748 = t3525*t3525;
DataType t10750 = t10744+t526*t10700+t10746+t536*t10708

+t10748+t546*t10716;
DataType t10751 = 2.0*t581*t10750;
DataType t10754 = t3783*t3783;
DataType t10781 = t3827*t3827;
DataType t10796 = t3851*t3851;
DataType t10799 = t10571+t622*(t10663+2.0*t10692+2.0*t10719+t10728

+2.0*t10742+t10751)-t10754-t920*(t10663+t10692+t10719)-(t178
*t10691+2.0*t448*t10727+t521*t10741)*t930-2.0*t3800*t3795
-t945*(2.0*t448*t10662+t559*t10691+t568*t10718)-(t178*t10718
+t448*t10741+2.0*t521*t10750)*t958-2.0*t3820*t3815-t973*(2.0
*t521*t10662+t568*t10691+t581*t10718)-t10781-t981*(t10692
+t10728+t10742)-(t448*t10718+t559*t10741+2.0*t568*t10750)*t991
-2.0*t3844*t3839-t1006*(t521*t10691+2.0*t568*t10727+t581*t10741)
-t10796-t1014*(t10719+t10742+t10751);

DataType t10802 = -t1496*t1526;
DataType t10804 = 2.0*t627*t10802;
DataType t10805 = -t3413*t1526;
DataType t10807 = 6.0*t640*t10805;
...
DataType t11226 = t4221*t4221;
DataType t11253 = t4265*t4265;
DataType t11268 = t4289*t4289;
DataType t11271 = t11033+t622*(t11135+2.0*t11164+2.0*t11191

+t11200+2.0*t11214+t11223)-t11226-t920*(t11135+t11164+t11191)
-(t178*t11163+2.0*t448*t11199+t521*t11213)*t930-2.0*t4238
*t4233-t945*(2.0*t448*t11134+t559*t11163+t568*t11190)
-(t178*t11190+t448*t11213+2.0*t521*t11222)*t958-2.0*t4258
*t4253-t973*(2.0*t521*t11134+t568*t11163+t581*t11190)-t11253
-t981*(t11164+t11200+t11214)-(t448*t11190+t559*t11213+2.0*t568
*t11222)*t991-2.0*t4282*t4277-t1006*(t521*t11163+2.0*t568
*t11199+t581*t11213)-t11268-t1014*(t11191+t11214+t11223);

HessDet[0][0] = t1017;
HessDet[0][1] = t1487;
HessDet[0][2] = t1990;
HessDet[0][3] = t2468;
...
HessDet[7][3] = t8813;
HessDet[7][4] = t9839;
HessDet[7][5] = t10570;
HessDet[7][6] = t11032;
HessDet[7][7] = t11271;

}
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Maple-Quellcode für die Berechnung der Hesse-Matrix von δh,T

Zuvor noch die Bedeutung der einzelnen Variablen:

A, B, C, D Φ(x) = Ax+B
C · x+D zu den Parameterna1, a2,b1,b2, c1, c2,d1,d2 (Satz 2.14)

phi MöbiustransformationΦ

gradPhi ∇Φ, Gradient vonΦ

tgPhi ∇S2 Φ, tangentialer Gradient vonΦ

quadPhi ∇S2 ΦT ∇S2 Φ

xikdomj j-te Koordinate des i-ten Kontenξi des DreiecksT = [ξ0, ξ1, ξ2]

xikimagej j-te Koordinate vonΦ(ξi)

gh diskrete Metrikgh,T vonMh

ghinv Inverse vongh,T

tgX ∇Mh
xh, tangentialer Gradient vonxh

quadX ∇Mh
xT

h ∇Mh
xh

quadXschlange ∇Mh
xT

h ∇Mh
xh ∇S2 ΦT ∇S2 Φ

energieTerm[1] τh,T

energieTerm[2] δh,T

gradDet[s]
(

∂
∂νs

δ
)

h,T
= ∂

∂νs
δh,T

HessDet[r][s]
(

∂2

∂νr ∂νs
δ
)

h,T
= ∂2

∂νr ∂νs
δh,T
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> restart:
> with(linalg):
>
> A:=matrix(3,3);
> A[1,1]:=a1*d1+b1*c1+a2*d2+b2*c2;
> A[1,2]:=a1*d2+b2*c1-a2*d1-b1*c2;
> A[1,3]:=a1*c1+a2*c2-b1*d1-b2*d2;
> A[2,1]:=a2*d1+b2*c1-a1*d2-b1*c2;
> A[2,2]:=a1*d1-b2*c2+a2*d2-b1*c1;
> A[2,3]:=a2*c1-a1*c2-b2*d1+b1*d2;
> A[3,1]:=a1*b1+a2*b2-c1*d1-c2*d2;
> A[3,2]:=a2*b1-a1*b2-c2*d1+c1*d2;
> A[3,3]:=1/2*(a1*a1+a2*a2-b1*b1-b2*b2-c1*c1-c2*c2+d1*d1+d2*d2);
>
> B:=vector(3);
> B[1]:=a1*c1+a2*c2+b1*d1+b2*d2;
> B[2]:=a2*c1-a1*c2+b2*d1-b1*d2;
> B[3]:=1/2*(a1*a1+a2*a2+b1*b1+b2*b2-c1*c1-c2*c2-d1*d1-d2*d2);
>
> C:=vector(3);
> C[1]:=a1*b1+a2*b2+c1*d1+c2*d2;
> C[2]:=a1*b2-a2*b1+c1*d2-c2*d1;
> C[3]:=1/2*(a1*a1+a2*a2-b1*b1-b2*b2+c1*c1+c2*c2-d1*d1-d2*d2);
>
> D:=1/2*(a1*a1+a2*a2+b1*b1+b2*b2+c1*c1+c2*c2+d1*d1+d2*d2);
>
> x:=vector(3);
> x[1]:=x;x[2]:=y;x[3]:=z;
>
> phi:=vector(3);
> for i in [1,2,3] do
> phi[i]:=(sum(A[i,k]*x[k],k=1..3)+B[i])/(sum(C[k]*x[k],k=1..3)+D):
> od;
>
> gradPhi:=matrix(3,3);
> gradPhi:=jacobian([phi[1],phi[2],phi[3]],[x,y,z]);
>
> tgPhi:=matrix(3,3);
> for i in [1,2,3] do
> for j in [1,2,3] do
> tgPhi[i,j]:=gradPhi[i,j]-(sum(gradPhi[i,k]*x[k]*x[j],k=1..3)):
> od:
> od;
>
> quadPhi:=matrix(3,3);
> for i in [1,2,3] do
> for j in [1,2,3] do
> quadPhi[i,j]:= sum(tgPhi[k,i]*tgPhi[k,j],k=1..3):
> od:
> od;
>
> xi0dom:=vector(3);
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> xi1dom:=vector(3);
> xi2dom:=vector(3);
> xi0image:=vector(3);
> xi1image:=vector(3);
> xi2image:=vector(3);
> xi0dom[1]:=xi0dom1;xi0dom[2]:=xi0dom2;xi0dom[3]:=xi0dom3;
> xi1dom[1]:=xi1dom1;xi1dom[2]:=xi1dom2;xi1dom[3]:=xi1dom3;
> xi2dom[1]:=xi2dom1;xi2dom[2]:=xi2dom2;xi2dom[3]:=xi2dom3;
> xi0image[1]:=xi0image1;xi0image[2]:=xi0image2;xi0image[3]:=xi0image3;
> xi1image[1]:=xi1image1;xi1image[2]:=xi1image2;xi1image[3]:=xi1image3;
> xi2image[1]:=xi2image1;xi2image[2]:=xi2image2;xi2image[3]:=xi2image3;
>
> gh:=matrix(2,2);
> gh[1,1]:=sum((xi1dom[k]-xi0dom[k])*(xi1dom[k]-xi0dom[k]),k=1..3);
> gh[1,2]:=sum((xi1dom[k]-xi0dom[k])*(xi2dom[k]-xi0dom[k]),k=1..3);
> gh[2,1]:=gh[1,2];
> gh[2,2]:=sum((xi2dom[k]-xi0dom[k])*(xi2dom[k]-xi0dom[k]),k=1..3);
> ghinv:=inverse(gh);
>
> tgX:=matrix(3,3);
> for i in [1,2,3] do
> for j in [1,2,3] do
> tgX[i,j]:=ghinv[1,1]*(xi1image[i]-xi0image[i])*(xi1dom[j]-xi0dom[j])+

ghinv[1,2]*(xi2image[i]-xi0image[i])*(xi1dom[j]-xi0dom[j])+
ghinv[2,1]*(xi1image[i]-xi0image[i])*(xi2dom[j]-xi0dom[j])+
ghinv[2,2]*(xi2image[i]-xi0image[i])*(xi2dom[j]-xi0dom[j]):

> od:
> od;
>
> quadX:=matrix(3,3);
> for i in [1,2,3] do
> for j in [1,2,3] do
> quadX[i,j]:= sum(tgX[i,k]*tgX[j,k],k=1..3):
> od:
> od;
>
> quadXschlange:=matrix(3,3);
> for i in [1,2,3] do
> for j in [1,2,3] do
> quadXschlange[i,j]:= sum(quadX[i,k]*quadPhi[k,j],k=1..3):
> od:
> od;
>
> quadXschlangeQuad:=matrix(3,3);
> for i in [1,2,3] do
> for j in [1,2,3] do
> quadXschlangeQuad[i,j]:= sum(quadXschlange[i,k]*quadXschlange[k,j],

k=1..3):
> od:
> od;
>
> energieTerm:=vector(2);
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> energieTerm[1]:=sum(quadXschlange[k,k],k=1..3);
> energieTerm[2]:=1/2*((energieTerm[1])ˆ2-(sum(quadXschlangeQuad[k,k],

k=1..3)));
>
> gradDet:=vector(8);
> gradDet[1]:=diff(energieTerm[2],a1):
> gradDet[2]:=diff(energieTerm[2],a2):
> gradDet[3]:=diff(energieTerm[2],b1):
> gradDet[4]:=diff(energieTerm[2],b2):
> gradDet[5]:=diff(energieTerm[2],c1):
> gradDet[6]:=diff(energieTerm[2],c2):
> gradDet[7]:=diff(energieTerm[2],d1):
> gradDet[8]:=diff(energieTerm[2],d2):
>
> HessDet:=matrix(8,8);
> for i in [1,2,3,4,5,6,7,8] do
> HessDet[1,i]:=diff(gradDet[i],a1):
> HessDet[2,i]:=diff(gradDet[i],a2):
> HessDet[3,i]:=diff(gradDet[i],b1):
> HessDet[4,i]:=diff(gradDet[i],b2):
> HessDet[5,i]:=diff(gradDet[i],c1):
> HessDet[6,i]:=diff(gradDet[i],c2):
> HessDet[7,i]:=diff(gradDet[i],d1):
> HessDet[8,i]:=diff(gradDet[i],d2):
> od:
>
> writeto("HessDetForOneEl.cpp");
> codegen[C](HessDet,’optimized’);
> writeto(terminal);
>
>
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EOC zur Ei-Fl äche (Abb. 4.3)
k 1 2 3 4 5
EOC 1.3 1.43 1.66 2.13 2.55
kmax 10

EOC zur Pilz-Fl äche (Abb. 4.5)
k 3 4 5 6 7 8
EOC 1.39 1.59 2.01 2.62 2.39 2.72
kmax 13

EOC zur Hantel-Fl äche (Abb. 4.9)
k 5 6 7 8 9 10 11 12
EOC 1.0 1.0 1.01 1.06 1.35 2.27 2.89 2.46
kmax 16

Tabelle 4.1:Experimentelle Konvergenzraten zu verschiedenen Flächen

k αk E[νk]
0 2214785829652
1 1 814337819701
3 1 110481930364
5 1 15027940408
7 1 2311901071
9 1 1315165932
11 0.25 1311456098
13 2.27e-13 1308389753

Tabelle 4.2:Energie und Schrittweiten zur unsymmetrischen Pilz-Fläche (vgl. Abb. 4.7)

4.6 Numerische Ergebnisse

Wie in den Abbildungen 4.3, 4.5, 4.7 und 4.9 dargestellt, optimiere ich Flächenparametrisierungen
mit dem Newton-Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung zu den Parameternσ = β = 0.25.
Dabei skaliere ich numerisch die FlächeMh zun̈achst, so dassvol(Mh) = vol(S2

h), und ẅahle als
Energiedichte

W (δh, τh) = δh +
13
3
δ−3
h + τ3

h .

Die Konvergenzordnung habe ich experimentell wie folgt ermittelt:

Seixk := (νk, λk) die k-te Iterierte undx∗ := xkmax die Lösung des Newtonsverfahren (kmax =
Anzahl der ben̈otigten Iterationen). Der experimentelle Konvergenzexponent EOC (= experimental
order of convergence) ist definiert als

EOC :=
ln (‖ xk+1− x∗ ‖)− ln (‖ xk− x∗ ‖)
ln (‖ xk− x∗ ‖)− ln (‖ xk−1− x∗ ‖)

.

Die in Tabelle 4.1 zusammengefassten experimentellen Ergebnisse belegen die quadratische Kon-
vergenz des Newton-Verfahren.
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Ei-Fl äche

Abbildung 4.3: Ei-Fläche (links) mit Startparametrisierung und Ergebnis des Newtonverfahren
(rechts) mit Armijo-Schrittweitensteuerung (σ = β = 0.25).
EnergiedichteW (δ, τ) = δ + 13

3 δ
3 + τ3. Anzahl der Dreiecke 2048.

Abbildung 4.4: Familie der Iterierten (von oben links nach unten rechts) zur Ei-Fläche f̈ur die Zeit-
schritte k=0,1,3,5,7,8,9.10. Der Algorithmus optimiert die Parametrisierung durch
Vergrößerung der Dreiecke im Parametergebiet, welche durch die Startparame-
trisierung auf die Eispitze abgebildet werden. Es kommt jedoch gleichzeitig zur
Kompression der Dreiecke am gegenüberliegenden Pol. Die Parametergebiete zur
Startparametrisierung und zur optimalen Parametrisierung sind in Abbildung 6.1
nochmal aus verschiedenen Perspektiven dargestellt.
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Pilz-Fl äche

Abbildung 4.5: Pilz-Fläche (links) mit Startparametrisierung und Ergebnis des Newtonverfahren
(rechts) mit Armijo-Schrittweitensteuerung (σ = β = 0.25).
EnergiedichteW (δ, τ) = δ + 13

3 δ
3 + τ3. Anzahl der Dreiecke 2048.

Abbildung 4.6: Familie der Iterierten (von oben links nach unten rechts) zur Pilz-Fläche f̈ur die
Zeitschritte k=0,1,3,5,7,9,11,13.
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Unsymmetrische Pilz-Fl äche

Abbildung 4.7: Pilz-Fläche (links) mit Startparametrisierung und Ergebnis des Newtonverfahren
(rechts) mit Armijo-Schrittweitensteuerung (σ = β = 0.25).
EnergiedichteW (δ, τ) = δ + 13

3 δ
3 + τ3. Anzahl der Dreiecke 2048.

Abbildung 4.8: Familie der Iterierten (von oben links nach unten rechts) zur unsymmetrischen Pilz-
Fläche f̈ur die Zeitschritte k=0,1,3,5,7,9,11,13.
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Hantel-Fl äche

Abbildung 4.9: Hantel-Fl̈ache (links) mit Startparametrisierung und Ergebnis des Newtonverfahren
(rechts) mit Armijo-Schrittweitensteuerung (σ = β = 0.25).
EnergiedichteW (δ, τ) = δ + 13

3 δ
3 + τ3. Anzahl der Dreiecke 8192.

Abbildung 4.10: Familie der Iterierten (von oben links nach unten rechts) zur Hantel-Fläche f̈ur die
Zeitschritte k=0,1,4,7,10,16.
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(a)Mh = ∪T∈ThT Ausgangstriangulierung der Fläche (b) Reparametrisierung der Fläche

(c) S2
h = ∪T∈T ∗h T Parametergebiet zuxopt (d) regelm̈aßiges GitterS2

nice

Abbildung 5.1: Das regelm̈aßige Gitter (d) wird mittels der konform auf die FlächeMh bezogene
Spḧare (c) aufMh projiziert. Abbildung (b) zeigt das Ergebnis.

5 Gitteroptimierung via optimaler konformer Parametrisierung

Man möchte die Qualiẗat der Triangulierung einer Fläche

Mh =
⋃

T∈Th

T

verbessern (Abb. 5.1(a)). Dazu berechnet man eine konforme Parametrisierungxopt = xh ◦Φopt,
wobeiΦopt ∈ conf(S2) Minimierer der EnergieE aus den vorigen Kapiteln ist. Die so erhaltene
konform auf die Fl̈acheMh bezogene Spḧare

S2
h =

⋃
T∈T ∗h

T

(Parametergebiet zur Parametrisierungxopt, Abb. 5.1(c)) benutzt man, um eine regelmäßige Spḧa-
rentriangulierungS2

nice (Abb. 5.1(d)) auf die Fl̈acheMh zu projizieren. Abbildung 5.1(b) zeigt das
Ergebnis einer Reparametrisierung.

Jeder Knotenp0 der SpḧarentriangulierungS2
nice wird wie folgt aufMh projiziert:

Man sucht das DreieckT ∗ ∈ T ∗h der SpḧareS2
h, welches den Halbstrahl

h = {x ∈ R3|∃µ > 0, µ ∈ R : x = µ p0}

schneidet (Abb. 5.2). Seienξ∗0 , ξ∗1 undξ∗2 die Knoten des DreieckesT ∗ undp1 der Schnittpunkt von
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Abbildung 5.2: p1 = Projektion vonp0 aufS2
h

h mit der Ebene

{x ∈ R3|ν · x = ξ∗0 · ν},

in welcher das DreieckT ∗ liegt.

ν =
(ξ∗1 − ξ∗0)× (ξ∗2 − ξ∗0)
‖(ξ∗1 − ξ∗0)× (ξ∗2 − ξ∗0)‖

bezeichnet die Flächennormale an das DreieckT ∗. Es ist

p1 =
ν · ξ∗0
ν · p0

p0 .

Sind die baryzentrischen Koordinatenλ0, λ1 undλ2 von p1 positiv und kleiner oder gleich 1, so
liegt p1 im DreieckT ∗. Dabei ist(

λ1

λ2

)
= g−1

h,T ∗ (p1−ξ∗0)

mit der diskreten Metrik

gh,T ∗ := (ξ∗1 − ξ∗0 , ξ
∗
2 − ξ∗0)

T (ξ∗1 − ξ∗0 , ξ
∗
2 − ξ∗0)

und

λ0 = 1− λ1 − λ2.

Zu T ∗ ∈ T ∗h korrespondiert nun mittels der Parametrisierungxopt ein DreieckT ∈ Th der Triangu-
lierung vonMh. Seienξ0, ξ1 undξ2 die Knoten vonT . Man berechnet die Projektion vonp1 auf
Mh, indem man die baryzentrischen Koordinatenλ benutzt:

p2 := λ0ξ0 + λ1ξ1 + λ2ξ2

Die neue Triangulierung besteht aus allen aufMh projizierten Knoten des regelm̈aßigen Gitters
S2

nice. Die Nachbarschaftrelationen der Dreiecke der neuen Triangulierung sind die vonS2
nice.
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5.1 Beispiele von Reparametrisierungen

Ei-Fl äche

(a)Mh = Ausgangstriangulierung der Ei-Fläche aus§ 4.6, entstanden durch Streckung der x-Koordinate der Kugel
in Abb. 5.1(d) (x 7→ 2x+x2, für x > 0).

(b) Zum Vergleich die Reparametrisierung vonMh mit-
tels konformer Ausgangsparametrisierung (d).

(c) Reparametrisierung vonMh mittels optimaler Para-
metrisierung (e).S2

nice wie in Abb. 5.1(d).

(d) Konforme Ausgangsparametrisierung.
Die Parametergebiete sind in Abb. 6.1 nochmal aus ver-
schiedenen Perspektiven dargestellt.

(e) Parametergebiet zuxopt, der Lösung des Gradienten-
verfahren zur Startparametrisierung (d) mit Energiedich-
teW (δ, τ) = δ + 13

3
δ−3 + τ3.

Abbildung 5.3: Reparametrisierung der Ei-Fläche.

Die Dreiecke sind bei der Reparametrisierung bezüglich der optimalen Parametrisierung (Abb. 5.3
(c)) gleichm̈aßiger auf der Fläche verteilt, und es kommt nicht zu extrem großen Dreiecken an der
Eispitze wie in Abbildung 5.3 (b), der Reparametrisierung bezüglich der Startparametrisierung. Die
Dreiecke der Reparametrisierung sind in allen Beispielen nicht so spitz wie in der Ausgangspara-
metrisierung und verbessern so die Qualität der Triangulierung einer Fläche.
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Pilz-Fl äche

(a)Mh = Ausgangstriangulierung der Pilz-Fläche (vgl.§ 4.6) (links).
Der rechte Pilz zeigt die Reparametrisierung mittels optimaler Parametrisierung. Zum Vergleich sieht man in der
Mitte die Reparametrisierung mittels Startparametrisierung.

(b) Parametergebiete zur Startparametrisierung (links) und zur optimalen Parametrisierung (rechts).

Abbildung 5.4: Reparametrisierung der Pilz-Fläche.
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Unsymmetrische Pilz-Fl äche

(a)Mh = Ausgangstriangulierung der Pilz-Fläche (vgl.§ 4.6) (links).
Der rechte Pilz zeigt die Reparametrisierung mittels optimaler Parametrisierung. Zum Vergleich sieht man in der
Mitte die Reparametrisierung mittels Startparametrisierung.

(b) Parametergebiete zur Startparametrisierung (links) und zur optimalen Parametrisierung (rechts).

Abbildung 5.5: Reparametrisierung der unsymmetrischen Pilz-Fläche.
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Hantel-Fl äche

(a) Ausgangstriangulierung der Hantel-Fläche

(b) Reparmetrisierung durch Projektion bezüglich der optimalen Startparametrisierung (rechts) im Vergleich zur Pro-
jektion bez̈uglich der Startparametrisierung (links). Siehe auch Abb. 4.9.

Abbildung 5.6: Reparametrisierung der Hantel-Fläche.
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(a) Diskret konforme Ausgangsparametrisierungxh der Ei-Fl̈ache aus verschiedenen Perspektiven.

(b) Parametergebiet zuxopt aus verschiedenen Perspektiven.

Abbildung 6.1: Parametergebiete zur Ei-Fläche aus§4.6 (vgl. Abben. 4.3 und 4.4). Der Algorith-
mus optimiert die Parametrisierung durch Vergrößerung der Dreiecke im Parame-
tergebiet, welche durchxh auf die Eispitze abgebildet werden. Es kommt jedoch
gleichzeitig zur Kompression der Dreiecke am gegenüberliegenden Pol.

6 Diskussion

Das hier vorgestellte Verfahren zur Optimierung von Parametrisierungen zeichnet sich durch eine
enge Beziehung zur nicht-linearen Elastizität aus. Es f̈uhrt auf eine geometrische Klasse von Pa-
rametrisierungsenergien, die nach dem Darstellungssatz (Satz 3.4) schon den von geometrischer
Bedeutung allgemeinsten Fall widerspiegelt. Das vom Dreiecksgitter unabhängige stetige Model
erlaubt eine straight-forward Diskretisierung.

Optimiert man eine diskrete konforme Startparametrisierungxh mit dem hier entwickelten Algo-
rithmus, so sind die numerischen Ergebnisse im allgemeinen schlechter als ich auf Grund der 6
freien Parameter der M̈obiustransformationen erwartet habe. Die konformen Diffeomorphismen
der Spḧare k̈onnen lediglich an einem Punkt des sphärischen Gitters Dreiecke einer Triangulie-
rung vergr̈oßern, und m̈ussen dazu jedoch am gegenüberliegenden Pol Dreiecke verkleinern. Dies
sieht man zum Beispiel bei der Optimierung der Parametrisierung zur Ei-Fläche (Abb. 4.3 in§4.6).
Die Energiedichte der Startparametrisierungxh ist an den zur Eispitze korrespondierenden Dreie-
ckenT wegenδh,T << 1 extrem hoch (Abb. 6.2). Der Algorithmus optimiert die Parametrisierung
durch Vergr̈oßerung der Dreiecke im Parametergebiet, welche durchxh auf die Eispitze abgebildet
werden. Es kommt jedoch gleichzeitig zur Kompression der Dreiecke am gegenüberliegenden Pol
(Abb. 6.1).
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(a) Farbliche Visualisierung der EnergiedichteW (δh, τh) = δh + 13
3

δ−3
h + τ3

h

(b) Farbliche Visualisierung vonδh = detTMh

`
∇xT

h

`
∇ΦT ∇Φ

´
h
∇xh

´

(c) Farbliche Visualisierung vonτh = tr
`
∇xT

h

`
∇ΦT ∇Φ

´
h
∇xh

´
Abbildung 6.2: Farbliche Visualisierung der Determinante, Spur und Energiedichte der Ei-Fläche

aus Abb. 4.3. Die linke Ḧalfte korrespondiert zur Ausgangsparametrisierung (Abb.
6.1(a)), im Vergleich zuxopt, der optimalen Parametrisierung bezüglich der Ener-
giedichteW (δ, τ) = δ + 13

3 δ
−3 + τ3, auf der rechten Seite (Abb. 6.1(b)).



85

(a) Parametergebiet zur Startparametrisierung der Sphäre mit Armen (vgl. Abb. 6.4(a)) aus verschieden Perspektiven.

(b) Parametergebiet zur optimaler Parametrisierung zur EnergiedichteW (δh, τh) = δ2
h +3 δ−1

h + τh aus verschieden
Perspektiven.

Abbildung 6.3: Im Parametergebiet der Startparametrisierung zur Fläche in Abbildung 6.4(a) gibt
es, wie in obiger Abbildung (a) zu sehen, zwei zu den

”
Armen“ der Fl̈ache korre-

spondierende Konzentrationspunkte. Der Algorithmus versucht dort die Dreiecke
zu vergr̈oßern, muss jedoch gleichzeitig die Dreiecke am gegenüberliegenden Pol
verkleinern (Abb. (b) oben).

Die Verkleinerung bzw. Vergrößerung der Dreiecke bewirkt auch bei der Reparametrisierung bes-
sere Ergebnisse (Abb. 5.3). Die Dreiecke sind bei der Reparametrisierung bezüglich der optimalen
Parametrisierung gleichm̈aßiger auf der Fläche verteilt, und es kommt nicht zu extrem großen Drei-
ecken wie in Abbildung 5.3(b), der Reparametrisierung bezüglich der Startparametrisierung. Die
Dreiecke der Reparametrisierung sind in allen Beispielen nicht so spitz wie in der Ausgangspara-
metrisierung und verbessern so die Qualität der Triangulierung einer Fläche.

Konforme Diffeomorphismen der Sphäre k̈onnen nicht an zwei unterschiedlichen Stellen eines
spḧarischen Gitters Dreiecke vergrößern. Im Parametergebiet der Startparametrisierung zur Fläche
in Abbildung 6.4(a) gibt es zwei zu den

”
Armen“ der Fl̈ache korrespondierende Konzentrations-

punkte (Abb. 6.3(a)). Der Algorithmus versucht dort die Dreiecke zu vergrößern, muss jedoch
gleichzeitig die Dreiecke am gegenüberliegenden Pol verkleinern (Abb. 6.3(b)). Die Reparametri-
sierung der Spḧare mit Armen bez̈uglich der optimalen Parametrisierung ist an den Armen im Ver-
gleich zur Reparametrisierung bezüglich der Startparametrisierung besser, jedoch insgesamt nicht
zufriedenstellend (Abb. 6.4(b)).
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(a) Ausgangstriangulierung der Sphäre mit Armen.

(b) Auf der linken Seite ist die Reparametrisierung bezüglich der Startparametrisierung dargestellt. Die Reparame-
trisierung mittels optimaler Parametrisierung zur EnergiedichteW (δh, τh) = δ2

h + 3 δ−1
h + τh ist im rechten Bild

abgebildet.

Abbildung 6.4: Reparametrisierung der Sphäre mit Armen.
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7 Schlussbemerkungen

Die numerischen Ergebnisse belegen, dass die konformen Diffeomorphismen der Sphäre konforme
Startparametrisierungen nicht mehr wesentlich verbessern können. Beschränkt man sich auf kon-
forme Parametrisierungen so liefert der im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Algorithmus optimale
Parametrisierungen.
Inhalt weiterf̈uhrender Arbeiten wird es sein, sich nicht auf konforme Parametrisierungen zu be-
schr̈anken. Gesucht sind dann Deformationen der Sphäre, so dass die Umparametrisierung möglichst
winkel-, flächen- und l̈angentreu ist. Erweitert man die Energiedichte aus Beispiel 3.7 um den Sum-
manden

Wc(δ, τ) = αc

(
τ4

δ
− 4
)
,

so wird man die fehlende Konformität bestrafen k̈onnen. Sindγ undΓ die Eigenwerte des Verzer-
rungstensors der Parametrisierungx[Φ] : M→ S2, so erḧalt man

τ = tr TM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
= γ + Γ,

δ = detTM
(
∇M x[Φ]T ∇M x[Φ]

)
= γ · Γ.

Die Eigenwerte kann man wiederum in den Variablenδ undτ ausdr̈ucken:

Γ =
τ

2
+

√
τ2

4
− δ, γ =

τ

2
−
√
τ2

4
− δ.

Für konforme Parametrisierungen istγ = Γ und damitWc(δ, τ) = 0.
Wie in Bemerkung 3.5 angedeutet, wird man sich desweiteren nicht auf topologische Sphären be-
schr̈anken wollen.
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