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1 Einleitung

Eine gute Parametrisierung ist wichtige Grundlai@eviele Anwendungen in der Computergrafik.
Zum Beispiel konstruieren Hormann und Greiner [15] MIPS, Most Isometric Parametrizations, glo-
bale Parametrisierungen von triangulierteddden mit minimaler Verzerrung. Clarenz, Litke und
Rumpf [6] definieren optimale Parametrisierungé@nflachendicke von zweidimensionalen glat-

ten FBchen. kr eine weitere Anwendung verweise ich auf Khodakovsky, Litke und@gm{17].

Winschenswert ist, dass Parametrisierungen Isometrien sind, weil dann alle Eigenschaften der
Flache ins korrespondierende Parametergeliiettragen werden. Eine Abbildung zwischen zwei
Flachen ist eine Isometrie, wenn die ersten Fundamentalfoirbereinstimmen. Da es nach dem
Theorema egregium ([8F1.3) fur gekiimmte Féchen i.a. keine isometrische Parametrisierung
geben muss, sucht man Parametrisierungen, weléngdn, Winkel oder lokal Bthen erhalten.

Moser [20, 7] hat zum Beispiel lokaldthenerhaltende Abbildungen zwischen allgemeinen Man-
nigfaltigkeiten konstruiert.

Die Frage nach winkeltreuen, d.h. konformen, Abbildungen hat eine lange Geschichte. Gaul3 zeig-
te, dass alle zweidimensionalen und reell analytischaarén lokal konform parametrisiert werden
konnen [12]. 1916 bewies Lichtenstein [19], dass dies atick't*-Flachen naglich ist. Jede re-
gulare CH*-Flache kann sogar global konform parametrisiert
werden, wenn man den Uniformisierungssatz verwendet. Litera-
turangaben zu verschiedenen Varianten des Beweises findet man
in [21], §60. Hildebrandt und von der Mosel [14]dwentierten
kiirzlich einen Beweisifr die Existenz von konformen Para-
metrisierungeniir Flachen vom Typ der Kreisscheibe. Konfor
me Parametrisierungeiirf Flachen kbheren Geschlechtes finde
man bei Gu und Yau [13].

In meiner Arbeit suche ich zur eingebettetedde M C R3
vom topologischen Typ der Sahe konforme Parametrisierun-
genx : M — S? (Abbildung rechts), die figlichst fachen-
und &ngentreu sind. Dabei kann die Gewichtung voachen-
und Langenerhaltung variieren.

Um Konformitat zu erhalten, formuliert man die Problemstel-
lung um: Angenomme : M — S? sei eine bereits harmoni-
sche Parametrisierung. Numerischa@timan ein harmonisches
Gitter wie in [5] beschrieben. Nach einem speziellen Fall eines
von Eells und Wood [11] bewiesenen Satzesxidiereits kon-
form. Die Idee ist nun, eine optimale konforme Deformatibn S? — S? zu finden, so dass
die konforme Umparametrisierung®] := ® o x optimal bzgl. Fachen- und Bngenerhaltung
ist, vgl. Abbildung 1.1. Zu jedem konformen Automorphismiis: S? — &2 existiert eine
Mobiustransformatiofi : C — C = C U {oo},
az+b

f(Z) - CZ—|—d7

mita, b,c,d € Cundad —bc = 1, so dass sicl darstellen#sst alsb = I1-! of oII, wobeill die

stereographische Projektion vom Nordpol ist. Die optimale Parametrieryng- x o®,,,; definie-
re ich als Minimierer einer geeigneten Energie, welchiepnur von den acht reellen Parametern
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obiger Mobiustransformation al@mgen wird. Dabei folge ich wie Clarenz, Litke und Rumpf [6]
und Ciarlet [4] der Elastiz#ttstheorie und entwickele eine Energie, welche nur von den Invarianten
Spur und Determinante des Verzerrungstensors

YV x[®@]" ¥V x[@]

abrangt.V ,, bezeichnet dabei den tangentialen Gradienten, d.h. die Projektion des Gadienten auf
den Tangentialraum voM. Ich leite die Energie aus den an mein Parametrisierungskonzept an-
gepassten Axiomen Isotropie und Bezugsysteminvarianz her. Dastriggetiiskrete nicht-lineare
Minimierungsproblemdse ich mit einem Newton-Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung.

Die Diskretisierung basiert auf lineare finite Elemente auf trianguliertanhen, was in [10] von
Dziuk entwickelt worden ist. Die BcheM wird durch eine diskrete, aber stetigé€the

My=J T

TeT,

approximiert, welche aus Dreieckéh einer zuéssigen Triangulierund;, besteht. Der finite
Element-Raum von stkweise linear finiten Elementen aWf,, ist definiert als

Vh = Vh(/\/lh) = {Xh < CO(Mh)| Xh ’TE pl(T), T e 7}1}

Analog istS? eine diskrete Spire, welche aus Dreiecken einer Triangulierung mit Knoten auf der
S? besteht. Der finite Element-Rauv (M) wird aufgespannt von den nodalen Basisfunktionen
¢j (j = 1,...,N) fur eine Indexmenge, welche zu den Knotgn(j = 1,...,N) von 7y, den
Ecken der Dreiecke voMy, korrespondiert. Damit bildefig;; }i—1,2.3; j—1,...v Mit ¢;; = ¢; e;

eine Basis des diskreten Raumés Auf jedem Dreieck” von My, ist der Gradient vom;; und da-

mit auch die diskrete Metrik zurdngen- und Flchenmessung auft;, konstant. Diskret konforme
Abbildungen werden nach [5] als Minimierer des Dirichlet-Integrals im R&{frmit Schwerpunkt

im Ursprung definiert.

Die fur den diskreten Gradient undrfdie diskrete Hesse-Matrix betigten Ableitungen der De-
terminante und Spur des Verzerrungstensoxs x[®]” V ,, x[®] habe ich mit Maple 8 berechnen
lassen. Maple hat dann aus den Ergebnissen einen c++-Code generiert. Zum Beispiel ist der c++-
Code zur Berechnung der diskreten Hesse-Matrix der Determinante auf einem DfaieckTri-
angulierung vonMy, ungefihr 5500 Zeilen lang und berechnet 4508 lokale Variablen. Dies belegt
die Komplexitit der Ableitungen von Spur und Determinante.

Als eine Anwendung zeige ich zum Schluss, wie man die Cataliér Triangulierung einer &the
verbessern kann, indem man eine regdbige Sphrentriangulierung mit Hilfe der gefundenen op-
timalen Parametrisierung auf died€he proijiziert.



\x[@] =dox

x/
®
S? S?

Abbildung 1.1: Das Setting der Reparametrisieruq@] einer gegebenen Parametrisiersngit-
tels Deformationd.

Meine Arbeit ist wie folgt organisiert:

In Abschnitt 2 definiere ich konforme und harmonische Abbildungen und charakterisiere die kon-
formen Automorphismen vo&?2.

Der Elastizititstheorie folgend, leite ich im 3. Kapitel aus den Axiomen der ElaitjZzRezug-
systeminvarianz und Isotropie eine Klasse von Energiefunktionalen her. Sie sind geometrisch von
Bedeutung, da sie &then- und Bngenverzerrung messen. Ich
Ty N beweise die Existenz von Minimierern dieser Energiefunktio-
@ nale. Die Darstellung der elastischen Energie in Abschnitt 3.4
> ¢ orientiert sich dabei an Clarenz, Litke und Rumpf [6lirFein
°° @/ P Flfchensncl_( Q einer zweidim_e_nsionalen glat_tené_EheJ\/’ im
R” beschreiben sie Parametrisierungen mit niedriger Verzerrung
als Minimierer eineshnlichen Energiefunktionals. Zu einer ge-
gebenen Kartg : w — Q C N suchen sie, wie in der linken Abbildung zu sehen ist, eine optimale
euklidische Deformatio® : w — R?, welche ein Diffeomorphismus ist.

Abschnitt 4 befasst ich sich mit der Diskretisierung und Implementation. Die zu minimierende dis-
krete Energie wird eingéhrt. Der hier vorgestellte Algorithmus basiert auf eine Newton-Verfahren
mit Armijo-Schrittweitensteuerung. Numerische Ergebnisse belegen seine quadratische Konver-
genz.

Eine Anwendung zur Gitteroptimierung dei@eéheM findet man in Kapitel 5.

Meine Arbeit endet mit Diskussion im Kapitel 6.
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2 Konformit at

2.1 Konforme Abbildungen

I' C R3 sei eine zweidimensionale eingebettete ragriFkche. Sie sei orientierbar und I' — S?
bezeichne die Normalenabbildung. Die geometrischen Grundlagen aehdfitheorie findet man
z.Bsp.in |9, 8].

Ich werde das Konzept der tangentialen Gradienten benutzen:

Definition 2.1 (Tangentialer Gradient.)

¢ : U — R sei eineC!-Funktion, wobelJ offen inR3 undT" C U.

Der tangentiale GradierW¥ - ¢ ist definiert als Projektion des Gradient&hzs p auf den Tangenti-
alraum vonI':

Vre=(1-n®n)Vrsp = Vgsp — (n- Vgsp)n.
Dabei bezeichnet die Identitit im R? und» die Normale anl". Das euklidische Skalarprodukt
wird mit -, und die Komponenten vd¥i. ¢ werden mitVy,; ¢, « = 1,2, 3, bezeichnet. Weitere
Bezeichnungen:

Vrp=Vp bzw. Vo=V,

Wenny : U — R¥mity = (o', 0% ¢*) undy’ : U — R, ¢' € CY(U), i = 1,2,3, ist, dann
bezeichneV ¢ den komponentenweisen tangentialen Gradienten:

Vr 801 zm <P1 ZI‘,Q <P1 zr,g 4/31
Vre=|Vre* | = | Yr1¢® Yrow® Vrse?
Vr¢® Vri9® Vra@® Vrse?

Bemerkung 2.2

Der tangentiale Gradien@ingt nur von den Werten der Funktigrauf der Fachel” ab. Angenom-
meng € CY(U), U wie in Definition 2.1, geiige = @ aufI". Dann istVgs(¢ — @) = kn fur
eine Konstanté und man erhlt

Vi(p —@) =kn—kn=0.

Satz 2.3 (Kettenregel.)

Seien’; undI'y C R? zweidimensionale eingebettete regel Flachen und
o = (¢', ©2,¢3) : T'1 — R3 ein Diffeomorphismus aufy, d.hp(T;) = I's.
Dann gilt fur glatte) : 'y — R

21“1 (Yop)= (YFQ w) oY le (¢)- (2.1)

Beweis (Einsteinsche Summenkonventi@mer doppelt auftretende Indizes wird summiert.)
Lokal lasst sicil'; darstellen al§'; = {z € R? : u(z) = 0}, mit Vgs u # 0 aufT',.

Sein!t die Normale af'; undn!2z = ﬁ die Normale ari’s.
R3
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Oy, bezeichnet die partielle Ableitung nach deten Variablen. Dann gilt
_0
u(e) =0 L Vesu-0pp =0
Vgs u
\VRs ul
e nl?. 0 =0

- Opp =0

Damit folgt

V(o )Iak(l/)osf?)—nk nllaz(w ©)
= ﬂ/)ak@ —nk nl J¢al(p
= zwakéo _nk nll j¢8l§0
—ny I o nF2 O’ —i—nk n L, s o nr2 Ds’
=0 =0
:< i) — n nl2al¢}) ( 90 _nk Fl@s@)
= (YH ¢) oY zF1 (‘P)

Definition 2.4 (Konforme Abbildung.)

Ein Diffeomorphismug : I'y — TI'y einer zweidimensionalen &the imR? auf eine ebensolche
FlacheTl'; heiltkonform wenn jedem Paar von Kurven adf, die sich inz € T'; unter einem
Winkela schneiden, ein Kurvenpaar alif durchy zugeordnet ist, das sich in(z) € I'; ebenfalls
unter dem Winkek schneidet.

Nun zu einigen mathematischen Formulierungen des Begriffs konforme Abbildung:

Lemma 2.5 ¢ : I'; — I's sei wie oben ein Diffeomorphismus zwischen zweidimensionaiehét
im R3. Der positiv definite Endomorphismiig, auf dem Tangentialraum vdh,
E, . 7.I'y — T,.I'1, sei definiert als

E, =V, o(@)" Vi, ().

o ist genau dann konform, werdn, diagonal ist, d.h. wenn es eine positive Funktion'; — R™
gibt, so dass

E v = \(z)v furv € 7,.I';.

Beweis
E, ist eine Endomorphismus, denn sgidie Normale vor’y in z undv € 7,T"; sei ein Tangenti-
alvektor. Dann gilt

Ev-ng = Vp, ¢(2)" Y, @(x)v-n, = Y, @(z)v- Vi, o(z)ng

ZF(pl'nw
=V, p@)v- | Ype®-n, | = Vp, e@)v-0=0,
ZF(pg'nm
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weil Vo' € T,T1,i = 1,2, 3, ist. Damit istE,v € 7,T';.

Seieny; und ~; zwei Kurven aufl';, welche sich int = ~;(0) = ~2(0) unter dem Winkek
schneiden.

,=" Seia = 7, d.h.7; und~, schneiden sich orthogonal. Da sich nach Voraussetzung die Bild-
kurven auch orthogonal schneiden, gilt:

E#1(0) - 42(0) = Vi, (2)31(0) - Vi, ¢(2)32(0) = ¢071(0) - ¢ 072(0) = 0.

Nach Umparametrisierung auf Bogange gilt mite; = 41 (0) undes = 42(0), dass
e; - ej = 0;;, wobeid;; das Kroneckersymbol bezeichnet:

1, fallsi=j
bij = o
0 fallsi#j.

Man ertalt:

0=(e1+e) Erle; —ex) =e1- Eper —eg- Epes
& e FEpep =e9- Epeo

Da{ej,e2} eine orthonormale Basis vaiy I'; ist, folgt der erste Teil der Behauptung.

»<=" Angenommen, die Bildkurven von und~s schneiden sich unter dem Winkel Dann folgt:

cos(3) = FoN0) - ¢2%(0) _ Ern(0) -3a(0)
“Pﬁl(o)’ )tp/ﬁz(o)( VAVA41(0)] [32(0))]
A91(0) - 42(0)

= cos(a).

~ A1 (0)][42(0)]

Aus diesem Lemma folgt sofort

Lemma 2.6 u : w — R3 sei eine Immersion eines zweidimensionalen ParametergebieteR?
und die erste Fundamentalform sei gegeben als

9= (9ij)ij = (Oiu-0;u);; =Vu! Vu=Vu’ Vu.
Die Abbildungu ist genau dann konform, wenn

gij = A(x) 0ij, X € w,
fur eine positive Funktion aufw.

Definition 2.7 (Harmonische Abbildung.)
I'; undT's seien zweidimensionale kompakte orientierbagchen.

Eine Abbildungy : U — R3 liegt in HY(T';,R?), wennyp € H(U) fur eine offene Mengé
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in R3 mit'; ¢ U. Dabei bezeichneil!(U) den Sobolev-Raum vdi,-Funktionen mit quadrat-
integrierbaren Ableitungen bis zur Ordnung 1.

Die Abbildungy € HY(I'1,T) := {p € HY(T'1,R3)| p(I'1) C T'y f.0.} heiBt(schwache) harmo-
nische Abbildungwenn sie ein statigirer Punkt des Dirichlet-Integral

1
D[p] = 2/}Vr1 80‘2 da
I

ist. Dabei isty ein statiorarer Punkt des Dirichlet-Integrals, wenn

=0
e=0

d
~Dlpoa]

fur jede Familie(o.) mito. € H'(I'1,T'2) undog = Id.
Es ist

IVr, ¢ = Vi, 0 Vi, o = tr (Vr, ¢" Vi, ¢) -

Denn seiem\, B € R™" mit A = (Ay;); j=1,..n UNdB = (Bj;); j=1,...n- Dannist

A:B:= Z A By = tr (Z A Bkj) =tr (AT B) .
k ij=1,...,n

k,i

Der folgende Satz ist ein spezieller Fall eines von Eells und Wood [11] bewiesenen Theorems und
zeigt den Zusammenhang zwischen harmonischen und konformen Abbildungen. Den Beweis findet
man auch in [16].

Satz2.8Seix : I'1 — T'9 ein harmonischer Diffeomorphismus zwischen zwei topologischen
SpharenT'; undT';. Dann istx eine konforme Abbildung.

SeiM C R? eine zweidimensionale topologische &phundS? die zweidimensionale Spine.
Anstelle die Parametrisierung: M — S? direkt zu optimieren, betrachte ich konforme Diffeo-
morphismend : S? — S? der Splare (vgl. Abb. 1.1). Man e#it eine neue Parametrisierung

x[®] :=Pox.

Es ist klar, dass jede glatte konforme Parametrisierkinggn M geschrieben werden kann als
x = x[®] mit & = x o x~!'. Nach Satz 2.8 sind harmonische Diffeomorphismen M — S?
konform. Wie man numerisch eine harmonische Startparametrisiartiegechnet, beschreibe ich
in Kapitel 4.3.

Gesucht ist nun ein konformer Diffeomorphismbs S? — §2, so dasx[®] = Pox : M — S2
optimal beziglich Flachen- und Bngenerhaltung ist. Optimale Diffeomorphismemverde ich als
Minimierer einer geeigneten Energi¢in Kapitel 3 definieren.
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2.2 Konforme Automorphismen der Sph  are
Mit conf(S?) bezeichne ich die Menge der konformen Automorphismen von
8% = {x=(x1,x2,x3) €R®: x]+x3+x3 =1}.
Es ist riitzlich die Splare mit der Riemannschen SpC := C U {oo} zu identifizieren:

Definition 2.9 (Stereographische Projektion.) R
Die biholomorphe und konforme Abbilduiiy: S? — C, welche gegeben ist durch

(x14+1i x2) @ (x1,X2,%x3) € S? — {N}

1
I — 1—x3
(x1,%2,x3) { 0o : (x1,X2,x3) =N

wird stereographische Projektion vom Nordpol N=(0,@é&pannt.

I1 projiziert die zweidimensionale Einheitssipa vom NordpoN auf C, indem jedem

x € 82\ {N} der Schnittpunkt mit der Verbindungsgeraden %nnd x mit C zugeordnet wird
(Abb. 2.1).

Die UmkehrabbildundI~! : C — S2 ist gegeben durch

2u,2v,u? +v2—-1) : ut+iveC

1
It Cv) = m(
(utiv) { N : sonst

Satz 2.10u : w — R? sei eine konform€&*-Immersion eines zweidimensionalen Parametergebie-
tesw C R2. p : & — w eineC'-Reparametrisierung, d.h. eit*-Diffeomorphismus (Bijektion und
det Vi # 0).

Dann istii = uoyp : @ — R? genau dann konform, wenn(anti-)holomorph ist.

Beweis Nach Voraussetzung istauch eineC!-Immersion.
Seig, bzw. g, die erste Fundamentalform vanbzw. .

»,= " Seient undu konforme Abbildungen. Mit Lemma 2.6 folgt:
(A0 (X0
9= o A 97 0 A
<A 9) =§=VilVii=V (uop)” V (uop)

=Ve! (Vul opVuop) Ve
gop
=Xop V!V

A1 0

N
= (det(Ve))? = det(Vp! V) = < A )
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A A
= |det(Vep)| = Yoo und tr(VelVe) = 2/\ oo

= 2|det(Vy)| = tr (VeI Vy) = |Ve|* (Frobeniusnorm)

(ip Difieomy « 26500)  30(V ) > 0 oder det(V) < 0.

Wenndet(V) > 0, dann gilt mity = (!, ¢?):

2|det(Ve)| = |Vel?
& 2(01p' Oap® — 019 Dp?) = (31<P1)2 + (31902)2 + (32<P1)2 + (9200%)
& (010" — 020%)" + (019% — Bap")” =0
= 010t = 0p? und 91¢? = Dyt

2

Somit isty holomorph. Fallglet(Vy) < 0 folgt analog, dasg antiholomorph ist.

.<=" Seip (anti-)holomorph. Dann folgt

- Ao 0
§=Ve" (Vul opVuop) V@—VgoT( ng AO@) Ve

goy

_ <)\ op 0 ) (81g01)2 + (81g02)2 01" Oap! + O1p? Da?
0 Aow) \dhp! Dol + dap? D192 (0a?)? + (Da?)’

:<AO‘P 0 )((31%01)2+(31s02)2 0 )

0 Aoy 0 (82g01)2 + (82(,02)2
Somit istg diagonal undi konform.

g

Um conf(S?) zu charakterisieren, muss man alle (anti-)holomorphen Diﬁeomorphismel@von
kennen.

Definition 2.11 (Holomorph in co.)
Seiw C Coffenundh : C\ {0} — C sei die Inversion

0 fallsz = 0.

hiz) {; falls z # 0 undz # oo,

Eine Funktionf : w — C ist holomorph inco, falls f holomorph aufo \ {o0} undf(1) holomorph
auf h(w \ {0}).
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Abbildung 2.1: Darstellung der konformen Diffeomorphismen der &ghmittels stereographi-
scher Projektionp = IT-! o f oIl € conf(S?).

Definition 2.12 (M obiustransformation.) L
Seiena,b,c,d € C mitad —bc # 0. Die bijektive und konforme Abbildurfg: C — C, welche
definiert ist durch

az+b

d
= 2.2
cz+d’ ) =00, (2.2)

f(z) = f(o0) = % und - f(~

hei3tgebrochen lineare FunktipkurzLFT (=linear fractional transformation)
Mobiustransformationen sind holomorphda, wennc = 0 ist.

Nach [1] (Satz 13 auf Seite 324) qilt

Satz 2.13Die einzigen konformen Automorphismen i S?2 sind genau die gebrochenen li-
nearen Transformationen (2.2).

Mit Satz 2.13 erhlt man (Abb. 2.1)

conf(S8%) = {®: S8 — 82‘ d=TT""1ofoll mit
m:82-C stereographische Projektion vom Nordpol,
f:C— C eine Mdbiustransformation (2.2) und

I':C— &% dielnverse vorl. }
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Eigenschaften der konformen Automorphismen der Sph are

Weil firc # 0
az+b a 7 bec—ad
= - = 2.3
cz+d ¢ cz+d’ H c (2:3)

ist, ertélt man jede LFT als Komposition folgender elementarer LFTSs:

N\, Translation: f(z) =z+b, be€C. R
Das stereographische Bild einer GeraderTiist ein Kreis aufS?, der durch den Nordpol
verlauft und dessen Tangente in N parallel zur Gerad€ ist. Eine Translation verschiebt
die Punkte inC entlang der Geraden mit Richtungsvektgrwas somit aufS? einer Ver-
schiebung entlang eines Kreises entspricht (Abb. 2.2(a)). Die Translation ist ein Beispiel einer
parabolischen Mbiustransformation (nur Fixpunkb).

O Rotation: f(z) = exp(ia) z, « € R.
Mit 0 < a < 27 zeigt Abbildung 2.2(b), dass die Drehung@wm den Nullpunkt einer
Rotation vonS? um die vertikale Achse durch ihr Zentrum induziert. Dignigenkreise per-
mutieren unter sich selbst. Dieseblustransformationen heil3en elliptisch.

(a) Translation (b) Rotation

Abbildung 2.2: Visualisierung der elementaren LFTs Translation und Rotation.

] Homothetie: f(z) = rz, r € RT. R
In Abbildung 2.3(b) sieht man, dass die Kontraktion v@r{(r < 1) in S? einer Verschie-
bung entlang der &ngenkreise zum Blpol entspricht. Is{r > 1), so bewegen sich die
Punkte aufS? nordwarts und nicht gdwarts (Abb. 2.3(a)). Die Breitenkreise werden somit
auf Breitenkreise kleineren Umfangs entweder in Richtung Nordpol odigp& abgebildet.
Homothetien sind hyperbolischeddiustransformationen.

Als Verkettung von Rotation und Homothetie althman die Drehstreckung. Die Wirkung
dieser so genannten loxodromischemiVistransformation ist in Abbildung 2.3(c) darge-
stellt.
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e

(a) Homothetier > 1

N

(c) Drehstreckung (d) Inversion

Abbildung 2.3: Visualisierung der elementaren LFTs Homothetie, Drehstreckung und Inversion.

A~ Inversion: f(z) =
z = rexp(if) wird unter der komplexen Inversion abgebildet dut= 1 exp(—if). Das
Innere des Einheitskreises wird auf das3ere abgebildet und die Abblldung entspricht einer
Spiegelung am Einheitskreis mit anschlieBender Spiegelung an der reellen Achse. Auf der
Sphare entspricht die Abbildung = rexp(if) — Lexp(if) = 1 der Spiegelung vois>
an derAquatoreben@ Die Spiegelung an der reellen Achse, die komplexe Konjugation
l — % , induziert aufS? eine Spiegelung an der vertikalen Ebene, die durch die reelle

Achse geht Die Komposition beider Abbildungen, also die Inversion, induziert eine Drehung
von S? um die reelle Achse mit dem Winkel

SeiSf1 eine Spkrentriangulierung mit Gitterknoten aSf. Fir die Diskretisierung bzw. Triangu-
lierung einer Fache verweise ich auf Kapitel 4.1. Ein konformer DiffeomorphismusS? — S?2

wirkt nun aufol, indem® auf die Gitterknoten angewendet wird. Konforme Diffeomorphismen
kdnnen nach obigen Betrachtungen die Gitterknoten an einem Punkt konzentrieren, bzw. den Ab-
stand der Gitterknoten am gegtrerliegenden Punkt ver@gern. Wie die konformen Automorphis-

men auf ein regeléiges Gitter wirken, ist in Abbildung 2.4 dargestellt.
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(a) S = Ausgangstriangulierung

(c) Rotation:® =TI~ o (exp(i) z) o I

o1 1
(d) Homothetie® = IT~! o (0.25 z) o II ®2=I"0 (4o<2sz+<1—i>) oll

Abbildung 2.4: Sﬁ ist eine regelraBige Sphrentriangulierung mit Gitterknoten asSf. Ein kon-
former Diffeomorphismu® : S? — S? wirkt nun aufS2, indem® auf die Gitter-
knoten angewendet wird. Das Ergebnis verschiedener konformer Diffeomorphis-
men ist in den Abbildungen (b)-(e) dargestellt.
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2.3 Darstellung der konformen Automorphismen der Sph are

Satz 2.14Sei® : S? — S? ein konformer Diffeomorphismus der $pé. Dann ist® die Ein-
schiankung aufs? von

Ax+B
P:R3 - R3 =
TRy YT CX¥D

AcR¥>3 B,CeR>undD € R.

Istf(z) = 2248 a = a) +iag, b =Dy +iby, ¢ =c; +icy, d = dj +idy, eine Mbiustransfor-

mation mit

d =T1I""'ofoll,

dann habem\, B, C undD folgende Gestalt:

Arg Aip Ais
A=Ay Ao A3z
Az1 Azo Aszz
A171 =ajdy+agdes+bicg+bacy :Im(a d) + Im(b C)
A172 =ajdg—agdy+bycy —bico :Im(ﬁ d) + Im(b 6)
A173 =ajcy+agcog—byd; —bads = Re(aé) — Re(b a)
A271 —agd; —ajdgs +bycy —byca = Im(a a) + Im(b E)
A272 = a1 dl + a2 d2 —b2 Co —bl C1 :Re(af) + Re(b C)
A273 —agcy —ajcy—bod; +Dbyds =Im(ac) + Im(B d)
A371 =ajb;t+agsby—cidy —cods :Re(éb) — Re(é d)
A372 =agby—a;by—cod; +cpdy :Im(ai) + Im(é d)
1 1 — -
A373:5(a%+a§—b%—b%—cf—c%—i—d%—d%) =5 (aa—bb—cec+dd)
ajcy+agcog+byd;+bads Re(ﬁC) + RG(B d)
B = agc] —aj ca+bad; —byds = Im(aé)_Jr Im(ba) B
s (a?+ad+Dbi+bj—ci—c3—di—d3) s(aa+bb—cc—dd)
a; by +agsbs+cydy+cody Re(ﬁb) + Re(é d)
C= a;by —agby +cyde —cody = Im(éb)j— Im((_jd) -
S(a?+a3—bf —b3+c?+ci—di—dj) 3 (aa—bb+cc—dd)
1 1 _ -
D:5(a%+a§+b§+b§+c§+c§+d§+d§) =5 (aa+bb+cc+dd)
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Beweis Seix = (x1, X2,x3) € S. Somit gilt

(ag + i ag) = (x1 + 1 x2) + (by + i bo)

1—x3

(c141 c2) = (x1+ 1 x2) + (d1 + 7 da)

foll(x1,x2,x3) =

a] X1 —a2X2+b1(1 — Xg) + 1 (a2X1 +aq X2+b2(1 — X3))
Cc1 X1 —C2X2+d1(1 — Xg) + 1 (C2X1 “+c1 X2+d2(1 — Xg))

::é, :Zb

a]X] —agsXg+by —bixz+1 (a2X1+31X2+b2—b2X3)
c1x1 —Coxo+dy —dixg+ i (caxy +c1x2+do —daxs)

= = d
_a+ib ¢—id
e+id ¢e—id
ac+bd bé—ad
= 5t =2
2+d & +d

:>@&)—II1ofoH()::II1<ac+?§—%ibc_?§>
2 2
¢ +d ¢ +d

9 aé+bd
244’
1 9 be—ad
— — - - 4A2 v
(aa+bd)2 (béféd)Q ¢ +d
A2 | 52 22 | 52 . n N N
¢ +d ¢ +d (éé+bd)2+ (bé—éd)2 1
e2+d° e2+d°
9 é,é-i—t}&
24d”
A A2 . .
B (62 +d")? o be—4ad
- 2 2+d

(ac+bd)2+(he—ad)?—(e2+d°)2
(€2 +d*)?2

2 (ae+bd)(e +d%)
a2e2 42abed+b A’ +b e —2abed+a2d’ +(e2+d")2

2 (be—ad)(e?+d%)
a2¢2 42abed+b d +b ¢2—2abed+a2d” +(e2+d°)2

a2¢2 42abed+ b d’ +b 62 —2abed+a2d’ — (62 +d%)?
a2¢2 12abed+b d +b ¢2—2abed+a2d’ +(e2+d°)2
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2 (ae+bd)(e +d%)
a2(2 4+ d)4b (@2 +d7) (e +d)2

@(X) = 22(Bégé&)(622+&2) pl
a2(@2+d7)4b (@2 4d7)+(2 +d7)2
a2(2 + a4 (@2 + %) (2 +d%)?
a2@2 4+ d)4b (@2 +d)) (@2 +a7)2

2 (ae+bd)(e +d%)
@+ad)@2+b +e2+d)

2 (be—ad)(e+d)
@2 +d%)@E2+b +e2+d)

@ +d)@2+h° —e2 - d
@+d)@E2+b +e2+d)

2 (A¢+bd) o,
@245 42+ | 20e-ad) | = | a,
a2+f)2—62—a2 3

o A2 o a2
= a2 4+b +e%+d = (a;x; —agxg + by —byx3)% + (agx1 + a3 X2 +bg — by x3)?
+ (c1x1 —caxg+d; —dy x3)% + (cax1 4 €1 X2 4+ dy — da x3)*

:a%x% —2aja9x1 X2 +2a1 b1x1 —2a1b1X1X3—|—agxg
+ 2 a5 by x9x3 —2a2b1X2+b% —2b%X3+b%X§
—I—a%x%—i—Qalanle +2 a9 by x1 —2a2b2X1X3+a%X%

+ 2aj1 by x9 —2a1b2X2X3+b% —2ng3+b%X§

—f—C%X% —2c102X1 X0 +2¢1dy X1 —2C1d1X1X3+C%X%

—202d1X2+2C2d1X2X3+d% —2d%X3+d%X§

+C%X%+2C1C2X1X2+2C2d2){1 —2C2d2X1X3—|—C%X%

+2c¢1doxo —2C1d2X2X3—|—d% —2d%X3—|—d%X§

= (a} + a5+ +c3)(x] +x3)
+ (b + b3 +df +d3)(x3 —2x3 +1)
+ (a1 by +agby+c1d; +cad2)(2x; —2x7 x3)
+ (agby —a; by +cody —c1d2)(—2x2 +2x9X3)

= (1 —x3) {(a +a3+cf +c3)(1 +x3)
+ (b + b3 +df +d3)(1 — x3)
+2(a; by +agbe +c¢1dy +cada) x1
—2(agb; —a; by +cad; —cpde) xa}
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Dabei wurde benutzt, das$ + x3 + x3 = 1. Analoge Rechnungen liefern:

éé—i—f)& = (1 —X3) {(a1 Cc1 + a9 CQ)(l +X3) + (bl di + by d2)(1 —X3)
+ (a;di +bycp +agda+baca)x;
+(a2 d; +bicog—ajdy —by C1)X2}

Bé—é& = (1 —Xg) {(ag c1—ay Cg)(l +X3) + (bQ di — b dg)(l —X3)
+ (a2d1+b201 —aldg —b1C2)X1
+(a1 d1 —b2 Co — a9 d2 —b1 Cl)Xg}

a2+b —e?—d = (1 —x3) {(al +a3 —cf —c3)(1 +x3)
(b +b3 —di —d3)(1 —x3)

2(a1 by +agbg —c1dp —cada) xy
—2(ag by —aj bg —cady +¢1dg) x2}

_|_
+
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3 Energieformulierung

3.1 Flachen- und L angenerhaltung

Problem 3.1 Gegeben sei ein konformer Diffeomorphismus M — S? von einer glatten to-
pologischen Spidre M nach S2. Finde eine optimale Deformatiof,,; € conf(S?), so dass
Xopt = Popt 0 x Optimal bzgl. Fachen- und Bngenerhaltung ist.

Wie definiert man nun Optimaéit einer Parametrisierung®] = ® ox ?

SeiM eine zweidimensionale topologische &phmit Kartev ¢ R? und Parametrisierung
u:w— M.

x[®] ou : w — S? ist dann eine Parametrisierung der Sgh Fir die geometrischen Grundlagen
verweise ich auf [9, 8].

Sei¢ € wundp := u(¢) € M. {%(f)}.

=1,

) ist Basis des Tangentialraumes ubin p

Ju ou
Tm = spanf 22(0). 520}

Andererseits ist dgR? Tangentialraum mit der Identifikation

82 ‘gau
(%)= %

Ich bezeichne ihn mif; M.
Zur Langenmessung awt berbtigt man die Definition einer Metril. In Matrixnotation sei

9 = (9ij)i,j=1,2 Mit
_Ou du
9ij * agz afj’

wobei, das kanonische Skalarprodukt d&$ bezeichnet. Die symmetrische und positiv definite
Metrik g induziert aufZ; M ein Skalarproduky(-,-) : 7eM x TeM — R:

g(v,w) = gv - w,

wobei hier, - das kanonische Skalarprodukt de&ist. g(-, -) ist der Pull-Back des Skalarproduktes

der TangentialvektoreD uv undD uw auf 7, M fur v,w € R? mit Ableitung der Parametrisie-
rungDu = (ng:v %) e R32,
Analog berfitigt man zur langenmessung as? eine Metrikg®:

g% =D (x[®] ou)” D (x[®] o u).

Seia : (a,b) — w eine differenzierbare Kurve im ParametergehietDann kontrolliertg die
Langenmessung der &henkurveu oo auf M bzw. ¢® die Langenmessung der #henkurve
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(x[®] o u) o a auf S%. SeiL das Langenfunktional, dann eilt man als Ange vonu oa

L(uoa) = / |0c(woa)(t)| dt

0.6
- / VDua Du adt
0.6
::/VmﬂDuau&
0.6
_ / Joaadt.
0.6

Die Lange von(x[®] o u) o o auf S? ist gegeben durch
L((x[®] o u) 0 ) = / Vo & dt.
[a.b]
Alsoist L(uoa) = L((x[®] o u) o ) genau dann, wenn = ¢®. x[®] ist langenerhaltend, wenn
YV x[@7 V, x[®] =1.
1 bezeichnet die Identit auf7, M.

Der tangentiale Gradient ist die Projektion des Gradienten auf den Tangentialraum. Deshalb ist
der Rang vorV ,, x[®]T V ,, x[®] € R33 zwei. det7aq (Vo x[®]7 V1 x[®]) bezeichnet das
Produkt dieser beiden positiven Eigenwerte.

Sei A C w. Der Facheninhalt des Bthendicksu(A) C M ist definiert als

area(u(A)) ::/\/det(g) dé.

A
Analog erlalt man als Fhicheninhalt vorix[®] o u) (A)

area((x[®] ou) (4)) = / \/det(g®) d¢
A

= / \/det (D (x[®] ou)” D (x[@] o u)) dg
A

_ / \/det (DuT ¥ x[@]T ¥, x[®] D w) dé
A

= / \/det (Du” Du)detrag (Vo x[P]T Vo x[P]) d€
A

= / \/det(g) detr g (Vo x[@]T Vo x[®]) d€
A
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x|®] ist flachenerhaltend, wenn
det7aq (Vo x[@])" V\ x[®]) = 1.

Optimalitat der Parametrisierung bedeutet also eiriglinhst geringe Abweichung der Determi-
nantedetzaq (Y x[®]7 V1 x[®]) von 1, bzw.V ,, x[®]7 ¥V, x[®] von der Identiat.

Bemerkung 3.2 (Identifikation.)
Ich identifiziereV ,, x[®] mit einer2 x 2 Matrix A € R?2, indem ich die zweidimensionalen
Tangentialaume mit denR? identifiziere:

Vo x[@]

T,M == Tya)p)S”
Iso ¥ T llso T
RZ R2

A

Die Isomorphismenr und Y identifizieren die Orthonormalbasdi;,e;} desR?, {vy,v2} von
T,M und{w;, wy} von 7;([@}(27)82:

U(er) = vy, und T(wy) = eq,
\If(eg) = V2 T('LUQ) = €9.

Auch den Endomorphismug , x[®]7 V , x[®] : T, M — T, M identifiziere ich mit eineg x 2
Matrix A:

Y X[ Y x[2]

M M
Iso \TJT llso T
R? — R?

A

Nach Lemma 2.5 is¥/ , x[®]T V \(x[®] : T,M — T, M und somit die mit ihm identifizierte
Matrix A positiv definit und diagonal. Also eélit man

det(A) = detraq (Vo x[®]T V1 x[®]) > 0 (3.1)

undA ist positiv definit und diagonal.
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3.2 Tangentiale Ableitung der konformen Diffeomorphismen der Sph are
Sei® ein konformer Diffeomorphismus der Siate, der sich nach Satz 2.14 darstelksst als

B Ax+B

M=o

mit A € R33, B,C € R? undD € R. Ich berechne den tangentialen Gradientendon

Vo, vV, ® Vy ®q V3 d
Ve ®(x) =VO(x) =Vd = | VO | = |V, V05 V3P
YV &5 V, @3 V, @3 V3 @3

Die i-te Komponentei(= 1, 2, 3) von ® ist gegeben als

Apxi+Apxe+Aixs+B; 22:1 A xp +B;

®; = - ,
" Cixi+Caxg+Caxz+D S Cexgp+D

und damit eralt man fir die Ableitung nach def-ten Variabel { = 1,2, 3)

5 Ayj (zizl Chox +D> - (Zizl Agyx, +Bi> C;

"M (54, Coss + D)

J an
Bezeichnet: = n(x) = x die auBere Normale an die Sjte, so erflt man als tangentialen Gradi-
enten vond;

Z(I)i = Zgz (I)Z‘ = VRSCI)i — (VRB(I)Z' . n) n
mit den Komponenten (j = 1, 2, 3)

0D; <~ 0D,

3
= — - Xk Xj = (I)i,j — Z(I)Z’k Xka
X X
0% = 0%k k=1

V,®;

Ayj (Z‘Z’zl Cs X +D) - (zizl Ajs X, +BZ-) C

(S Con D)’

XE | X5 -

B i A (Zgzl Csxs+ D) — (Zi’:l Ajoxg+ Bi> of}
k=t (Zizl Cs xq +D>2
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3.3 Berechnung der Determinate des Verzerrungstensors

Um die Determinatélet (Vo x[®]7 V1, x[®]) zu berechnen, bétigt man folgendes Lemma:
Lemma 3.3 SeiM € R3*3 gegeben als

A1
M = )\2 )
0

dann ist das Produkt der beiden Eigenwekteund A5 gegeben als

Mg = % (tr (M)? — tr (M?)). (3.2)
Beweis
% (tr (M)? — tr (M) :% (M1 + A2)? = A2 — 22)
:% (AT + 20122+ A3 — AT = \3)
=1 ).
Od

Damit ertalt man
dets rq (ZM x@]TyM x[tb]) =det7 pm (EM (®o x)TZM (Po x))

@D det aq (Vmx" Vs @7 Vg2 Vo x)
(3:-2% [{ tr (Va7 Ve @7 Vg @ V%) }

—tr ({ZM XTZSQ <I>T252 @V X}2)} )

wobei die Komponenten voW g. &7 V ¢. ® nach§3.2 gegeben sind durch

3 3
(V2 @7 Vs @) =Y (Ve ®),; (Vs @),; = Y YV, @, V,; P,

r=1 r=1

A (301 Cox+D) = (S0, Ao +B,)

st (zf;’:l Cy x, +D)2

) 23: Ank (X021 Coxo+D) = (X2, ?m %, +B, ) C e
=1 (Zi:l Cy Xs +D)
Ay (S0 Coxo+D) = (S0 Arexo +B, ) €
(23:1 Csxs+ D) :
) Z3: A (S0, Coxe+D) = (S2, Avexa +B, ) G ne

k=1 (23:1 Coxs+ D) ’



3.4 Darstellung der elastischen Energie 27

3.4 Darstellung der elastischen Energie

Um lokale Verzerrungen einer Parametrisierai®] = ® o x zu messen, definiere ich den Verzer-
rungstensor als den tangentialen Gradient

Vo x[D].

Um diese Definition zu motivieren, betrachte ictaéhensickeQ ¢ M undx[®](Q) = Q c &2

und ersetzte diese durch euklidischédHensdicke. Verzerrungen, z.B. vonahgen und Fchen,
ausgebst in einem elastischen Material durch eine Deformation Q2 — R2, hangen nur ab
vom Verzerrungstensdd ¢. EinenUberblick iiber die Elastizétstheorie findet man in [4]. Das
Messen von Verzerrungen einer Abbildung ist also gekoppelt an dieHler elastischen Ener-
gie der zugeordneten Deformation. Ich ersetzte nun den elastisabpertQ C R? durch das
zweidimensionale Rlchendick Q@ ¢ M und interpretiere die Parametrisierurgp] als elastische
Flachendeformation. Ein fundamentales Ergebnis der Eldédt#itorie ist, dass elastische Span-
nungen in einem isotropen und elastisch@mwpger nur von den Invarianten des Cauchy-Green Ver-
zerrungstensor§ := D ¢” D ¢ der Deformationy abhangen ([4], Theorem 3.6-1. Rivlin-Ericksen
representation theorem). Im Fall von DeformationenRtsind dies Determinantéet(C) und
Spurtr (C). Ist eine elastische Deformation Minimierer eines elastischen Energiefunktionals, so
hangt auch die Energiedichte nur von diesen Invarianten ab.

Aus den Axiomen deElastizitat, Isotropieund Bezugsysteminvariangerde ich eine Energi&’,
abhangig von der Deformatio®, entwickeln undx,,; als Minimierer dieser Energie definieren.
Nun zu den schon angedeuteten axiomatischen Annahmen an die Eriergie

e Elastizitat. Die EnergieF ist elastisch. d.h. siedmgt nur vom Verzerrungstens®r, , x[®]
ab. Desweiteren nehme ich an, dass eine Energiedithie: 7 M3 — R existiert, so dass

B(@] = [ Wat (T x{0)) da (3.3)
M

o Isotropie. Die Energie Angt nicht von Richtungen au¥1 ab. Seif : M — M eine glatte
Selbstabbildung vom, welche inp € M lokal eine Rotatior) € O(2) ist (vgl. Abb. 3.1),
d.h.

N 0() : TyM — Ty M mitf(p) = p,
YV 0(p) : TyM — T,M sei RotationQ € O(2).
Die Energiedichte wird im Punktvon dieser Transformation nicht beeinflusst. Es soll gelten:
Wit (VY xX[®]) = W (Vg (x[®@] 0 6))
& W (Y x[®]) = W (Y x[®] Y, 0)
& Wam (Vo x[®]) = W (Vo x[P] Q) .

V v x[®] wird wie in Bemerkung 3.2 mit\ € R?2 identifiziert.
Man erfalt also fir alle orthogonalen Matrize@ € O(2) und fur alle MatrizenA € GL(2)

Wi (A) =Wm (AQ). (3.4)
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Abbildung 3.1: Eine glatte Selbstabbildurfyvon M, welche inp € M lokal eine Rotatior( in
7, M ist und eine glatte Selbstabbildungron S2, welche inp € S? lokal eine
RotationR in 7,5 ist.

e Bezugsysteminvarianz.Die Energie Rngt, wie in Abbildung 3.1 zu sehen, nicht ab von
lokalen Rotationem : S? — S? auf der Sphre :

Ver(p) : TS = T,;»S?  mitr(p) =p,
Ve 7(p) : T;S* — TpS? sei RotationR € O(2).

Nach der Kettenregel (2.1) gilt
Vi (rox[®]) = Vs r Vo x[®] = R ¥ x[P]
und man erhlt als letztes Axiom an die Energiedichte
Wi (Y x[@]) = Wt (R YV px[@]) .
Fur alle orthogonalen MatrizeR € O(2) und fur alle MatrizenA € GL(2) findet man

Wit (A) = W (RA). (3.5)

ta = (det(A), tr (A)) mit .y : R*? — R? bezeichne die Invarianten einer Matrixe R*?2.
Aus den obigen drei Axiomen folgt, dass die Energiedichte nur von

LYM x[®]T AV X[CI’”TM

abhangt:
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Satz 3.4 (Energie-Darstellung.)

SeiM C R? eine zweidimensionale reguk topologische Sgire undx : M — S? sei ein
konformer Diffeomorphismus (Startparametrisierung). Unter den Voraussetzungen von Btastizit
(3.3), Isotropie (3.4) und Bezugsysteminvarianz (3.5) existiert eine FurlkfiofiR?> — R, so dass
Wam(A) = W(ear 5) (A € R%?) und somit

:/W(detTM(VMx[cb]TVM x[®)), tr 7.0 (Vg x[@]7 V0 x[@])) da. (3.6)

Beweis

(i) SeiA € GL(2) undA = QU mit Q € O(2), U symmetrisch und positiv definit die Polar-
zerlegung vomA. Nach [4] Theorem 3.2-2 (polar factorization of an invertible matrix) ist

U=VATAundQ=AU"'. (3.7)
Damit man erhlt
3.7 3.5 3.7 fop
W (A Wy @Qu) @ wy )Y wy (\/ATA> —W (ATA), (3.8)

WobeiV[N/(B) = W <\/1§> mit B positiv definit und symmetrisch.

Fur alleQ € O(2) und alle positiv definiten und symmetrische Matrizere R?2 ist

W (QBQ) = W (Va7 BQ) = W (\/QT Q)
_w W(m) m) Wt (VBQ) 39)

@4 W (\/E) =W (B).

(i) Ich zeigerp = (p fur A, B pos. def., symm= V[N/(A) = W(B).

Damit folgt sofort, dass eine Funktidi existiert, so dasW(A) = W (ta), und damit gilt
fur beliebige invertierbare Matrizeh € R?2

W (A) =W (ATA) =W (147 1),
was die Behautung des Satzes ist. Hierzu:
1A =t = Eigenwerte\;(A) und \;(B) sind gleich.
A, B pos. def., symm=- 3 orthonormal Basefiv;(A)}i=1 2 und{v;(B)}i=1 2.
A =X v(A)®@vi(A)
B =\ v(B) ® v;(B).
AuRerdem existier € O(2) mit v;(A) = Qu;(B).
= A=X Qu(Bu(B) Q" =QBQ"

= wi) Y ws).
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Bemerkung 3.5 (Verallgemeinerung fur zweidimensionale Fhchen.)

Die Darstellung der Energie ist nicht bes&hkt auf zweidimensionale &hen vom topologischen
Typ der Splre. Die Axiome der Elastizit, Isotropie und Bezugsysteminvarianz kann man leicht
auf zweidimensionale glatte &thendickeubertragen.

Bemerkung 3.6 (Geometrische Interpretation.)

Nach obigem Satzdngt die Energiedichtd” hangt nur von den Invarianten des positiv diagonalen
~geometrischen” Verzerrungstensars,, x[®]" V , x[®]| -, , ab.

Seien die beiden Eigenwerke> 0. Nun zur geometrischen Interpretation:

o tryam (Vo x[@]T V, x[®]) = mittlere Langeranderung unter der Abbildung|®]
(vgl. Abschnitt 3.1)

12

o detraq (Vo x[®]7 V1 x[®]) kontrolliert Flachei@nderung untex[®]

(auch Abschnitt 3.1)

Jetzt werde ich die tashliche Qualét einer Parametrisierung®] in Termen des Integrandéi’
analysieren. Wie schon e#lint, mbchte man minimale Verzerrungen voangen und FEchen.

Ist vol(M) = vol(S?), dann werden &ngen (global) erhalten, wentj®] eine Isometrie ist und
somit

YV x[@7 Vv, x[®] = 1.
x[®] ist (global) faichenerhaltend, wentet7 o (Vo x[®]” V1, x[®]) = 1. Deshalb schlage ich
folgende konkrete Energiedichte vor:
Beispiel 3.7 (Energiedichte.)

W(5,7) = aa (5% + ﬂ5’§> -

p
2

(3.10)

mit den Invarianted undr vonV ,, x[®]T V ,, x[®]:
§ == detra (Vg x[@]7 V, x[@])= A2 > 0,

Ti=trrm (Vg x[@]7 Vi x[®]) =2\ > 0.

Die Parametet,, 1, s, 8, oy, p € R werden in Lemma 3.8&her bestimmt.

Obige Energie kann man als Prototyjp Energiedichten sehen, welche mit Satzikhdreinstimmen.
Die Energiedichte ist ein geeignetes Modéit €ine gbliere Klasse von Funktionalerirfwelche
ich die Existenz von minimierenden Deformationen zeigen werde.

Der Energieterm

Wi(r) =a 7

kontrolliert Lange@nderung, wohingegen
Wa(8) = aa (5% + ﬁa—%)

Flachenexpansion und -kompression bestraft.
Optimale Fachenparametrisierungen finde ich numerisch z. Bsp. zu den Paramgtern; = 1,
r=2,s=p=6undg = i mit folgender Energiedichte (vg}.4.6)

13

W(o,7) =6+ 35*3 + 73

ya
2
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Abbildung 3.2: Konforme Startparametrisierungoo fir M und Reparametrisierure oo ) [®].

Ist die Oberfhche von\
vol(M) = / da
M

identisch mit der Obeffiche derS?, so ist es verinftig zu verlangen, dass Isometrien optimale
Parametrisierungen sind. Im allgemeinen ist jedocliM) # vol(S?) und man erreicht keine
globale Fachenerhaltung. Deshalb formuliere ich die Problemstellung um (vgl. Abb. 3.2):

Ich skaliere die FAiche M mit

4
vol(M)

und erhalte eine BtheM), := {x € R*|3y € M : x = Ay} mit Oberfachedr = vol(5?). Sei
o(z) = f die Reskalierung.

Istnun® € conf(S?) eine Deformation, diéx oo)[®] = x[®] o o zu einer Isometrie macht, fordert
man nun, dassg[®| o o eine optimale Parametrisierung istirFdie urspiingliche Problemstellung
bedeutet dies, dass Isometrien bis auf Skalierung optimale Parametrisierungen sind:

Vo, (x[®]00)" Yy, (x[@]00) =1

= Vo, 0 Y x[@) Vo x[@] V0 =1

1 1
= 31V x[®]" V5 x[¢]31=1

~

= Vux[@]T ¥V, x[®] = A\ 1. (3.11)
-
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Das rachste Lemma fasst die daraus resultierenden wahren Freiheit¢gfade, a,,, p) nochmal
zusammen:

Lemma 3.8
Sei M eine glatte topologische Sate undx : M — S? ein konformer Diffeomorphismus. Ist
® € conf(S?) eine Deformation, die[®] bis auf Skalierung mit := \? = voﬁ’j\/l > 0 zu einer

Isometrie macht, so isk lokaler Minimierer zur Energie (3.6) mit Energiedichte (3.10), falls mit
die folgenden Bedingungen @éilif sind:

OéaZO,Oél>07 7";820’ p227
aq (T’ — Bsp™®) + ayp (2u)g71 =0. (3.12)

Beweis
Sei(®.) eine Familie von konformen Diffeomorphismen der &g d.h.

b, : S? x (—¢€0,€0) — 82, 0<egeR,
mit
Py = O(-,0) =2,
®. = ®(-,¢) € conf(S?).
Betrachte nunifr festesx € S? folgende Fachenkurve der Siiine:
ex(g) 1= D (x) = D(x,¢).

Mit V : S2 — R3 definiert als

V(x) 1= ¢x(0) = % d(x,¢) .

stV (x) € Topx)S>.
Als Taylorentwicklung erlt man danniir ®, : S? — S2:
P, (x) = ®(x) + eV (x) + O(e?).
Damit
Vs @l Vgr @ = (Vg2 " +e Ve VI + 0(%)") (Vs2 @ + e Vs V 4 O(e?))
=Vo'VO+e(VVI'VO4+ VO VV)+0@E).
Variationen der symmetrischen und positiv definiten Mejrik
q:= g[®] == Y x[®]" V  x[@],
haben damit folgende Gestalt:
9[®:] = Y (@c0x)" V(P 0%)
= Y x! V2 @ Vi @ Y x
= Vx'Ve'Ve Vx+e VxT (VVIVE+ VI VV) Vx+0(?)
=g[®] +e VxT (VVIV®+ V' VV) Vx+0(c?)
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= g[®.] = ¢ +eC+O(c?)
mit symmetrischer Matrix
C:=Vx'(VVI'Ve+ve'VvV) Vx.

Es gerigt also Ableitungen der Energiedichié in Bezug aufy in Richtung einer beliebigen sym-
metrischen MatrixC € R%? zu betrachten.

Die Ableitungen, die ich bditige um die erste und zweite Variation auszurechnen, fasse ich vorher
nochmal zusammen:

d
9q det(q)(C) := &= det(q+eC)|.—

= det(q) (d det(1 + aqlC)> (3.13)
de R
= det(q) tr (¢~ 1C).
Die letzte Gleichung gilt, weil
4 det (1 +e¢'C) = *det <q—1c + 11)
de €
charakErPolynom
1 2
=2 <<E> +tr (g *10) + det(q™ C))
=1+4tr(¢'C)e+det(¢7C) 2.
Fur die Ableitung der Spur eétft man
d
Ogtr (q)(C) == % tr(¢g+¢C) = tr (C) (3.14)
e=0
It (¢71C)(C) := d% tr ((g+ecC)7'C)| =—tr(¢"'Cq'C). (3.15)
e=0

Die letzte Spurableitung eg@it man aus der Neumannschen Reihe:

(q+eC)” (q1+6q_lC) !
=(1- ') g
:< —10)) —1
=1gt—eqlCqgt4+e?.. =3 4+ —...
-1 d -1 B
= 04(¢)(C) := —(¢+¢C) =-q¢ Cq .
de e=0
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Die Ableitungen der Energiedichi®¢” in Bezug aufy in Richtung einer beliebigen symmetrischen
Matrix C € R%? lauten:

DIV (10)(C) = L Waldet(q +=C)) + Wiltr (g + = C))|_y

(3.13)

r 1 _ oS8 —5_1 -1
e (2 det(q)2™" — 45 det(q) 2 ) det(q) tr (g~ C)

+ Ozlgtr (¢)2 't (C)

= Qg (g det(q)% — Bg det(q)*%) tr (g 1C) + algtr (q)gfltr (C)

= W(q)
oW (14)(C, C) = d%W(Q—i-aC) i
O 0 ((5) ettt 4.5(5)" detl) 5 ) detta e (471 )?

p(p_ P
+a12<2 1>tr(q)2 tr (C)2,

q = pl (vgl. Gleichung (3.11)) ist lokaler Minimierer voW/ (:,), wennd,W (¢, 1) = 0 und
92W (1,1) positive definit ist. Man erdit mit det (1 1) = p* undtr (1 1) = 24

W (131)(C) = aa (5" = 837" ) tr (1C) + ar (2511 ()
= %tr (C) (aa (ru” — Bsp™) + alp(2,u)g_1) #12) 0
O2W (141)(C,C) = e (5 = 1) (25 2t (C)?

~
>0, wennp>2

TQ r 82 —s 2 2
+ Qq T +ﬂzﬂ p”tr (C)

>0
r -5 11 2
—aq (rp” — Bsp™*) 3,2 tr (C°) >0,

= T
—aup(2p) 2~ >0, wennp>2 =tr (CT'C)>0

fur alle symmetrische Matrize@@ # 0. Ich habe benutzt, dasérfalle MatrizenC # 0 die Ma-
trixnorm /tr (CTC) > 0 ist.

|
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Abbildung 3.3: Startparametrisierung zur Eiddhe M, (links) und optimale Parametrisierungen
zur EnergiefMA W (Sx,72) da mit EnergiedichtéV (6y, 7)) = 85 + 15 6, + 73

und X = 0.7 (Mitte), bzw. A = 1.0 (rechts).

Die linearen Parameter; und o, kontrollieren die relative Bedeutung vorahgen- und Flchen-
verzerrung, ihrend die Exponenten s und p hohe Verzerrungen, gemessen in den zdgegkn
Energien, verhindern. Den abihgigen Parameter berechnet man mit Lemma 3.8 wie in Gleichung

(3.16).

Wenn man Isometrien ohne Skalierung als lokale Minimierer verlangt, werden, wie nachfolgende

Beispiele zeigen, im allgemeinen nicht die ggschten Minima gefunden.

Dazu seiM eine glatte topologische Sate mitvol(M) = vol(S?) = 47 undx : M — S? ein
konformer Diffeomorphismus. Somit ist= 1 aus Lemma 3.8. Ich betrachte die Energiedichte aus

Beispiel 3.7 zu den Parametetif = oy = 1,7 = p = 6 unds = 2. Mit

1

pe ([ L1 r 2
B="—p@uw2"+ru" ) ==(6-2°+6) =15
S \ Qg

O |

genigt die Energiedichte
W, r)=6+156"1+7°

der Gleichung (3.12). S@; < conf(S?) Minimierer zur Energie

E[®] = [ W(,7) da.
/

(3.16)

Ich skaliere nun die Biche M mit A > 0 und erhalte eine BcheM ), mit vol(M,) = A2 vol(M).

Sei®, € conf(S?) Minimierer zur Energie

E/\[(I)] = / W((S)\,T)\) da.
M

Dabei ist mito(x) = 1 x
6 = detz g (Vg x[@]7 Vo0 x[@])

7= tr7rm (Vg x[@]7 Vo x[@])
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und
Oy = detrag, (Y, (x00)[@]7 V pq(x 00)[@])

= detr g (A? YV x[@]7 Vo x[<1>]>

1

Ta = tr 7, (Y (x00)[@]7 ¥V o (x 00)[@])
1

=—T.

)\2
Fur fixiertes® ist 6, > §, wenni < 1, unddy < 4, wenn) > 1ist. Um®; mit &, zu vergleichen,
nehme ich an, dass := ®; = &, ist.

Als erstes Beispiel betrachte ich die EBEhe aus Abbildung 4.3 @.6). Die diskrete topologische
Sphare
My = U T
T€eT,
sei eine Approximation vorm und

S=r

TeT;
sei eine Sparentriangulierung mit Gitterknoten agF.

h = U T mit T\ = AT
TeT,

ist dann eine Approximation vai . Fur die Diskretisierung bzwiir die Definition der Triangu-
lierung einer Fache verweise ich auf Kapitel 4.1 und [2, 3]. Der Einfachheit lasse ich den Index

weg. Es gilt
= /W(é,T) da
M

= > || (6% +15 67" +73)
TeT

= / W((S)\, T)\) da
M

_ 2 4
=3 A |T]<)\125T+15>\ opt +A6 >
TeT

1
=31 (/\10(5T+15/\65 + 37 %)
TeT

und
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Abbildung 3.4: Histogramme zur Ei-Riche (vgl. Abb. 4.3)idr A = 1.0 (rot) undA = 0.7 (grun).
Auf der x-Achse sind Intervalle der Volumenkontrollgd) aufgetragen. Die mit
vol(M ) normierten Histogrammwerte sind gegeben als die Summe der Ober-
flache der Dreiecke, die im jeweiligen Intervall liegen. Zum Vergleich wird das
Histogramm zu\ = 0.7 mit — In (714) transliert.

wobei die Determinantenfunktion wie fi#.1 mit stickweise konstanten Funktionen

5T = 5h,T = 5h|T

diskretisiert wird.

Ist A\ < 1, so ist15)\% < 15 und die Energiel\ bestraft Fachenkompression weniger als die
EnergieE. Dies kann man auch an den Histogrammen bzw. §y 7 zur Ei-Flache in Abbildung

3.4 ablesen.

Dabei wird die x-Achse in endlich viele aneinander grenzende Interalle. . , A zerlegt. Dann

wird fur jedes DreiecKl In(é7) berechnet. Zum Histogrammwert 24 mit In(67) € A; wird

der FEcheninhalt vor?’, also|T|, hinzuaddiert. AnschlieBend werden die Histogrammwerte mit
der Oberfiiche der Fdche normiert. Zum Vergleich wird das Histogramm)zg: 0.7 mit — ln(%)
transliert. Ist\ = 0.7, so betraftF, ; Kompression weniger, was man auch an der Linksverschie-
bung des Histogrammes 2u= 0.7 erkennt (Abb. 3.4). Zum Vergleich sind in Abbildung 3.3 das
Parametergebiet zur Startparametrisierung und die Parametergebiete zu den optimalen Parametri-
sierungen dargestellt.

Als weiteres Beispiel habe ich die Pilzéiehe aus Abbildung 4.5 @.6) gevahlt. ZuX = 0.7 ist das
Histogramm (Abb. 3.5) nach links verschoberghkend es zl = 1.4 nach rechts verschoben ist.
Zum Vergleich sind in Abbildung 3.6 die Parametergebiete zu den optimalen Parametrisierungen
dargestellt.
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0.25 T T T T T T T
Pilz-Flaeche mit lambda=1.0 ——
Pilz-Flaeche mit lambda=1.4 --------
02 r T
0.15 ]
0.1 - .
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Abbildung 3.5: Histogramme zur Pilz-Blche (vgl. Abb. 4.5)ir A = 1.0 (rot), A = 0.7 (grin)
und A = 1.4 (blau). Auf der x-Achse sind Intervalle der Volumenkontrdii€s)
aufgetragen. Die mitol(M ) normierten Histogrammwerte sind gegeben als die
Summe der Obe#kche der Dreiecke, die im jeweiligen Intervall liegen. Zum Ver-

gleich sind die Histogramme z\ = 0.7 , bzw. A\ = 1.4, mit —In (714) transliert
worden.

i

W
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N

Abbildung 3.6: Optimale Parametrisierungeiirfdie Pilz-Fhche zur EnergiqMA W (dx,Ta) da

mit EnergiedichtelV (5y,7,) = 05 + 15 6, + 75 und A = 1.0 (rechts), bzw.
A = 0.7 (Mitte) und A = 1.4 (links).
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Mittelwerte zur Ei-FI ache Mittelwerte zur Pilz-FI &che
A 1.0 0.7 A 1.0 0.7 1.4
T 1.397 5.306 T 3.242 8.184 1.063
= m 5.818 = m 5.818 0.844

Tabelle 3.1:Mittelwertem, und theoretische MittelwertéI m zur Ei- bzw. Pilz-Fache.

Varianzwerte zur Ei-Fl ache Varianzwerte zur Pilz-Flache
A 1.0 0.7 A 1.0 0.7 1.4
vy | 0.0004 0.0007 vy | 0.0037 0.0258 0.0002
%v 0.0069 %v 0.0642 0.0003

Tabelle 3.2:Berechnete Varianz, und theoretische Varian}igfu zur Ei- bzw. Pilz-Fache.

AuBerdem habe ich die Mittelwerte bzw. die Varianzwerte der Determinantenfunktion verglichen.

Es sei
(Z |T| 5T>
TeT

und

. 2
A= 501 My) /\/l)\ /5>\da )\2v01 (Z)\ ‘T| )

M)\ TeT
1

Wie man an Tabelle 3.1 ablesen kann, liegt der berechnete Mittelwert zimmer unter dem
theoretischen Wer; .

Die Varianz ist definiert als

1 _ _
V=g :_vol(/\/l)/(d_m)z da vol (Z\T! (0 —m >

TeT

und

1 - 1 1 RS

TeT

Wie man an Tabelle 3.2 ablesen kann, liegt die berechnete Varianz auch immer unter dem
theoretischen Wers v.
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3.5 Existenzresultat

Identifiziert man wie in Abschnitt 2.2 die Sate mit der Riemannschen Sphk, so &sst sich je-
der konforme Diffeomorphismus der Siile darstellen al = I~ Lo f oII, wobeill die  stereo-
graphische Projektion vom Nordpol urid: C — C mit f(z) = 2;13, a, b, c,d € C, eine
Mobiustransformation ist. Somiasst sich jede$ € conf(S?) durch acht reelle Parameter charak-

terisieren.

Umgekehrt definiert jedes:= (v1,vs, . .., v5) € R® wie folgt ein® € conf(S?):
$:=,:=T"'of,oll
mit

(I/l +1 1/2) 7 —|—(V3 +1 V4>
<V5 + iVG) Z —|—(V7 + il/g) '

f,(z) .=

Seix : M — S? eine konforme Startparametrisierung einer zweidimensionalen topologischen
Sphare M. Die Determinante und die Spur des Verzerrungstensimgdn vond,, und somit nur
vonv € R8 ab, also

§ = 6(v) = detrar (Vg x[®,]7 V0 x[®,]) ,
T=7(v) = trrm (Y x[®0]" Vo x[®,]) -

Zur EnergiedichtdV : R? — R aus Satz 3.4 existiert also eine Funktioh: RS — R mit
W) =W((),7(v)).

Somit Fangt auch die Energie, welche ich wieder mibezeichne, nur von den Parameterab:

- /W(y) da
M

Die Energie ist jedoch invariant bigglich komplexer Skalierung der ParameteDenn die Koeffi-
zienten einer beliebigen LFTz) = Z—ig sind wegen
Az+b  Xaz+Ab
Cz+d  Aez+Ad

A e C,

nicht eindeutig. Unterschiedliche Koeffizientetirinen dieselbe Bbiustransformation beschrei-
ben, und deswegenimsen Minimalfolgeriv;,), € R® der Energie nicht besciinkt sein. Um dies

zu verhindern, normiert man diedbiustransformationen. Es existieren bis auf das Vorzeichen ein-
deutig bestimmte Koeffizienten

(a,b,c,d) = <)\5, AD, AG, )ﬂ) . abedeC, A=

mitad —bc=1.
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Die komplexe Gleichungv, + ivs)(v7 +ivs) — (v3 + ivy)(vs + ivg) — 1 = 0 entspricht den
beiden reellen Gleichungen

©1(v) :=1v7 — vy — 35 + g — 1=0, (3.17)
w2(V) :=1118 + oV — V35 — 43 =0, (3.18)
wobeip, : R® = R, j =1,2.
Das Problem 3.1 wird somit zu

Problem 3.9
Gegeben sei ein konformer DiffeomorphismusM — S? von einer glatten topologischen Sph
M nachS?2. Gesucht ist eine Deformatioh,,: := ®(v,,:) als Minimierer der Energie E:

Vopt = arg  min W (v) da.

Basierend auf diese Vorbetrachtungen formuliere ich den folgenden Existenzsatz:

Satz 3.10 (Existenz einer optimalen Parametrisierung.)

SeiM c R? eine zweidimensionale reguk topologische Sgtre undx : M — S? ein konformer
Diffeomorphismus. Jedes = (ay,ag, by, ba,c1,co,d1,d2) € R® definiert nach Satz 2.14 eine
Deformation® € conf(S?) und damit eine konforme Umparametrisierua@] = ® o x.

Die Energie sei gegeben als

E[v] = /W(y) da = /W(é, 7) da
M M

mit
6 = detrpm (Vg x[®)7 Vo x[®]) > 0,
7= trrm (Y x[@)F Vo x[®]) > 0.
Die Energiedichte gdige der Wachstumsbedingung

W (o, 1) > aq (5% +[35*%) + o 75 Mita,, >0, oy >0, p,r>0, s>0.

Dann existiert eine minimierende Deformatidp < conf(S?) mitv € A aus der zussigen Menge
A={veR¥ o) =0},
wobeip := (¢1, p2) : R® — R? mit o bzw.po wie in (3.17) bzw. (3.18).

Beweis
Angenommen es giltifr die stetige Energi& : R® — R, E € CY(R?®)

V]|l gs —o0
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Dann gibt es eine Minimalstelle € A mit E[v] < E[p] Vv € A:

SeiE = in,leEM' Aus der Wachstumsbedingung folgt
ve

E > inﬂ{g/a,I((S;—i—ﬁé§>+angdaZO>—oo.
ve
M

Ferner existiert z.Bv;4 := (1,0,0,0,0,0,1,0) € .4 und somit
E < E[Vid] < 00.

AlsoistE € R.

Betrachte nun eine Minimalfolgg/y, ), mit

E[Vk] — K

k—o0
(vk), ist beschankt. Denn @be es eine Teilfolgéyy, ), von (v),, mit |1y, ||gs —— oo, dann folgt
mit (3.19), dass

11— 00

4 (), ist Minimalfolge mitE[vy,] —— E < oo.

Damit gibt es eine konvergente Teilfolge, welche ich wieder(mj}, bezeichne.

Wegen der Stetigkeit vop liegt das Grenzelementwieder in.A.

= Flv| = lim E[v;] = E

k—oo =

Nun zum Beweis von Annahme (3.19):
Jedesy := (ay,a9,by,be,cq,co,d;,d2) € A definiert einen konformen Diffeomorphismus der
Sphare

d,=I"tof,oll:S? - &2,

welche man als Komposition der vier elementarepbMistransformationen ag<2.2 erlalt:
Seia = aj +iag, b =by +ibg,c =c1 +ice,d = dy +idsy und

az+b
cz+d

mit
ad—bc=1. (3.20)

1.Fall: c=0
Wegen (3.20) ist dand = i und man erhlt

f(z) =a?z+ab = (fyofy)(2),
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wobei
fi(z) =a’z =:rexp(ia)z Homothetie und Rotation (Drehstreckung) und
fo(z) =z+ab=: z+s exp(i3) Translation.

Angenommerf ist Rotation, d.hb = 0, R 5 » = 1 unda € R beliebig. Dann ist

az _ (cos(§) + isin(§)) z
d  cos(—§)+isin(—%5)

f(z) = exp(ia) z =

Man erfalt fur die Norm der zd getbrenden Parametern
lall?+ b1 +]cl*+[|d?=1+0+0+1=2.
Sei(vy), eine Folge von Elementen ausmit

lim v = oo. (3.21)

k—oo

Die zu den einzelnen Folgengliederp korrespondierenden dbiustransformationete,, konnen
nicht ausschliefRlich aus Rotationen bestehen. Sissen alk > k* eine Translationen und bzw.
oder eine Homothetie enthalten.

Seiv, = (ak, bg, ¢k, dx) € Amitcy = 0 undry, ag, s und G so gevahlt, dass
a2 = ry, exp(iay)
und

ay, b, = si, exp(i ).

Dann ist
(0%

ag = +/TL exp (z ?k) ,

=t Lon(i(-2)).

Die Norm vony, ist gegeben als

s2 1
el = lag 1% + w12 + [l e 12+ [ |2 = i+ 25+ —
Tk Tk
Damit wird (3.21) zu
21
fim (et b ) = oo (3.22)
k—o0 Tk Tk

Ich werde von nun an alle Teilfolgen vény,), bzw. (sj), wieder mit(ry), bzw.(sy), bezeichnen.
Ich unterscheide nun 3ae: Teilfolgen von(r;,),., die gegero, gegen eine Konstante # 0 oder
gegen 0 konvergieren.
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Abbildung 3.7: Wirkung der Translatiof(z) = z + b auf S? fur unterschiedliche Vektoren

(i) Angenommen eine Teilfolge vamy), konvergiere gegeno. Dann werden die Breitenkreise
derS? durch die zur Homothetie korrespondierendébiistransformation

f¥(z) := rp exp(i o) z
fur k — oo auf Breitenkreise immer kleineren Umfangs in Richtung Nordpol abgebildet,
denn weillimy,_ . r = o0, istry > 1 fur k£ grof3 genug (vgl. Abb. 2.3(a) ag2.2).
Seiw C S? eine zusammerimgende Menge mijt € w. Gilt fir jedes beliebige Gebiet

w C w, dass

max ||®*(@) — p| —— 0
TEW k—oo

und

area (®*()) = 0,

mit ®* = 117! o f* oIl € conf(S?), so bezeichne ich diesen Effekt als Konzentartion am
Punktp in w bewirkt durch die Mbbiustransformatiof*.

Es kommt also zur Konzentration am Nordpoldn einer Sparenkappe um den Nordpol,
durchf?.

Der Winkel o, bewirkt lediglich eine Rotation der Spre um die vertikale Achse durch ihr
Zentrum, und hat somit keinen Einfluss auf den Konzentrationseffekt am Nordpovam
f%. Die Translation

£5(2) i= 2-+s1 exp(i By)

verschiebt die Punkte entlang Kreise aﬂ?f,Adie durch den Nordpol verlaufen, und deren
Tangente im Nordpol parallel zur Geradertmmit Richtungsvektof sy exp(i 8y )) ist (Abb.
2.2(a) aus$2.2 und Abb. 3.7).

Die Folge(sy), kann nun Hufungspunkteo undC > 0 mit einer Konstante besitzen.
Die Komposition

5 (z) := 5 o tF(2)
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Abbildung 3.8: Die Sphare wird mit der Ebends;, mit Normalenvektom, geschnitten. Man be-

(ii)

trachtet die Halbkugel, welche in Richtung liegt. Im linken Bild ist dies die
rechte Halbkugel. Rechts ist die halbe Spnkappe um den Nordpol vetfgert
dargestellt. Entlang der orangenen Pfeile werden die Punkte (ﬂfﬁ):pverscho-

ben und so der Konzentrationseffekt v(ifi), verstrkt.

konzentriert in allen &llen die Punkte am Nordpol. Dazu schneidet man diea8phit der
Ebene

Re(sy, exp(i Ox))
Ep:=<{xcR¥| | Im(s exp(ifp)) | -x=0
0
und betrachtet die Halbkugel, welche auf déxfté in Richtung

1 Re(sy exp(i B))
M= Im(sy exp(i ,
’ | (Re(sy exp(iBr)), Im(sy, exp(i Bx)), 0)7 || (s Op( Br))

der Normalen der Ebeng, liegt. Ich betrachte nun den Schnitt vermit der betrachteten
Halbkugel, und bezeichne diese halbe &eimkappe wieder mit. Konvergiert eine Teilfolge

von (si), gegenC, bzw. co, so wird der Konzentrationseffekt vdh durchf5 am Nordpol

in w noch versarkt (Abb. 3.8). Man beachte, dass Punkte nidher den Nordpol hinaus ver-
schoben werden. Der Winkg}, rotiert lediglich die halbe Sgirenkappe, wo Konzentration
stattfindet, da er die Richtung, entlang welcher die Punkte zum Nordpol konzentriert werden,
andert (Abb. 3.7).

Konvergiert eine Teilfolge voiir;,), gegen eine Konstante # 0, so muss wegen (3.22)

li =

i, s = o0
sein.(f’f)k konvergiert dann bis auf Permutation deéirigenkreise gegen eine fixierte Homo-
thetie. Die Translatioer’g),C konzentriert die Punkte wie oben auf der halben@phkappe

um den Nordpol, so dass es unter der Komposiﬁﬁ'?‘),€ zur Konzentration am Nordpol
kommt.
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(iii) Als letzten zu untersuchenden Fall bleiben Teilfolgen vay),, welche gegen 0 konvergie-
ren.

Die Homothetie(f}), bildet dann die Breitenkreise dé? fiir k — oo auf Breitenkreise
immer kleineren Umfangs in Richtungi8pol ab, denn welimy_ .., 7 = 0, istr, < 1 furk
groR genug (Abb. 2.3(b)). Es kommt zum Konzentrationseffekt &dp8! durch(f}), .(sx),,
kann dann wieder Bufungspunktec undC > 0 besitzen.(f’g)k verschiebt das Gebiet am
Sidpol, wo Konzentration statt findet, entlang Kreisen auf dea&pin Richtung Nordpol,
wennlimy_, o, s = C > 0ist, und zum Nordpol, wentimy, .., sx = oo ist.

2.Fall: c#£0
Seif(z) = f,(z) = 2245 mitad —bc = 1, d.h. es gilt (3.20).
Dann ist in Formel (2.3); := 2¢=2d = _1 ynd
f2) =2 + ! — (fyofz0fyofy) (2),
c (—=c2)z+(—c)d
wobei
fi(z) = (—¢*)z =:rexp(ia)z  Homothetie und Rotation (Drehstreckung),
fo(z) =z+ (—c)d=:z+s exp(i3) Translation,
f3(z) = % Inversion und
fa(z) == +2 =:z+t exp(iy) Translation.

Angenommert ist Rotation mit anschlieBender Inversion, thh= d = 0,R 5 r = lunda € R
beliebig. Dann ist
1 b cos (—#) + isin (—#)

f(z) = (fz0f1) (z) = expia)z ¢z cos (1) +isin (23) 7

Man erfalt fur die Norm der zd getbrenden Parameter

lal>+ bl +]c|>+d|*?=0+1+1+0=2.
Analog zeigt man, dass die Norm der Parametef zwei ist, wennf eine Inversion ist.
Sei(vy), wieder eine Folge von Elementen adsnit

lim v, = oo.
k—o0

Die zu den einzelnen Folgengliederp korrespondierenden &biustransformationese,, konnen
wieder nicht ausschlie3lich aus Inversionen bzw. Rotationen bestehentiSsemmalk > k* eine
bzw. zwei Translationen und bzw. oder eine Homothetie enthalten.

Seiy, = (ak, by, ¢k, dk) e Amitc 75 0 undry, ag, sk, Ok, tg und% SO gev%thlt, dass
—ci =1 exp(iay),

— Ck dk = Sk exp(i ﬁk)
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und
ag .
— =ty exp(ik)-
Ck
Dann ist
ck = /Tk exp <z ak;W> ,
Sk . o + 3T
dp = — -,
o= S e (i (a5
tx . o+
ap = —— €X 2 — .
k N P Yk 5
Mit (3.20) erkalt man
di —1
by, = axdr — 2
Ck
Dabei ist
Sk Uk .
apdg = o exp(i (Bk + vk — o))
~—_———
=:0k
und damit
t t
apdr —1 = %k L cos(0g) — 1+ %k Ll sin(d).
Tk Tk
Insgesamt et man fir die Norm vonb,,
e 2 = [l di—1)
ek |l
2 242
t szt 1
= {<Sk k cos(dx) — 1> + kzk sing(ék)}
rk rk‘ Tk’
242
t t 1
- Sk3k -2 Sk2k cos(dg) + —.
T’k Tk: Tk
Die Norm vony, ist damit gegeben als
2 2 242
S t sit St
el =rp + £+ — + & + Lgk -2 ka cos(0g)-
Tk Tk ’I"k Tk
Konvergiert die Norm der Parameter gegenalso
2 2 242
1 t t t
lim <rk + 0~ Tk Oklk g Sk Cos(ék)> = o0, (3.23)
k—oo Tk Tk Tk T L
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so kann(ry), Haufungspunkt® undoo besitzen. Teilfolgen volsy ), kdonnen dann geges und
C > 0 konvergieren. In allen 6&len konzentriert die Komposition der Drehstreckung

£%(z) == 1y, exp(ioy) 2
mit der Translation

£5(2) == z+s1, exp(i By,
also (f5 o f¥), wie im ersten Fall{ = 0) die Punkte detS? in einem Gebietoy C S2. Da die
Inversion eine Drehung der Ste um die reelle Achse mit dem Winkelinduziert, rotiert die
Mobiustransformatiofi; lediglich wy. Die Translation

£%(z) := z 4ty exp(iyp)
verschiebtwy entlang Kreisen auf der Sare, die durch den Nordpol verlaufen, wie oben. Die
Komposition

£k (z) ==tk of3 05 o f¥(2)
konzentriert die Punkte der Site in allen Rllen in einem Gebieb, welches dabei wie oben je
nach Wahl vorwy, 6, und~, auf der Sphre rotieren kann.

Konvergiert eine Teilfolge vofry),. gegenC # 0, so muss wegen (3.23) entweder), oder(ty),
den Haufungspunkbo besitzen.

Ist limy_.oo 8 = 00, SO konzentriert(fgof’gof’f) die Punkte der Sgire in einem Gebiet am
Sudpol, welches durckf’), wie oben lediglich verschoben wird.

Hat (s;), den HaufungspunkC > 0, so musdimy,_,o t, = 00 sein.(f’“)k konzentriert dann die

Punkte auf der halben Satenkappe am Nordpol, welche man wie im Fead 0 fur (ffj)k konstru-
iert.

Somit kommt es auch im zweiten Fall zur Konzentration in einem Gehielas auf der Sgire
rotieren kann, bewirkt durcff®), .

Zu jeder beliebigen Folge von Parametérp), in A mit lim;,_., v, = oo konzentriert sowohl die
Teilfolge von(f"?)k mit c;, = 0, als auch mit;, # 0, die Punkte der Syitre. Es gibt also ein Gebiet
Q C M mit

leH;o detrm (ZM x[@uk]T(p) z./\/l X[q)Vk] (p)) =0
firp € Q. Man beachte, dass das Gehiet S?, in dem Konzentration auf der Sate statt findet,

rotieren kann, und) immer das Gebiet auM bezeichnet, welches untef®,, | in w abgebildet
wird. Damit ertalt man

Elvg] > /aa (5(%)

M

(M

+4 5(Vk)_§> + oy 7(vg)? da

> /aaﬁ S(vp)"2 da T
~—_——

k—o0

k—oo

Damit ist Annahme (3.19) bewiesen.
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4 Diskretisierung und Implementierung

4.1 Diskretisierung der Energie

Problem 3.9 wird mit sickweise linearen finiten Elementen diskretisiert, was in [10] von Dziuk
entwickelt worden ist. Ich approximiere die zweidimensionale topologischar8ph durch eine
stetige diskrete REiche

My = U T,
TET,
welche aus Dreieckeh einer zubssigen Triangulierung, besteht. Der finite Element-Raum von
stiickweise linear finiten Elementen aM;, ist definiert als
Vi, = Vh(./\/lh) = {Xh € CO(Mh){ Xy ’TG 731(T), T € 7}1} .

Analog ist

S=Ur

TeT;

eine diskrete Spire, welche aus Dreiecken der Triangulierd@gmit Knoten auf deS? besteht.
Der korrespondierende Raum deickweise linearen finiten Elemente ajf ist dann

Vi = Vi(SE) = {@n € CU(SY)| @n |re Pi(T), T € Ty}

Fur beide Triangulierungen fordere ich, dass siedgsig imublichen Sinn sind, d.h der Durch-
schnitt von zwei (abgeschlossenen) unterschiedlichen Dreiecken ist leer oder besteht aus einer ge-
meinsamen Ecke oder gemeinsamen Kante. Die Innenwinkel aller Dreiecke sei von unten durch
eine gemeinsame Konstante begetit. Mit h bezeichne ich den maximalen Durchmesser eines
Dreieckes der TriangulierungiFmehr Details verweise ich auf [2], Kapitel 11.5 und [3], Kapitel 3.

Der finite Element-Raun¥;, (M),) wird aufgespannt von den nodalen Basisfunktiogern(j =
1,...,N) fur eine Indexmenge, welche zu den Knotgn(j = 1,...,N) von 7y, den Ecken der
Dreiecke vonMy,, korrespondiert. Damit bildefip;; }i—1 2 3. j=1,..~ Mit ¢;; = ¢; e; eine Basis
des diskreten Raumé@f. Auf jedem DreiecKl” von My, ist der Gradient vorp,;; und damit auch
die diskrete Metrik zur Bngen- und Flchenmessung au#;, konstant.

SeiT € 7, ein beliebiges Dreieck mit Eckefy, &1, &> € R3. Mit T,.; C R? bezeichne ich das
Referenzdreieck inR? mit den Ecken (0,0), (0,1) und (1,0). DannXst 1 : Trer — T mit

Xn7(x},x5) = & +x1(&1 — &) +x5(& — &)
eine Parametrisierung vahmit Karte7,..r (vgl. Abb 4.1).

O Xy,
0 X?

} ={(&1—%0),(&2— &)}
i=1,2

ist eine Basis des Tangentialraumes Ve, in p € T'. Als diskrete Metrikg, 7 von My, definiere
ichfurpeT

gt =DXur! DXy = (61— &0, 60— &0)T (&1 — &0, &2 — &).
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Abbildung 4.1: Beispiel fir das diskrete Setting eines Dreieckes.



52 4 Diskretisierung und Implementierung

Seixy : My — Sﬁ eine diskret konforme Startparametrisierung veta, welche nach nach [5] als
Minimierer des Dirichlet-Integrals im Rauij® mit Schwerpunkt im Ursprung definiert sind (vgl.
Anschnitt 4.3)xy, ist in jeder Komponente eine affin lineare Abbildung auf den Dreieckengn
und global stetig, d.ky, € C°(My,, SP).

SeiT* € R? das Bilddreieck vor{” unter der Abbildungky,, d.h.x,(7) = T* € 7;*. Die Ecken
vonT™ bezeichne ich mi§’ = x;,(&;),7 =0,1,2. Esist|¢f| = 1.
Dann istXj, r := xp o Xp 1 : Trey — T gegeben als

X (1, x3) = & +x1 (& — &) +x3(8 — &)

eine Karte vori/™.
Der tangentiale Gradient vaq, besitzt inp € 7' eine Basisdarstellung im Tangentialraum, somit

OXur

Vu, Xh = E:Uj T
; o0 x
j=1,2 j

8XhOXh7T dXh (aXh,T>
3){?

B Z U'axh,T OXnr
= i 5o I
Pyt 8xj 0x;

= Z Uj (gh,T)ji'

j=1,2

Sei
(g,’f;T)ij = (gnr)”"

die Inverse vory;, 7. Dann erfalt man

;i 0 Xpr0X
R I i s

h,T h h
i,j=1,2 0x; an
= D G (& - (& &)

i,j=1,2

Man beachte, das§ ,,, x; konstant aufl” ist.

Sei® = ¢(v) ein konformer Diffeomorphismus der Sjfe zu den Parameterrwie in §3.5. Den
Endomorphismus/s. 7 V5. @ diskretisiere ich mit einer gtkweisen konstanten Funktidi
aufS? mit

fo [7+=fhre € Po(T), T" € Ty},
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indem ichV s> ®7 V5. ® am auf die Spére projizierten Schwerpunkt

L+ +e)
1L &+ +9)

vonT* auswerte:

PSPr =

frre = (Vg &1 Vo @) (PSPps).

V2 @1 V2 ® berechne ich wie in den Abschnitten 3.2 und 3.3.

Sowohl die Determinanté als auch die Spur von V ,,x[®]? V ,,x[®] werden mit sickweise
konstanten Funktione#y, bzw. 7, auf My, diskretisiert. Mit Lemma.3 aus§3.3 erfélt man

On,7 = Onlyp
= det7nm, (th X, froe Vo, Xh)

1
=5 [{tr (T 5 e Vg 30) ) =00 (T, X e g 3a}’)] (41)
und

Th,T = Thlp

= tr TMy (th Xi,l; fh’T* th Xh) . (42)
Man erfalt als diskrete Energi&}, zur Energiedichté)” wie z.Bsp. in Beispiel 3.7

Eh[V] = W((Sh, Th) dah
4

= Z /W(5h,T,Th,T) day

TG?’h T

= > \TIW(nr, ™)
TeT,

mit

1
IT| = 2\ /det(gnT)-
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4.2 Gradient und Hesse-Matrix der diskreten Energie
Gradient der Energie

Den Gradient der Energie

:A[W(é, ) da

mit Energiedichte

p
2

W (5,7) = Wa(8) + Wi(r) = aq (5% + ﬂ(s*%) -
wie in Beispiel 3.7 berechnet sich wie folgt:

grad E[v] = <a?,s EM>S:1..8

aus B aus/W )) + Wi () da

8 )} e (Wi ()} da

- A[ W) ( 81 ) + Wir ) (o 7(0)) do

mit

() = 8‘1 {detrm (Vx[@]" Vx[®])}

3.3 ai {; [{r (vx"va" v vx)} i ({Ux Ve' Vo VX}Q)}}

=tr (Vx'V®'Ve Vx) —tr (Vx' VOV Vx)

Vs

| =

~tr ({ux"ve've vx}?)

=
—~
<
=
1
&£
\
gl
<
S~—
(M)
L
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DaV x” undV x nicht vonv abhangen, gilt @ir die Ableitungen vorr(v):

0 N T T
8—%7(1/) = o tr (Zx V&' VD yx)

- 8?/5 {Z (YXT)UC (Y@T y(I))kj (vx)ﬁ}

i7k7j

0
=3 (@x)u g, (87 22),,) ()

i7k“7j

= tr (vXT (;i (vo' V<I>)ij> vX>

]
. . . ) T T 2 vy .
Fur die Ableitung vong_- tr ({yx Vot Vo yx} ) bertigt man nachfolgendes Lemma:

Lemma 4.1 SeiM = (M;;),; € R** mit M;; = M;;(v). Dann gilt:

0 2 _ 9 9
ays tr (M ) = tr ((ays MU)ij M> + tr (M <8VS MZ]>U>

0 0
= tr <<8VS Mw‘)ij M) + tr (M (aVS Mw‘)ﬁ)

Nach Lemma 4.1 gilt:

9 4 ({vx"veTve vx}*) -

Ovs
tr ((VXT (8‘3 (WTW)@) VX> (Tx' Vo' Vo vX)>

]
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Insgesamt efdt man als Gradient der Energie

grad E[v] = <(98VS E[V]>S:1..8

aa {5 W)z =85 (0(w) 2 ' {2 6(v)}
o E[l/]:/ {2 2 } Ovs (4.3)

d
v, o r(w)i <vxT (& (vorve),) Vx) :

i)~

mit
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Hesse-Matrix der Energie

Die Hesse-Matrix der Energie hat dann folgende Gestalt:

52
Hess E[v] = <81/ ey E[l/])
r S r,s=1..8

02 92

o, Oy E[V] T Buv Ovg E[V]
92 . 92 .

81/8 61/1 E[V] T 8118 81/8 E[V]

Oy Ovg Ep] = oy

mit
Wi =ao {5 (5-1) 00)5724+85 (5+1) 60) 7572 |
W/'(r(v)) = Oézg (g - 1) T(v): 72
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Diskretisierung des Gradienten und der Hesse-Matrix der Energie

Den Gradient bzw. die Hesse-Matrix diskretisiere ich wie schon in Abschnitt 4.1 beschreiben. Die
Ableitungen vonY 5. &7 V5. ® approximiere ich durch étkweise konstante Funktionen, indem

ich sie elementweise aRS Pp-, dem am auf die Sgilre projizierten Schwerpunkt des jeweiligen
Dreieckesl™ ¢ 7, auswerte.

gradp E[v] = ([81815 E[Vﬂh>s:1..8

o], = 5 m{wien (2 00)

h TeT,

8?’5 T(y)) h,T}

!
EACTON
Wobei die obigen diskreten GRen wie folgt gewhlt werden:

1
onr = 3 {{tr (Ux{ f7 YXh)}2 —tr ({ZXE f, YXh}Qﬂ ;

o =tr (Vx] for Vxp),

(8(35 6(V))h,T -

tr (fo fh7T* th) tr ng [(6(?/5 (ycI)Tzq))ij) .J} Vxh>
YlhT

_ % tr ((ng [(88;/5 (VCDTv@)ij)ij}hTVXh) (YXE £, Vxh)>

—Str ((VXE fo e Vxp) (vx;{ [(£ (vq)Tv(p)ij)ijLTvxh» }

(2w

f,r+ = (VO V@) (PSPp+)

und

[(88:/5 (Vq>Tv<I>)ij>ijL = <<(98,,S (V<I>TV<I>)ij)ij> (PSPr)
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Die Hesse-Matrix wird analog diskretisiert:

Hessy, E[v] = ([ay?zaus EM] h> rs=1.8

L()VraZVs E[V]]h B Z d {W:(éh’T) <a?/r 6(V)>hT (8?/5 5(V)>hT

TeT, ) s

82
!
W) (5 5(”)>h,T
) 9
oy T(U)>h,T <8Vs T(V)>h,T

82
+ I/Vl/(Th,T) <8V ey T(V)> } da
r Ols h,T

W () (

Analog zu oben werdeé%zays (5(1/)) , (%2;%5 T(V)) diskretisiert.



60 4 Diskretisierung und Implementierung

4.3 Diskret konforme Startparametrisierung

Sei M eine zweidimensionale topologische @pt Gesucht ist ein harmonischer Diffeomorphis-
musx : M — &2, d.h. ein Minimierer des Dirichlet-Integrals (vgl. Definition 2.7 aus Abschnitt
2.1)

1
D[] = 2/\VM o|? da
M

in V, wobeiV = HY (M, 8?) = {v € H'(M,R?)| |v| = 1 f.0.}:

D[x] = min D[¢].
peVv
Die Losungen des obigen Problemes sind jedoch nicht eindeutig bestimmt, da sie sich um einen
konformen Automorphismus der Sjie unterscheidendkinen. Die konforme Gruppeonf(S?)
ist determiniert durch 6 reelle Parameter und sckrman mit Fixierung von drei Punkten die
gewlnschte Eindeutigkeit (vgl. [8], Seite 233). Ein alternativer und numerisch besser geeigneter
Zugang ist eind.2-Normalisierung der konformen Gruppe der &g welche man in [5] findet:

Satz 4.2 Seip € conf(S?) ein konformer Automorphismus. Dann istdie Identitit oder eine
Rotation umr genau dann, weni/y(¢) =0, (k =0,...,3), wobei

32
undZ,, Z,, Z3 ist die kanonische Basis der schief-symmetrischen MatrizeRtes

Mit Hilfe dieses Satzes kann man nun das Finden einer eindeutigen harmonischen Abbildung von
M nachS? so formulieren, dass sich das Problem numerigskm &sst:

Problem 4.3 SeiM eine zweidimensionale Sjre. Finde einen Minimierex des Dirichle-Integrals
in X, wobeiX =V conf(S?) = {¢ € V| Mp(p) =0, k=0,1,2,3}:

D[x] = (I;él? DJ¢].
Problem 4.3 wird wie ir§ 4.1 mit stickweise linearen finiten Elementen diskretisiert. Um mit den
in X enthaltenen Nebenbedingungen umzugehen, werden Lagrange-Parametahdi{\gif Satz
4.4). Der von Clarenz und Dziuk [5] entwickelte Algorithmus generiert zur diskretéchEM),
eine Sphrentriangulierun@‘ﬁ, welche konform aui\1,, bezogen istx;, : My, — Sﬁ ist dann die
diskrete Startparametrisierung. Die Spéntriangulierung bezeichne ich als Parametergebiet.
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4.4 Newton-Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung

Das Minimierungsproblem 3.9 mit Nebenbedingung

min Elv] mit Ev / W (v

ist aquivalent zur Minimierung der Lagrange-Energie ohne Nebenbedingung. Daitigbeman
den nachfolgenden Satz:

Satz 4.4 (Lagrange-Multiplikatoren.)

SeiQ2 ¢ R? offene Menge ung; : © — R, 1 < i < m seinen Funktionen der Klass# (). Seiv
ein Punkt der Meng&/ = {v € Q| p;(v) =0, 1 <i < m} und{Vy;(r), 1 <i<m} seilinear
unablangig.

Falls E : 2 — R eine differenzierbare Funktion ist und inein relatives Extremum biglich U
besitzt, so gibt es eindeutig bestimmte Zahlen, die Lagrange-Multiplikatbren,. , \,,, mit:

VEV]+ M Voi(v)+ -+ A V() =0.
Den Beweis findet man in [22] Kapitel 43.2.
Die Lagrange-Energie zfi lautet

Ly, \ := E[v] + Mip1(v) + daga(v)  mit (v,)) € R® x R?
und gesucht ist nun das Minimum

min Ly, Al.
(v,\)ERE xR2

Als notwendige Bedingung et man

grad E[v] + A1 Vi (v) + A2 Vo
V(V,A)L[Vv )‘] = $1 (V)
pa2(v)

mit grad E[v] wie in Abschnitt 4.2 und

Il
o

p1(v) = vivr — vavs — v3Vs + vals — 1,

p2(v) = vivg + vovr — v3vs — vavs,
VQPI(V) (V77 V57V67_V37V47V17_V2)T und
VSOQ(V) (V87V77 67_V57_V47_V37V27V1)T

Die Hesse-Matrix vorl. sieht wie folgt aus:
Hess E[V] + A1 V2g01 + A9 VQ(,OQ V(pl VQOQ
Vi, LAl = VT 0 0
Vpk 0 0
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mit Hess E[v] wie in Abschnitt 4.2.
Diskret ersetzte iclgrad E[v] durchgrady E[v] undHess E[v] durchHessy, E[v] (§ 4.2). Nun
habe ich alle Bausteinéif ein voll diskretes Newton-Verfahren zusammen. Der Pseudocode lautet:
Newton(v, A, €){
do{
H =V?L[v,\, G =VL[y,\;
find (w, 1) € R® x R? such that

4(5)-o

V=v+uw;
A=A+ p;
} while(|[ (w, p) |lr1o > €);

}

Das Gleichungssysteriide ich mit LU-Zerlegung. Das Newton-Verfahren
Veg+1) . (VE) _ 2 -1
<Ak+1> = (Ak) (VZL[vk, \i]) VL[vg, Ak

kann man als verallgemeinertes Gradientenverfahren mit Abstiegsrichtung
-1
dp = (V2L[vg, \]) ™ VL[, Ak

interpretieren.
WennL : R® — R zweimal stetig differenzierbar und die Hesse-Matrix positiv definit ist, dann

gilt
¥ V Ly, M) = (VL[ M))T (V2L{vg, M)~ VLvg, Ak] > 0.

Somit besitztZ in (v, \x) eine positive Richtungsableitung in Richtuihg Seixy := (vk, Ak ).
Um die Konvergenz zu verbessern, kann man eine Schrittweitensteuerung einbauen. ataserh
Iteration

X1 = Xg —Q di,
fur di # 0 mit einer Schrittweiteyy.

Lemma 4.5
Fur dy, # 0 mitd] VL[vg, Ax] > 0 existiert einr > 0, so dassiir alle « € (0, 7] gilt:

Lxp —ady] < Lx].
Beweis

L[Xk —Q dk] — L[X}

0> —df VL[vg, \i] = lim,
—>
O

Die Schrittweitex;, wird mit der Armijoregel mit Aufweitung (ARA) berechnet (vgl. [184.2.5).
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&

//’_‘\
-

Vo)=L Xe\

-

Abbildung 4.2: Niveaufichen vonl. (oben) und
Schnittbild des Grapheh an der Stellex; in Richtungd (unten).

Armijoregel

Seiend,o € (0,1). Seip : R — R, ¢(a) := L [x —a dy].

Gesucht istv > 0, so dassiir das Verlltnis der Steigung der Sekante vordurch 0 undx und
der Tangentensteigung vanin 0 gilt (Abb. 4.2)

Sekantensteigung>

. 4.4
Tangentensteigung™ (4.4)
Die Armijoregel bestimmt die kleinste ganze Zahle Z fur die (4.4) gilt:
_ m
(0) = v (™) @5

g
gryi(0)
Wabhleay, := 3™+, wobeim,, die kleinste ganze Zahl isiif die

Y(B™F) < P(0) + o B '(0)
= L[Xk —3™Mk Clk] < L[Xk] — o Mk <VL[Xk],dk>

erfullt ist, aber fir inren Vorganger nicht.

Der Algorithmus sieht wie folgt aus:

Ist fur 0, d.h. fira = 8% = 1, die Bedingung eifllt, so werden solange negative Potenzen getestet
bis die Bedingung zum ersten Mal nicht mehr gilt. Der \d&mger bestimmt dann die Schrittweite.
Analoges Vorgehen, wenn die Bedingurig © nicht erfillt ist.
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Satz 4.6 (Realisierbarkeit.)
Obige Armijoregel ist realisierbar, wenn L zweimal stetig differenzierbar und die Hesse-Matrix
positiv definit ist.

Beweis
Seienx € R0 undd = (V2L[x]) ' VL[] # 0 mit d” VL[x] > 0 undy(a) := L [x —a dy].
U : [0,00) — R beschreibe das Vedltnis von Sekanten- und Tangentensteigungyan 0. Nach
(4.5) qilt:
Lx] — Lx
U(a) = a (VL[]
1 fira =0

—ad .
) fura > 0,

W ist stetig in 0, denrd ist stetig differenzierbar und

lim ¥(a) = lim Llx] — Lix—ad] _ df VL[] _

alb al0 o (VL[ d) (VL[x], d)

Seieno, 5 € (0,1).
Da ¥ stetig in 0 und¥(0) = 1 > o, existiert einc > 0 mit ¥(«) > o fur allea € (0, ¢].
Dag € (0,1) ist, existiert einm € N mit ™ € (0, ].

1. Fall Furr die Zahl 0 (d.hv = 8% = 1) ist Bedingung (4.5) nicht eiflt.
Nach obiger Betrachtung gibt es einc N welches (4.5) effilt.

2. Fall Fur die Zahl 0 (d.lv = 8° = 1) ist Bedingung (4.5) ediillt.

Es werden solange negative Potenzen getestet bis die Bedingung zum ersten Mal nicht mehr gilt.
Angenommen Bedingung (4.5) isirfalle negativen Potenzen @t.

Dann gibt es eine Folge,, := /7" mit liygn o, = oo und fur allem € Nist

1/1(0) B 1/}<am> o
a0 =770

SeiM € R so gevahlt, dasd.[x] > M fur allex € R!°. Dann folgt

V(am) =

L[x] — L[x —ay, d < Lx]| - M

0> Wlam) = =0 FIRLd) = am (VIRLd) mom

0.

Somit gilt:

lim ¥(a;,) =0 4

m—0o0

|

Seixy : My — Sﬁ die Startparametrisierung. Hat man nun mit dem Newtonverfahren optimale
Parameter € R® gefunden, so deformiert maij in eine diskrete SpireS; ;, . Seid,, : §* — S?

der zuv korrespondierende konforme Diffeomorphismus. Sind; = 1, L , N) die Knoten der
TriangulierungZ;, von S2, so besteht die Triangulierur@® von St 3, aus den Knoterd(a;)

(j = 1,..., N). Die Nachbarschaftsrelationen vajf* sind die vony,.
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4.5 Implementationsdetails

Das diskrete nicht-lineare Minimierungsproblem habe ich in c++ mit dem Newton-Verfahren mit
Armijo-Schrittweitensteuerung aus Abschnitt 4.4 implementiert. Dabei habe icludeeh dis-

kreten Gradient undif die diskrete Hesse-Matrix bétigten Ableitungen der Determinante und

Spur des Verzerrungstensdvs, x[®]7 V ,, x[®] mit Maple 8 berechnen lassen. Maple hat dann

aus den Ergebnissen einen c++-Code generiert. Zum Beispiel ist der c++-Code zur Berechnung der
diskreten Hesse-Matrix der Determinante auf einem Dréeiédkr Triangulierung vooMy, auss4.2

(Qf;s 5(”)> M)

unge@ihr 5500 Zeilen lang und berechnet 4508 lokale Variablen. Dies belegt die Korapldsit
Ableitungen von Spur und Determinante.

Wie in Abschnitt 4.1 werden sowohl die Determinafitds auch die SpurvonY ,, x[®]7 V , , x[®]

mit auf jedem Dreieckl” konstanten Funktionedy, 7 bzw. 7, r diskretisiert. Diese habe ich in
Maple wie in (4.1) und (4.2) programmiert. Anschliel3end hat Maple die Ableitungen nach den Pa-
rametern(ay, ag, by, ba, ¢1, co, d1, d2) der Mobiustransformatiod® (x) = é*ii%, mit A, B, C und

D wie in Satz 2.14, berechnet und den c++-Code generiert:

r,s=1..8

det:=1/2*(spur)"2-(sum(Verzerrungstensor[k,k],k=1..3)));

gradDet:=vector(8);

gradDet[1]:=diff(det,al):
gradDet[2]:=diff(det,a2):
gradDet[3]:=diff(det,b1):
gradDet[4]:=diff(det,b2):
gradDet[5]:=diff(det,cl):
gradDet[6]:=diff(det,c2):
gradDet[7]:=diff(det,d1):
gradDet[8]:=diff(det,d2):

HessDet:=matrix(8,8);

for i in [1,2,3,4,5,6,7,8] do
HessDet[1,i]:=diff(gradDet[i],al):
HessDet[2,i]:=diff(gradDet[i],a2):
HessDet[3,i]:=diff(gradDet[i],b1):
HessDet[4,i]:=diff(gradDet[i],b2):
HessDet[5,i]:=diff(gradDet[i],c1):
HessDet[6,i]:=diff(gradDet[i],c2):
HessDet[7,i]:=diff(gradDet[i],d1):
HessDet[8,i]:=diff(gradDet][i],d2):
od:

writeto("HessDetForOneEl.cpp");
codegen[C](HessDet, optimized’);
writeto(terminal);

VVVVVVVVVVVVYVYVVVVVYVYVYVYVVVYVYVYV

Den vollséindigen Maple-Quellcodéif die Berechnung der Determinante vgny findet man im
Anschluss. Ein Ausschnitt des c++-Codes ist unten abgedruckt. Daaliveéshdes Beispielcodes
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zur Berechnung der einzelnen Variablen aus ein- inigzeiligen Summen und Produkten stimmt
mit dem nicht abgedruckten Codéerein. Dies belegt, dass die Ableitungen der Determinante und
Spur nicht mehr von Hand zu berechnen sind.

Dabei bekommt die nachfolgende Funktion folgende Paranibengeben:

nu v=(vi,...,v8) = (a1,a9, by, by, c1,ca,d1,ds) sind die Parameter der
Maobiustransformatiorb.

X, Y, Z Koordinaten des auf die Sale projizierten Schwerpunkt des Dreiecks T.
xikdomj | j-te Koordinate des i-ten Knotefy des Dreieckd” = [£o, &1, &2].
xikimagej | j-te Koordinate vorb(¢;).
HessDet | In HessDet speichert die Funktion die berechnete Hesse-Matrix der Determinante.
DataType | Template-Parameteiif double oder float.

template <class DataType>
void OptimalReparaSphereType<DataType>::computeHessDetForOneEl
( const aol::Vector<DataType> & nu,

aol::MultiVector<DataType> & HessDet,
DataType x, DataType y, DataType z,
DataType xi0doml, DataType xi0dom2, DataType xiOdom3,
DataType xildoml, DataType xildom2, DataType xildom3,
DataType xi2doml, DataType xi2dom2, DataType xi2dom3,
DataType xiOimagel, DataType xiO0image2, DataType xiOimage3,
DataType xilimagel, DataType xilimage2, DataType xilimage3,
DataType xi2imagel, DataType xi2image2, DataType xi2image3) const{

DataType t1 = xi2doml*xi2dom1,
DataType t2 = xi2dom1*xi0Odom1;
DataType t4 = xi0doml1*xi0dom1l;
DataType t5 = xi2dom2*xi2dom2;
DataType t6 = xi2dom2*xi0dom2;

= xi0dom2*xi0dom2;

DataType t8

DataType t10692 = t448*t10691;

DataType t10700 = t6112+t10591-t6109+t6111+t6106-t10594-t10595
+16119+1233-110667*z-t10588*2-110596*t524;

DataType t10708 = t7671+t10618-t6156+t7670+t7667-110620-t10621
+16164+t307-110676*z-t10615*2-t10622*t524;

DataType t10716 = t215-t7137+t10650-t6206-t7421+t10652+t10653
-t10655-t10656+t6215+t365-110685*z-t10647*z
-t10657*t524;

DataType t10718 = t10599*t526+2.0*t3434*t3513+1248*t10700+t10625
*t536+2.0*t3457*t3519+t321*t10708+t10660*t546
+2.0*t3481*t3525+t379*110716;

DataType t10719 = t521*10718;
DataType t10721 = t3490*t3490;
DataType t10723 = t3497*t3497;
DataType t10725 = t3504*t3504;

DataType t10727 t10721+t454*t10671+t10723+t466*t10680+t10725
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DataType t10728
DataType t10741

DataType t10742
DataType t10744
DataType t10746
DataType 110748
DataType t10750

DataType t10751
DataType t10754
DataType 110781
DataType t10796
DataType t10799

+t478*t10689;

2.0*t559*110727,

t10671*t526+2.0*t3490*t3513+t454*t10700+t10680
*t536+2.0*t3497*t3519+t466*t10708+t10689*t546
+2.0*t3504*t3525+t478*t10716;

t568*t10741;

t3513*t3513;

t3519*t3519;

t3525*t3525;

t10744+t526*t10700+t10746+t536*t10708
+t10748+1546*t10716;

2.0*t581*110750;

t3783*t3783;

t3827*t3827,

t3851*t3851,

t10571+t622*(110663+2.0*t10692+2.0*t10719+t10728

+2.0*t10742+t10751)-t10754-t920*(110663+t10692+t10719)-(t178
*t10691+2.0*t448*t10727+t521*110741)*t930-2.0*t3800*t3795
-t945*(2.0*t448*t10662+t559*t10691+t568*t10718)-(t178*t10718
+1448*t10741+2.0*t521*t10750)*t958-2.0*t3820*t3815-t1973*(2.0
*t521*t10662+t568*t10691+t581*t10718)-t10781-t981*(t10692
+t10728+110742)-(t448*t10718+t559*t10741+2.0*t568*t10750)*t991
-2.0*t3844*t3839-t1006*(t521*t10691+2.0*t568*t10727+t581*t10741)
-t10796-11014*(t10719+t10742+t10751);

DataType 110802
DataType t10804
DataType t10805
DataType t10807

DataType t11226
DataType t11253
DataType 111268
DataType t11271

-t1496*t1526;
2.0*t627*110802;
-13413*t1526;
6.0*t640*110805;

t4221*t4221;
t4265*t4265;
t4289*t4289;
t11033+t622*(111135+2.0*t11164+2.0*t11191

+111200+2.0*t11214+t11223)-t11226-t920*(t11135+t11164+t11191)
-(t178*t11163+2.0*t448*t11199+t521*t11213)*t930-2.0*t4238
*t4233-1945%(2.0*t448*t11134+t559*t11163+t568*t11190)
-(t178*t11190+t448*t11213+2.0*t521*111222)*t958-2.0*t4258
*t4253-1973*(2.0*t521*t11134+t568*t11163+t581*t11190)-t11253
-t981*(t11164+t11200+1t11214)-(t448*t11190+t559*t11213+2.0*t568
*t11222)*1991-2.0*t4282*t4277-t1006*(t521*111163+2.0*t568
*11199+t581*t11213)-111268-t1014*(111191+t11214+t11223);

HessDet[0][0]
HessDet[0][1]
HessDet[0][2]
HessDet[0][3]

HessDet[7][3]
HessDet[7][4]
HessDet[7][5]
HessDet[7][6]
HessDet[7][7]

11017,
11487,
t1990;
t2468;

t8813;
t9839;
t10570;
111032;
111271,
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Maple-Quellcode fir die Berechnung der Hesse-Matrix von

Zuvor noch die Bedeutung der einzelnen Variablen:

A B,C,D P(x) = é*_’;j% zu den Parametetn , ag, by, ba, c1, ¢, d1, do (Satz 2.14)
phi Mobiustransformatio®
gradPhi V&, Gradient vord
tgPhi V2 @, tangentialer Gradient voh
quadPhi Ve @' Vg @
xikdomj j-te Koordinate des i-ten Kontef) des Dreieckd” = [&, &1, &2
xikimagej j-te Koordinate vord(¢;)
gh diskrete Metrikgy, 7 von My,
ghinv Inverse vorgy, 7
tgX V u, Xn, tangentialer Gradient vas,
quadX Yo, Xt Vo, Xn

quadXschlange

Yo, Xt Vo, Xn Voo @7 Vo @

energieTerm[1] 7, 7
energieTerm[2]| oy, 7

gradDet[s] (a?,s >h7T = g0z On,r
HessDet]r][s] ( e )hT = 525 O

OhT
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restart:
with(linalg):

A:=matrix(3,3);

A[1,1]:=al*d1+bl*cl+a2*d2+b2*c2;
A[1,2]:=al*d2+b2*c1l-a2*d1-bl*c2;
A[1,3]:=al*cl+a2*c2-b1*d1-b2*d2;
Al2,1]:=a2*d1+b2*cl-al*d2-b1*c2;
A[2,2]:=al*d1-b2*c2+a2*d2-b1*c1;
A[2,3]:=a2*cl-al*c2-b2*d1+b1*d2;
A[3,1]:=al*b1+a2*b2-c1*d1-c2*d2;
A[3,2]:=a2*bl-al*h2-c2*d1l+cl*d2;
A[3,3]:=1/2*(al*al+a2*a2-b1*b1l-b2*h2-c1*cl-c2*c2+d1*d1+d2*d2);

B:=vector(3);

B[1]:=al*cl+a2*c2+b1*d1+b2*d2;
B[2]:=a2*cl-al*c2+b2*d1-b1*d2;
B[3]:=1/2*(al*al+a2*a2+b1*b1+b2*b2-c1*cl-c2*c2-d1*d1-d2*d2);

C:=vector(3);

C[1]:=al*bl1+a2*b2+cl*d1+c2*d2;
C[2]:=al*b2-a2*bl+cl*d2-c2*d1;
C[3]:=1/2*(al*al+a2*a2-b1*b1-b2*b2+cl*cl+c2*c2-d1*d1-d2*d2);

D:=1/2*(al*al+a2*a2+b1*b1+b2*h2+cl*cl+c2*c2+d1*d1+d2*d2);

x:=vector(3);
X[1]:=x;x[2]:=y;x[3]:=z;

phi:=vector(3);

for i in [1,2,3] do
phi[il:=(sum(A[i,k]*x[k],k=1..3)+B][i])/(sum(C[k]*x[k],k=1..3)+D):
od;

gradPhi:=matrix(3,3);
gradPhi:=jacobian([phi[1],phi[2],phi[3]],[x.Y,z]);

tgPhi:=matrix(3,3);

for i in [1,2,3] do

for j in [1,2,3] do
tgPhi[i,j]:=gradPhili,j]-(sum(gradPhi[i,k]*x[K]*x[j],k=1..3)):
od:

od;

quadPhi:=matrix(3,3);

for i in [1,2,3] do

for j in [1,2,3] do

quadPhi[i,jl:= sum(tgPhilk,i]*tgPhi[k,j],k=1..3):
od:

od;

xi0dom:=vector(3);
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xildom:=vector(3);

xi2dom:=vector(3);

xi0image:=vector(3);

xilimage:=vector(3);

xi2image:=vector(3);
xi0dom[1]:=xi0dom1;xi0dom[2]:=xi0dom2;xi0dom[3]:=xi0dom3;
xildom[1]:=xildom1;xildom[2]:=xildom2;xildom[3]:=xildom3;
xi2dom[1]:=xi2dom1;xi2dom[2]:=xi2dom2;xi2dom[3]:=xi2dom3;
xi0image[1]:=xi0image1;xi0image[2]:=xi0image2;xi0image[3]:=xi0image3;
xilimage[1]:=xilimagel;xilimage[2]:=xilimage2;xilimage[3]:=xilimage3;
xi2image[1]:=xi2imagel;xi2zimage[2]:=xi2image2;xi2image[3]:=xi2image3;

gh:=matrix(2,2);
gh[1,1]:=sum((xildom[K]-xiOdom[K])*(xildom[k]-xi0Odom[K]),k=1..3);
gh[1,2]:=sum((xildom[K]-xiOdom[K])*(xi2dom[k]-xi0Odom[Kk]) ,k=1..3);
gh[2,1]:=gh[1,2];
gh[2,2]:=sum((xi2dom[k]-xi0dom[k])*(xi2dom[K]-xi0Odom[Kk]),k=1..3);
ghinv:=inverse(gh);

tgX:=matrix(3,3);

for i in [1,2,3] do

for j in [1,2,3] do

tgX[i,jl:=ghinv[1,1]*(xilimage[i]-xiOimage]i])*(xildom[j]-xiodom[j])+
ghinv[1,2]*(xi2zimage[i]-xi0image][i])*(xildom][j]-xi0dom[j])+
ghinv[2,1]*(xilimagel[i]-xiOimage[i])*(xi2dom[j]-xi0Odom[j]) +
ghinv[2,2]*(xi2imageli]-xi0Oimageli])*(xi2dom[j]-xi0Odom([j]):

VVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYVYVYVYVYV

od:
od;

quadX:=matrix(3,3);

for i in [1,2,3] do

for j in [1,2,3] do

quadX[i,jl:= sum(tgX][i,k]*tgX[j,k],k=1..3):
od:

od;

guadXschlange:=matrix(3,3);

for i in [1,2,3] do

for j in [1,2,3] do

guadXschlangeli,jl:= sum(quadX]i,k]*quadPhi[k,j],k=1..3):
od:

od;

guadXschlangeQuad:=matrix(3,3);

for i in [1,2,3] do

for j in [1,2,3] do

guadXschlangeQuadli,j]:= sum(quadXschlangeli,k]*quadXschlange[k,j],
k=1..3):

VVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYVYVYV

od:
od;

V V V V

energieTerm:=vector(2);



4.5 Implementationsdetails

\

energieTerm[1]:=sum(quadXschlange[k,k],k=1..3);
energieTerm[2]:=1/2*((energieTerm[1])"2-(sum(quadXschlangeQuad[k,K],
k=1..3)));

\Y

gradDet:=vector(8);

gradDet[1]:=diff(energieTerm[2],al):
gradDet[2]:=diff(energieTerm[2],a2):
gradDet[3]:=diff(energieTerm[2],b1):
gradDet[4]:=diff(energieTerm[2],b2):
gradDet[5]:=diff(energieTerm[2],c1):
gradDet[6]:=diff(energieTerm[2],c2):
gradDet[7]:=diff(energieTerm[2],d1):
gradDet[8]:=diff(energieTerm[2],d2):

HessDet:=matrix(8,8);

for i in [1,2,3,4,5,6,7,8] do
HessDet[1,i]:=diff(gradDet[i],al):
HessDet[2,i]:=diff(gradDet][i],a2):
HessDet[3,i]:=diff(gradDet][i],b1):
HessDet[4,i]:=diff(gradDet][i],b2):
HessDet[5,i]:=diff(gradDet[i],c1):
HessDet[6,i]:=diff(gradDet[i],c2):
HessDet[7,i]:=diff(gradDet][i],d1):
HessDet[8,i]:=diff(gradDet][i],d2):
od:

writeto("HessDetForOneEl.cpp");
codegen[C](HessDet, optimized’);
writeto(terminal);

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYVYV
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EOC zur Ei-Fl &che (Abb. 4.3) EOC zur Pilz-Flache (Abb. 4.5)

i 1 2 3 4 5 2 3 4 5 6 7 8
EOC| 13 143 1.66 2.13 255 EOC|1.39 1.59 2.01 262 239 272
k% [ 10 kmax [ 13

EOC zur Hantel-Flache (Abb. 4.9)

k 5 6 7 8 9 10 11 12
EOC| 10 10 101 106 135 227 289 246
kmax 16

Tabelle 4.1:Experimentelle Konvergenzraten zu verschiedenéotién

677 E[l/k]
2214785829652
814337819701
110481930364
15027940408
2311901071
1 1315165932
0.25 1311456098
2.27e-13 1308389753

© N wWER ol
N A

[EEN
[EEN

[EEN
w

Tabelle 4.2:Energie und Schrittweiten zur unsymmetrischen PikeRE (vgl. Abb. 4.7)

4.6 Numerische Ergebnisse

Wie in den Abbildungen 4.3, 4.5, 4.7 und 4.9 dargestellt, optimiere iabHenparametrisierungen
mit dem Newton-Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung zu den Parameterrd = 0.25.
Dabei skaliere ich numerisch dieZhe M), zurachst, so dassol(Mj,) = vol(S?), und wahle als
Energiedichte

13
W((Sh, Th) =0y + ?5}?3 + 7’1?.

Die Konvergenzordnung habe ich experimentell wie folgt ermittelt:

Seixy := (v, \g) die k-te lterierte undk™ := x;max die LOSung des Newtonsverfahreb™* =
Anzahl der beitigten Iterationen). Der experimentelle Konvergenzexponent EOC (= experimental
order of convergence) ist definiert als

_ ([ xppr = x"]) = In (fl e —x*[])
In ([ =x*|[) = In (f g1 = x* )

EOC:

Die in Tabelle 4.1 zusammengefassten experimentellen Ergebnisse belegen die quadratische Kon-
vergenz des Newton-Verfahren.
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4.6 Numerische Ergebnisse

Ei-Flache
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0,1,3,5,7,8,9.10. Der Algorithmus optimiert die Parametrisierung durch
VergroRerung der Dreiecke im Parametergebiet, welche durch die Startparame-
trisierung auf die Eispitze abgebildet werden. Es kommt jedoch gleichzeitig zur

Kompression der Dreiecke am gedjperliegenden Pol. Die Parametergebiete zur

Startparametrisierung und zur optimalen Parametrisierung sind in Abbildung 6.1

nochmal aus verschiedenen Perspektiven dargestellt.

Abbildung 4.4: Familie der Iterierten (von oben links nach unten rechts) zur &ciké fir die Zeit-
schritte k
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Pilz-Fl &che
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Abbildung 4.5: Pilz-Flache (links) mit Startparametrisierung und Ergebnis des Newtonverfahren
(rechts) mit Armijo-Schrittweitensteuerung & 5 = 0.25).
EnergiedichtdV (5, 7) = 6 + 1263 + 73. Anzahl der Dreiecke 2048.
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Abbildung 4.6: Familie der Iterierten (von oben links nach unten rechts) zur Paztd fir die
Zeitschritte k=0,1,3,5,7,9,11,13.
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Unsymmetrische Pilz-FI &ache
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Abbildung 4.7: Pilz-Flache (links) mit Startparametrisierung und Ergebnis des Newtonverfahren
(rechts) mit Armijo-Schrittweitensteuerung & G = 0.25).
EnergiedichtéV (5, 7) = § + 1263 + 73. Anzahl der Dreiecke 2048.
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Abbildung 4.8: Familie der Iterierten (von oben links nach unten rechts) zur unsymmetrischen Pilz-
Flache fir die Zeitschritte k=0,1,3,5,7,9,11,13.
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Hantel-Fl ache
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Abbildung 4.9

0,1,4,7,10,16.

Familie der Iterierten (von oben links nach unten rechts) zur Hanéelkel tir die

Zeitschritte k

Abbildung 4.10
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(a) Mn = Urer, T Ausgangstriangulierung derdghe (b) Reparametrisierung derdghe
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(©) St = Urez T Parametergebiet 2, (d) regelnéRiges GittetS2,..

Abbildung 5.1: Das regelraf3ige Gitter (d) wird mittels der konform auf died€heM;, bezogene
Sphare (c) autMy, projiziert. Abbildung (b) zeigt das Ergebnis.

5 Gitteroptimierung via optimaler konformer Parametrisierung

Man nmbchte die Qualit der Triangulierung einer &the

Mh:UT

TeT,

verbessern (Abb. 5.1(a)). Dazu berechnet man eine konforme Parametristgpung xi, 0P,
wobei ®,,; € conf(S?) Minimierer der EnergieF aus den vorigen Kapiteln ist. Die so erhaltene
konform auf die Fhiche M, bezogene Siitre

S=Ur

TET

(Parametergebiet zur Parametrisierang, Abb. 5.1(c)) benutzt man, um eine regélidige Sph-
rentriangulierungs?, _ (Abb. 5.1(d)) auf die FicheM,, zu projizieren. Abbildung 5.1(b) zeigt das

nice

Ergebnis einer Reparametrisierung.
Jeder Knotem, der Splarentriangulierung?, . wird wie folgt auf My, projiziert:
Man sucht das Dreieck* € 7;* der SplareS?, welches den Halbstrahl

h={xeR3Fu >0, n€R: x=ppy}

schneidet (Abb. 5.2). Seigjj, £ und&s die Knoten des DreieckésS® undp; der Schnittpunkt von
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Abbildung 5.2: p, = Projektion vonp, auf S?

h mit der Ebene
(xeRv-x=¢ v},
in welcher das Dreieck™ liegt.
L G -6 x (& -&)
(67 — &) x (&5 — &)l
bezeichnet die Blchennormale an das DreietK. Es ist

P = — % p
1 v -py PO
Sind die baryzentrischen Koordinatep, A; und A, von p; positiv und kleiner oder gleich 1, so

liegtp, im DreieckT™. Dabei ist
A - *
< A;) = G- (P1 =€)
mit der diskreten Metrik

g = (6 — 6.6 — &) (& - 6.6 - &)

und
M =1-—X — .

ZuT* € 7, korrespondiert nun mittels der Parametrisiersg ein Dreieckl” € 7, der Triangu-
lierung vonMy,. Seieny, £ und&, die Knoten vonZ'. Man berechnet die Projektion vgn auf
My, indem man die baryzentrischen Koordinatebenutzt:

Do == Moo + A1&1 + X262

Die neue Triangulierung besteht aus allen Adf, projizierten Knoten des regelifligen Gitters
S2,... Die Nachbarschaftrelationen der Dreiecke der neuen Triangulierung sind d& yon

nice*
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5.1 Beispiele von Reparametrisierungen
Ei-Flache

(a) My, = Ausgangstriangulierung der Eid&dhe aug 4.6, entstanden durch Streckung der x-Koordinate der Kugel
in Abb. 5.1(d) & — 2x+ x2, furx > 0).

(b) Zum Vergleich die Reparametrisierung vy, mit- (c) Reparametrisierung vaf;, mittels optimaler Para-
tels konformer Ausgangsparametrisierung (d). metrisierung (e)S2;.. wie in Abb. 5.1(d).

I
/

N\
N

E\QE%
i
0y

///

o
A‘i
/

(d) Konforme Ausgangsparametrisierung. (e) Parametergebiet 2,,;, der Losung des Gradienten-
Die Parametergebiete sind in Abb. 6.1 nochmal aus ververfahren zur Start’parametrisierung (d) mit Energiedich-
schiedenen Perspektiven dargestellt. teW (o, 7) =0+ 13—36‘3 + 73

Abbildung 5.3: Reparametrisierung der Eiddhe.

Die Dreiecke sind bei der Reparametrisierungiggizh der optimalen Parametrisierung (Abb. 5.3

(c)) gleichmaRiger auf der FEche verteilt, und es kommt nicht zu extrem gro3en Dreiecken an der
Eispitze wie in Abbildung 5.3 (b), der Reparametrisierungigdizh der Startparametrisierung. Die
Dreiecke der Reparametrisierung sind in allen Beispielen nicht so spitz wie in der Ausgangspara-
metrisierung und verbessern so die Qudliter Triangulierung einer &the.
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Pilz-Fl &che
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(a) My = Ausgangstriangulierung der Pilz&ghe (vgl.§ 4.6) (links).
Der rechte Pilz zeigt die Reparametrisierung mittels optimaler Parametrisierung. Zum Vergleich sieht man in der
Mitte die Reparametrisierung mittels Startparametrisierung.

(b) Parametergebiete zur Startparametrisierung (links) und zur optimalen Parametrisierung (rechts).

Abbildung 5.4: Reparametrisierung der Pilz&ghe.
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Unsymmetrische Pilz-FI &ache
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(a) My, = Ausgangstriangulierung der Pilzd&ghe (vgl§ 4.6) (links).
Der rechte Pilz zeigt die Reparametrisierung mittels optimaler Parametrisierung. Zum Vergleich sieht man in der
Mitte die Reparametrisierung mittels Startparametrisierung.
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(b) Parametergebiete zur Startparametrisierung (links) und zur optimalen Parametrisierung (rechts).

Abbildung 5.5: Reparametrisierung der unsymmetrischen Pitcheé.
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Hantel-Fl ache
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(b) Reparmetrisierung durch Projektion Bglich der optimalen Startparametrisierung (rechts) im Vergleich zur Pro-
jektion beziglich der Startparametrisierung (links). Siehe auch Abb. 4.9.

Abbildung 5.6: Reparametrisierung der Hantelgehe.
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(b) Parametergebiet zu,,; aus verschiedenen Perspektiven.

Abbildung 6.1: Parametergebiete zur Eiddhe aug4.6 (vgl. Abben. 4.3 und 4.4). Der Algorith-
mus optimiert die Parametrisierung durch Véigerung der Dreiecke im Parame-
tergebiet, welche durchy;, auf die Eispitze abgebildet werden. Es kommt jedoch
gleichzeitig zur Kompression der Dreiecke am gegmrliegenden Pol.

6 Diskussion

Das hier vorgestellte Verfahren zur Optimierung von Parametrisierungen zeichnet sich durch eine
enge Beziehung zur nicht-linearen Elas#riaus. Esiihrt auf eine geometrische Klasse von Pa-
rametrisierungsenergien, die nach dem Darstellungssatz (Satz 3.4) schon den von geometrischer
Bedeutung allgemeinsten Fall widerspiegelt. Das vom Dreiecksgitter anglgfe stetige Model

erlaubt eine straight-forward Diskretisierung.

Optimiert man eine diskrete konforme Startparametrisiesangnit dem hier entwickelten Algo-
rithmus, so sind die numerischen Ergebnisse im allgemeinen schlechter als ich auf Grund der 6
freien Parameter der &biustransformationen erwartet habe. Die konformen Diffeomorphismen
der Splare onnen lediglich an einem Punkt des &phchen Gitters Dreiecke einer Triangulie-
rung vergbl3ern, und rassen dazu jedoch am gediperliegenden Pol Dreiecke verkleinern. Dies
sieht man zum Beispiel bei der Optimierung der Parametrisierung zuEREI(Abb. 4.3 ir§4.6).

Die Energiedichte der Startparametrisierungist an den zur Eispitze korrespondierenden Dreie-
ckenT wegend, 7 << 1 extrem hoch (Abb. 6.2). Der Algorithmus optimiert die Parametrisierung
durch VergbRRerung der Dreiecke im Parametergebiet, welche dugcuf die Eispitze abgebildet
werden. Es kommt jedoch gleichzeitig zur Kompression der Dreiecke am iglegidiegenden Pol
(Abb. 6.1).
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(a) Farbliche Visualisierung der Energiedicht&(dy, 7.) = on + 26, % + 75

(b) Farbliche Visualisierung vol, = detrum, (Vxi, (V@7 V), Vxp)

&> EH

(c) Farbliche Visualisierung von, = tr (V xi (V®" V&), Vxu)

Abbildung 6.2: Farbliche Visualisierung der Determinante, Spur und Energiedichte de&Ehé|
aus Abb. 4.3. Die linke Hllfte korrespondiert zur Ausgangsparametrisierung (Abb.
6.1(a)), im Vergleich z,,;, der optimalen Parametrisierung Begfich der Ener-
giedichteW (6, 7) = 6 + 12673 + 73, auf der rechten Seite (Abb. 6.1(b)).
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(a) Parametergebiet zur Startparametrisierung deai®ghit Armen (vgl. Abb. 6.4(a)) aus verschieden Perspektiven.
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(b) Parametergebiet zur optimaler Parametrisierung zur Energiedictlg, m.) = 6% +3 4, ' + m aus verschieden
Perspektiven.

Abbildung 6.3: Im Parametergebiet der Startparametrisierung zachd in Abbildung 6.4(a) gibt
es, wie in obiger Abbildung (a) zu sehen, zwei zu gammen" der Fhche korre-
spondierende Konzentrationspunkte. Der Algorithmus versucht dort die Dreiecke
zu vergbRern, muss jedoch gleichzeitig die Dreiecke am géberiegenden Pol

verkleinern (Abb. (b) oben).

Die Verkleinerung bzw. Ver@fderung der Dreiecke bewirkt auch bei der Reparametrisierung bes-
sere Ergebnisse (Abb. 5.3). Die Dreiecke sind bei der Reparametrisieruingjibkezer optimalen
Parametrisierung gleiché®iger auf der Rlche verteilt, und es kommt nicht zu extrem grofRen Drei-
ecken wie in Abbildung 5.3(b), der Reparametrisierungiigzh der Startparametrisierung. Die
Dreiecke der Reparametrisierung sind in allen Beispielen nicht so spitz wie in der Ausgangspara-
metrisierung und verbessern so die Qudlder Triangulierung einer &the.

Konforme Diffeomorphismen der Spke konnen nicht an zwei unterschiedlichen Stellen eines
spharischen Gitters Dreiecke veii$ern. Im Parametergebiet der Startparametrisierung ach€l

in Abbildung 6.4(a) gibt es zwei zu deArmen* der Fhche korrespondierende Konzentrations-
punkte (Abb. 6.3(a)). Der Algorithmus versucht dort die Dreiecke zu ¥&gm, muss jedoch
gleichzeitig die Dreiecke am gegdverliegenden Pol verkleinern (Abb. 6.3(b)). Die Reparametri-
sierung der Spdre mit Armen beiglich der optimalen Parametrisierung ist an den Armen im Ver-
gleich zur Reparametrisierung liggich der Startparametrisierung besser, jedoch insgesamt nicht

zufriedenstellend (Abb. 6.4(b)).
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6 Diskussion

(a) Ausgangstriangulierung der Sk mit Armen.
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(b) Auf der linken Seite ist die Reparametrisierungimich der Startparametrisierung dargestellt. Die Reparame-
trisierung mittels optimaler Parametrisierung zur Energiedi@hi@y, m.) = 67 + 36;1 + 7 ist im rechten Bild

abgebildet.

Abbildung 6.4: Reparametrisierung der Sinfe mit Armen.
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7 Schlussbemerkungen

Die numerischen Ergebnisse belegen, dass die konformen Diffeomorphismen dsx Epiforme
Startparametrisierungen nicht mehr wesentlich verbessartndn. Besclimkt man sich auf kon-
forme Parametrisierungen so liefert der im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Algorithmus optimale
Parametrisierungen.

Inhalt weiterfihrender Arbeiten wird es sein, sich nicht auf konforme Parametrisierungen zu be-
schianken. Gesucht sind dann Deformationen deid®plso dass die Umparametrisierungghchst
winkel-, flachen- unddngentreu ist. Erweitert man die Energiedichte aus Beispiel 3.7 um den Sum-
manden

4
We(8,7) = o (Té - 4) ,

so wird man die fehlende Konfornait bestrafen &nnen. Sindy undT" die Eigenwerte des Verzer-
rungstensors der Parametrisierui@®] : M — S2, so erlalt man

T =tr7m (Vo x[@])7 Vo x[®]) =7+,
§ = detzm (Vo x[@]7 Vo x[@]) =7 -T.

Die Eigenwerte kann man wiederum in den Variabfamd r ausdiicken:

T /T2 T /T2

Fur konforme Parametrisierungen ist= I und damitiV,.(é, ) = 0.
Wie in Bemerkung 3.5 angedeutet, wird man sich desweiteren nicht auf topologisciie s ple-
schianken wollen.
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