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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Numerische Simulation von Zweiphasenstromungen

Eines der wohl wichtigsten Hilfsmittel im Bereich der natur- und ingenieurwissenschaftli-
chen Forschung ist die numerische Simulation. Sie liefert rasch aussagekriftige Ergebnisse
tiber Phéinomene, die weder experimentell ermittelt noch als geschlossene Lésung berech-
net werden kénnen. So erlauben numerische Simulationen zum Beispiel Aussagen iiber
die Entstehung des Weltalls und seine Entwicklung nach dem Urknall, die Entstehung
von Galaxien, Sternen und Planeten. Aber nicht nur der Blick in die Vergangenheit wird
ermoglicht, sondern auch Prognosen fiir zukiinftige Ereignisse. Schon zu einer Selbstver-
standlichkeit ist die sichere Vorhersage des Wetters geworden, aber auch ldngerfristige
globale Klimavorhersagen werden aufgrund numerischer Simulationen gemacht. An be-
sonderer Stelle stehen auch die Prognosen von Naturkatastrophen wie Tsunamis, Erd-
beben, Hochwasser und Wirbelstiirmen, die der Frithwarnung der Bevolkerung dienen.
Im technischen Umfeld wird numerische Simulation ebenfalls sehr vielfiltig eingesetzt.
Beispielsweise in der Materialforschung oder der Entwicklung von effizienteren und 6ko-
logischeren Antriebs- und Energiegewinnungstechnologien.

Neben dem wissenschaftlichen Zweig spielt numerische Simulation aber auch in der
Industrie eine ganz wesentliche Rolle. Weil Simulationen schneller und weniger kostenin-
tensiv sind als Experimente an realen Modellen, erfreuen sie sich einer immer grofier wer-
denden Beliebtheit. Als Beispiel sei die Automobilindustrie erwéhnt: Kein Fahrzeug wird
gebaut, ohne dass es zuvor zahlreiche Simulationsversuche auf dem Computer durchlau-
fen hat. So optimieren Ingenieure anhand von Simulationsergebnissen unter anderem den
Luftwiderstand, das Fahrverhalten auf der Strafle, die Fahrzeug-Akustik und die Halt-
barkeit der verbauten Materialien, bevor ein erster Prototyp gebaut wird. Nicht zuletzt
machen numerische Simulationen auch virtuelle Crash-Tests an Fahrzeugen mdoglich.

Die numerische Simulation hat mit der rasanten Entwicklung von Computern stark
zugenommen. Durch immer schneller werdende und kostengiinstigere Computerchips
konnen Simulationen immer umfangreicher und genauer werden. Die technischen Gren-
zen der numerischen Simulation riicken durch die schnell voranschreitende Entwicklung
von Computersystemen in die Ferne, was den Raum fiir neuere und hoéhere Anspriiche
an die Leistung von Simulationen schafft.



Kapitel 1 FEinleitung

Ein wichtiges Teilgebiet der numerischen Simulation ist die numerische Strémungs-
simulation. Diese befasst sich mit der Modellierung und Berechnung von Fliissigkeiten
und Gasen — sogenannten Fluiden — und grenzt sich somit von anderen grof3en Bereichen
wie der numerischen Strukturmechanik und der Molekiildynamik ab. Wichtige Anwen-
dungen der Stromungssimulation liegen in der Aero- und Hydrodynamik, aber auch in
grofskaligen Wetter- und Klimavorhersagen [1] sowie der Berechnung von Stromungen
in porésen Medien [34]. Auch die Wechselwirkung von Fluiden mit Festkorperstruktu-
ren [21] fallen in das Forschungs- und Anwendungsgebiet der Stromungssimulation. Man
unterscheidet einphasige Stromungen, an denen nur ein Fluid beteiligt ist, von zwei-
oder mehrphasigen Stromungen mit der Beteiligung zweier oder mehrerer Fluide, die
sich untereinander nicht mischen, wobei also keines ihrer Molekiile von einem Fluid in
das andere wechselt. Die Trennschicht der beiden Phasen bildet eine in der Zeit verédnder-
liche Oberfldche. Sie wird daher auch freie Oberfliche genannt. Wichtige Anwendungen

Abbildung 1.1: Dynamik von Wassertropfen

der Zweiphasenstromungssimulation sind sogenannte Beschichtungsvorginge, bei denen
diinne Fluidfilme, zum Beispiel Lacke, auf feste Oberflichen appliziert werden. Dabei ist
es von groflem Interesse, die Schichten moglichst gleichméfig und frei von Lufteinschliis-
sen aufzutragen. Die numerische Simulation hilft hierbei, diese Vorgénge zu optimieren.
Eine andere Anwendung der Zweiphasenstromungssimulation im kleinskaligen Bereich ist
die Tropfchendynamik (siehe dazu auch Abbildung 1.1'). Sie untersucht die Entstehung,
die Bewegung und die Agglomeration — das Zusammenschlieffen — von kleinsten Fliissig-
keitstropfchen, die von Gasen umgeben sind. Einen Nutzen daraus zieht beispielsweise die
Pharmaindustrie bei der Entwicklung von neuen Herstellungsverfahren fiir Inhalate und
von Medikamenten, die in Form von Sprays appliziert werden. An anderer Stelle dient
die Tropfchensimulation dem Versténdnis der Bildung von Kraftstoff-Luft-Gemischen bei

IBildherkunft: NASA
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Verbrennungsprozessen. Hier steht ein grofles wirtschaftliches und 6kologisches Interesse
im Vordergrund. So kann die numerische Zweiphasenstromungssimulation doch zu einer
Optimierung des Wirkungsgrades von Verbrennungsprozessen in Motoren, Kraftwerken,
Flugzeugen und Raketenantrieben beitragen. Im grofiskaligen Bereich sind der Schiffbau,
die Ozeanologie, die weitrdumige Simulation von Gewéssern sowie die Klimaforschung
als Beispiele fiir Anwendungen der Zweiphasenstromungssimulation zu nennen.

Zweiphasenstromungen sind anspruchsvolle und komplexe fluiddynamische Phénome-
ne, da neben den bei herkémmlichen einphasigen Stréomungen auftretenden Kréften fer-
ner Kelvin-Helmholtz- und Rayleigh-Taylor-Instabilitéten (sieche Ambrose und David [2],
Oran und Boris [20] und Dimonte [24]) mit regularisierenden Oberflichenspannungen in
nichtlinearem Zusammenspiel auf das Fluid einwirken. Bisher ist es nicht gelungen, die
Phé&nomene von Zweiphasenstromungen ausschliellich mithilfe analytischer Methoden zu
beschreiben. Daher werden auch hier numerische Verfahren zur Berechnung eingesetzt.
FErste Versuche, die freie Oberfliche in Stromungssimulationen zu représentieren, reichen
bis in die 60er Jahre zuriick. Sie verwenden Partikel, die die Zellen des Gitters derart
markieren, dass eine Zuordnung zu einem der zwei Fluide moglich wird (Marker-and-
Cell-Methode). Spétere Entwicklungen in den 70er Jahren machen von einer skalaren
Funktion Gebrauch, die jeder Gitterzelle die Volumenanteile der beiden Fluide zuordnet
(Volume-of-Fluid-Methode). Die Schwierigkeit dieser Methode liegt in der Rekonstruk-
tion der freien Oberfliche aus den einzelnen Volumenanteilen. Ein ganz anderes Verfah-
ren hingegen ist die in den 80er Jahren von Stanley Osher und James A. Sethian [36]
entwickelte Level-Set-Methode. Sie représentiert die freie Oberfliche implizit durch die
Nullkontur einer skalaren Funktion — der sogenannten Level-Set-Funktion.

Die Numerik als Teilgebiet der Mathematik befasst sich mit der Entwicklung und
Analyse von Algorithmen und Methoden zur Lésung von sowohl diskreten als auch kon-
tinuierlichen mathematischen Problemen. Auch wenn die Numerik durch das Wirken
von Archimedes, der fiir die Berechnung sowohl von Flichen wie auch fiir die Kreiszahl
7w Algorithmen lieferte, bis in die Antike zuriickverfolgt werden kann, gewann sie doch
erst durch die Entwicklung von Computern ab den 1930er Jahren dramatisch an Bedeu-
tung. Diese Umsténde verdankt sie vor allem der Pionierarbeit von Konrad Zuse und
John von Neumann. Die Numerik bildet die aus Modellen hergeleiteten kontinuierlichen
Gleichungen auf diskrete Gleichungen ab. Deren Losungen liegen in endlichdimensio-
nalen Funktionenrdumen, welche Unterrdume der Losungsrdume der kontinuierlichen
Probleme sind. Die Analyse solcher Losungsansétze untersucht den Fehler, der durch
die Diskretisierung entsteht — den sogenannten Diskretisierungsfehler. Er wird stets in
Bezug auf die Maschenweite h der Diskretisierung betrachtet. Die Losung eines stabi-
len numerischen Verfahrens konvergiert gegen die Lésung des kontinuierlichen Problems,
wenn der Fehler fiir kleiner werdende Maschenweite h gegen Null geht. Die Maschenweite
einer Diskretisierung ist jedoch aus technischen Griinden — etwa durch die nur endliche
Speicherkapazitéit und Rechengeschwindigkeit eines Computers — nach unten beschrénkt.
Das heif3t, A kann sehr kleine Werte, aber nicht den Wert Null annehmen. Es ist daher
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die Aufgabe der Numerik, Verfahren auf eine schnelle Konvergenz gegen die kontinuier-
liche Losung fiir das kleiner werdende h hin zu optimieren. Ferner kann ein numerisches
Verfahren nur dann brauchbare Ergebnisse liefern, wenn die Stabilitdt des Verfahrens
sichergestellt ist. Aus diesen Aspekten lassen sich interessante Problemstellungen fiir
numerische Simulationen von Zweiphasenstromungen mit der Level-Set-Methode formu-
lieren.

1.2 Die Problemstellung

Der vorhergehende Abschnitt erwahnt den Begriff der Stabilitét von numerischen Ver-
fahren. Dieser oder mehr noch sein Gegensatz — die Instabilitdt — soll in Bezug auf die
Level-Set-Methode erldutert und die Konsequenzen fiir Zweiphasenstréomungssimulatio-
nen dabei herausgestellt werden. Wie schon erwahnt, identifiziert die Level-Set-Methode
die freie Oberfliche implizit iiber die Nullniveaumenge einer skalaren Funktion. Diese
Nullniveaumenge nennt man auch Nullkontur oder Nulllevel. Da die Fluidparameter wie
Dichte und Viskositét iiber die freie Oberfliche hinweg starke Spriinge haben, ist aus
Griinden der Stabilitéit (des Stromungslosers) eine Regularisierung dieser Parameter in
einer Umgebung der Nullkontur notwendig. Ferner wird die Oberflichenkraft iiber ein
Deltafunktional im Bereich der Nullkontur aktiviert. Damit die Regularisierung und das
Deltafunktional korrekt ausgewertet werden konnen, wihlt man als Level-Set-Funktion
eine sogenannte vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion. Diese ordnet jedem Punkt im
Raum seinen Abstand zur Nullkontur zu, mit positivem Vorzeichen, falls der Punkt
auf der einen, und mit negativem Vorzeichen, falls der Punkt auf der anderen Seite
der Nullkontur liegt. Damit die Nullkontur stets die freie Oberfliche der Fluide repra-
sentiert, wird die Level-Set-Funktion in jedem Zeitschritt des Stromungslosers geméifl
dem Geschwindigkeitsfeld im Gebiet transportiert. Dieser Transport zerstort im Allge-
meinen die gewiinschte Abstandseigenschaft. Durch das iterative Losen einer Gleichung
vom Hamilton-Jacobi-Typ kann die Abstandseigenschaft der Level-Set-Funktion wie-
derhergestellt werden. Dieser Prozess heifit Reinitialisierung. Aus analytischer Sicht ist
die Reinitialisierung fiir kontinuierliche Level-Set-Funktionen unproblematisch. Im Dis-
kreten jedoch zeigt sich, dass die Genauigkeit der Reinitialisierung nicht nur vom Dis-
kretisierungsfehler abhéngt, sondern auch deutlich unter Instabilitdten des Verfahrens
leidet. Diese zeigen sich in dem Wohl bekanntesten Problem — der Massenerhaltung be-
ziehungsweise der numerischen Diffusion: Die Reinitialisierung verursacht eine kiinstliche
Verschiebung der Nullkontur und somit eine Verschiebung der freien Oberfliche. Dadurch
wird auf kiinstliche Weise Fluidmasse von der einen Phase in die andere transportiert.
Man bezeichnet dieses Phdnomen auch als numerische Diffusion. Daraus ergeben sich
mehrere Probleme: Der kiinstliche Massentransport stort die Massenbilanz der beiden
Phasen. Ferner wird die Energie- und Kréftebilanz gestort, indem sich durch die Ver-
schiebung der freien Oberfliche lokal die Fluidparameter wie Dichte und Viskositét ver-
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dandern. Neben diesen Effekten, die zu einer Instabilitéit des gesamten Stromungssystems
fiihren kénnen, besitzt die numerische Diffusion weitere unerwiinschte Eigenschaften, die
ein physikalisch inkorrektes Verhalten der Fluide verursachen. Sie zeigen sich zum Bei-
spiel bei diinnen Fluidfilmen, die auseinanderreiflien oder an ihrer Ausbreitung gehindert
werden. Oft kann man auch beobachten, dass sich an filigranen Strukturen der freien
Oberfldche Satellitentropfchen abschniiren. Da die kiinstliche Verschiebung der Nullkon-
tur stets in Kriimmungsrichtung der freien Oberfldche erfolgt, verlieren Fluidtrépfchen
an Masse oder erleiden sogar den totalen Massenverlust; Bereiche auf der Oberfléiche
mit starken Kriimmungen neigen dazu, kiinstlich aufzuweichen. Zusammenfasend lésst
sich sagen, dass die Instabilitédten der Level-Set-Reinitialisierung Stérungen an der freien
Oberfléche verursachen, die zum einen die pysikalischen und topologischen Strukturen
der Oberflache selbst zerstéren und zum anderen die Stabilitdt des Stromungslésers ne-
gativ beeinflusen.

Es gibt klassische Losungsansétze, die die oben genannten Probleme reduzieren: Durch
die Wahl von Diskretisierungen hoherer Ordnung sowohl fiir die rdumlichen Differential-
operatoren (WENO/ENO) wie auch fiir die Zeitschrittverfahren (Runge-Kutta) ldsst
sich eine deutlich bessere Massenerhaltung erzielen (siehe Croce [18]). Dariiber hinaus
stabilisiert eine geeignete Regularisierung der Vorzeichenfunktion in der Reinitialisie-
rungsgleichung den Prozess der Reinitialisierung wesentlich (siehe Croce [18]).

Es ldsst sich nun eine essentielle Aussage formulieren: Mittels einer geeignet regula-
risierten Vorzeichenfunktion kann die kiinstliche Verschiebung der Nullkontur auf ein
Maximum von nur einer Gittermaschenweite eingeschrinkt werden.

1.3 Der Losungsansatz

Ziel ist es nun, eine im Hinblick auf die Massenerhaltung beziehungsweise numerische
Diffusion hin optimierte Erweiterung des in das Strémungsprogramm NaSt3DGPF inte-
grierte Level-Set-Verfahrens zu konstruieren.

Die numerische Diffusion der Level-Set-Reinitialisierung zeigt sich in einer kiinstlichen
Verschiebung der Nullkontur. Durch klassische Losungsansétze kann diese kiinstliche
Verschiebung auf den Rahmen von einer Gittermaschenweite beschrinkt werden. Eine
erste Idee, die numerische Diffusion zu reduzieren, ist, die Maschenweite zu verkleinern.
Eine globale Verfeinerung des Gitters verursacht jedoch enorm hohen Aufwand in Re-
chenzeit und Speicher. Zu beachten ist ferner die Tatsache, dass numerische Diffusion
ein intrinsisches Problem der Level-Set-Methode ist und auf Instabilitéiten der Level-Set-
Reinitialisierung — genauer gesagt des Hamilton-Jacobi-Systems — zuriickzufiihren ist. So
kann numerische Diffusion auftreten, obwohl die Diskretisierungsgenauigkeit des Gitters
an sich dem Stromungsproblem angemessen ist. Dariiber hinaus betrifft der Effekt nu-
merischer Diffusion zwar die Level-Set-Funktion in globaler Weise, ist aber lediglich in
einer Umgebung um die Nullkontur — also der freien Oberfliche im Stromungsproblem



Kapitel 1 FEinleitung

— von Interesse. Eine zweite Idee fithrt daher zu einer adaptiven Verfeinerung der Level-
Set-Funktion. Die Gitter der Stromungsgréfien kénnen unverdndert bestehen bleiben,
weshalb der Stromungsloser weiterhin auf dem globalen groben Gitter operiert. Es be-
zeichnen H die Maschenweite des globalen groben Gitters und h die feine Maschenweite
des adaptiven Gitters. Da fiir den Transport der Level-Set-Funktion nur Geschwindig-
keitswerte des globalen groben Gitters zur Verfiigung stehen, kann dieser — ungeachtet
der adaptiven Feinheit der Level-Set-Funktion — nur mit der Genauigkeit des groben
Gitters durchgefiihrt werden. Reinitialisiert man die Level-Set-Funktion jedoch auf dem
adaptiven Gitter, so profitiert man von der kleineren Maschenweite h, da sich die nume-
rische Diffusion nun im Rahmen einer substantiell kleineren Maschenweite h anstatt H
bewegt.

Eine offene Frage ist die nach einem Verfeinerungskriterium. Gesucht ist also eine
Regel, nach der die groben Gitterzellen der Level-Set-Funktion verfeinert werden miissen.
Ein guter Ansatz dabei ist die lokale Verfeinerung in einer Umgebung der Nullkontur.

Da dieses adaptive Verfahren eine Erweiterung des Stromungslosers NaSt3DGPF sein
soll, wird grofler Wert auf die Wiederverwendbarkeit von bestehenden Finite-Differenzen-
Schemata gelegt. Das in dieser Arbeit entwickelte adaptive Verfahren macht daher von
Gittern mit kartesischen Eigenschaften Gebrauch. Dazu werden im Rahmen dieser Ar-
beit fully threaded trees als spezielle Form von octrees implementiert, an denen gezeigt
wird, dass sie sich hervorragend zur adaptiven Verfeinerung der Umgebung von freien
Oberfldchen und komplexen Gebietsrandern eignen. In dieser Arbeit wird beschrieben,
wie der in der Hamilton-Jacobi-Iteration der Reinitialisierungsgleichung vorkommende
Differentialoperator V auf octrees berechnet werden kann [39]. Ein anderes Verfahren
zur konsistenten Diskretisierung mittels finiter Differenzen auf Gittern mit h&ngenden
Knoten, welches auf der Mortar-Methode basiert, ist die sogenannte Mortar-Mimetische-
Finite-Differenzen-Methode. Im Rahmen dieser Arbeit ist diese Methode fiir die Verwen-
dung auf octrees und beliebigen kartesischen Gittern mit hoher Irregularitéit formuliert
worden. Ferner soll die Erweiterung mdéglichst modular gehalten sein, damit das Pro-
gramm NaSt3DGPF nur so wenig wie moglich modifiziert werden muss. Ein Verfahren,
dass diese Bedingungen erfiillen kann, setzt geméfl dem Verfeinerungskriterium auf gro-
be Gitterzellen feine grid patches auf; diese grid patches sind kartesische strukturierte
Gitter der Maschenweite h. Es resultiert ein blockstrukturiertes Gitter, das aus dem
globalen groben Gitter mit der Maschenweite H und zahlreichen kartesischen struktu-
rierten Gittern mit der feinen Maschenweite h — den sogenannten grid patches — besteht.
Dieses auf blockstrukturierten Gittern basierende adaptierende Verfahren fiir die Level-
Set-Reinitialisierung ist im Rahmen dieser Arbeit entwickelt und implementiert worden.
Die Parallelisierung des Verfahrens erfolgte unter Verwendung der C/C++ Bibliothek
Message Passing Interface (MPI). Dieses fiihrt in folgender Weise zu einer beziiglich
Speicher und Rechenaufwand optimierten Verbesserung des herkémmlichen Level-Set-
Algorithmus in NaSt3DGPF: An Stelle der Reinitialisierung nach dem Transportschritt
wird die Level-Set-Funktion auf die feinen grid patches iibertragen. Essentielles Merk-
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mal, welches zu den hervorragenden Verbesserungen der Massenerhaltung fiihrt, ist die
Durchfithrung der Level-Set-Reinitialisierung auf den feinen grid patches. Dabei kann die
Feingittermaschenweite h signifikant kleiner gewahlt werden als die Grobgittermaschen-
weite H. Daraus resultiert, dass sich die Nullkontur maximal um die kurze Distanz h —
nicht mehr um die grofle Distanz H — kiinstlich verschiebt. Die nun erzeugte Level-Set-
Funktion mit Abstandseigenschaft wird jetzt auf das globale grobe Gitter iibertragen und
steht dem Stromungsloser wieder zur Verfiigung. Zur ausfithrlichen Analyse der im Rah-
men dieser Arbeit entwickelten adaptiven Level-Set-Reinitialisierung werden neue Test-
verfahren konstruiert und bekannte Testfille herangezogen. Die Resultate dieser Tests
zeigen, dass das neue adaptive Verfahren dem herkémmlichen Verfahren mit einem glo-
balen feinen Gitter beziiglich Massenverlust durch numerische Diffusion in Relation zu
Speicheraufwand und Laufzeit weitaus iiberlegen ist.

1.4 Zu dieser Arbeit

Diese Arbeit hat folgenden Aufbau:

Kapitel 2 beginnt mit einer Ubersicht iiber verschiedene Gittertypen unter dem Ge-
sichtspunkt der Approximation von beliebigen Geometrien und Oberflichen. Es erldu-
tert ferner ihre Konstruktion, Handhabung und Eignung fiir verschiedene Probleme und
Diskretisierungen. Zusétzlich wird eine Methode zur impliziten Einbettung von Gebiets-
rdndern — die Ghost-Cell-Immersed-Boundary-Methode — vorgestellt. Es folgt eine Moti-
vation fiir adaptive Gitter. Den Schluss dieses Grundlagenkapitels bildet die Darstellung
der Level-Set-Methode.

Kapitel 3 befasst sich mit adaptiven Diskretisierungen. Unter dem Aspekt der Erwei-
terung der Level-Set-Methode von NaSt3DGPF geht es verstarkt auf strukturierte und
kartesische Gitter ein. So beschreibt das Kapitel Gitter mit Baumstruktur — speziell
octrees — und zeigt auf, wie Ridnder von Geometrien und andere beliebige Oberflichen
durch octrees adaptiert werden kénnen. Eine sehr effiziente Implementierung von octrees
— den sogenannten fully threaded trees — wird vorgestellt und ein Interpolationsschema
zur Berechnung von Gradienten einer Funktion auf octrees angegeben. Die Vorstellung
eines Mehrgitterverfahrens auf composite grids liefert eine weitere elegante Diskretisie-
rung von Gebieten mit beliebigen Réndern. Der letzte Abschnitt zeigt die Anwendung
der Mortar-Mimetische-Finite-Differenzen-Methode auf octrees und anderen kartesischen
Gittern mit groflen Irregularititen beziehungsweise zahlreichen héngenden Knoten.
Kapitel 4 motiviert die Entwicklung einer adaptiven Level-Set-Methode auf kartesi-
schen Gittern und beginnt dabei mit der ausfiihrlichen Darstellung des Problems der
numerischen Diffusion anhand von Beispielen aus der Zweiphasenstromungsmechanik.
Nach der kurzen Vorstellung klassischer Methoden, die die Robustheit der Level-Set-
Reinitialisierung verbessern, folgt eine detaillierte Beschreibung aller Komponenten des
neuen Verfahrens.
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Kapitel 5 beinhaltet alle Tests und Analysen der adaptiven Level-Set-Reinitialisierung.
Nach ausfiihrlichen Untersuchungen einzelner Komponenten folgt die Analyse des neuen
Verfahrens an Zweiphasenstromungssimulationen, wobei auch Aspekte wie Speicher und
Rechenaufwand untersucht werden.

Kapitel 6 schlieit diese Arbeit mit einer kurzen Zusammenfassung und gibt einen Aus-
blick auf zukiinftige Entwicklungen adaptiver Level-Set-Techniken.
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Grundlagen

Im Rahmen dieser Arbeit soll ein robusteres und stabileres Level-Set-Verfahren fiir Zwei-
phasenstromungssimulationen als Erweiterung des Programms NaSt3DGPF erarbeitet
werden. Dazu ist es zu allererst notwendig, einen Uberblick iiber verschiedene Verfahren
und Gittertypen zu gewinnen, um darauf aufbauend eine adiquate Methode zu ent-
wickeln. In diesem Grundlagenkapitel werden unterschiedliche Gittertypen unter dem
Aspekt ihrer Erzeugung und der auf ihnen einsetzbaren Methoden und Algorithmen
vorgestellt. Es soll ferner erldutert werden, inwieweit verschiedene Gitter komplexere
Gebietsriander und Oberflichen approximieren konnen. Der letzte Abschnitt in diesem
Kapitel gewéhrt einen Einblick in Level-Set-Methoden, der zum Verstédndnis der in dieser
Arbeit entwickelten Methode beitréigt.

2.1 Diskretisierungen und Gittertypen

Die Simulation von realen Vorgéngen in der Natur und technischen Abléufen in Industrie
und Wirtschaft mithilfe von numerischen Mitteln erfordert immer wieder dieselben Vor-
gehensweisen, um analysierbare und auf das Ursprungsproblem riickfithrbare Ergebnisse
zu erhalten.

Modellierung

Zunéchst muss unter Beriicksichtigung der wesentlichen und unwesentlichen Eigenschaf-
ten des Vorbilds aus diesem ein Modell entwickelt werden. Dieses Modell kann nun mit
den Mitteln der Mathematik genau in Form von partiellen Differentialgleichungen zu-
sammen mit ihren Randbedingungen beschrieben werden.

Diskretisieren der Gleichung

Damit die Numerik ihren Beitrag zum Lésen der neu gewonnenen Gleichungen leisten
kann, miissen diese zunéchst diskretisiert werden. Das heifit, dass man fiir jede Funk-
tion und jeden Differentialoperator einen diskreten Reprisentanten finden muss. Unter
den unzéhligen Moglichkeiten, diesen Schritt zu vollziehen, sollen an dieser Stelle zwei
wesentliche Methoden erwédhnt werden.
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Bei der einen Methode wird der diskrete Représentant einer Funktion dadurch gewon-
nen, dass die kontinuierliche Funktion an diskreten Punkten eines numerischen Gitters
ausgewertet wird. Die zugehorigen Differentialoperatoren gehen bei dieser Art der Dis-
kretisierung in sogenannte Differenzenoperatoren iiber, nachdem die Grenzwertbildung
der Differenzenquotienten aufgehoben und auf endlich kleine - finite - Absténde, ndmlich
die der Gitterpunkte, reduziert wurde. Diese Methode trigt daher den Namen Finite-
Differenzen-Methode.

Die andere Methode reduziert die Funktionen der Differentialgleichung nicht auf die
Punkte eines Gitters, sondern stellt sie als Linearkombination von Basisfunktionen eines
diskreten Unterraumes dar. Deren Trager werden dabei von den Zellen des numerischen
Gitters definiert und finite Elemente genannt. Diese Methode nennt man deshalb auch
Finite-Elemente-Methode. Fiir die Formulierung der diskreten Gleichung bedient sich
die Finite-Elemente-Methode der integralen Darstellung der Differentialgleichung, das
heifit, die Integrale werden iiber die diskreten finiten Elemente definiert und kénnen so
analytisch ausgewertet werden.

Diskretisieren des Gebiets

Mit der Diskretisierung der Gleichung stark verkniipft ist die Diskretisierung des Gebiets,
auf dem die Losung der Differentialgleichung gesucht wird. Hierbei wird das vom Modell
vorgegebene Gebiet durch eine endliche Menge von Punkten oder finiten Elementen
ersetzt, wodurch ein numerisches Gitter entsteht. Die Wahl eines geeigneten Gitters
héngt von folgenden Aspekten ab:

e Geometrie des Gebiets
e Randbedingungen

verwendetes numerisches Verfahren

Zeitaufwand der Gittergenerierung
e Zeitaufwand fiir Gitteroperationen
e Speicheraufwand des Gitters

Die niichsten Abschnitte enthalten einen Uberblick iiber die verschiedenen Gittertypen.
Fine umfassende und vertiefende Ubersicht zum Thema Gitter und Gittergenerierung
findet sich in [31].

2.1.1 Strukturierte Gitter

Unter der Vielzahl von verschiedenen Gittertypen zéhlen die strukturierten zu den ein-
fachsten Formen. Unter ihnen gibt es zwei wesentliche Auspriagungen: kartesische und
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kurvilineare Gitter. Beiden gemein ist die Eigenschaft, dass sie ungeachtet ihrer physi-
kalischen Gestalt stets auf ein logisches, rechteckiges Gitter mit einfacher Indizierung in
sogenannter i-j-k-Struktur — wie in Abbildung 2.1a zu sehen — abgebildet werden kénnen.

(i, j, k+1)

/ i+1, ), k)
i J (@i, j*+1, k) (I,/ ! Ilﬁ)

—_— ' ® 3
/ ’

’ a
’ ’
;

S .
, ]
;

)
i1, k1) i

(a) (b)

Abbildung 2.1: (a) Ein kurvilineares, strukturiertes Gitter mit seiner logischen, rechtecki-
gen Struktur. (b) Ein isotropes, strukturiertes Gitter mit i-j-k-Indizierung.

Durch eine derartige Struktur lassen sich auch die Zuordnungen zwischen Punkten des
Gitters und Punkten des physikalischen Gebiets leicht nachvollziehen. Ebenso einfach ist
auch das Auffinden von Nachbarpunkten eines Punktes durch simples In- oder Dekremen-
tieren des jeweiligen Indexes (siehe auch Abbildung 2.1b). Aufgrund dieser Eigenschaften
eignen sich strukturierte Gitter hervorragend fiir Anwendungen mit Finite-Differenzen-
Methoden.

Kartesische Gitter

In einem kartesischen Gitter werden alle Punkte auf Achsen angeordnet, die entweder
parallel oder orthogonal zueinander verlaufen. Sie lassen sich daher auch als Tensor ihrer
einzelnen Koordinatenachsen duflerst platzsparend speichern, wie die Abbildung 2.2 ver-
deutlicht. Sind die Abstdnde der Punkte auf den Achsen der jeweiligen Raumrichtungen,
wie in Abbildung 2.3a immer gleich, so spricht man von isotropen Gittern; ansonsten
wie in Abbildung 2.3b von lokal anisotropen Gittern. In beiden Fillen lassen sich durch
die sehr regelméflige Struktur und die Orthogonalitdt der Gitterachsen numerische Aus-
driicke, die nativ in kartesischen Koordinaten vorliegen - wie etwa finite Differenzen -
auf dem Gitter besonders leicht formulieren.

11
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Abbildung 2.2: Ein kartesisches Gitter als Tensor seiner Koordinatenachsen

() (b)

Abbildung 2.3: (a) Ein lokal isotropes Gitter. (b) Ein lokal anisotropes Gitter.

Kurvilineare Gitter

Wihrend kartesische Gitter lediglich rechteckige! Gebiete abdecken, sind kurvilineare
Gitter in der Lage, fast beliebige Gebiete, welche dem Rechteck topologisch sehr d&hnlich
sind, exakt abzudecken. Man kann sich dies als Vorgang vorstellen, bei dem ein Rechteck
verbogen und verzerrt wird, bis es die gewiinschte Form annimmt. Kurvilineare Gitter
unterscheiden sich logisch nicht von kartesischen Gittern, weshalb ein numerisches Com-
puterprogramm, welches eine Gleichung auf einem kartesischen Gitter 16st, ebenso auch
auf kurvilinearen Gittern operieren kann. Es muss jedoch die Differentialgleichung von
kartesischen Koordinaten auf das entsprechende Koordinatensystem des kurvilinearen
Gitters umformuliert werden.

Beispiel 2.1: Der Laplaceoperator auf dem kartesischen Gitter

Af=fee+ fop ,mit{=2undn=y

Tn zwei Dimensionen. Entsprechend Quader und Hyperwiirfel in drei und beliebigen Dimensionen.

12
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wird auf einem zylindrischen Gitter zu

Af:fif+fnn+ﬁ,mit€:9und”:”
1 n

Erzeugung strukturierter Gitter

Ist das vom Gitter abzudeckende Gebiet analytisch definiert, wie zum Beispiel durch
einen Zylinder oder durch lokale Koordinatentransformationen beschrieben, so lésst sich
aus diesen Informationen auf einfache Art und Weise durch Umparametrisieren ein lo-
gisch orthogonales Gitter auf ein kurvilineares Gitter transformieren. Ein Beispiel fiir
die Erzeugung eines zylindrischen Gitters illustriert die Abbildung 2.4.

N

,3
S
[Cu‘Tu] 5 u

0 € [0, 2n]

Abbildung 2.4: Ein zylindrisches Gitter entsteht aus einem kartesischen Gitter

Hat man es mit geometrisch sehr komplexen Gebietsriandern zu tun, so ist man beson-
ders daran interessiert, dass das Gitter diesem Gebietsrand moéglichst gut angepasst ist.
FEine einfache und beziiglich Speicher und Zeitaufwand kostengiinstige Methode, welche
sich der kartesischen Gitter bedient, macht es mittels der Markierung von Zellen mo6g-
lich, die Geometrie mit méfBiger Genauigkeit in das kartesische Gitter einzubetten: Man
nehme das durch ein Rechteck umschriebene Gebiet und iiberdecke dieses mit einem
kartesischen Gitter der gewiinschten Auflésung. Nun markiert man alle externen Zel-
len (Voxel), die auerhalb des Gebiets liegen, so dass die numerischen Ausdriicke der
Gleichung nur noch auf diesen Gebietszellen definiert sind und ausgewertet werden.
Diese Vorgehensweise und ein fertiges dreidimensionales Gitter werden in den Abbil-
dungen 2.5 und 2.6 gezeigt. Ein wesentlicher Nachteil dieser Methode gegeniiber dem
Vorteil der geringen Kosten ist jedoch die Ungenauigkeit der groben Approximierung
des Gebietsrandes durch lineare, achsenparallele Strecken beziehungsweise Flichen.

Die Tatsache, dass sich komplexe Geometrien nur grob in kartesische Gitter einbetten
lassen, fithrt zu der Uberlegung, kurvilineare Gitter zu verwenden, da deren Strukturen
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kartesisches Gitter

numerisches Gitter

Geometrie des Gebiets

I:I Gebietszelle
- externe Zelle

Abbildung 2.5: Ein kartesisches Gitter mit eingebetteter Geometrie
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Abbildung 2.6: Markierte Zellen (Voxel) betten die Geometrie eines Schiffs in ein kartesi-
sches Gitter ein.

nicht nur linear und auf Achsenparallelitit beschriankt, sondern grundsitzlich in ihrer
rdumlichen Orientierung frei sind und krummlinig sein diirfen. Eine interessante Technik
zur Erzeugung von Gittern, die sich der Gebietsgeometrie anpassen - sogenannter boun-
dary fitted grids - bedient sich der Level-Set-Methode. Eine detailliertere Beschreibung
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der Level-Set-Methode gibt das Kapitel 2.4 auf Seite 25. Diese Technik verfolgt das Ziel,
strukturierte, an Korper mit fast beliebiger Geometrie angepasste Gitter zu erzeugen,
wobei diese Korper durchaus spitze Ecken oder eine Oberfliche mit stark variierender
Kriimmung besitzen diirfen. Fiir diesen Zweck macht die Technik von der Lésung einer
Hamilton-Jacobi-Gleichung Gebrauch, durch die eine Front - die Grenzfliche zwischen
Korper und Gebiet - Stiick fiir Stiick ausgebreitet wird und so zum Aufbau des Gitters
beitragt.

Veranschaulicht man sich nun diese Art der Gittergenerierung in zwei Dimensionen,
indem man sich den Rand der Region, die nicht zum Gebiet gehort, als Kurve v(t =
0) in R? vorstellt, so stimmt die mit der Zeit ¢ voranschreitende Front ~(t) also zum
Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem Rand iiberein. Die Ausbreitung der Front ~(t) mit ¢ > 0
geschieht, indem man jeden Punkt = auf der Kurve v(0) mit der Geschwindigkeit F'(k)
in Abhéngigkeit der Kriimmung () in Richtung der Normalen v fortbewegt. Nun erhélt
man fiir Aquidistante Zeitschritte eine Schar von Kurven

v(iAt), mit Zeitschritt At und i € N,

die den Gebietsrand schalenartig umgeben: die randangepassten Schalen.

Die Punkte auf der Kurve unterliegen der Bewegungsgleichung v - z; = F(k). Be-
trachtet man nun die Geschwindigkeitsfunktion F'(k) = 1 — € x mit einer nichtnegativen
Konstanten €, so ergibt sich, siehe Sethian [46, 47|, fiir die Kriitmmung die Entwicklungs-

gleichung
2

Ki = € Kaa + €K° — K2. (2.1)
Fiir e = 0 wird aus dieser Reaktions-Diffusions-Gleichung eine reine Reaktionsgleichung,
deren Losung schon in endlicher Zeit Singularitdten besitzen kann, wenn die Kriimmung
der Anfangskurve (0) an irgendeiner Stelle negativ ist. Dies hat zur Folge, dass die
sich ausbreitende Front ihre Glattheit verliert und spitze Ecken ausbildet, an denen die
Normale v nicht mehr definiert ist. Die Abbildung 2.7a verdeutlicht dieses Problem.
Wahlt man nun fiir die Konstante € einen Wert > 0, so sorgt der diffusive Anteil € kqq
in Gleichung 2.1 stets fiir die Glattheit der sich ausbreitenden Front (siche auch Abbil-
dung 2.7b). Ein vollstdndiges numerisches Gitter entsteht nun durch die Konstruktion
von transversalen Linien. Dafiir werden anfinglich N Knoten auf dem Rand des Ge-
bietes platziert, um welches ein Gitter erzeugt werden soll. Diese Knoten werden wie
in Abbildung 2.8 mit ihren N Positionen X; = (z;,v;) € R?,i € {1... N} mit jedem
Zeitschritt der Frontausbreitung mit der Geschwindigkeit F'(x) in Richtung der dufe-
ren Normalen v transportiert. Dafiir werden fiir jeden Zeitschritt die N gewohnlichen
Differentialgleichungen

ax;
dt

F(/<e)y,mityzE und i € {1...N}

Vol
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(a) (b)

Abbildung 2.7: (a) Eine sich mit der konstanten Geschwindigkeit 1 ausbreitende Front
mit singuldren Kriimmungen. (b) Eine sich mit der Geschwindigkeit 1 — 0.25 x ausbreitende
Front bleibt stets glatt.

Abbildung 2.8: Erzeugung transversaler Linien durch den Transport von Punkten auf dem
Rand in Normalenrichtung.

gelost. Aufgrund dieses Verfahrens verlaufen die transversalen Linien immer orthogonal
zu den randangepassten Schalen. Jedoch erzielt man mit diesem Verfahren im Allge-
meinen keine zufriedenstellenden Ergebnisse, da sich zum Beispiel bei nichtkonvexem
Gebietsrand 7(0) die transversalen Linien beliebig nahe kommen koénnen und so die
Grofle und auch das Seitenverhéltnis der Gitterzellen entarten. Um numerisch brauchba-
re Gitter produzieren zu kénnen, wird man daher zu weiteren Verfahren greifen miissen,
die die Anordnung der Punkte eines Gitters in dieser Hinsicht nachtréglich verbessern.
In [47] werden diese Verfahren sowie weitere Aspekte dieser Methode beschrieben, Gitter
Zu erzeugen.

Eine mogliche Anwendung fiir kurvilineare Gitter wird in 3.3.1 auf Seite 44 beschrie-
ben.
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2.1.2 Unstrukturierte Gitter

Fin wesentliches Unterscheidungsmerkmal zwischen strukturierten und unstrukturierten
Gittern ist die Tatsache, dass unstrukturierte Gitter keine Nachbarschaftbeziehungen
ihrer Punkte als intrinsische Eigenschaft mit sich fithren (vergleiche Abschnitt 2.1.1 auf
Seite 10). Vielmehr sind spezielle Datenstrukturen zur Speicherung von Nachbarpunkten,
Nachbarelementen und begrenzender Kanten unerlésslich.

Als Beispiel fiir unstrukturierte Gitter sollen hier zwei besondere Klassen von Gittern
vorgestellt werden. Zum einen handelt es sich um Triangulierungen, die hiufig im Zu-
sammenhang mit Finite-Elemente-Methoden und Gebieten mit komplexerer Geometrie
verwendet werden, sowie um quadtrees und octrees.

Triangulierungen

Durch sogenannte Triangulierungen wird das Gebiet in Dreiecke beziehungsweise Te-
traeder zerlegt. Sie entstehen durch eine anfingliche Wahl der Gitterpunkte und dem
Delaunay-Voronoi-Verfahren, welches die Zuordnung von Punkten zu Gitterzellen vor-
nimmt. Ein solches Dreiecksnetz fiir zwei Raumdimensionen ist in Abbildung 2.9 zu

Abbildung 2.9: Ein unstrukturiertes Dreiecksgitter (Triangulierung). In blau: Ein weiterer
Punkt mit Kanten wird hinzugefiigt

sehen. Thr grofler Vorteil gegeniiber strukturierten Gittern ist ihre geometrische Flexi-
bilitéit, das heiflt, durch die geeignete Wahl ihrer Gitterpunkte auf dem durchaus kom-
plexen Gebietsrand entstehen Triangulierungen, die der Randgeometrie beliebig genau
angepasst sein konnen. Ferner besteht die Moglichkeit, mit wenig Aufwand weitere Punk-
te auf dem Gebietsrand oder im Gebiet hinzuzufiigen, um somit die Anpassung an den
Rand oder die Auflsung des Gitters lokal zu verbessern (siche Abbildung 2.9), womit
sich Triangulierungen besonders gut mit adaptiven Algorithmen zusammen verwenden
lassen.
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Quadtrees und octrees

Im Gegensatz zu Triangulierungen besitzen die Gitter der quadtrees (in zwei Dimen-
sionen) und octrees (in drei Dimensionen) eine stérkere innere Struktur, bedingt durch
die Selbstdhnlichkeit und die Hierarchie ihrer Gitterzellen. Wesentliches Merkmal eines
octrees ist die Baumstruktur, die die Beziehungen der Gitterzellen zueinander definiert:
Es gibt genau eine Zelle mit der grobsten Maschenweite; sie wird durch die Wurzel des
Baumes représentiert. Diese Zelle kann - wie grundsétzlich jede Zelle eines octrees - in
vier (bei quadtrees) sowie in acht (bei octrees) Tochterzellen gleichmifig unterteilt sein.
Diese Tochterzellen finden sich in der Baumstruktur als Nachkommen wieder. Eine nicht
weiter unterteilte Zelle nennt man auch Blatt des Baumes oder Blattzelle. Ferner wird
jeder Zelle ein Level zugeordnet, welches Auskunft iiber den Grad der Verfeinerung gibt.
Ausgehend von der Wurzel mit dem Level 0 gilt: Hat eine Zelle ¢ das Level [, dann haben
die Tochterzellen das Level [ + 1. Die Abbildung 2.10 verdeutlicht dieses Prinzip.

_——

L S

Gitter Hierarchie

@@%@
o O O O

Baumstruktur

Abbildung 2.10: Das Gitter eines quadtrees, seine Hierarchie und die Baumstruktur

2.2 Ghost-Cell-lmmersed-Boundary-Methode

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, welche Moglichkeiten fiir die Wahl
der Gitter einer Diskretisierung zur Verfiigung stehen. Dabei wurde deutlich, dass karte-
sische Gitter besonders leicht zu erzeugen und der numerische Algorithmus, der auf dem
Gitter operiert, vergleichsweise einfach zu implementieren sind. Zur Einbettung der Geo-
metrie ist man dabei allerdings auf die grobe und nicht sehr flichentreue Voxelisierung
(siche Abbildung 2.6 auf Seite 14) angewiesen. Mochte man das Gitter der Geometrie
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anpassen, jedoch nicht auf strukturierte Gitter verzichten, so greift man auf boundary
fitted grids zuriick und nimmt die hoheren Kosten der Gittergenerierung kurvilinearer
Gitter und Transformationen der Gleichungen (siche Abschnitt 2.1.1 auf Seite 12) in
Kauf. Eine effiziente Methode, die die geringen Kosten von kartesischen Gittern und
die gute Approximation der Geometrie vereint, beschreiben Tseng und Ferziger in [55]
als ghost cell immersed boundary method (GCIBM). Diese Methode definiert den Rand
beliebiger Geometrien in indirekter Weise, indem sie entsprechende Zellen des Gitters
als Ghostzellen definiert und somit die benttigten Randbedingungen der eingebetteten
Geometrie herstellt.

Die Immersed-Boundary-Methode ist von Peskin [38] eingefiihrt worden, ihre Anwend-
barkeit auf Probleme mit beliebiger Geometrie unter signifikant geringerem Rechenauf-
wand als andere Methoden und ohne Einbufle der numerischen Genauigkeit demonstrie-
ren Fadlun, Verzicco, Orlandi, Mohd-Yusof und Haworth in [23, 42]. Besondere Vorteile
der Methode sind

e geringer Aufwand fiir Speicher und CPU,

e einfache Gittererzeugung; besonders im Vergleich zu kurvilinearen, boundary fitted
grids und Triangulierungen,

e entbehrliche Manipulation einmal erzeugter Gitter selbst bei zeitabhéngiger Geo-
metrie,

e die Moglichkeit, Geometrien mit fast beliebiger Form zu behandeln.

Zur Anwendung der GCIBM miissen zunéchst die entsprechenden Zellen des Gitters
als Ghostzellen identifiziert werden. Dazu definiert man alle Zellenkanten, die vom Rand
der Geometrie geschnitten werden, als immersed boundary, was das Gebiet nun in zwei
Doménen aufteilt: die physische und die Ghostzellen-Doméne. Die Ghostzellen selbst
sind nur diejenigen Zellen der Ghostzellen-Doméne, die an Zellen der physischen Do-
méne angrenzen. Abbildung 2.11 verdeutlicht das Prinzip der Doménen. Das Ziel der
GCIBM ist es nun, die Variablen in den Ghostzellen so zu setzen, dass sie implizit einen
Gebietsrand mit der geforderten Randbedingung definieren.

2.2.1 Dirichlet-Bedingungen

In den Ghostzellen werden die Variablen ¢ in Form von Polynomen ausgedriickt, um dann
an den Ghostzellenpunkten ausgewertet zu werden. Obwohl hchere Polynomgrade eine
hohere Genauigkeit des Verfahrens versprechen, sieht man von der Verwendung von Po-
lynomen héheren Grades ab, da die Freiheitsgrade der Ghostzellen durch Extrapolation
gewonnen werden und Interpolationspolynome hoheren Grades auflerhalb ihrer Stiitz-
stellen zu starken Oszillationen neigen. In der Regel kommen lineare und quadratrische
Polynome zum Einsatz, was die Genauigkeit zweiter Ordnung des Schemas erhlt.
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Abbildung 2.11: Schema einer GCIBM: Die vom Rand einer Geometrie geschnittenen
Kanten (blau) definieren die immersed boundary; sie ordnet jede Gitterzelle der physischen
Domine (O) oder der Ghostzellen-Doméne (M) mit ihren Ghostzellen (H) zu.

Lineare Rekonstruktion

Ein einfacher Weg in zwei Dimensionen besteht darin, ein Dreieck aus den zwei néchs-
ten benachbarten Punkten (x) der Ghostzelle G und dem Punkt O auf dem Rand der
Geometrie zu konstruieren, an dem die Randbedingung erfiillt sein soll (siehe auch Ab-

\Xl
| | X a m]

Abbildung 2.12: Die Variable der Ghostzelle G wird durch lineare Extrapolation mittels
des Dreiecks A(X7, X2, 0) gewonnen.

bildung 2.12). Dabei kann der Punkt O entweder als Mittelpunkt des Geometrierandes
innerhalb der Ghostzelle gewiihlt werden oder so, dass die Gerade GO orthogonal zum
Rand steht. Eine lineare Interpolation ¢ = ag + a1z + agy in zwei Dimensionen er-
moglicht nun die Berechnung des Ghostzellenwertes als gewichtete Kombination seiner
benachbarten Werte in den Knoten X7, Xo und O. Der Koeffizientenvektor a wird nun
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aus
ao $(0)
a=|a | =B | 6(X1) (2.2)
az ?(X2)
gewonnen mit
1 zo yo
B=|1 1 Yi| - (23)
I zo y2

Wesentliche Nachteile ergeben sich jedoch, wenn der Punkt O sehr dicht bei den Punkten
X1 oder X5 liegt, was sich trotz algebraischer Korrektheit in groflen, negativen Koef-
fizienten zeigt und letztendlich das Verfahren numerisch instabil werden lédsst. Abhilfe
schaffen hier zwei Ansétze: In [45] ziechen Majumdar, Taccarino und Durbin an Stelle des
eigentlichen Ghostzellenpunktes G sein Bild I als Interpolationspunkt heran, wobei I
der an dem Geometrierand gespiegelte Punkt G ist. Der Wert des Ghostzellenpunktes
ergibt sich dann aus ¢g = 2¢g — ¢7.

Ein anderer Ansatz eignet sich, falls einer der nichsten Punkte G’ der physikalischen
Doméne so dicht an O liegt, dass OG’ < 0.1Az mit der Zellgrofle Ax, jedoch weit von
den Ghostzellenpunkten entfernt ist. Die Losung dieses Ansatzes besteht nun darin, den
Punkt O zum néchstgelegenen Punkt G’ zu verschieben. Dazu haben Gibou, Fedkiw,
Cheng und Kang [25] gezeigt, dass mit dieser Methode die Poissongleichung auf unre-
gelméBigen Gebieten noch mit einer Genauigkeit zweiter Ordnung gelost werden kann.

Quadratische Rekonstruktion

Die meisten Finite-Volumen-Verfahren zweiter Ordnung nehmen eine quadratische Va-
riation ihrer Variablen in Wandnéhe an. In zwei Dimensionen wird daher die Variable ¢
als

¢ =ag+ arx + ay + a3m2 + aqxy + a5y2

ausgedriickt und ihre sechs Koeffizienten analog zum linearen Fall mittels der fiinf nédchs-
ten Punkte X 5 der physikalischen Doméne und dem Punkt O auf dem Geometrierand
berechnet. Die Matrix B aus Gleichung 2.2 wird nun durch die 6 x 6-Matrix

1 20 yo 2% wzoyo Y2

2 2
g |} vy o2 mn oy (2.4)

ersetzt. Wiederum werden die Ghostzellenknoten entweder direkt ausgewertet oder iiber
ihr Spiegelbild I berechnet.
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2.2.2 Neumann-Bedingungen

Die GCIBM lésst sich ebenfalls mit Neumann-Randbedingungen implementieren. Exem-
plarisch gelten soll als Randbedingung

0¢

S =0 (2.5)

Q

mit der Ableitung von ¢ in Normalenrichtung n

96 00
on _ or " 8yny

Sei 6 der Winkel der Normalen des Geometrierandes im Punkt O gegen die x-Achse
beziehungsweise
" (cos(9)>
~ \sin(9) ) ’

dann kann der Koeffizientenvektor a wieder aus einem Gleichungssystem

ag g%
ar| _ g1 | $ (2.6)
am ¢m

berechnet werden.

Lineare Rekonstruktion
Im linearen Fall lautet die Matrix B
0 —sin(d) cos(#)
B=|1 I U1 . (27)
1 T Yo

Quadratische Rekonstruktion

Im quadratischen Fall lautet die Matrix B

0 —sin(f) cos(d) —2sin(0)zg cos(f)zp —sin(f)yo 2 cos(0)yo
B=|1 x Y1 z? T1Y1 y? . (2.8)
1 T2 Y2 35 T2Y2 Y5
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2.2.3 Ergebnis

Tseng und Ferziger verifizieren in [55] die Genauigkeit und Anwendbarkeit der GCIBM
anhand von Stromungsproblemen sowohl in zwei als auch in drei Dimensionen und er-
zielen damit eine globale Genauigkeit zweiter Ordnung. Dariiber hinaus zeigen sie, dass
die Implementierung der GCIBM in bereits bestehende Simulationsprogramme, die auf
strukturierten, orthogonalen Gittern basieren, mit nur geringem Aufwand durchgefiihrt
werden kann und der Rechenaufwand dieser Methode im Vergleich zu anderen Methoden
mit unstrukturierten boundary fitted grids sehr gering ausfillt.

2.3 Anforderungen an das Gitter

Die Genauigkeit von numerischen Simulationen hingt zum einen von der Ordnung des
verwendeten Verfahrens ab. Eine andere wichtige Rolle aber spielt die Diskretisierung
mit ihrem zugrundeliegenden Gitter. Inwieweit eine Diskretisierung die physikalische
Wirklichkeit wiedergibt, tibermittelt der Diskretisierungsfehler. Die Konstruktion eines
Gitters richtet sich daher nach den geometrischen Figenschaften des zu simulierenden
physikalischen Vorbilds und beriicksichtigt allgemeine Kenntnisse iiber die Lésungen. So
wird das Gitter in Teilen des Gebiets, in denen die Losungen hohe Gradienten besitzen
und stark variieren, eine hohere Punktdichte besitzen als in Regionen, in denen die
Losungen sehr glatt sind.

Diese Arbeit widmet sich ganz besonders der Behandlung von freien Oberfldchen in
Zweiphasenstromungssimulationen. Die wesentlichen Probleme und Herausforderungen
stellen sich dann, wenn die freie Oberflache starke Kriimmungen und feine Strukturen
und Details aufweist. In Bezug auf das Gitter, welches diese besonderen Eigenschaften
adédquat diskretisieren soll, kann das Problem verallgemeinert werden, so dass nicht nur
von freien Oberflichen, sondern umfassender von komplexen Geometrien gesprochen
werden kann. Nun soll im Folgenden erldutert werden, was komplexe Geometrien sind
und welche Anforderungen an ein numerisches Gitter gestellt werden, das fiir numerische
Zwecke mit komplexen Geometrien dienen soll.

2.3.1 Komplexe Geometrien

FEin Objekt besitzt eine komplexe Geometrie, wenn es nicht zu den primitiven Grund-
objekten wie zum Beispiel Wiirfel, Quader, Sphére, Kegel und Tetraeder gehort sowie
nicht aus nur wenigen dieser Objekte zusammengesetzt werden kann. Eine weitere Ei-
genschaft, die komplexe Geometrien aufweisen, sind grofle Skalenunterschiede der vor-
handenen Strukturen. Das bedeutet, dass das Objekt in den d&ufleren Abmessungen grof3
dimensioniert ist, aber dennoch kleine Strukturen mit hoher Detaildichte besitzt. Ferner
ist die Topologie eine Objekts von grofler Bedeutung, so dass ein Objekt aus durch-
aus mehreren oder gar vielen verschiedenen Zusammenhangskomponenten bestehen und
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seine Oberfléche starke Variationen in ihrer Kriimmung aufweisen darf (siche Abbildun-
gen 2.13 und 2.14).

Abbildung 2.13: Geometrisch primitive Objekte: Sphére, Wiirfel, Zylinder

Abbildung 2.14: Der Bonner Bahnhof: ein Beispiel fiir ein Objekt mit komplexer Geome-
trie. Er besitzt grofle duflere Abmessungen und viele kleine Details.

2.3.2 Lokale Verfeinerung

Fiir ein Gitter, das Strukturen mit komplexen Geometrien auflésen soll, muss dessen
Auflésung also fein genug sein, um die Details nicht zu verlieren und die Topologie
der Strukturen nicht zu verédndern (siehe hierzu Abbildung 2.15). Da komplexe Geo-
metrien nicht nur detailreich, sondern auch grof3 in ihren Abmessungen sein koénnen, ist
es ineffizient, auf dem gesamten Gitter, vor allem in detailarmen Regionen, eine hohe
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.

Abbildung 2.15: Bei zu geringer Auflésung wird die Topologie verfilscht, und Details gehen
auf dem Gitter verloren (von oben nach unten): Aus zwei Zusammenhangskomponenten wird
eine, aus einer Zusammenhangskomonente werden zwei, ein Detail verschwindet.

Auflésung zu wéhlen. Dieses Vorgehen wiirde nicht nur den Speicheraufwand, sondern
auch die Laufzeit der auf dem Gitter operierenden, numerischen Algorithmen vergrofiern.

Das Ziel ist es nun, mittels Adaptivitit die Auflosung des Gitters lokal so fein zu
wéhlen, dass mit ihm alle wichtigen Details und Eigenschaften der Geometrien und der
Losungen erfasst und ein stabiles Verhalten der numerischen Algorithmen gewéhrleistet
werden, jedoch in anderen Regionen grob genug, dass die Kosten durch Speicher- und
Laufzeitaufwand nicht unnotig gro8 sind (siehe auch Abbildung 2.16).

2.4 Level-Set-Methode

Die Level-Set-Methode ist seit ihrer Einfiihrung im Jahr 1988 durch Osher und Sethi-
an [48, 36| erfolgreich in vielen Gebieten eingesetzt worden. Sie stellt ein Universalwerk-
zeug dar, deren Anwendungsmoglichkeiten mannigfaltig sind: So wird sie beispielsweise
in der Computergraphik, im Bereich computational geometry und robotic eingesetzt. Im
medizinischen Umfeld benutzt man die Level-Set-Methode zum automatischen Segmen-
tieren von Gebieten in digitalen Rontgenbildern oder von Volumendaten aus Computer-
und Magnetresonanztomographen, so dass ein rechnergestiitztes Auffinden von anato-
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Abbildung 2.16: Ein Beispiel fiir ein adaptives Gitter: Das Gitter ist zu grob, um die
Details der Geometrie aufzulosen (links). Das Gitter ist fein genug fiir die Details, besitzt
aber iiberfliissige Punkte, in denen die Geometrie auch grob beschreibbar ist (rechts). Ein
adaptives Gitter besitzt feine und grobe Gitterzellen (unten).

misch bedeutungsvollen Objekten wie Organen, Knochen, Weichteilen, Tumoren oder
Ahnlichem mdaglich wird. Andere groBe Bereiche sind der Einsatz in der Optimierung
von kiirzesten Wegen oder statischen Tragwerken und in der Simulation von Wellen,
Flammen und sich ausbreitenden Fronten.

2.4.1 Darstellung und Transport von Grenzflachen

Fiir die Simulation von Zweiphasenstromungen wird ein Hilfsmittel bené6tigt, welches
die Zuordnung eines Fluids zu einer der beiden Phasen ermdoglicht. Es gibt sogenann-
te Volume-Tracking-Methoden wie die hiufig eingesetzte Volume-of-Fluid-Methode. Sie
wurde 1979 von Hirt und Nichols [29] entwickelt und kommt in vielen Strémungslésern
zur Zweiphasensimulation zum FEinsatz. Ein anderes Paradigma der Phasentrennung ma-
chen sich dagegen die Surface-Tracking-Methoden zunutze. Sie benutzen Markerpartikel
entlang der Oberfliche, um diese im Gebiet zu definieren. Sehr bekannt geworden ist
die Surface-Marker-Methode von S. Chen, D.B. Johnson und P.E. Raad [16]. Ferner fin-
det die in diesem Abschnitt niher beschriebene Level-Set-Methode zum Verfolgen der
Grenzflache, welche zu den sogenannten Front-Capturing-Methoden gehort, Verwendung
in Zweiphasensimulationen. Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber verschiedene Verfahren
zum Verfolgen von Grenzflachen in Zweiphasenstromungen gibt Croce in Abschnitt 4.1
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in [18]. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Level-Set-Methode zum Gegenstand weiterer
Untersuchungen und Entwicklungen.

2.4.2 Die Level-Set-Funktion

Die Grenzfliche zwischen den Phasen wird bei Level-Set-Methoden als Niveaumenge
einer auf dem gesamten Gebiet definierten, Lipschitz-stetigen Funktion - der Level-Set-
Funktion definiert:

Definition 2.1 [LEVEL-SET-FUNKTION]
Die Level-Set-Funktion ¢ ist auf dem gesamten Gebiet Q definiert und ordnet zu jedem
Zeitpunkt t einem Punkt x € Q) ein Level beziehungsweise eine Kontur zu.

QCR"
$:OAx Rt - R (2.9)
(z,t) — ¢(z,1)

Weitere Erliuterungen bringt der einfacheren Wortwahl halber der Fall Q C R2. Die
Idee ist nun, die Grenzfliche als Kontur {¢ = 0} zum Wert 0 zu verstehen; die sich
zeitlich fortpflanzende Grenzfliche I'(t) wird also aufgefasst als implizit gegeben durch
die Definition:

Definition 2.2 [GRENZFLACHE]
Die Grenzfliche I' zum Zeitpunkt t sei

['(t) :=={z| ¢(x,t) = 0}. (2.10)
Insbesondere gilt also
o(Z(t),t) = 0, fiir alle Z(t) € I'(¢). (2.11)
Nach dem Differenzieren unter Anwendung der Kettenregel erhélt man
¢+ Vo(Z(t), 1) - 7'(t). (2.12)

Die Eigenschaft 2.11 auf der Nullkontur der Level-Set-Funktion ldsst bisher noch viel
Spielraum fiir eine tatséichliche Definition der Funktion auf dem gesamten Gebiet €2 zu.
Damit man eine moglichst glatte Funktion erhélt, die zudem noch die Unterscheidung
zwischen den beiden Seiten der Grenzflache erlaubt, stellt man noch weitere Bedingun-
gen:

Zusétzlich soll die Level-Set-Funktion die Eigenschaft besitzen, auf verschiedenen Sei-
ten von I' ein unterschiedliches Vorzeichen zu haben. In der Praxis wihlt man fiir die
Level-Set-Funktion eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion, das heifit, der Wert der
Funktion entspricht vom Betrag her dem kleinsten Abstand zur Grenzfliche, und das
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Vorzeichen héngt davon ab, ob sich ein Punkt auf der einen oder der anderen Seite der
Grenzfliche befindet. Die Level-Set-Funktion unterliegt daher der sogenannten Eikonal-

gleichung
Vel =1, (2.13)

was die Level-Set-Funktion zu einer Lipschitz-stetigen Funktion macht. Das Prinzip

40

30

Level Set Funktion

Null-Level

Grenzlinie

Abbildung 2.17: Eine Level-Set-Funktion in zwei Dimensionen: Auf der Level-Set-Funktion
(rote Fliche) sind die Konturlinien (blau) zu den Werten (-10, -5, 0, 5, 10) eingezeichnet.
Auf einer Konturlinie haben alle Punkte den gleichen Level-Set-Wert und somit den gleichen
Abstand zu der zu repriisentierenden Grenzfliche/Grenzlinie (hier zwei Kreise), auf der die
Level-Set-Funktion den Wert 0 annimmt (blau markierte Ebene).

der Reprisentation von Grenzflichen mithilfe einer Abstandsfunktion verdeutlichen die
Abbildungen 2.17 und 2.18.

Freie Oberflachen in der Strémungssimulation

Da die im Stromungsgebiet herrschende Stromungsgeschwindigkeit v(x,t) im Allgemei-
nen von 0 verschieden ist, verdndert sich somit auch die Geometrie der Grenzfléche der
Phasen. Unter der Voraussetzung, dass kein Partikel des Fluids von der einen Phase
in die andere wechseln kann, muss die substantielle Ableitung der Level-Set-Funktion
verschwinden.
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Abbildung 2.18: Die Konturen einer Level-Set-Funktion in zwei Dimensionen: Die Grenz-
fliche/Grenzlinie (hier ein Kreis und ein Rechteck) wird durch die Kontur zum Wert 0
definiert. Auf einer Konturlinie haben alle Punkte den gleichen Abstand zur Grenzfli-
che/Grenzlinie.

Definition 2.3 [SUBSTANTIELLE ABLEITUNG]
Sei v(z,t) das Geschwindigkeitsfeld, dann ist die substantielle Ableitung von ¢ wie folgt
definiert:

D 0
EQS = aﬁb +(v-V)o. (2.14)

Daraus folgt eine Gleichung fiir den Transport der Level-Set-Funktion ¢ mit dem
Stromungsfeld v:

D
Di? =0

9 (2.15)
&S —¢p=—(v-V)o.

b= (v V)6

Fiir die Numerik einer Stromungssimulation ist die vorzeichenbehaftete Abstandseigen-
schaft der Level-Set-Funktion von groffler Bedeutung, da nur so die Oberflichenspannung
und die Regularisierung der Fluidparameter korrekt berechnet werden kénnen. Nach dem
Transportschritt 2.15 erfiillt die Level-Set-Funktion im Allgemeinen nicht mehr die Ei-
konalgleichung, so dass die Abstandseigenschaft nun gestort ist. Ziel ist nun, aus der
gestorten Level-Set-Funktion unter Beibehaltung der Nullkontur wieder eine vorzeichen-
behaftete Abstandsfunktion zu generieren. Es gibt zahlreiche Methoden, die dieses Ziel
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verfolgen. Besonders nennenswert sind darunter die Fast-Marching- und Narrow-Band-
Methode von Sethian [48]; sie rekonstruieren die Abstandsfunktion in expliziter Wei-
se unter Verwendung sehr effizienter, auf Bindrbdumen basierender Algorithmen. Eine
andere Methode beruht auf der Beobachtung von J.-M. Morel und wurde von Suss-
man, Smereka und Osher [52] entwickelt. Dieser Ansatz fithrt zur sogenannten Level-
Set-Reinitialisierung.

2.4.3 Level-Set-Reinitialisierung

Definition 2.4 [REINITIALISIERUNG]

Die Reinitialisierung ist ein iterativer Prozess, der schrittweise die Abstandseigenschaft
der gestorten Abstandsfunktion ¢ wiederherstellt. Die Iteration besteht darin, dass An-
fangswertproblem der Gleichung vom Hamilton-Jacobi-Typ

L (e, 7) = sign(9) - (1Vd] 1)

d(x,0) = ¢(x)

(2.16)

bis zu einem Zeitpunkt T = Tepg 2u losen.

Dabei ist die Signumfunktion wie folgt definiert:

1 if$ <0
sign(¢) :=<0 ifgp=0.
+1 if¢>0

Bei dieser Reinitialisierung wird die Funktion d aus Gleichung 2.16 mit der gestorten
Abstandsfunktion ¢ initialisiert und bis zu einem Zeitpunkt Tgtationsr > 0 berechnet, an
dem d stationdr wird (also %d = 0). Es ist leicht ersichtlich, dass d im stationdren Zu-
stand gerade die Eikonalgleichung und somit die Abstandseigenschaft erfiillt, wihrend
die Signumfunktion in Gleichung 2.16 fiir den Informationsfluss von der Grenzfliche aus
in das Gebiet hinein sorgt, die Grenzfliche zu ¢ = 0 jedoch nicht veréindert. Auf die-
se Weise wird d wieder sukzessive an einer Abstandsfunktion ausgerichtet, so dass man
anschlieffend mittels einer Substitution ¢(x) < d(z, Tstationar) Wieder eine neue Abstands-
funktion ¢ erhalt. Eine wichtige Frage jedoch ist die nach dem Zeitpunkt 75,4, an dem die
Losung von Gleichung 2.16 einer Abstandsfunktion hinreichend &hnlich ist. Dabei geniigt
es in der Praxis, die Abstandseigenschaft in einem schmalen Band der Breite 2 € um die
Grenzschicht herum herzustellen. Denn in dem in dieser Arbeit verwendeten Zweipha-
senmodell fiir inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen (siehe Kapitel 5 in [18]) werden
die in einer e-Umgebung der Grenzschicht regularisierte Delta- und Heavyside’sche Ge-
wichtsfunktion zum Einsetzen der iiber die Grenzschicht wechselnden Fluidparameter
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wie Dichte und Viskositéit und der Oberflichenspannung verwendet. Nach der anfingli-
chen globalen Berechnung von |Vd| = 1 zu Beginn einer Simulation wird anschliefSend
nur noch |Vd| =1 fiir das Band |d| < e verlangt.

Gleichung 2.16 in der Form einer Transportgleichung (vergleiche Gleichung 2.15)

Vd

Qd(l’, T) 4 ¢+ Vd = sign(¢) , mit ¢ = sign(qﬁ)w

o (2.17)

zeigt, dass in dieser nichtlinearen Differentialgleichung die Charakteristiken von der Null-
kontur aus in Richtung der Normalen verlaufen, weswegen d zunichst in unmittelbarer
N#he der Grenzschicht die Abstandseigenschaft erhélt. Aufgrund dieses giinstigen Um-
standes werden nur wenige Zeitschritte der Gleichung 2.16 benétigt, um d im Band
|d| < 2e zu reinitialisieren. Die genaue Anzahl der bendtigten Zeitschritte kann daher
eingegrenzt werden, da aus Gleichung 2.17 hervorgeht, dass sich die Information mit der
Geschwindigkeit vom Betrag 1 in beide Richtungen von der Grenzschicht wegbewegt. Es
ergibt sich also fiir die Anzahl der notigen Zeitschritte iter,,,, beziehungsweise fiir die
Endzeit Tg,,4:

itermaz = , mit Zeitschrittweite At

€
At
Tena = €.
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Kapitel 3
Adaptivitat

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines verbesserten Level-Set-Verfahrens von zwei-
phasigen Strémungen, deren freie Oberfliche sowohl topologisch als auch geometrisch
sehr komplex sein kann (zur Beschreibung von komplexen Geometrien siehe Abschnitt
2.3.1). Ferner weist der Abschnitt 2.3.2 auf Seite 24 auf die Moglichkeit der Adaptivi-
tét hin, so dass eine den rdumlichen Eigenschaften des Problems angepasste Diskretisie-
rungsgenauigkeit erreicht werden kann. Es wird aber nicht nur der Diskretisierungsfehler,
sondern auch die Stabilitdt eines Verfahrens von der lokalen Maschenweite beeinflusst.
In Abschnitt 4.1 wird dieser Aspekt in Bezug auf die Numerik der Level-Set-Methode
erlautert. Im Hinblick auf die Erweiterung des Programms NaSt3DGPF sind bereits
die Vorziige von strukturierten und insbesondere kartesischen Gittern genannt worden.
Dieses Kapitel stellt nun géngige adaptive Techniken vor, die auf strukturierten bezie-
hungsweise kartesischen Gittern basieren und sich prinzipiell als Erweiterungslosung in
NaSt3DGPF integrieren lassen.

Je nachdem, welche Art von Gitter in einer Diskretisierung Verwendung findet, gibt
es viele Methoden, einer Diskretisierung die gewiinschte Adaptivitdt zu verleihen. Im
Falle von Triangulierungen geschieht dies durch das Hinzufiigen von Knoten und Kan-
ten, so dass einzelne Dreiecke gezielt in mehrere zerlegt werden. Bei kartesischen Gittern
werden in der Regel zusétzliche Freiheitsgrade an kanonischen Positionen in fest definier-
ten Abstinden zu den Grobgitterpunkten eingefiigt, wodurch das Gitter nun zu einem
unstrukturierten Gitter - etwa einem octree - wird. Ein unerwiinschter Effekt bei Adap-
tivitdt ist im Allgemeinen die Entstehung sogenannter héngender Knoten. Durch diese
wird das Gleichgewicht von Freiheitsgraden im Gitter und daher auch die Konsistenz
lokal gestort.

Definition 3.1 [HANGENDER KNOTEN]

Ein hingender Knoten ist ein Freiheitsgrad, der einer Ecke einer Gitterzelle, nicht aber
einer Ecke einer der anliegenden Gitterzellen angehort. Ein hdngender Knoten verur-
sacht ein Ungleichgewicht zwischen Zellen und Freiheitsgraden eines Gitters und stort
somit lokal dessen Konsistenz.

Ein Beispiel fiir hingende Knoten zeigt die Abbildung 3.1. Abbildung 3.2 macht deut-
lich, dass es im Falle von Triangulierungen durch Einfiigen von weiteren Kanten mog-
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Abbildung 3.1: Hingende Knoten (blau) in einem triangulierten und einem kartesischen
Gitter.

Abbildung 3.2: Knoten (blau) werden einer Triangulierung hinzugefiigt (links). Diese teilen
die Kante eines Dreiecks und werden somit zu hingenden Knoten. Durch Hinzufiigen weiterer
Kanten (gestrichelte Linien) werden korrospondierende Dreiecke unterteilt, so dass nun jedes
Dreieck genau drei Knoten in seinen Eckpunkten besitzt.

lich ist, hdingende Knoten zu eliminieren. Die Numerik von NaSt3DGPF basiert auf
der Finite-Differenzen-Methode und operiert daher auf strukturierten kartesischen Git-
tern. Fir die Erweiterung des bestehenden NaSt3DGPF-Programms im Hinblick auf
Adaptivitdt soll daher verstiarkt auf kartesische Gitter geachtet werden. In den folgen-
den Abschnitten wird daher nicht mehr auf Triangulierungen eingegangen. Im Gegen-
satz zum oben geschilderten Fall bei Triangulierungen koénnen jedoch hdngende Knoten
auf unstrukturierten kartesischen Gittern nicht beseitigt werden. Ein Verfahren mit oc-
trees bedarf daher einer besonderen Behandlung von héngenden Knoten. Abschnitt 3.2
schildert die Kompensation des von héngenden Knoten verursachten Ungleichgewichts
zwischen Gitterzellen und Freiheitsgraden durch spezielle Interpolationsverfahren. Zwei
weitere bekannte Verfahren mit adaptivem Charakter sind die Mehrgitter- und Gebiets-
zerlegungsmethoden. Sie erlauben die Diskretisierung mithilfe strukturierter Gitterkom-
ponenten und umgehen somit das fiir octrees typische Problem mit den hingenden Kno-
ten.

Eine der zentralen Fragen im Zusammenhang mit Adaptivitédt ist die Frage nach ei-
nem geeigneten Verfeinerungskriterium, welches die Information dariiber gibt, an welcher
Stelle im Gitter eine Verfeinerung stattfinden soll. Fiir die Behandlung von freien Ober-
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flichen ist es sinnvoll, in der Nihe dieser fein aufzulésen. Wird zudem die Oberfliche
durch eine Abstandsfunktion beschrieben, wie bei Level-Set-Methoden iiblich, so wird
in den Bereichen des Gebiets verfeinert, an denen die Level-Set-Funktion vom Betrag
her kleiner ist als ein bestimmter Grenzwert - die Bandbreite (siehe Abbildung 3.3a).
Eine konkrete Wahl fiir ein geeignetes Verfeinerungskriterium wird in Abschnitt 4.2.1

jd(@)] < e
/
~ - 7
~ T
| 1+
[~
() (b)

Abbildung 3.3: (a) Die Abstandsfunktion d der freien Oberfléiche definiert ein schmales
Band der Breite 2¢, in dem die Verfeinerung stattfinden soll. (b) Eine Verfeinerung mit
octrees: Die grobsten Zellen bilden jeweils die Wurzel eines octrees mit dem Level 0. Die
feinsten Zellen haben das Level 2.

erarbeitet.

3.1 Verfahren mit octrees

Ein erster Ansatz zur lokalen Verfeinerung der kartesischen Gitter basiert auf soge-
nannten octrees in drei sowie quadtrees in zwei Dimensionen (zur Definition siehe Ab-
schnitt 2.1.2 auf Seite 18). Die Vorgehensweise ist einfach: Jede Blattzelle, deren Verfei-
nerungslevel noch nicht dem maximalen Level entspricht, wird verfeinert, wenn fiir sie
das Verfeinerungskriterium erfiillt ist. Es lassen sich aber nicht nur freie Oberflichen in
Stromungssimulationen, sondern auch allgemein geometrische Strukturen wie Gebiets-
rander oder Stromungshindernisse mit octrees approximieren. Ein beliebtes Mittel zur
Generierung solcher Strukturen ist die im Folgenden vorgestellte constructive solid geo-
metry.

3.1.1 Geometrieerzeugung mit constructive solid geometry

Zur Definition von geometrischen Daten bedient man sich in der Computergraphik und
im Bereich computer aided design (CAD) der Modellierung mittels constructive so-
lid geometry (CSG, Konstruktive Festkorpergeometrie). Diese Methode erlaubt es dem
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Anwender, aus primitiven Objekten (vergleiche Abbildung 2.13 auf Seite 24) durch
mengentheoretische Operationen neue Objekte mit komplexerer Geometrie zu erzeu-
gen. Als Operationen stehen dabei Vereinigung, Schnitt und Differenz zur Verfiigung.
Abbildung 3.4a zeigt das Funktionsprinzip von CSG.

]
7[

(a)

(b)

Abbildung 3.4: (a) Die primitiven Objekte Wiirfel und Sphiire werden durch eine ein-
malige CSG-Operation zu neuen Objekten transformiert. Oben Vereinigung, links Differenz
und rechts Schnitt. (b) Gitter mit Octree-Struktur approximieren den Rand eines CSG-
Konstruktes (Rechteck vereinigt mit Sphére) in zwei Dimensionen.

3.1.2 Approximation von Oberflachen mit octrees

Nun soll getestet werden, wie gut sich Gitter mit Octree-Struktur dazu eignen, die De-
tails der Geometrie von Oberflichen zu diskretisieren. Dazu sei noch einmal festgestellt,
dass das Gitter die Oberfliche sehr fein, das {ibrige Gebiet jedoch nur grob diskretisieren
soll. Ein einfaches, daraus abgeleitetes Verfeinerungskriterium kénnte daher lauten: Jede
Blattzelle, deren Level noch nicht dem maximalen Level entspricht, wiirde verfeinert,
wenn sie sowohl Tochterzellen auf der einen als auch auf der anderen Seite der Fli-
che beséfle. Das heifit, eine Verfeinerung einer Zelle findet genau dann statt, wenn ihre
Tochterzellen die Oberfliche besser aufzulésen vermogen als die nicht verfeinerte Zelle
selbst. Abbildung 3.4b zeigt ein zweidimensionales Beispiel. Eine reale Implementierung
der CSG-Methode zur Konstruktion von Gittern mittels octrees in drei Dimensionen
wurde anhand einiger CSG-Konstrukte getestet. Die Abbildung 3.5 zeigt Schnitte durch
dreidimensionale octrees, die mit dem oben genannten Algorithmus den Rand der CSG-
Objekte stellvertretend fiir eine komplexe freie Oberfliche approximieren.

3.1.3 Fully threaded trees

Fiir einen numerischen Algorithmus ist es notwendig, zu einer gegebenen Gitterzelle ih-
re Nachbarschaftsbeziehungen zu kennen. Das bedeutet, dass wihrend einer Rechnung
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il

(a) (b)

Abbildung 3.5: Kartesische Gitter werden mit octrees verfeinert, so dass sie den Rand von
CSG-Objekten approximieren. In Bild (a): Eine Sphére. Bild (b): Ein Quader, aus dem ein
Zylinder ausgeschnitten wurde. Zu sehen sind jeweils die Gitterzellen eines octrees, aus dem
die vordersten 40% ausgeblendet wurden; der Rand der Geometrie wurde der Ubersichtlich-
keit halber nicht dargestellt.

héufig auf direkte Nachbarzellen, die Mutterzelle oder die Tochterzellen zugegriffen wird.
Zum Zweck einer effizienten Implementierung von octrees ist es das Ziel, diese Zugriffe
in moglichst kurzer Zeit zu gewéhrleisten. Da die Konnektivitdten in einer gewdohnli-
chen Baumstruktur nur zwischen Tochter- und Mutterzelle verlaufen (vergleiche Abbil-

b

Abbildung 3.6: Nachbarschaftsbeziehungen (blaue Pfeile) und direkte Konnektivitiit
(schwarze Linien) in einem bindren Baum in einer Dimension (analog quadtrees/octrees
in zwei/drei Dimensionen): Damit die Zellen 2 und 4 ihre Nachbarn erreichen, muss der
Baum iiber ein Level traversiert werden. Zelle 5 findet ihren Nachbarn 3 nur iiber zwei Level
hinweg.

dung 3.6), muss der Baum zum Auffinden von Nachbarn iiber mehrere Level traversiert
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werden. Im schlimmsten Fall erreicht der Suchvorgang sogar die Baumwurzel. Im Mittel
jedoch gibt Khokhlov in [33] die Anzahl der zu traversierenden Level mit ~2 an. Um
einer Entartung des Baumes entgegenzuwirken, wird haufig die Irregularitit - das ist die
Differenz der Level benachbarter Zellen - auf 1 beschriankt. Das heifit, fiir zwei Zellen ¢
und j, die iiber ihre Kanten oder diagonal benachbart sind, soll |I(i) — I(j)] < 1 mit I(7)
Level von i gelten. Obwohl diese Einschrinkungen nicht von fundamentaler Notwendig-
keit sind, erleichtern sie die Berechnung von Differenzenoperatoren, wie beispielsweise
V4 als Diskretisierung von V, erheblich (siche Abschnitt 3.2 auf Seite 40). Aus Griinden
der Effizienz werden herkémmliche quadtrees und octrees im Allgemeinen nicht fiir nu-
merische Zwecke eingesetzt. Finen anderen Ansatz bieten dagegen fully threaded trees
(FTT), wie sie Khokhlov in [33] beschreibt: Wie schon im Fall von strukturierten karte-
sischen Gittern ist das Rechengebiet im Allgemeinen wieder ein Quader. Exemplarisch
wird jedoch davon ausgegangen, dass dieser Quader im Besonderen ein Wiirfel der Kan-
tenldnge L ist; dies ist keine Einschrinkung, da sich das Prinzip der FTT analog auf
quaderformige Gebiete erweitern ldasst. Das gesamte Gebiet wird nun mit der Wurzel des
FTT identifiziert und in Zellen unterschiedlicher Grofie %, %, %, ceey %n%l,.r von L unterteilt
mit dem hochsten Level l,,4,. Damit ein numerischer Algorithmus nun effizient arbeiten
kann, sollten zu jeder Zelle i folgende Informationen einfach und schnell zugénglich sein:

Lv(i) — das Level der Zelle
S(i) — true/ false: Zelle ist verfeinert oder ein Blatt
P(i) — Zeiger auf die Mutterzelle
Ch(i,j) — Zeiger auf die Tochterzellen j =1,...,8 (3.1)
Nb(i,j) — Zeiger auf die Nachbarn j =1,...,6
D(i) — die eigentlichen Nutzdaten
r(i) — der Ortsvektor des Zellmittelpunktes

Bestimmt durch das Level Lv(i) ergibt sich fiir die Ausdehnung der Zelle i: A; =
2~ Lv() [, Ferner ist zu beachten, dass die Nachbarschaftsbeziehungen von Zellen nicht
symmetrisch sind; so hat in Abbildung 3.6 die Zelle 5 die Zelle 3 zum Nachbarn, die
Zelle 3 jedoch hat Zelle 2 als Nachbarn. Anders formuliert soll gelten: Der j-te Nach-
bar von i hat entweder dieselbe Gréfle wie i, Ayy; ;) = Ay, oder ist zweimal so grofi,
Anp(i,j) = 2A;. Im ersten Fall ist die Zelle j ein Blatt oder eine verfeinerte Zelle, im letz-
teren Fall kann j lediglich eine Blattzelle sein. Die konkrete Implementierung eines FTT
konnte nun zu jeder Zelle neben den Nutzdaten auch alle Zeiger, Koordinaten und flags
speichern geméf} obenstehender Liste 3.1, was einem unvertretbar groflen Overhead von
18 words! entspriiche. Ferner kann ein so konstruierter Baum nicht im Parallelbetrieb

! Die Bezeichnung word steht hier fiir einen nicht niher definierten Speicherbedarf — in der Regel jedoch
4 byte. Der exakte Speicherbedarf ist abhéngig von Hardware, Betriebssystem, Programmiersprache
und Compiler.
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modifiziert werden, da Nachbarn einer Zelle wiederum Zeiger auf diese Zelle enthalten
und beim Entfernen der Zelle umgebogen werden miissten. Grundsétzlich sind vom Ent-
fernen einer Zelle auch immer andere Zellen mitbetroffen. Ein Konflikt tritt vor allem auf,
sobald zeitgleich zwei benachbarte Zellen aus dem Baum entfernt oder erzeugt werden.
Im Parallelbetrieb ist man jedoch vor derartigen Konflikten nicht geschiitzt.

Eine auch fiir parallele Algorithmen geeignete laufzeit- und speichereffiziente Imple-
mentierung von FTT stiitzt sich auf folgende drei Beobachtungen:

1. Wenn eine Zelle verfeinert wird, so werden ihre acht Tochterzellen simultan erzeugt.
Sie kénnen daher zusammenhéngend im Speicher abgelegt und iiber einen einzigen
(anstatt acht) Zeiger referenziert werden.

2. Da alle acht Tochterzellen (Geschwister) zusammenhéngend abgespeichert werden,
sind ihre Nachbarschaftsbeziehungen implizit bekannt, und es miissen keine weite-
ren Zeiger zwischen Geschwistern gespeichert werden.

3. Nachbarzellen sind entweder Geschwister oder Tochterzellen eines Nachbarn der
Mutterzelle. Es gibt nur eine begrenzte Anzahl an Nachbarschaftsbeziehungen zwi-
schen Geschwistern von benachbarten Mutterzellen. Daher kann ein Nachbar einer
Tochterzelle ohne Suche unter den Tochterzellen des Nachbarn gefunden werden.

Die FTT-Struktur, wie sie fiir diese Arbeit implementiert wurde, zeigt Abbildung 3.7
an einem zweidimensionalen Beispiel. Alle acht Tochterzellen sind zu einem sogenann-
ten oct gruppiert, welcher neben den acht Zellen noch weitere, diesen Zellen gemeine
Informationen beinhaltet: einen Zeiger P auf die Mutterzelle, das Level Lv des octs, den
Ortsvektor r der Mutterzelle und ein array OctNb(6) mit Zeigern auf die Mutterzellen
von benachbarten octs. Diese Implementierung benétigt 17 words pro oct beziehungs-
weise maximal drei words pro Zelle an Speicherplatz und reduziert den Mehraufwand
damit signifikant. Dank dieser Struktur befindet sich die Hélfte aller Nachbarn einer
Zelle im selben oct. Die iibrigen Nachbarn erreicht man nun iiber benachbarte octs der
Mutterzelle, deren Zeiger der oct selbst vorhélt und indem lediglich eine Addition oder
Subtraktion eines Index vorgenommen werden muss, um schliefllich den gewiinschten
Nachbarn aufzusuchen. Daher beléduft sich die durchschnittliche Anzahl der zu traver-
sierenden Level wiahrend einer Nachbarsuche auf ~ %; das ist um den Faktor 4 besser
als bei herk6mmlichen octrees im Durchschnitt. Ferner wird aus Abbildung 3.7 deutlich,
warum diese besondere Art der Implementierung eines FTT den problemlosen Einsatz
von parallelen Algorithmen ermdglicht. Durch einfaches Loschen des assoziierten octs,
auf den OctCh (in der zweidimensionalen Abbildung BinCh) zeigt, und durch Setzen
des Wertes nil fiir diesen Zeiger, kann auf einfache Weise eine verfeinerte Zelle wieder
vergrobert werden. Es fallen keine weiteren Anderungen an anderen Zellen oder octs
an. Ahnlich einfach ist das Verfeinern einer Zelle, indem ein neuer oct erzeugt und sein

array OctNb(6) (BinNb(2) in der zweidimensionalen Abbildung) mit den Zeigern auf
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Cell1

D(1)

BinCh

Bin1l

P Cell2| | Cell3
Lv
r

BinNb(2)| | BinCh | | BinCh

D(2) D(3)

Bin 2

P Cell4| | Cell5
Lv
r

BinNb(2)| | BinCh| | BinCh
[

Abbildung 3.7: Der zweidimensionale Beispielbaum aus Abbildung 3.6 als FTT implemen-
tiert: Die Tochterzellen werden zu einem bin (oct in drei Dimensionen) gebiindelt. Jeder bin
speichert zusétzlich einen Zeiger P auf die Mutterzelle, das Level Lv des bins, den Orts-
vektor r der Mutterzelle und zwei Zeiger (sechs in drei Dimensionen) auf Mutterzellen von
benachbarten bins im array BinNb(2).

D(4) D(5)

Nachbarn der zu verfeinernden Zelle initialisiert wird. Wiederum sind in keiner anderen
Zelle oder keinem weiteren oct Anderungen vorzunehmen.

3.2 Numerik auf octrees

Abhéngig von der Wahl des Gitters miissen nun die zu berechnenden Gréfien und die
Operatoren der Gleichung auf diesem Gitter dargestellt werden. Zunéchst ist es Ziel die-
ser Arbeit, den Level-Set-Algorithmus, wie er bereits in NaSt3DGPF auf kartesischen
Gittern implementiert ist, so zu erweitern, dass aus ihm eine Version fiir adaptive Gitter
wird. So wird die Level-Set-Funktion weiterhin als in den Zellenmittelpunkten lokali-
siert angenommen. Genauer heiffit das im Fall von octrees, dass jede Blattzelle in ihrem
Mittelpunkt einen Wert der Level-Set-Funktion speichert. Als Operator gilt es nun den
Gradienten der Level-Set-Funktion Vd zu diskretitisieren, wobei nun erstmals die Proble-
me von hingenden Knoten (siehe Definition auf Seite 33) deutlich werden: In Bezug auf
Nachbarschaftsbeziehungen der Freiheitsgrade fehlen den Knoten, deren Nachbarn keine
Blétter sind oder auf einem geringeren Level stehen, korrespondierende Nachbarn (siehe
auch Abbildung 3.8). Dadurch wird insbesondere die Auswertung von Differenzenster-
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Na

(a) (b) (c)

Abbildung 3.8: Es sind drei Fille bei der Berechnung des Gradienten zu unterscheiden:
(a) Zellen auf gleichem Level. (b) Fein-grob-Grenze. (¢) Grob-fein-Grenze.

nen erschwert. Zu diesem Problem gibt Popinet in [39] eine Methode zur konsistenten
Interpolation von V¢ auf hingenden Knoten in octrees an: Es sei angenommen, dass der
Gradient als lineare Funktion von ¢ in den Zellenmittelpunkten

Vap = aqp + Ba

mit den Konstanten a und 3 dargestellt werden kann, wobei die Funktionen o« und 3 in
¢ der anliegenden Zellen linear sind. Nun miissen drei Fille unterschieden werden (ver-
gleiche Abbildung 3.8). Falls der Nachbar N einer Zelle in Richtung d dasselbe Level hat

und ein Blatt ist, ergibt sich fiir V¢ = @ mit ¢4 als Wert von ¢ im Mittelpunkt von

Ngy. Mit obenstehender Notation ergibt sich ag = —% und Gy = %. Wie die Situation
° °
(ME] @3 QG E(Fd o [?J.d
° °
NLd Vd¢ Nd NLG
6®
C
Oq57 o
o
Na

Abbildung 3.9: Eine Interpolarion zweiter Ordnung fiir die Berechnung des Gradients an
einem Fein-grob-Ubergang.

fiir den Fall aussieht, dass Ay auf niedrigerem Level steht (vergleiche Abbildung 3.8b),
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zeigt die Abbildung 3.9. Um die Genauigkeit der Ordnung 2 beizubehalten, wird nun
eine Drei-Punkt-Interpolation durchgefiihrt, indem Vg¢ mittels einer durch ¢g, ¢ und
entweder ¢7 oder gbd verlaufenden Parabel approximiert wird. Aufgrund der vorgeschrie-
benen Beschrinkung der Irregularitit von octrees hat Nd dasselbe Level wie C. Falls Nd
ein Blatt ist, erhélt man fiir Vy¢

hVa¢ = —g - % + 5% (32)
wobei der Wert ggd im Mittelpunkt von ./Vd benutzt worden ist. Falls /\A/'d jedoch kein Blatt
ist, wird ein interpolierter Wert ¢ in J\Afd durch Mittelung der Werte seiner Tochterzellen
konstruiert, die an C angrenzen (durch o in Abbildung 3.9 gekennzeichnet). Dann ist der
Gradient gegeben durch

2 8 14
hV 49 = *géf) - ?7¢7 + ?7¢6 . (3.3)

Es bleibt noch die Aufgabe, den Wert ¢g zu ermitteln: Dieser muss durch ¢4 und Werte
in senkrechter Richtung zu d benachbarter Zellen /| 4 und NV 4 interpoliert werden. N/ 4
und N |4 haben wegen der beschrinkten Irregularitit dasselbe Level wie die Zelle Nj.
Sind diese jedoch keine Blattzellen, ergeben sich ¢3 und ¢4, indem wieder Mittelungen
der durch e in Abbildung 3.9 gekennzeichneten Werte vorgenommen werden. Folgende
Félle resultieren:

By~ Sbia+ Séia falls Nigund N4 Blitter sind
Shg— fbia+ Sds  falls Npg ein Blatt ist

ba— 24+ Ld1a falls V| 4 ein Blatt ist

Soa— sda+ 203 in allen anderen Fillen

b6 = (3.4)

Wie oben erwihnt, kann Vg ¢ als lineare Funktion von ¢ beschrieben werden; die ent-
sprechenden Werte oy und (5 ergeben sich dann aus 3.2, 3.3 und 3.4. Im dritten Fall
hat die Nachbarzelle N dasselbe Level wie C, ist jedoch keine Blattzelle (vergleiche
Abbildung 3.8.c). Der Gradient wird in diesem Falle einfach als negatives Mittel der
Gradienten berechnet, die durch die an die Zelle C angrenzenden Tochterzellen von Ny
erzeugt werden. Wiederum werden diese Gradienten durch die schon im vorherigen Fall
angewendete Interpolationsmethode gewonnen. Eine Erweiterung dieses Schemas auf drei
Dimensionen geschieht analog zur oben beschriebenen Methode fiir zwei Dimensionen.

3.3 Mehrgitter

Das vorhergehende Kapitel hat die Verwendung von adaptiven Gittern zur addquaten
Auflésung detaillierter Strukturen motiviert. Die Suche nach konkreten Diskretisierungen

42



3.3 Mehrgitter

beziehungsweise Verfahren und Methoden, die adaptiven Charakter haben, fithrt unter
anderem zu den sogenannten Mehrgittermethoden. Sie erlauben das effiziente Losen
von Gleichungssystemen auch auf sehr fein aufgelosten Gittern (zum Beispiel O(N)
fiir das Poisson-Problem in zwei Dimensionen mit der Anzahl N an Freiheitsgraden).
Ferner ist die Mehrgittermethode kompatibel mit adaptiver Gitterverfeinerung, indem
das Gebiet von einer Hierarchie von Gittern unterschiedlicher Maschenweite iiberdeckt
wird (siehe Abbildung 3.10). Brandt [9, 10] hat aufgrund dieser Idee die sogenannte

Abbildung 3.10: Eine Gitterhierarchie: Die ersten drei Gitter (von links) haben unter-
schiedliche Maschenweiten. Ein feineres Gitter deckt nur einen kleinen Teil des néichst gro-
beren Gitters ab. Zusammengesetzt ergeben sie das adptive Gitter (rechts).

multilevel adaptive technique (MLAT) eingefiihrt. An dieser Stelle sollen die Grundziige
eines Mehrgitterverfahrens kurz vorgestellt werden (siehe auch Trottenberg, Oosterlee
und Schiiller [56] sowie Stiiben [32]): Aus der Beobachtung, dass herkémmliche iterative
Gleichungsloser den Fehler zwar nach wenigen Iterationen stark glétten, diesen aber nicht
wesentlich verringern, resultiert das Glédttungsprinzip: Viele iterative Gleichungsléser
haben einen starken Gléattungseffekt auf den Fehler.

Das zweite Prinzip ist das Grobgitterprinzip: Ein glatter Fehler kann auch auf einem
groben Gitter gut approximiert werden. Eine Grobgitterprozedur verursacht substantiell
weniger Kosten als eine Feingitterprozedur.

Da dieses Prinzip nicht nur fiir Fehler, sondern auch fiir Korrekturgréfien wie Defekt
und Korrektor gilt, spricht man auch vom Prinzip der Grobgitterkorrektur.

Neben einem iterativen Loser, der als Glétter dient, gibt es noch einen exakten Loser
und die Transferoperatoren als Hauptkomponenten eines Mehrgitteralgorithmus. Letz-
tere transferieren den Defekt vom feinen aufs grobere Gitter — die Restriktion — be-
ziehungsweise den Korrektor vom groberen aufs feine Gitter — die Interpolation. Ein
Mehrgitteralgorithmus arbeitet nun wie folgt: Zu Losen sei das lineare Problem auf dem
feinen Gitter mit Maschenweite h

Lyup = fi

mit dem linearen Operator Ly, der Losung up und der rechten Seite fj,. Wenige Itera-
tionen eines Losers gliatten den Fehler und liefern eine glatte Approximation 4y an die
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Losung uy,. Der Defekt
dp = fn — Lplp

wird auf das néchst grobere Gitter transferiert
dy = IHd,.

Nun wird das neue System
Lytg =dy

auf dem groben Gitter gelost. Dies geschieht entweder mit einem exakten Loser oder
rekursiv mit dem Mehrgitteralgorithmus. Der gewonnene Korrektor vz kann nun mittels
Interpolation auf das feinere Gitter iibertragen werden

o = Ihoy
und dort zu einer Korrektur
Uy, «— Up + O,
beitragen. Anschliefend wird ein zweites Mal der Glatter auf

Lyt = f

angewendet. Eine Formulierung dieses Algorithmus in Pseudo-Code zeigt Algorithmus 1.
Fiir eine detaillierte Beschreibung zur Entwicklung von Mehrgitteralgorithmen siehe
Brandt [11].

3.3.1 Mehrgitter auf composite grids

Das vorhergehende Grundlagenkapitel stellt die wichtigsten Arten von Gittern vor und
zeigt die Vorteile von strukturierten Gittern, die im Wesentlichen in der kostengiins-
tigen Gittergenerierung und der einfachen Implementierung numerischer Algorithmen
auf diesen Gittern liegen (vergleiche Abschnitt 2.1.1 auf Seite 10). Andererseits bieten
unstrukturierte Gitter die grofite Flexibilitdt im Umgang mit der Geometrie, da ihre
Freiheitsgrade fast beliebig auf dem Rand der Geometrie positioniert werden kénnen.
Eine Moglichkeit, die Vorteile strukturierter Gitter auch im Fall beliebiger Geometrien,
wie sie auch bei freien Oberflichen von Strémungssimulationen vorkommen, nutzen zu
konnen, besteht darin, das globale Gitter lokal aus einzelnen, strukturierten Gitterkom-
ponenten zu einem sogenannten composite grid zusammenzusetzen. Abbildung 3.11 zeigt
ein composite grid, bestehend aus einem Hauptgitter und einer der Geometrie angepass-
ten Gitterkomponente. Im Fall von zeitabhéngigen Geometrien beschréinken sich erneute
Anpassungen des Gitters eventuell auf einzelne lokale Gitterkomponenten - im einfachs-
ten Fall Translationen, Rotationen und Skalierungen - und lassen den globalen Teil des
Gitters unbeeinflusst.
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Algorithmus : MGC(Ay,, vn, fn, 1, V1, V%)
Input : Operator Ay, Startwert v;,, Rechte Seite fy, Level I, v!, v
Output : vy ~ A}_Llfh

R = ||fn — Apvn|
while R > e do solange keine Konvergenz erreicht

2

if | = lnin then [ ist das grobste Level

| v = AL s /* Lose direkt x/

else
op = (SYY (Ap, vn, fa); /* Glatte v! mal mit S* %/
dp = (frn — Apvp); /* Berechne den Defekt */
fon = I}%hdh; /* Restriktion von d; als rechte Seite */
MGC (Asy,, vaop, fon, I +1, Vl, v?)
vy, = vy + Iélhv%; /* Feingitterkorrektur */
op = (D)7 (Ap, vn, fn); /* Glatte v? mal mit S2 */

L R=|fn — Apuall

Algorithmus 1 : Ein Multigrid-V-Zyklus

e
Sy

Abbildung 3.11: Ein composite grid mit einer strukturierten, kurvilinearen Gitterkompo-
nente (blau). Die Freiheitsgrade des Hauptgitters in der Uberlappregion sind mit e markiert.

Die Losung verschiedener partieller Differentialgleichungen auf composite grids haben
u.a. Starius [50, 51], Kreiss [35], Reyna [43], Atta und Vadyak [19], Benek et al. [30],
Henshaw [27] and Berger [5] untersucht, wihrend Chesshire [17] ein auf composite grids
basierendes Programm zur Gittergenerierung (CMPGRD) entwickelt hat. Im Folgenden
soll nun anhand eines Modellproblems eine Mehrgittermethode zur Losung von ellipti-
schen partiellen Differentialgleichungen, wie sie in Henshaw und Chesshire [28] beschrie-
ben wird, vorgestellt werden.

Zu l6sen sei das folgende
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Modellproblem 3.1:

0%u 0%u 0%u ou ou
Lu::cqutcxya D +yy82+cxa +cy8 +ccu = fin Q, (3.5)
Bu = b, g +b g + beu = g auf 0 (3.6)

in zwei Dimensionen.

Diskretisierung

Die Diskretisierung besteht nun darin, ein Gitter zu erzeugen, das sich aus einem oder
mehreren strukturierten Gittern - den Gitterkomponenten - zusammensetzt. Dabei ist
darauf zu achten, dass sich die Gitter an ihren Réndern iiberlappen (vergleiche Ab-
bildung 3.11). Obwohl nun einige Punkte in den Uberlappregionen verworfen werden,
betrachtet man jede Gitterkomponente fiir sich als logisch rechteckig. Dabei kann jeder
Punkt einer Gitterkomponente einem der folgenden vier Typen zugeordnet werden:

1. ein innerer Punkt, an dem die Gleichung 3.5 angewendet wird,

2. ein Randpunkt, der 9 zugeordnet ist und an dem die Randbedingung 3.6 zu
erfiillen ist,

3. ein Punkt, an dem die Losung mittels Interpolation an die Lésung anderer Gitter-
komponenten gekoppelt ist; die Menge dieser Punkte wird auch Interpolationsrand
genannt,

4. ein verworfener Punkt in einer Uberlappregion.

Unter vielen Moglichkeiten, eine diskrete Approximierung an die Gleichung 3.5 mit ihrer
Randbedingung 3.6 zu finden, wihlen Henshaw und Chesshire die Abbildungsmethode
und gehen wie folgt vor: Jede Gitterkomponente ist gerade so konstruiert, dass sie mit
einer glatten Abbildung auf das Einheitsquadrat mit den Koordinaten (r, s) abgebildet
werden kann, was zu einer Transformation der Gleichungen 3.5 und 3.6 fiithrt:

Lu:=c 32u+ & +c a2u+c%Jrc—qucu—fimQ
7”7”8 2 T’Sa a SS 882 T‘ar Sas C - 9
Bu = b2 4 5.9% b = g auf 00
or 0s

In diesen Gleichungen hiangen die Koeffizienten von den Ableitungen der Abbildung zwi-
schen den Gittern ab. Nun kann die Losung einer partiellen Differentialgleichung auf
einem composite grid als die Losung von Gleichungen auf einer Sequenz von Einheits-
quadraten betrachtet werden. Dazu miissen die Losungen auf den einzelnen Quadraten
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mittels Interpolation auf dem Interpolationsrand gekoppelt werden. Die diskrete Losung
am Punkt (7,7) auf dem Gitter & heifle vy(7, ). So folgen diskrete Approximationen
an 3.5 und 3.6 in der Form

Lyvi = fr, (3.7)
Brvg = gg.

Ein Punkt (7, j, k) des Interpolationsrandes wird bei der Abbildungsmethode aus Punk-
ten einer anderen Gitterkomponente k' interpoliert. Dazu ist es notwendig, die Position
(r',s") des Punktes (i, j, k) im Gitter ¥’ zu kennen. Durch Standardinterpolation ergibt
sich v, durch

iy §) = Y e (i, 5,7, 5 Yowe (i, 7). (3.9)

AP
5]

Die Gleichungen 3.7, 3.8 und 3.9 kénnen zu einem linearen Gleichungssystem
Av=f (3.10)

zusammengefasst werden; darin wird v als composite mesh function und A als composite
mesh operator bezeichnet.

Iterative Loser

Obwohl die Matrix A des linearen Systems 3.10 im Allgemeinen nicht symmetrisch ist,
lassen sich dennoch viele Standardverfahren zum iterativen Losen des Systems anwenden.
Jedoch stellt Linden (zu finden in Stiiben und Trottenberg [32]) heraus, dass Iteratio-
nen, basierend auf Schwartz’ Methode, langsamer als konkurrierende Verfahren sind und
stark von der Breite der Uberlappregion abhéngen. Daher sei es sinnvoller, die Gleichun-
gen 3.10 simultan zu 16sen. Zu diesem Zweck stellen Henshaw und Chesshire in [28] eine
Mehrgittermethode fiir die Anwendung auf composite grids vor:

Das einmal erzeugte composite grid M kann durch Anwendung von Vergréoberungsal-
gorithmen (siehe Stiiben und Trottenberg [32]), zum Beispiel der Standardvergréoberung,
zu einer Sequenz von Gittern M, 1 =1,2,3,--- mit sukzessiv wachsender Maschenweite
h erweitert werden. Der Einfachheit halber sei vorausgesetzt, dass die Anzahl der Gitter-
komponenten auf jedem Level [ gleich ist. Es bezeichne M ,i die k-te Gitterkomponente
des composite grids M auf dem Level [ von M. Analog zu Gleichung 3.10 erhilt man
die Gittergleichung

Alvt = (3.11)

mit v! als composite mesh function. Nun lisst sich die Gleichung 3.11 mittels eines Mehi-
gitterlosers 16sen, wie ihn zum Beispiel der Algorithmus 1 auf Seite 45 beschreibt. Fiir
die bei der Mehrgitteriteration verwendeten Glétter geben Henshaw und Chesshire [28]
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zwei Moglichkeiten an:

(Glitte auf erster Gitterkomponente

Glatte auf zweiter Gitterkomponente

Glatte auf letzter Gitterkomponente

Interpoliere

In dieser Variante wird zunéchst auf allen Gitterkomponenten unabhéngig voneinander
geglattet und anschliefend die Interpolationsbedingung ausgefiihrt. In der Praxis jedoch
zeigt sich, dass das iterative Verfahren schneller konvergiert, wenn die Interpolation,
welche die Gitterkomponenten untereinander koppelt, nach jedem einzelnen Glattungs-
schritt auf einer Gitterkomponente durchgefiihrt wird. Der entsprechende Glatter ist wie
folgt konstruiert:

Glatte auf erster Gitterkomponente
Interpoliere
Glatte auf zweiter Gitterkomponente

St .= ! Interpoliere

Glatte auf letzter Gitterkomponente

Interpoliere

Dabei ist der Aufwand der Interpolationen im Vergleich zum Aufwand der eigentlichen
Gléattungen gering. Als eigentliche Glatter auf den einzelnen Gitterkomponenten stehen
alle herkommlichen Glatter wie zum Beispiel Gauss-Seidel, Red-Black, Zebra line zur
Auswahl (siehe auch Stiiben und Trottenberg [32] und Trottenberg, C. Oosterlee, A.
Schiiller [56]).

3.4 Gebietszerlegungsmethoden

Fin Verfahren, das Gleichungen auf unterschiedlich diskretisierten Teilgebieten 16st, ist
die Gebietszerlegungsmethode. In Bezug auf Adaptivitat ldsst sie sich wie folgt einset-
zen: Das gesamte Gebiet wird geméfl den Anforderungen an die lokale Geometrie und
Diskretisierungsgenauigkeit derart in Teilgebiete zerlegt, dass jedes dieser Teilgebiete
mit einem eigenen strukturierten Gitter der gewiinschten Maschenweite {iberdeckt wer-
den kann. Nun kann ein Randwertproblem, welches auf dem gesamten Gebiet definiert
ist, in mehrere Randwertprobleme auf den einzelnen Teilgebieten mit den zugehétrigen
Gittern aufgeteilt und geldst werden. Dabei sind die einzelnen Teilprobleme unabhéngig
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3.4 Gebietszerlegungsmethoden

voneinander 16sbar, wodurch sich Gebietszerlegungsmethoden hervorragend fiir die Im-
plementierung auf Parallelrechnern eignen (siche auch Smith, Bjgrstad und Gropp [49]).
Im Wesentlichen unterscheidet man zwei Arten von Gebietszerlegungsmethoden:

e Bei den sogenannten nicht iiberlappenden Methoden iiberdecken sich benachbar-
te Teilgebiete lediglich an den gemeinsamen Réndern. Spezielle Formen der nicht
iiberlappenden Gebietszerlegungsmethoden sind die Mortar-Methoden (siche Ab-
schnitt 3.4.1). Vertiefende Erlduterungen zu nicht iiberlappenden Gebietszerle-
gungsmethoden geben Jinchao Xu und Jun Zou in [60].

e Zu den sogenannten iiberlappenden Gebietszerlegungsmethoden zéhlen die addi-
tive und multiplikative Schwarz-Methode (sieche Michael Griebel und Peter Os-
wald [26] sowie Andrea Toselli und Olof Widlund [54]), bei denen die benachbarten
Regionen {iber den gemeinsamen Rand hinaus iiberlappen.

Fine allgemeine Einfithrung in Gebietszerlegungsmethoden geben Chan und Mathew
in [14], weiterfithrende Informationen iiber Gebietszerlegungsmethoden liefern Quar-
teroni und Valli in [40] sowie Jinchao Xu in seinem sehr bekannten Artikel [59]. Der
folgende Abschnitt beschreibt eine spezielle Form der nicht iiberlappenden Gebietszer-
legungsmethoden — die Mortar-Methoden — und stellt heraus, inwieweit sich Mortar-
Methoden fiir eine Erweiterung der Level-Set-Reinitialisierung in NaSt3DGPF' eignen.
Ferner skizziert der Abschnitt 3.4.3 die Konstruktion einer Mortar-Mimetischen-Finiten-
Differenzen-Methode, die eine adaptive Diskretisierung basierend auf kartesischen Git-
terkomponenten ermoglicht.

3.4.1 Mortar-Methoden

Auf den Gebietszerlegungsmethoden basierend, erlauben die Mortar-Methoden &duflerst
flexible Diskretisierungen dahingehend, dass fiir jedes Teilgebiet eine eigene Diskreti-
sierung unabhéngig von den anderen Teilgebieten gewéihlt werden kann. Dazu ist es
nicht einmal notwendig, dass die Diskretisierungen an den Gebietsgrenzen zueinander
konform sind, weshalb grofle Unterschiede zwischen den Maschenweiten und auch hén-
gende Knoten erlaubt sind (siche auch Abbildung 3.12). Mortar-Methoden kommen da-
her oft zum Einsatz, wenn sich das zu losende Problem rdumlich in zueinander nicht
konforme Teilprobleme aufteilen ldsst oder auf einer Kopplung von unterschiedlichen
physikalischen Modellen beruht. Auch bei Kontaktproblemen, bei denen sich die Gitter
verschieden diskretisierter Festkorper beriihren oder gegeneinander verschieben, spielen
Mortar-Methoden eine wichtige Rolle. Ferner kénnen oft heterogene Probleme in homo-
gene zerlegt und diese nach getrennter Diskretisierung mittels Mortar-Methoden wieder
gekoppelt werden.

Das Ziel der Betrachtung von Mortar-Methoden in dieser Arbeit ist eine Antwort
auf die Frage nach der Anwendbarkeit dieses Verfahrens fiir eine verbesserte Level-Set-
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+

Abbildung 3.12: Eine Gebietszerlegung mit unterschiedlichen, nichtkonformen Diskreti-
sierungen (schwarz, blau) auf den Teilgebieten.

Methode. Auf der Suche nach geeigneten Diskretisierungen beziehungsweise Gitterty-
pen als Grundlage einer Erweiterung oder Erneuerung des konventionellen Level-Set-
Algorithmus in NaSt3DGPF bieten Mortar-Methoden die Aussicht, einerseits weiterhin
mit kartesischen Gittern arbeiten zu kénnen und andererseits Diskretisierungsfehler und
numerische Instabilitdten durch Adaptivitét — etwa durch octrees (siehe Abschnitt 3.1)
oder Triangulierungen — zu reduzieren und gleichzeitig eine praktikable Methode anzu-
wenden, um groflere Irregularititen und hangende Knoten leicht handhaben zu kénnen.
Dazu wird im folgenden Abschnitt eine kurze Einfiihrung in die Mortar-Technik mit fi-
niten Elementen gegeben und anschliefend gezeigt, wie diese in Form von mimetischen
finiten Differenzen an die Bediirfnisse der Level-Set-Methode innerhalb des Programms
NaSt3DGPF angepasst werden kénnen.

3.4.2 Mortar-Finite-Elemente-Methode

Eine detaillierte Einfithrung in Mortar-Methoden — genauer Mortar-Finite-Element-Me-
thode — gibt Wohlmut in [58] anhand des Modellproblems:

—V - (aVu) +bu= f in Q,
u =0 auf 00,
wobei a eine positiv definite Matrix, a;; € L®(Q), 1 <i,j < d, f € L*(Q),0 < b €
L>®(9) und Q € R? mit d € {2,3} ein beschriinktes polygonales Gebiet ist. Ferner soll

gelten, dass die Koeffizienten a;; und b auf den Elementen der Triangulierung konstant
sind. Sei 2 nun in K nicht {iberlappende Teilgebiete 2, zerlegt:

(3.12)

K
Q=J%. (3.13)
k=1

Diese Zerlegung sei geometrisch konform; das heifit, dass der Schnitt zweier Teilgebiete
0 N O, mit k # | entweder leer, ein Knoten, eine gemeinsame Kante oder Fliche ist.

50



3.4 Gebietszerlegungsmethoden

Ist dieser Schnitt eine (d — 1)—dimensionale Hyperfliche, so wird er Interface genannt.
Jedes Teilgebiet erhélt eine Triangulierung 7., mit der maximalen Maschenweite hy,.
Nun wird ein Finite-Elemente-Raum der konformen P, -Elemente auf €2;, mit 7., und
ng > 1 eingefiihrt, die den homogenen Dirichlet-Randbedingungen auf 0Q2N0S2;, geniigen.
Dieser Raum werde mit X}, .,, bezeichnet. Ebenfalls werden die Interfaces 0€2; N 02,
mit einer (d — 1)-dimensionalen Triangulierung versehen. Diese leitet sich entweder von
Th:h,, oder Tg.p,, ab, die im Allgemeinen nicht miteinander koinzidieren. Fiir jedes dieser
Interfaces vp,, 1 < m < M existieren Indizes 1 <1 < k < K mit 7, = 0 N 0. Die
Triangulierungen S,,,.5,, der Interfaces v, sind Kanten in zwei beziehungsweise Flidchen
in drei Dimensionen von 7y.p,, oder 7., ; per Definition stammt S,,,.p,,, von der sogenann-
ten Non-Mortar-Seite ab. Die gegeniiberliegende Seite wird daher auch Mortar-Seite ge-
nannt. Ferner bezeichnen €, ,,) und Qg,,,) die Teilgebiete auf der Non- beziehungsweise
der Mortar-Seite von v,,. Im Allgemeinen sind 7., und 7.5, nicht zueinander konform,
wobei grob zwei Félle unterschieden werden (sieche auch Abbildung 3.13):

1) h; = hy: Gitter sind gegeneinander verschoben; tritt hiufig bei zeitabhéingigen und
Kontaktproblemen auf,

2) h; < hy: hiufig bei stark heterogenen Problemen.

| | | | | | | | | |Ql

| [ | [ || 7m|||||||||||||||||
9
hy = Dy, h; < hy,

Abbildung 3.13: Unterschiedliche, nichtkonforme Triangulierungen an einem Interface in
zwei Dimensionen.

In beiden Féllen liefert jedoch die Mortar-Finite-Elemente-Methode eine optimale A-
priori-Schranke fiir den Diskretisierungsfehler in der Energienorm [12, 13]. Beachtens-
wert dabei ist, dass die Konstante in der Fehlerabschitzung in zwei Dimensionen weder
von dem Verhéltnis der Maschenweiten h;/h; noch von dem Grad der Verschiebung
der Gitter abhéngt. In drei Dimensionen hingegen geht h;/hj in die Abschéitzung mit
ein [4, 7]. Es stehen im Wesentlichen zwei Ansiitze zur Verfiigung, um eine Approxima-
tion wuy als Losung eines diskreten Variationsproblems zu erhalten. Der erste ist von C.
Bernardi, Y. Madai und A.T. Patera in [12, 13] eingefiihrt und definiert das Variations-
problem auf Vj, einem Unterraum des Produktraumes der Elemente, der die schwache
Kontinuitdtsbedingung auf dem Interface erfiillt. V}, ist somit gegeben durch

Vh = {’U (S LQ(Q) ‘ U|Qk S th§nk7 1 S k S K7

/ Wlido =0, u€ My, (), 1< m < M),

m

o1



Kapitel 3 Adaptivitét

wobei der Raum der Testfunktionen My, (7y,) — das ist der Raum der Lagrange-Multi-
plikatoren — durch

Mhm (ﬁym) = {/.L € LZ(VTYL) ‘ H = w"ym , WE th(m)?”n(m) y
e € Pn,,—1(e), falls e € Sy, einen Endpunkt von 7y, enthilt} (3.14)

mit 7y 1= Ny () gegeben ist. Im dreidimensionalen Fall muss dieser Raum in einer Umge-
bung von 9, modifiziert werden; diese Einfithrung beschrinkt sich jedoch auf den zwei-
dimensionalen Fall. M}, (vn,) kann als modifizierter Spurraum der Kodimension 2 gese-
hen werden, der mit der Triangulierung 7, ()., ) assoziiert ist und somit ausschlie3lich
von der Non-Mortar-Seite abhiingt. M), bezeiche das globale Produkt [TM_, My, (ym)
als Unterraum von L?(S) mit S := UM_,7, .

Die nichtkonforme Formulierung der Mortar-Finite-Elemente-Methode als Variations-
problem lautet nun: Finde ein uy, € V4, so dass

G(Uh,vh) = (f7 Uh)()’ vp € Vi ; (315)

(siehe auch [12, 13]). In Gleichung 3.15 ist die Bilinearform a(:,-) definiert als

K K
a(v,w) = Z/ aVv-Vw+bvwdz, v,we H HY ().
k=17 k=1
C. Bernardi, Y. Madai und A.T. Patera zeigen in [12, 13| die gleichmé&Bige Elliptizi-
tét von a(-,-) auf V, x V;, und die Bestapproximation und Konsistenz von optimaler
Ordnung. Ferner existiert eine eindeutige Losung von 3.15. Ausreichende Glattheit und
H?-Regularitit der schwachen Losung von 3.12 vorausgesetzt, gelten [12, 13, 8] folgende

Abschiitzungen fiir den Diskretisierungsfehler in der gebrochenen H'-Norm und in der
L?-Norm:

K
2 2 2
l|u — UhH1 <C Z hknk ’u|nk+1;§2k
k=1

K
2 2 2 2
H'LL - uhHO <h Cz hknk ’u‘nkJrl;Qk
k=1
: 2. K 2 K 1 . 1 Trs

mit (o]} = S0 vl2g,. v € [T, H'(), wobei |-, und ||, fiir die H*-Norm
beziehungsweise ihre Seminorm auf der offenen Menge D C €2 stehen. Dabei sorgen die
Einschrénkungen auf den Interfaces dafiir, dass der Konsistenzfehler mindestens so gut

ist wie die Summe der Bestapproximationsfehler auf den Teilgebieten. Wird hingegen V},
gegen den uneingeschrinkten Produktraum

Xy, :={veL*Q) |vg, € Xnym 1<k <K}
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ausgetauscht, so ist der Konsistenzfehler nicht mehr in der Maschenweite beschrankt.

Ein zweiter Ansatz wurde von Belgacem [3] eingefiihrt und von Wohlmut [57] wei-
tergehend untersucht. Der wesentliche Unterschied zum nichtkonformen Ansatz besteht
darin, dass die Randbedingungen auf dem Interface nicht durch den globalen Raum V},
selbst erfiillt werden, sondern mittels Lagrange-Multiplikatoren aus 3.14 realisiert wer-
den. Ein anfiingliches Minimierungsproblem fiihrt zu folgendem Sattelpunktsproblem:
Finde (up, Ap) € (Xp, Mp), so dass

a(up,v) +b(v,Ap) = (f,v), vEXy

( (3.16)
b(un, 1) =0, e My,

mit der iiber die duale Paarung auf dem Interface definierten Bilinearform

M K M L ’
b ) = D ([ s v [TH ), we TT (HE ()
m=1 k=1 m=1

und [v] :==vjq, = Vo, - In diesen Ausdriicken steht (HI/Q(’ym))l fiir den Dualraum

von H'Y?(7,,) und (-,-) fiir die duale Paarung. Offensichtlich stimmen die Losungen des
positiv definiten Variationsproblems 3.15 und der ersten Komponente des Sattelpunkt-
problems 3.16 iiberein. Der diskrete Lagrange-Multiplikator A; hingegen approximiert
den Fluss. Fiir ihn ergeben sich A-priori-Fehlerabschéitzungen fiir A — Ap, aus der Appro-
ximationseigenschaft von Mp,. F. Ben Belgacem hat in [3] solche A-priori-Abschitzungen

in der H&éQ—Dualnorm ermittelt; diese Norm ist definiert durch

(v, )2
5y —ZHMHH2 —Z sup W
m=1

Hgo
m=1 UEHOQO(’Y HZ (Ym)

mit p € (H1/2(S)) und (H(%Q(S))/ = H%Zl(Hl/Q('ym))/. Die entsprechende Fehlerab-
schitzung lautet schliellich

K
2 2 2
IN=Aall3y < C DB uli o,
k=1

3.4.3 Mortar-Mimetische-Finite-Differenzen-Methode

Nach dem Uberblick iiber das Prinzip der Mortar-Methoden soll nun die Level-Set-
Reinitialisierung in NaSt3DGPF auf moglichst effiziente Weise verbessert werden. Mog-
lich wéire in Anlehnung an Berndt, Lipnikov und Shashkov [6] folgende Vorgehensweise:
Der Diskretisierung liegt ein kartesisches Gitter zugrunde, welches lokal mittels octrees
verfeinert wird (siehe hierzu Abschnitte 3 und 3.1) ab Seite 33). Verzichtet man auf eine
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1-Irregularitét, erspart man sich das Einfiigen zusétzlicher Freiheitsgrade, die der Regu-
laritdt dienen, aber nicht direkt zur Auflésung des Problems beitragen; dieser Vorteil geht
jedoch mit einer hochgradigen Irregularitéit und einer Vielzahl an hingenden Knoten ein-
her. Beispielhaft werden hier Diskretisierungen mit zwei festen Maschenweiten behandelt
(vergleiche Abbildung 3.14); das im Folgenden vorgestellte Schema kann jedoch in ana-
loger Weise auf beliebige Gitter mit Octree-Struktur erweitert werden. Gerade an diesen
inkonsistenten Stellen soll mit Mortar-Methoden ein konsistentes Diskretisierungsschema
aufgestellt werden. Betrachte man das Gebiet als Vereinigung zweier nicht iiberlappender
Teilgebiete, deren einer Teil mit Viereckselementen der groben Maschenweite H trian-
guliert ist. Das andere Teilgebiet sei mit Viereckselementen der Maschenweite h = H /2"
mit der Irregularitéit + trianguliert (siehe Abbildung 3.14). Innerhalb der beiden Teilge-

H=2h

1 h

Abbildung 3.14: Ein einfacher quadtree in zwei Dimensionen. Alle Blattzellen haben ent-
weder die Maschenweite H oder h.

biete wird ein gewthnliches Differenzen-Schema fiir die Diskretisierung des Gradienten
V¢ der Level-Set-Funktion ¢ verwendet und auf dem Interface zwischen den Teilgebie-
ten mittels Lagrange-Multiplikatoren die schwache Stetigkeit von ¢ herbeigefiihrt. In [6]
haben Berndt, Lipnikov, Shashkov, Wheeler und Yotov eine Mortar-Methode mit mi-
metischen finiten Differenzen, die sogenannte Mortar-Mimetic-Finite-Difference-Method
oder kurz MFD, fiir ein Modellproblem vorgestellt. Dieses Verfahren wird nun analog
auf die Hamilton-Jacobi-Gleichung 2.16 der Level-Set-Reinitialisierung angewendet, wo-
bei das Hauptaugenmerk auf dem Finite-Differenzen-Schema des Gradienten V¢ und
ganz besonders auf der Losung des Stetigkeitsproblems auf dem Interface liegen wird.
Sei das Gebiet 2 nun zerlegt in die nicht {iberlappenden Teilgebiete Q2 und €y, also
Q = Qg UQy,. Ferner sei T m:n = 00y N 0Qy, das Interface zwischen den Gebieten und
7 und 7, seien die Triangulierungen der Teilgebiete. Auf dem Interface I'g,;, seien nun
drei unterschiedliche Triangulierungen definiert: 77| und 7, |p erhélt man jeweils durch
Assoziation von 7 und 7, mit I'g.p, 5 A sei eine eigensténdige Triangulierung von I'gr.p,
und muss nicht zwingend mit 75| oder 7| iibereinstimmen. A sei jedoch in diesem Fall
tiber die Triangulierung der Seite mit der grofleren Maschenweite H definiert und mit
A := 7 |p bezeichnet. Damit auch auf dem Interface schwache Stetigkeit von ¢ erzwungen
werden kann, wird der Raum A der Lagrange-Multiplikatoren auf I' 7., eingefiihrt, dessen
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Finite-Elemente-Unterraum A¢ mit der Triangulierung A assoziiert ist. A? sei daher als
Raum der unstetigen, stiickweise linearen Funktionen definiert, die fiir jeden Knoten der
Triangulierung A iiber mehrere Freiheitsgrade — zwei Knoten in zwei Dimensionen und
drei Knoten in drei Dimensionen — verfiigen.

Nun werden die Freiheitsgrade der skalaren Funktion ¢ in gewohnter Weise in den
Zellenmittelpunkten von 7z und 75, und zusétzlich in den Mittelpunkten der (d — 1)-
dimensionalen Triangulierung 7,|p und 7g|p positioniert, was die Rdume X, . und

s
Xy liefert. Die Abbildung 3.15a zeigt ein Beispiel in zwei Dimensionen. Ohne Be-

Th|r

fs |

Qg Ca.p Qy, Tr|r

(a) (b)

Abbildung 3.15: (a) Die Freiheitsgrade der beiden Teilgebiete (e und e) liegen in den
Zellmittelpunkten und den Mittelpunkten der mit dem Interface I'y,}, assoziierten Triangu-
lierungen 7, |r und 7 |r. Der Mortar-Raum A definiert zusétzliche Freiheistgrade (M) auf
den Mittelpunkten der Triangulierung A := 7g|r. (b) Triangulierungen am Interface: 7p|r
besteht aus den Elementen f; und fa, 7g|r aus dem Element fs.

schrinkung der Allgemeinheit wird angenommen, dass 7,|r= {f1, fo} und 7|r= {f3},
wie in Abbildung 3.15b dargestellt. Eine schwache Formulierung der Stetigkeit der Level-
Set-Funktion ¢ auf dem Interface lautet nun

([px], )Ty = 0V € A?, (3.17)
UX,

wobei ¢ x das Finite-Elemente-Pendant von ¢ € X, | e

¢x auf dem Interface ist. Nun werden lineare Projektionsoperatoren Ry : A% — th‘r

und [¢x] der Sprung von
und Ry : A — Xf_lH‘F eingefiihrt; diese werden implizit durch

<[¢X]7 IU’>FH;h = <¢ha RhM>FH;h - <¢Ha RH/'I’>FH;h
Ve A, oy € Xy 1, b1 € Xpyjpr € X p U Xy (3.18)

definiert. Konkret kénnen nun die Projektoren mit

_ AL AL+ 21f 1
Rh_ﬂk!%ﬁhwﬁy 1ol mMRH—2ﬂ 1] (3.19)
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angegeben werden. Analog dazu kénnen durch Losen eines Interpolationsproblems auch
Projektoren fiir den Fall groferer Irregularitit und sogar fiir den dreidimensionalen Fall
ausgerechnet werden. Sei nun die Irregularitit : = 2 und 73|r= { f1, f2, f3, f4a} und 7 |r=
{fs5}, dann folgt in zwei Dimensionen zum Beispiel

| |fl|| ’ \f1||+‘2(’f2(||+’\f3||+‘|)f4|)
1 2| f1] + | f2 fal +2([f3| + | f4 _1
Be=31mi | 20h0+ 122D + 15 ol 2 fol und Ry = 5 [1 1]
A1+ |fol + 1 f]) + fal £l
(3.20)

In diesem Abschnitt wird deutlich, dass die Mortar-Mimetische-Finite-Differenzen-Me-
thode lediglich eine andere Formulierung fiir ein Interpolationsproblem bei finiten Diffe-
renzen mit héngenden Knoten ist (vergleiche Abschnitt 3.2).
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Eine Implementierung der adaptiven
Level-Set-Methode auf kartesischen Gittern

In diesem Kapitel wird zunéchst auf die motivierende Problemstellung aus der Einleitung
detaillierter eingegangen. Es wird dabei im zweiten Abschnitt der Kern des Problems her-
ausgestellt und ein Ansatz zur Entwicklung einer verbesserten Level-Set-Methode vorge-
stellt. Der dritte Abschnitt beschreibt die konkrete Vorgehensweise bei der Entwicklung
der adaptiven Level-Set-Methode auf kartesischen Gittern und ihre Implementierung
in NaSt3DGPF. Alle Aspekte, die die Numerik betreffen, werden im letzten Abschitt
erlautert.

4.1 Numerische Diffusion bei Level-Set-Methoden

Die Einleitung dieser Arbeit fiihrt in die Problematik der konventionellen Level-Set-
Methode im Zusammenhang mit Zweiphasenstromungsproblemen ein. Da sich diese Ar-
beit mit der Entwicklung eines robusteren Verfahrens befasst, ist es notig, einen tieferen
Blick in die Numerik von Level-Set-Methoden zu werfen. Dieser Abschnitt erlautert die
bekanntesten Problematiken und deren Lésungsansétze, wie sie bereits in vielen Pro-
grammen implementiert werden. Ausfiihrlich geht Croce [18] in Kapitel 5 darauf ein.

Waihrend das Prinzip der Level-Set-Methode ein hohes Mafl an Effizienz bei zwei-
phasigen Stromungssimulationen verspricht, bedarf die numerische Behandlung dieser
Methode jedoch viel Sorgfalt, um entstehende numerische Fehler kontrollieren zu kon-
nen.

Ein Hauptproblem der Level-Set-Methode liegt in der Reinitialisierung der Level-Set-
Funktion. Ihre numerische Ungenauigkeit zeigt sich in einer Verschiebung der Nullkontur
- also der in der Stromungssimulation eigentlich zu berechnenden freien Oberfléiche. Die-
ser Effekt bewirkt daher einen kiinstlichen Massenverlust einer Phase (beziehungsweise
Massenzuwachs der anderen Phase) in einer Zweiphasensimulation und wird oft auch
als numerische Diffusion bezeichnet. Im Abschnitt 2.4 des Grundlagenkapitels wird der
Prozess der Reinitalisierung erklért. Anhand der Gleichung 2.16 in Definition 2.4 und
Gleichung 2.15 (siehe Seite 30) wird deutlich, dass die Reinitialisierung im Analytischen
exakt sein muss. Probleme treten erst im Zusammenhang mit einer Diskretisierung auf.
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Kapitel 4 Implementierung der adaptiven Level-Set-Methode auf kartesischen Gittern

Das ist einerseits der unvermeidbare Diskretisierungsfehler, dem weitestgehend durch die
Wahl von diskreten Operatoren hoherer Ordnung sowohl fiir die rdumlichen als auch die
zeitlichen Differentialoperatoren der Hamilton-Jacobi-Gleichung begegnet wird. In sei-
ner Arbeit [18] zeigt Croce, dass WENO-Schemata fiir die rdumlichen Operatoren bezie-
hungsweise Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung fiir die Zeitdiskretisierung adéquate
Mittel sind, den Diskretisierungsfehler der Reinitialisierung erheblich zu reduzieren.

4.1.1 Das Problem am Beispiel von Strémungssimulationen

In den vorhergehenden Abschnitten wurde das Phéinomen der numerischen Diffusion bei
Level-Set-Methoden theoretisch erldutert. Die numerische Diffusion kann auf Diskretisie-
rungsfehler und auf Instabilitédten des numerischen Verfahrens zuriickgefiihrt werden. Be-
kannte Losungsansétze reduzieren die kiinstliche Verschiebung der Nullkontur der Level-
Set-Funktion auf die Distanz von maximal einer Maschenweite, indem Finite-Differenzen-
Schemata und Zeitschrittverfahren hoherer Ordnung sowie eine spezielle Glattung der
Signumfunktion beziehungsweise das subcell fixing angewendet werden. Da die Level-
Set-Methode zumeist ein Hilfsmittel in einer weiteren Anwendung ist, wird in diesem
Abschnitt das Problem der numerischen Diffusion im Zusammenhang mit zweiphasigen
Stromungssimulationen betrachtet, wobei die aktuelle Implementation von NaSt3DGPF
zugrunde liegt.

Die Maschenweite H als zentraler Parameter

Das Simulationsprogramm NaSt3DGPF ist ein Loser fiir stromungsmechanische Proble-
me auf Grundlage der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen. Die Diskretisierung
basiert auf lokal anisotropen, kartesischen Gittern zusammen mit finiten Differenzen fiir
die Ortsdiskretisierung; die freie Oberfldche bei zweiphasigen Stromungen wird durch die
Nullkontur einer Level-Set-Funktion représentiert. Zentraler Parameter dieser Diskreti-
sierung ist die Maschenweite H. Jeder diskrete Zeitschritt im Stromungsloser ist mit einer
festen Sequenz von Instruktionen verbunden. So erfolgt nach dem Berechnen des neuen
Geschwindigkeitsfeldes der Transport der Level-Set-Funktion (siehe Gleichung 2.15 auf
Seite 29) und erzwingt damit die Reinitialisierung, um wieder eine Abstandsfunktion
zu erhalten. Das bedeutet, dass sich in jedem Zeitschritt des Stromungslosers die freie
Oberfldche um die Weite H verschieben kann. Dieser Effekt wird begiinstigt durch starke
Kriimmungen, nicht differenzierbare (Lipschitz-stetige) Stellen und Topologieverinde-
rungen der freien Oberfliche. Die folgenden Abbildungen verdeutlichen exemplarisch die
Probleme: Besitzt die freie Oberfliche wie der in Abbildung 4.1 gezeigte Wiirfel an den
Kanten und Ecken starke oder gar singulidre Kriimmungen, fiithrt die kiinstliche Verschie-
bung der Nullkontur im Level-Set-Algorithmus zum Ausglétten der Kanten. Ebenso zeigt
die Abbildung 4.2 eine Stérung an den Lipschitz-stetigen Stellen, die wieder mit einer
kiinstlichen Glidttung dieser Stellen einhergeht. Ein anderes Phénomen tritt bei diinnen
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4.1 Numerische Diffusion bei Level-Set-Methoden

Abbildung 4.1: Durch zahlreiche Iterationen der Reinitialisierung beginnen die Ecken und
Kanten des Wiirfels aufzuweichen.

Abbildung 4.2: Zwei Sphiren durchdringen sich: (a) Die freie Oberfliche hat an dem
Schnittkreis eine Lipschitz-stetige (aber nicht differenzierbare) Stelle. (b) Schon nach we-
nigen Iterationen der Reinitialisierung wird die freie Oberfliche gestort, so dass sich der
urspriingliche Schnittkreis an die nach auflen hin néichstgelegenen Gitterpunkte anschmiegt.
Zu sehen ist ein Schnitt der freien Oberfliche vor der Reinitialisierung und nach mehreren
Iterationen. Zur Illustration ist ein Teil des Gitters dargestellt.

Filmen auf (siche Abbildung 4.3). Hier kann eine kiinstliche Verschiebung der freien
Oberfléche zu einem Abriss des Filmes fiihren (vergleiche Abbildungen 4.3a und 4.3b).
In diesem Fall wird die Geometrie und Topologie der freien Oberfliche derart zerstort,
dass die Stromungssimulation keine Riickschliisse mehr auf die Realitét bieten kann und
unbrauchbar wird. Besonders erwahnenswert an dieser Stelle ist die Tatsache, dass die
Auflésung des numerischen Gitters durchaus fein genug sein kann, um die geometrischen
Strukturen und die diinnen Filme darstellen zu kénnen. Auch kann die gegebene Auf-
16sung zum adidquaten Losen der Stromungsgleichungen hinreichend fein sein. Dennoch
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(a) (b) (c)

Abbildung 4.3: Ein diinner Fluidfilm (a) beginnt zu reilen (b). Bild (c): Ein Fluid (rot)
kollabiert unter Schwerkraft. Nach mehreren Zeitschritten ist durch die ungiinstige Verschie-
bung der freien Oberfléche ein grofler Teil der urspriinglichen Fluidmenge verschwunden. Zu
sehen ist die freie Oberfliche des Fluids zu verschiedenen Zeitschritten (rot, gelb, griin, cyan,
blau) im Schnittbild.

kann das Scheitern der Simulation einzig an dem Level-Set-Algorithmus liegen. Das glei-
che Problem zeigt auch Abbildung 4.3c; eine Fluidmenge in ihrer urspriinglichen Form
als Quader wird unter Gravitation auf den Boden gedriickt, wobei der Quader kollabiert
und sich auszubreiten beginnt. Physikalisch korrekt ist eine gleichméfige Verteilung des
Fluids auf dem Boden. Statt dessen verschwindet scheinbar die gesamte Masse. Ferner
verdeutlicht der in Abbildung 4.4 gezeigte Befiillungsprozess, dass eine kiinstliche Ver-
schiebung der freien Oberfliche die Ausbreitung des Fliissigkeitsfilms auf dem Boden des
Gefafles verhindern kann: Das Gefaf fiillt sich nicht.

4.1.2 Klassische Losungsansatze

T.Y. Hou hat beobachtet, dass die numerische Diffusion wiahrend der Reinitialisierung
durch eine Verschiebung der Nullkontur in Normalenrichtung bewirkt wird, deren Ge-
schwindigkeit proportional zur Kriimmung dieser Kontur ist. Diese Beobachtung von
T.Y. Hou hat Chang, Hou, Merriman und Osher in [15] veranlasst, der eigentlichen Re-
initialisierung einen zweiten Schritt hinzuzufiigen, der den Massenverlust wieder riick-
giangig macht. Zu diesem Zweck wird im zweiten Schritt eine Reinitialisierungsgleichung
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V (c) t=0.45s o (d) t =0.5s

Abbildung 4.4: Ein Bassin wird mit einem Fluid befiillt. Zu sehen ist die Ausbreitung
des Fluids zu bestimmten Zeitpunkten: In (a) hat der Strahl noch keinen Kontakt mit
den Wénden; in (b) beriihrt die freie Oberfldche den Boden des Bassins. Das Auftreffen des
Fluids bildet einen diinnen Film, der durch die kiinstliche Verschiebung der freien Oberfldche
verschwindet (siehe (c¢) und (d)), ehe er sich ausbreiten und das Bassin befiillen kann.

vom gestorten Hamilton-Jakobi-Typ

9 44 (Ao — A(T)) (=P + 1) |Vd| =0

or (4.1)
d(z, 7 =0) = ¢(x,t)

durchgefiihrt. Dabei ist Ay die Masse, die vor der ersten Reinitialisierug von der Null-
kontur definiert worden war, und A(7) die aktuelle Masse, definiert durch d(z, 7). Ferner
ist k die Kriitmmung der Konturen, also kK = V - Vd, und P ist eine in [15] definierte,
positive Konstante, die zur Stabilisierung des zweiten Reinitialisierungsprozesses in 4.1
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beitragen soll. Wie auch schon bei der eigentlichen Reinitialisierung 2.16 wird in 4.1
die Iteration in der kiinstlichen Zeit 7 bis zu einem néherungsweise stationdren Zustand
durchgefiihrt. Dieser ist erreicht, wenn (Ag — A(7)) erfiillt ist. Dies bedeutet, dass die
durch die Nullkontur von d(z) gegebene Masse nach der zweiten Reinitialisierung 4.1
theoretisch bis auf Maschinengenauigkeit wiederhergestellt werden kann. Eine konkrete
Implementierung dieses Verfahrens hat Croce in [18] durchgefiihrt. Als Diskretisierungs-
schemata verwendet Croce WENO fiinfter Ordnung fiir den Ort und Runge-Kutta dritter
Ordnung in der Zeit. Er stellt fest, dass sich dieses Verfahren im Einsatz mit dem Si-
mulationsprogramm NaSt3DGPF instabil verhélt, sobald die freie Oberfliche eine stark
variierende Kriimmung aufweist. Im Rahmen dieser Arbeit sollen aber gerade die durch
diese Topologien verursachte numerische Diffusion im Vordergrund stehen. Daher findet
der oben vorgestellte Losungsansatz im Folgenden keine Verwendung mehr.

Subcell fixing

Der oben genannte Ansatz beruht auf einer Beobachtung und bewirkt, dass die von der
Reinitialisierung zuvor verursachten Stérungen wieder korrigiert werden. Weitaus ele-
gantere Methoden setzen sich zum Ziel, diese Storungen der Nullkontur gar nicht erst
entstehen zu lassen. Eine spezielle Konstruktion von Upwind-Schemata zur verbesserten
Erhaltung der Nullkontur stellen G. Russo and P. Smereka in [44] vor. Sie modifizie-
ren das von M. Sussman, P. Smereka, und S. Osher in [53] dargestellte Verfahren und
beschreiben die Entwicklung eines ,echten“ Upwind-Schemas: Anhand eines eindimen-
sionalen Beispiels kann verdeutlicht werden, dass ein herkémmliches Upwind-Verfahren
fiir die Diskretisierung der rdumlichen Operatoren der Reinitialisierung

¢ = o + AtS(¢7)Gi(9), (4.2)
wobei
Gl MR a2
mit
a =D, ¢;=(pi— pi-1)/Ax (4.4)

b= Dfi = (div1 — di)/Ax
und mit der geglatteten Signumfunktion

¢
V7 + o

und hy := max(h,0), h— := min(h,0) Vh € R dazu neigt, die Nullkontur zum néchst-
gelegenen Gitterpunkt zu verschieben. Um dies zu verdeutlichen, sei angenommen, dass

5(¢) =
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4.1 Numerische Diffusion bei Level-Set-Methoden

Abbildung 4.5: Die gestorte Level-Set-Funktion: gepunktete Linie. Sie hat in Punkt A den
Nulldurchgang. Die Level-Set-Funktion nach einigen Iterationen: durchgezogene Linie.

#° einen Nulldurchgang zwischen den Punkten 3 und 4 hat, also gbg < 0 und ¢} > 0, wie
in Abbildung 4.5 zu sehen. Typisch fiir Upwind-Schemata ist ihre Eigenschaft, die Diffe-
renzensterne nach der Charakteristik der Gleichung zu wéhlen. Da die Charakteristiken
vom Nullniveau in normaler Richtung verlaufen (siehe Gleichung 2.17 in Abschnitt 2.4.3
auf Seite 30), wird in unmittelbarer N&he der Nullkontur {iber diese hinweg differen-
ziert und die Upwind-Eigenschaft verletzt. Dass das oben erwdhnte Upwind-Verfahren
zwangsweise iiber die Nullkontur hinweg differenziert, machen Russo und Smereka an
folgendem Beispiel deutlich: Angenommen, man berechnet ¢; bei i = 4, so ergibt sich
geméif (4.4)
Gy — 3 ¢5 — P4
a= a

Az Az

dass heiBt fiir dieses Beispiel a > 0, b > 0 und ¢ > 0. So liefert 4.2

n n ‘¢n_¢n|
el gn oy 4Ax 31 A¢

die Erkenntnis, dass die Upwind-Eigenschaft darin verletzt ist, dass ¢Z+1 von dem Wert

%5 abhéngt, der jedoch auf der anderen Seite der Nullkontur liegt. Um ein neues Upwind-
Schema zu konstruieren, modifizieren Russo und Smereka den Ausdruck 4.3 und die
Signumfunktion aus Gleichung 4.2 wie folgt: In der Néhe der Nullkontur soll

Gi(6) = |Dgi] — 1 (45)
gelten. Dabei sei die Upwind-Differenz Dz’ ¢;, wie sie Abbildung 4.6 illustriert (wenn

Punkt i an der Nullkontur liegt), gegeben durch ¢;/D; mit D; als Approximation der
Abstandsfunktion im Punkt i auf Basis von ¢Y. Da die Charakteristiken stets von der
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Upwind D ¢4 @0

yechtes” Upwind D¥P ¢y

Abbildung 4.6: Die Charakteristiken (blau) weisen vom Nullniveau weg. Die iibliche
Upwind-Differenz D ¢4 greift iiber die Nullstelle hinweg und erhélt Information vom Wert
¢3; die Charakteristik bei Punkt 3 hat eine andere Orientierung als die bei Punkt 4. Die
modifizierte Upwind-Differenz D'? behebt dieses Problem.

Nullkontur wegweisen, kann folgendes Upwind-Schema hergeleitet werden:

| g;@ ; falls |
o _‘;37' , falls @09, < 0

(4.6)

mit D; als Approximation an die Abstandsfunktion im Punkte i. Als mogliche Wahl von
D; geben Russo und Smereka

209
6001 — @]
an. Zusammen mit einer geglitteten Signumfunktion
o £ , falls ¢9¢?_ < 0 oder ¢?¢9,; < 0 (48)
sign(¢?) , sonst
sowie mittels Einsetzen von 4.6 und 4.7 in 4.2 ergibt sich durch
gt = 0% — 2 (sien(e0) 67— Dy) . falls 61674 < 0 oder ggf, <0 o
’ o — At sign(¢))G(¢); , sonst

ein Upwind-Schema, welches Konsistenz mit der Nullkontur gewihrleistet, indem es die
Information iiber ihre Position nutzt und diese somit fixieren kann; man spricht auch
vom sogenannten subcell fixing. In [44] kénnen Russo und Smereka zeigen, dass eine mit
subcell fixing modifizierte Reinitialisierung eine Fehlerschranke hat, die unabhéngig von
der Anzahl der Iterationsschritte ist.
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4.1 Numerische Diffusion bei Level-Set-Methoden

Bemerkung: Im Falle einer stark gestorten Abstandsfunktion kénnen sehr kleine Gra-
dienten von ¢ dazu fithren, dass der Nenner in 4.7 gegen 0 geht. Eine robustere Variante
sieht dafiir eine Regularisierung vor. Die neue Distanz ist nun wie folgt definiert:

@
D; = AmA¢? mit (4.10)
A = max {|¢0; — o) 1| /2, |%q — Y|, |¢) — @01, €} . (4.11)

Bemerkung: FEine adédquate Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung (CFL-Bedingung) fiir
das oben konstruierte Schema lautet At < Ax (siehe auch Gleichung 2.17 auf Seite 31
und folgenden Abschnitt). Die rdumlichen Ableitungen in der N#he der Nullkontur wer-
den jedoch mit einer effektiven Maschenweite von |D;| anstatt Axz berechnet. Damit
aufgrund der Tatsache |D;| < Ax bei konstantem Zeitschritt At dennoch Stabilitét
gewiihrleistet werden kann, kompensiert die Signumfunktion S aus 4.8 die kleinere Ma-
schenweite. Das kann wie folgt verstanden werden: Sei ¢ die Geschwindigkeit der Cha-
rakteristik, also ¢ = 1 bei der Reinitialisierung, dann muss aufgrund der CFL-Bedingung
cAt < Az durch die Zeitschrittweite At erfiillt werden. Das subcell fixing liefert lo-
kal die Maschenweite Az = |D;| sowie mithilfe der Signumfunktion S aus 4.8 lokal die
Geschwindigkeit der Charakteristik ¢ = |D;| /Az. Die CFL-Bedingung lautet dann

~ . Dil

cAt < Ax & — At < |Dy],

Ax

was #quivalent zur oben genannten und im {iibrigen Gebiet giiltigen CFL-Bedingung
At < Az ist.

Bemerkung: Eine Erweiterung des subcell fixing auf zwei oder mehr Dimensionen ist
denkbar einfach; hier ein zweidimensionales Beispiel aus [44]: Gleichung 4.2 bleibt erhal-
ten, 4.3 wird durch

\/max (a2,b%) 4+ max (c2,d2) , falls <Z>2j >0

Gii(6) = (4.12)
i,] \/max (a%, b%r) + max (02,, di) , falls <Z)?7j <0
ersetzt und 4.4 um
CED_": P s AfL‘
y+¢z,j (gbw ¢1»J 1)/ (4.13)
d=Dy¢i;=(gij+1 — ¢ij)/Ax
erganzt. Die neue Distanz D; ; ergibt sich aus
2Ax 9.
Dy — i (4.14)

1/2
(¢?+1,j - ¢?—1,j)2 + (¢?,j+1 - ¢ZQJ*1)2}

oder einer robusteren Variante analog zu 4.10 und 4.11.
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In den bisher vorgestellten Methoden wird der entstandene Massenverlust korrigiert
(Chang, Hou, Merriman und Osher in [15]), wohingegen bestimmte Finite-Differenzen-
Schemata fiir die Operatoren und Zeitschrittverfahren héherer Ordnung (Croce [18],
Russo und Smereka [44]) Diskretisierungsfehler effizient minimieren kénnen. Neben der
Minimierung des Diskretisierungsfehlers steht die Stabilitdt der numerischen Methoden
im Vordergrund. Daher soll im Folgenden diskutiert werden, welchen Einfluss die Dis-
kretisierung auf das Stabilitdtsverhalten der Reinitialisierung hat beziehungsweise unter
welchen Bedingungen eine gestorte Abstandsfunktion noch reinitialisierbar ist.

Stabilitat - die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung

Die Gradienten einer sehr stark gestorten Abstandsfunktion entarten, so dass die Courant-
Friedrichs-Lewy-Bedingung (CFL-Bedingung) nicht ohne Weiteres eingehalten werden
kann. Diese besagt, dass bei einem expliziten Zeitschrittverfahren zur Lésung von zeit-
abhingigen Differentialgleichungen eine notwendige Voraussetzung fiir die Stabilitét des
Verfahrens darin liegt, die Zeitschrittweite derart zu begrenzen, dass die Charakteristik
der Gleichung innerhalb eines Zeitschritts um nicht mehr als eine rdumliche Maschen-
weite voranschreitet (siehe auch R. Courant, K. Friedrichs and H. Lewy [41]).

Der im Folgenden vorgestellte Ansatz analysiert die Reinitialisierung 2.16 unter dem
Gesichtspunkt der CFL-Bedingung. In [37] wird dieser Sachverhalt wie folgt erlautert: An
Stelle der Signumfunktion sign(d) der gestorten Abstandsfunktion d wird in der Numerik
eine regularisierte Form

d
sp(d) i= —— 4.15
M= (4.15)
verwendet. Diese konvergiert gegen sign(d) fiir grofie d und ist hinreichend glatt fiir
|d| < 2h (siehe Abbildung 4.7). Nun funktioniert das Verfahren gut, solange die Stérung

Abbildung 4.7: Die Regularisierung der Signumfunktion: In schwarz die Funktion d, in rot
sign(d) und in blau die regularisierte Signumfunktion s, (d).

der Abstandseigenschaft hinreichend klein ist. Bei grofieren Stérungen treten zwei Pro-
bleme auf. Ist der Gradient von d zu klein, wird sp(d) ebenfalls klein und damit auch
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die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Charakteristik, so dass die Anzahl der Iterationen
in 2.16 steigt. Wenn hingegen der Gradient von d zu grof§ wird, kann das dazu fiithren,
dass die Funktion d in der Nihe der Nullniveaumenge ihr Vorzeichen dndert und diese so-
mit ungewollt verschiebt. Der Grund fiir dieses Phénomen wird in [37] anhand folgenden
Beispiels erklirt: Die gestorte eindimensionale Abstandsfunktion d® nehme im Intervall
[2i, #i11] den Wert 0 an, und es gelte d? < 0 < d, . Bei Upwind erster Ordnung fiir
die Ortsdiskretisierung und dem expliziten Euler-Verfahren fiir die Zeitdiskretisierung
ergibt sich nach dem ersten Zeitschritt

di = dj +s; At (1—’+M )
dzl—&—l = d?+1 + 841 AT <1 - Hsz> )
wobei —1 < 5; < 0 und 0 < s;41 < 1 Approximationen an die Signumfunktion oa x (d;)
beziehungsweise oA x(d;+1) sind. Das obige Schema ist monoton, das heift, d% ist nicht
fallend in dY und d?,,, solange die CFL-Bedingung A7 < Az erfiillt ist. Daher gilt

0

9, —d? . o
di <0 < d}, wenn = < 1 ist, und zwar unabhéngig von der Wahl von Ar,
. d9, , —d? .
s; und s;y1. Ist hingegen 31— > 1, so kann es vorkommen, dass zusammen mit der
Approximation von sign(d) durch die regularisierte Signumfunktion sa,(d) nach 4.15 die
Funktion d ihr Vorzeichen wechselt. Das folgende Beispiel aus [37] verdeutlicht diesen

Sachverhalt: Sei AT = cAz, d; = —m Ax und d;;1 = —n Ax, dann folgt

d1:mm[_1+c<m+n—1>}
! m2 +1
+n-—1)
A =nA _1+C(m]
= 9”[ NCEST

Nun lassen sich — ganz gleich, wie klein ¢ auch sein mag — m und n so wihlen, dass d}
oder d} 41 ihr Vorzeichen wechseln und der Nulldurchgang das Intervall [z;, ;1] verldsst.
Um sicher zu stellen, dass dieser Fall nicht eintritt, gelte

AT _ ||

AT T A sy |1 -

fir k e {i,i+ 1},

ohne jedoch die Zeitschrittweite AT weiter einzuschrinken, als die CFL-Bedingung vor-
gibt. Dies fithrt zu einer neuen Wahl der Approximation an die Signumfunktion:

dg

Sk =
\/diJr(l—

)2Az2

di41—di
Ax
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Diese hiangt nun lokal von der Steigung von d ab. Ebenso gilt obiges Schema auch fiir
hohere Dimensionen, und man erhélt unter Verwendung einer Approximation D(d) fiir
vd:

_ d
o(d) = V& + (1 —|D(d)])?A2?

Fiir eine regularisierte Form wird 4.15 gegléttet und liefert die im Folgenden ausschlief3-
lich verwendete gegléiittete und regularisierte Signumfunktion:

op(d) := d (4.16)

J& 4+ D) R

Mithilfe von 4.16 ldsst sich die Verschiebung der Nullkontur derart eingrenzen, dass diese
die Gitterpunkte nicht iiberschreitet; es findet also eine Verschiebung nur noch maximal
bis zu den Gitterpunkten statt, deren Distanz zur gestorten Abstandsfunktion kleiner als
eine Gittermaschenweite ist. Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die Wahl von 4.16
als Approximation der Signum-Funktion das Problem der Verschiebung der Nullkontur
iiber Zellgrenzen hinweg 16st, wenn d steil ist, sowie die Konvergenz beschleunigt, wenn
d flach ist. Im Folgenden werden alle numerischen Berechnungen, soweit nicht anders
angegeben, mit der gegléitteten, regularisierten Signumfunktion oy, aus 4.16 durchgefiihrt.

Bemerkung: Die Ursache fiir die Verletzung der CFL-Bedingung liegt nicht nur in einer
zu stark gestorten Abstandsfunktion, sondern auch in der fehlerhaften Auswertung des
Gradienten auf dem kartesischen Gitter. Das heifit, dass ein Finite-Differenzen-Schema
umso ungenauer wird, je weniger die Ausrichtung des Gradienten mit den Gitterachsen
iibereinstimmt (siehe Abbildung 4.9a). Ferner ist die Abstandsfunktion im Allgemeinen
nicht differenzierbar, sondern lediglich Lipschitz-stetig. Solche Lipschitz-stetigen Stel-
len treten in der Regel aufler bei Topologieinderungen nicht auf der Nullkontur selbst
auf (siehe Abbildung 4.9b). Differenzenverfahren produzieren an Gitterpunkten in un-
mittelbarer Nihe dieser Stellen Fehler der Grofienordnung O(1). Ein weiteres Problem
ergibt sich, wenn der Differenzenstern wie in Abbildung 4.10 iiber Topologieinderungen
hinweggreift.

4.2 Das Zweiparameterproblem

Der vorherige Abschnitt zeigt, welche unerwiinschten Auswirkungen die numerische Dif-
fusion bei Level-Set-Methoden im Bereich der Zweiphasensimulation haben und wie mit
den in dieser Arbeit vorgestellten Methoden das Ausmafl der kiinstlichen Verschiebung
der Nullkontur direkt auf die Maschenweite H beschrinkt werden kann. In den folgen-
den Abschnitten werden die Ideen und der Weg zu einer verbesserten Level-Set-Methode
vorgestellt.
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(a)

(©)

Abbildung 4.8: Die Gliattung wirkt auf die regularisierte Signumfunktion in Abhéngigkeit
von Vd: In dieser Darstellung ist d in schwarz, die regularisierte Signumfunktion s, (d) in rot
und die geglittete, regularisierte Signumfunktion oy, (d) in blau eingezeichnet. Im Fall (a) ist
Vd =1, und s, ist mit o, identisch. Im Fall (b) ist Vd < 1, und o}, gleicht die zu flache sy,
aus. Im Fall (c) ist Vd > 1, und o}, ist gegeniiber sj, abgeflacht, so dass die CFL-Bedingung
trotz des groflen Gradienten von d nicht verletzt wird.

Um die Level-Set-Methode zu verbessern, wird ein zweiter Parameter h mit h < H
eingefiihrt, der substantiell kleiner ist als H und die Level-Set-Reinitialisierung derart auf
den Parameter h tiberfiihrt, dass die Verschiebung der Nullkontur nur noch im Rahmen
von h ablduft. Die Idee dahinter beruht auf der Konstruktion eines zweiten Gitters mit
der Maschenweite h, so dass der bisherige Level-Set-Algorithmus vom groben Gitter der
Maschenweite H entkoppelt und auf das feinere Gitter iibertragen werden kann. Folgende
Punkte sollen dabei beriicksichtigt werden:

e Die neue Technik soll modular zu NaSt3DGPF hinzugefiigt werden.
e Anderungen an NaSt3DGPF selbst sind mdglichst gering zu halten.

e Das neue Gitter soll im Wesentlichen kartesisch sein, damit alte Algorithmen wei-
terhin verwendet werden konnen.
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TN

R \ J

(a) (b)

Abbildung 4.9: (a) Eine Abstandsfunktion in zwei Dimensionen: Die Nullkontur entspricht
einem Kreis. Die Pfeile deuten zwei Gradienten der Abstandsfunktion an; die Punkte in
jeweils gleicher Farbe sind die Gitterpunkte, die bei zentralen Differenzen zur Berechnung des
Gradienten herangezogen werden. Blau: Gradient liegt auf einer Gitterachse. Rot: Gradient
ist weder zur z- noch zur y-Achse parallel. (b) Eine Topologieinderung mit Lipschitz-stetiger
Stelle (o) in der Nullkontur durch das Verschmelzen zweier Kreise. Eine partielle Ableitung
mit zentralen Differenzen (o) respektiert die Topologie nicht.
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Abbildung 4.10: Eine eindimensionale Abstandsfunktion: Drei Freiheitsgrade (senkrechte
Markierungen |) liegen auf unterschiedlichen Seiten der Nullkontur (senkrechte gestrichelte
Linie). Die zentralen Differenzen im mittleren Freiheitsgrad (rote Punkte) greifen iiber mehr
als einen Nulldurchgang hinweg. Es resultiert ein schlecht berechneter Gradient (roter Pfeil)
im Vergleich zum wahren Gradienten (blauer Pfeil).

e Aus Kostengriinden wird ein adaptives Gitter einem globalen Gitter vorgezogen.
Der folgende Abschnitt gibt Aufschluss iiber die Umsetzung der Idee des Zweiparame-
terproblems.

4.2.1 Ein Zweigitterverfahren
Gittertypen

Zur Erlduterung der in dieser Arbeit vorgestellten Methode seien hier noch einmal
kurz die unterschiedlichen Diskretisierungen beziehungsweise Gittertypen (siehe Ab-
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T
e

(a) Composite grids (b) Mehrgitter

Abbildung 4.11: (a) Composite grids: Grobes Gitter mit Machenweite H und kurvilineares
Gitter (blau) mit Maschenweite h in einem schmalen Band um die Nullkontur (rot). (b)
Ein klassisches Mehrgitterverfahren: Das grobe Gitter mit der Maschenweite H (schwarz)
wird im Bereich der Nullkontur (rot) durch eine Sequenz von ineinander verschachtelten,
kartesischen Gittern mit kleiner werdenden Maschenweiten ergénzt. Das feinste Gitter hat
die Maschenweite h.

schnitt 2.1) und numerischen Verfahren bei adaptiven Gittern (siche Kapitel 3) aufge-
fiihrt. Es stehen folgende Grundtypen von Gittern und Diskretisierungen zur Verfiigung;:

e Strukturierte Gitter

— kurvilinear

— kartesisch

e Unstrukturierte Gitter

— Triangulierungen

— octrees

Im Abschnitt 2.1.1 wird gezeigt, dass mithilfe von Level-Set-Funktionen kurvilineare Git-
ter erzeugt werden konnen. Auf diese Weise lassen sich sehr einfach Gitter mit einer klei-
nen Maschenweite h in dem gewiinschten, schmalen Band um die Nullkontur der Level-
Set-Funktion generieren. Da zur Konstruktion des Gitters die Level-Set-Funktion selbst
herangezogen wird, stehen dariiber hinaus die Abbildungen zwischen dem kurvilinaren
Gitter und seinem korrospondierenden kartesischen Gitter zur Verfiigung, wodurch die
Transformation der bestehenden Differentialoperatoren auf das neue Gitter und damit
eine Erweiterung von NaSt3DGPF ermoglicht wird (vergleiche Beispiel 2.1 und Abbil-
dungen 2.4 und 4.11a). In Abschnitt 3.3.1 wird ferner ein Verfahren beschrieben, mit dem
das urspriinglich grobe und das feine kurvilineare Gitter im Bereich der Nullkontur in ei-
ner Art Mehrgitteralgorithmus auf composite grids zur Losung der Gleichung beitragen.
Abschnitt 3.4 hingegen beschreibt den Gebrauch der beiden Gitter im Zusammenhang
mit Gebietszerlegungsmethoden. Mit einem Losungsansatz auf rein kartesischen Gittern
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basierend, lasst sich das Zweiparameterproblem ebenfalls realisieren. Dabei kommt ei-
ne Sequenz von kartesischen Gittern mit unterschiedlichen Maschenweiten zum Einsatz,
bei der die feinen Gitter einen wesentlich kleineren Teil des Gebiets abdecken als das
globale grobe Gitter. Dies fithrt zu einem klassischen Mehrgitterverfahren (siche Abbil-
dung 4.11b). Allerdings kann eine topologisch komplexe Nullkontur dazu fiithren, dass
die feinen Gitter ebenfalls das gesamte Gebiet oder den grofiten Teil davon abzudecken
haben, was den adaptiven Effekt zunichte macht. Ein voll adaptives Mehrgitterverfahren
hingegen arbeitet prinzipiell auf unstrukturierten Gittern wie octrees und Triangulierun-
gen. Letztere sind beziiglich der einfachen Erweiterung von NaSt3DGPF, dessen Numerik
auf finiten Differenzen beruht, ungeeignet. Dadurch kénnten die in NaSt3DGPF bereits
integrierten Finite-Differenzen-Schemata nicht weiter verwendet werden und eine weitaus
aufwendigere Implementierung der Level-Set-Reinitialisierung mit finiten Elementen er-
fordern. Auf der anderen Seite kann auf octrees mit Finite-Differenzen-Schemata operiert
werden, wenn dafiir aber die Behandlung von hidngenden Knoten in Kauf genommen
wird. Der Abschnitt 3.2 stellt Interpolationsverfahren zur Rekonstruktion von héngen-
den Knoten in Finite-Differenzen-Schemata auf ctrees vor. Ferner lassen sich hingende
Knoten leichter handhaben, wenn ihre Anzahl pro Gitterzellenkante auf 1 beschrankt
ist; das heifit, durch die Wahl einer 1-Irregularitét des octrees sind im Allgemeinen nicht
nur die Grob- und Feingittermaschenweiten H und h vertreten, sondern wegen h < H
auch viele Zwischengrofien. Beldsst man es bei zwei Maschenweiten h und H und nimmt
eine grofle Irregularitét in Kauf, liefert der Abschnitt 3.4.3 {iber die Mortar-Mimetische-
Finite-Differenzen-Methode einen moglichen Losungsansatz.

Verfeinerungskriterium

Um ein effizientes adaptives Verfahren konstruieren zu koénnen, benotigt man neben
einem Uberblick iiber verschiedene Gittertypen eine Auswahl an Verfeinerungskriterien,
welche Vorschriften zur Verfeinerung und Vergroberung des Gitters liefern. Betrachtet
man das Verfeinerungskriterium als Abbildung, dann ordnet sie zu jedem Zeitpunkt ¢
jeder Grobgitterzelle ¢ € Gy ein Element der Menge {0, 1} zu:

refine : Gy x RT — {0,1}

1, cist zu verfeinern
(c,t) —

0, c ist nicht zu verfeinern

Im Falle von Level-Set-Methoden fiir Stromungssimulationen mit zwei Phasen soll die
Adaptivitdt gerade dafiir sorgen, dass die Reinitialisierung der Level-Set-Funktion die
Nullkontur nicht stort und ferner die Abstandseigenschaft in einer Umgebung um die
Nullkontur moglichst préizise rekonstruiert wird.

Sei € der Parameter, der die Ausdehnung dieser Umgebung festlegt, dann sei das Verfei-
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nerungskriterium refine, wie folgt definiert:

refine. : G x R — {0,1}

08) {1, B(P(e))] < e (4.17)
R OGO

wobei ¢(x) die Level-Set-Funktion im Punkte x und P(c) die absolute Position der
Gitterzelle c ist. Zu diesem Zweck lisst sich bei kartesischen Gittern P(c) mit den Koor-
dinaten des Freiheitsgrades in ¢ und im Fall einer Triangulierung zum Beispiel mit den
Koordinaten des Zellenmittelpunktes oder des Schwerpunktes identifizieren. Dieses Kri-
terium refine, garantiert, dass die Nullkontur und ihre Umgebung der Breite ¢ durch ein
feines Gitter G, der Maschenweite h diskretisiert werden. Es ist jedoch Vorsicht geboten,
da der Begriff ,Breite* nicht im euklidischen Sinn zu verstehen ist, sondern sich auf den
Wert der Level-Set-Funktion bezieht. Das bedeutet, dass die Umgebung verzerrt wird,
sobald die Abstandseigenschaft der Level-Set-Funktion gestort ist. Fine Moglichkeit, die-
ses Problem zu umgehen, beruht auf der Annahme, dass V¢ innerhalb der Umgebung
entlang jeder Normalen annéhernd konstant ist. Abbildung 4.12 zeigt dazu ein Beispiel.

Abbildung 4.12: Die Konturen gestorter Abstandsfunktionen: Die Abstandseigenschaft
zur Nullkontur (rot) ist gestort (|[V@| # 1). Im linken Bild ist V¢ entlang jeder Normalen
konstant, im rechten Bild nicht.

Eine entsprechende lokale Skalierung der Bandbreite € mit |V¢| fithrt zu einer Umgebung
mit anndhernd euklidischer Breite €. Das korrigierte Verfeinerungskriterium fiir gestorte

—

Abstandsfunktionen lautet nun refine,:

refine, : Gy x RT — {0,1}

(,1) {17 [(G(P()] < e[Ve(P(e)] (4.18)
7 0, [¢(P(c))] > €|Vo(P(c))]

Die Abbildungen (4.13) verdeutlichen den Unterschied der beiden Verfeinerungskrite-
rien refine, und @6. Bei einer stark gestorten Abstandsfunktion kann refine. kein
addquates Gitter erzeugen.

Abschlielend wird der oben genannte Begriff der Umgebung genauer definiert:
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(a) (b)

Abbildung 4.13: Die Verfeinerungskriterien refine. und gfﬁe im Vergleich. In (a) findet

refine, und in (b) Eﬁ?ee Verwendung. Zu sehen ist die Nullkontur als Sphéiire mit Radius
1 und eine Schnittebene durch die Level-Set-Funktion mit mehreren Konturen aus dem
Intervall [—1,+1]. Zum Vergleich ist ein Schnitt durch die grid patches dargestellt.

Definition 4.1 [DAS RELEVANTE GEBIET]
Das relevante Gebiet Q5 C Q C R? sei definiert als:

Q5 i={x € Q| |d(z)] <€},

wobei d eine Abstandsfunktion zur Level-Set-Nullkontur ist.

Die Charakteristiken der Hamilton-Jacobi-lteration

Das Schema der Adaptivitét fiir die Level-Set-Methode bewirkt, wie in Abbildung 4.14
veranschaulicht, dass das Gitter in einer Umgebung um die Nullkontur der Level-Set-
Funktion — dem relevanten Gebiet — verfeinert wird. Ein Algorithmus, der der Wie-
derherstellung der Abstandseigenschaft der Level-Set-Funktion dient, 16st iterativ die
Gleichung 2.16 vom Hamilton-Jacobi-Typ, deren Charakteristiken in Richtung der &u-
Beren und inneren Normalen der Nullkontur verlaufen. Die Information im Gebiet fliefit
demnach von der Nullkontur weg; insbesondere vom fein diskretisierten zum grob diskre-
tisierten Gebiet. Das bedeutet einerseits, dass der Algorithmus prinzipiell keine Informa-
tion aus dem grob diskretisierten Gebiet bezieht und andererseits Storungen, die durch
Inkonsistenzen am Ubergang vom feinen zum groben Gitter entstehen, keine Auswirkung

74



4.2 Das Zweiparameterproblem

Abbildung 4.14: Der Informationsfluss bei der Level-Set-Reinitialisierung: Die Nullkon-
tur (rot) liegt in ihrem relevanten Gebiet (im Bild durch blaue Linien angedeutet), in der
das Gebiet fein diskretisiert wird. Durchgezogene Pfeile zeigen die Richtung der Charakte-
ristiken und gestrichelte Pfeile deuten die Richtung an, aus der sich Upwind-Schemata die
Information holen.

auf die Nullkontur und das relevante Gebiet haben. Dieses Phinomen wird zusétzlich
durch die Verwendung von Upwind-Schemata ausgenutzt (sieche Abbildung 4.14).

In dieser Arbeit soll eine verbesserte Methode zur Reinitialisierung einer Level-Set-
Funktion entwickelt werden, deren Diskretisierung gemafl der Aufzahlung auf Seite 69
sowohl adaptiv ist als auch von kartesischen Gittern Gebrauch macht. Zusammen mit
den vorhergehenden Uberlegungen resultiert daraus die Idee, die groben Gitterzellen ¢
mit kleinen kartesischen Gittern der feinen Maschenweite h — im folgenden grid patches
genannt — zu versehen, falls refine, (c,t) den Wert 1 annimmt. Der zugehérige Algorithmus
besitzt dabei die Grundziige eines Mehrgitterverfahrens. Die folgenden Abschnitte dieses
Kapitels beschreiben die konkrete Entwicklung dieser Methode.

4.2.2 Kartesische grid patches

Die vorhergehenden Erlduterungen zu Gittertypen und Verfeinerungskriterien und die in
der Aufzéhlung auf Seite 69 genannten Punkte fithren zu der Wahl von feinen kartesischen
grid patches, die bei Bedarf, das heifit, wenn es das Verfeinerungskriterium fiir Adap-
tivitdt vorschreibt, auf eine grobe Gitterzelle aufgesetzt werden. Im Folgenden soll die
neue Gitterstruktur genauer definiert werden. Die wesentlichen Merkmale lauten:

e Jedes grid patch ist ein strukturiertes kartesisches Gitter.

e Alle grid patches besitzen dieselbe Struktur, das heifit, die Anzahl der Freiheits-
grade auf den entsprechenden Raumachsen ist bei allen grid patches die gleiche.

e Nicht notwendigerweise, aber der Einfachheit halber ist die Anzahl der Freiheits-
grade im grid patch auf jeder Achse gleich. Sie ist eine Potenz von 2. Ein grid patch
in drei Dimensionen besitzt also insgesamt (2*)® Freiheitsgrade mit der Irregularitst
1.
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e Jedes Patch tiberdeckt exakt eine Gitterzelle des groben Gitters.

e Ein grid patch besitzt fiir jede Raumrichtung (z,y, z) isotrope Maschenweiten
(dx/2',dy/2",dz/2"), wobei (dz,dy,dz) die Ausdehnungen der assoziierten Grob-
gitterzelle sind.

4.2.3 Das patch grid

Adaptivitdt entsteht nun, indem eine zu verfeinernde Grobgitterzelle ¢ mit einem grid
patch assoziiert wird, wobei die Zelle ¢, geometrisch betrachtet, zu ihrem grid patch
kongruent ist. Die Gesamtheit aller Grobgitterzellen und grid patches heifle patch grid.
Abbildung 4.15a verdeutlicht das Prinzip eines patch grids. Ferner zeigt die Abbil-
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Abbildung 4.15: (a) Ein zweidimensionales Beispiel fiir ein patch grid, bestehend aus dem
groben Gitter mit Maschenweite H und den grid patches (blau) mit Maschenweite h und
der Irregularitit + = 2. (b) Zwei grid patches benachbarter Grobgitterzellen gehen nahtlos
ineinander iiber.

dung 4.15b, dass die oben genannten Eigenschaften eines patch grids dafiir sorgen, dass
grid patches, die mit jeweils benachbarten Grobgitterzellen assoziiert sind, nahtlos in-
einander {ibergehen und lokal ein strukturiertes Gitter ergeben.

Bemerkung: Alle grid patches sind beziiglich ihrer logischen Struktur identisch. Das
grobe Gitter jedoch kann lokal anisotrope Maschenweiten besitzen. Da Adaptivitéit in
dieser Arbeit grundsétzlich iiber ein zweites Gitter mit substantiell kleinerer Maschenwei-
te eingefiihrt wird, wird vorausgesetzt, dass die Variation der anisotropen Maschenweite
klein im Vergleich zur Irregularitét ist. Das bedeutet, dass die feinste Grobgittermaschen-
weite H i, stets wesentlich grofler ist als die grobste Feingittermaschenweite g, also
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Hpin/hmae = O(2Y). Daher soll der Fall der Anisotropie als solcher nicht mehr explizit
behandelt werden.

Die Position der Freiheitsgrade innerhalb eines grid patches ist gerade so gewahlt, dass
die Freiheitsgrade der assoziierten Grobgitterzelle stets in dem feinem Gitter enthalten
sind (vergleiche auch Abbildung 4.16). Daher soll gelten:

Definition 4.2 [POSITION DER FREIHEITSGRADE]

Sei (0,0,0) die linke untere Ecke des grid patches, (dx,dy,dz) dessen Ausdehnung in x-,
y- und z-Richtung und v der Grad der Irreqularitit. Fir die Maschenweiten (hy, hy, h2)
des grid patches ergibt sich dann

h dx /2"
hy | == | dy/2*
h. dz/2"

Die Freiheitsgrade des Gitters seien mit (i, j, k) indiziert, wobei i,j7,k € {1...2'} und
v > 1. Dann ist die Position P(i,j,k) des Freiheitsgrades P mit dem Index (i,j,k)
definiert als

- hy
P(i 5, k) = J-hy

k-h,
X X X X X X
X ® X X & X
X X X X X X
X X X X X X
X ® X X & X
X X X X X X

Abbildung 4.16: Die Freiheitsgrade von grid patches: Es sind vier Grobgitterzellen in zwei
Dimensionen abgebildet, von denen jede mit einem grid patch versehen ist. Die schwarzen
Kreise (o) stellen die Freiheitsgrade des groben Gitters dar, o und X sind die Freiheitsgra-
de der néchst feineren grid patches mit der Irregularitdt 1. o, x und x kennzeichnen die
Freiheitsgrade der grid patches der Irregularitét 2.

Die Wahl eines wie oben beschriebenen Gitters ist zum einen mit den auf Seite 69
genannten Forderungen an die neue Technik konform, zum anderen ergeben sich gewis-
se Vorteile gegeniiber anderen adaptiven Gittertypen, wie sie in den Abschnitten 2.1.1
und 2.1.2 ab Seite 10 beschrieben werden. Gegeniiber triangulierten Gittern sind patch
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grids aus kartesischen, strukturierten Teilen aufgebaut, so dass die Position der Freiheits-
grade im Wesentlichen implizit gegeben ist. Daher konnen patch grids ihre Freiheitsgrade
effizienter speichern und einen schnelleren Zugriff auf diese gewéhren. Ferner kénnen be-
stehende Finite-Differenzen-Schemata auf die einzelnen grid patches und iiber Grenzen
benachbarter grid patches hinweg weiter verwendet werden. Die Gittererzeugung und
Anpassung im zeitlichen Verlauf einer Rechnung ist mit patch grids deutlich leichter als
bei Triangulierungen, da das Gitter geméfl des Adaptivitdtskriteriums modifiziert wer-
den kann, ohne anschliefend Korrekturen durchfithren zu miissen, um etwa hingende
Knoten oder entartete Elemente zu eliminieren. Mit dem Grad der Irregularitit ¢+ steigt
die Effizienz eines patch grids gegeniiber einer triangulierten Gitterversion. Im Vergleich
zu octrees besitzen patch grids genau zwei Maschenweiten und bilden daher grofie Teil-
gebiete, in denen das feine Gitter lokal als kartesisch und uniform betrachtet werden
kann. Die Grenze zwischen feinen grid patches und Grobgitterzellen stellt stets einen
Ubergang mit konstanter Irregularitéit dar. AbschlieBend wird der Begriff des relevanten
Gitters eingefiihrt.

Definition 4.3 [DAS RELEVANTE GITTER]
Das relevante Gitter G¢. C Q C R? sei das Teilgebiet, das gemdf eines Verfeinerungs-
kritertums von grid patches tiberdeckt wird:

G :={z € Q| mit 3c € Gg mit x € c und refine(c) = 1},

wobei refine eines der Verfeinerungskriterien refine. oder EﬁEe ist. Ferner bezeichne
das relevante Gitter UGS die Menge aller Grobgitterzellen, die gemdf eines Verfeine-
rungskriteriums mit grid patches assozitert sind und PGS die Menge aller grid patches.

Solange eine Verwechselung auszuschliefen ist, werden von nun an G¢, "G¢ und PG¢
allgemein als relevantes Gitter bezeichnet. Mit ass(c) fiir eine Zelle ¢ € HG¢ wird im
Folgenden das mit der Zelle ¢ assoziierte grid patch bezeichnet.

4.2.4 Datenstruktur

Bei der Implementierung von patch grids kommt eine zweigeteilte Datenstruktur zum
Finsatz. Auf der einen Seite stehen die grid patches, die in dreidimensionalen arrays
die zu jeweils einem grid patch gehorenden Freiheitsgrade der Level-Set-Funktion spei-
chern, auf der anderen Seite erfiillt der Patch-Manager die Funktion, die grid patches
zu verwalten, sie logisch zu einem Gitter zu organisieren und alle n6tigen numerischen
Algorithmen zur Verfiigung zu stellen. Zu den Aufgaben des Patch-Managers gehoren
das Erzeugen von neuen und das Entfernen von alten grid patches, die Initialisierung der
Freiheitsgrade der Level-Set-Funktion sowie das Operieren auf den Daten, die von den
grid patches bereitgestellt werden. Dazu werden Referenzen auf die grid patches unter
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Verwendung des Index der assoziierten Grobgitterzelle als Suchschliissel in einem Con-
tainer abgelegt. Eine hash map mit universellem hashing als spezielle Implementierung
dieses Containers erlaubt eine konstante mittlere Zugriffszeit O(1) auf einzelne grid pat-
ches. Ferner verfiigt der Patch-Manager iiber alle Informationen, die das grobe Gitter
genau definieren, sowie iiber die Level-Set-Funktion des groben Gitters selbst.

4.2.5 Der Algorithmus

In den vorhergehenden Abschnitten 4.1 und 4.2 ist das Problem der numerischen Dif-
fusion und eine erste Idee zu dessen Losung mittels eines sogenannten Zweiparameter-
problems vorgestellt worden. Darin stehen diese beiden Parameter fiir die Kenngrofien
zweler verschiedener Gitter in der Diskretisierung — die Maschenweiten H und h. Der
Entwurf eines neuen Algorithmus fiir die Level-Set-Reinitialisierung beriicksichtigt nun
die Tatsache, dass die Grolen der Strémungssimulation wie Geschwindigkeitskomponen-
ten (U, V, W) und Druck P, aber auch die Level-Set-Funktion auf dem groben Gitter G
mit Maschenweite H definiert sind und darauf berechnet werden, das Problem der nu-
merischen Diffusion jedoch lediglich die Reinitialisierung der Level-Set-Funktion betrifft.
Damit ergibt sich die Moglichkeit, fiir eine verbesserte Level-Set-Reinitialisierung eine
eigenstéindige, von der Numerik des Navier-Stokes-Losers entkoppelte Diskretisierung
einzufithren. Damit das Fehlerkalkiil der Level-Set-Numerik nun auf Basis von h anstatt
H durchgefiithrt werden kann, liegt es nahe, die Reinitialisierung auf das feine Gitter
G, zu iibertragen. Aus den Uberlegungen iiber Verfeinerungskriterien und den Verlauf
von Charakteristiken in der Hamilton-Jacobi-Iteration in Abschnitt 4.2.1 entsteht der
Gedanke, dass alle wesentlichen Informationen im relevanten Gebiet vorliegen; dariiber
hinaus flieit wihrend der Reinitialisierung Information, von der Nullkontur ausgehend,
immer vom relevanten Gebiet in das iibrige Teilgebiet Q\ €2 hinein, aber niemals in
umgekehrter Richtung. Die Idee besteht daher nun darin, das relevante Gebiet unabhén-
gig vom iibrigen Teilgebiet zu betrachten und eine Reinitialisierung lediglich lokal auf
dem relevanten Gitter durchzufithren. Durch diese Vorgehensweise eriibrigen sich Kopp-
lungen der Teilgebiete, wie sie bei Gebietszerlegungsmethoden erforderlich sind, oder
komplizierte Interpolationen an den Interfaces. Es entsteht ein erster Algorithmus in der
Art eines Zweigitterverfahrens mit zyklischer Abfolge — im Folgenden Patch-Grid-Zyklus
genannt. In jedem Zeitschritt der Stromungssimulation wird die Sequenz

1. Losen der Navier-Stokes-Gleichungen fiir diesen Zeitschritt

2. Transfer der Level-Set-Funktion vom groben auf das feine Gitter
3. Reinitialisierung auf dem feinen Gitter

4. Transfer vom feinen auf das grobe Gitter

durchgefiihrt (siche auch Abbildung 4.17). Der Algorithmus 2 (mit den Unterroutinen 3,
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Navier-Stokes-
Loser
H

Transfer Transfer
h—H H—h

L‘J
h

Abbildung 4.17: In jedem Zeitschritt der Stromungssimulation wird ein Patch-Grid-Zyklus
durchgefiihrt. Der Algorithmus 2 ist durch die blau hervorgehobenen Komponenten definiert.
Er ist eine eigenstédndige Komponente neben dem Navier-Stokes-Loser.

4, 5 und 6) beschreibt die Reinitialisierung auf patch grids instruktiv als Funktion
reinitPatchGrid. Sie ist neben dem Navier-Stokes-Loser eine separate Komponente
des gesamten Stromungslosers und somit ein modularer Bestandteil von NaSt3DGPF;
sie benétigt als Kingabe weder Informationen iiber Stromungsgréfien noch veréndert sie
diese.

Algorithmus : reinitPatchGrid(Gy, L, 1, €)

Input : Grobgitter G, gestorte Abstandsfunktion L, Irregularitdt ¢, Bandbreite €
Output : L ist Abstandsfunktion in einem e-Band um die zu Beginn gegebene

Nullkontur.
adaptGrid(Gy, L, 1, €, PG); /* Konstruiere das patch grid PG */
transferUp(L, PG); /* Transferiere Daten auf das patch grid. */
reinitPatches (PG); /* Reinitialisiere auf dem patch grid. */
transferDown (L, PG); /* Transferiere Daten auf das grobe Gitter. */

Algorithmus 2 : Ein Patch-Grid-Zyklus

4.3 Numerik

Dieser Abschnitt wendet sich der Beschreibung der wesentlichen numerischen Kompo-
nenten des Patch-Grid-Zyklus zu. Zu diesen zéhlen neben der eigentlichen Reinitiali-
sierung die Transferoperatoren und die Randbedingungen (siehe auch Abbildung 4.17).
Ein elementares Merkmal eines Patch-Grid-Zyklus ist der Gebrauch von zwei Gittern
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Algorithmus : adaptGrid(Gpy, L, 1, €, PG)
Input : Grobgitter G, Level-Set-Funktion auf grobem Gitter L, Irregularitét s,
Bandbreite €, patch grid PG

Output : Ein patch grid PG mit der Eigenschaft: Innerhalb des e-Bandes um die
Nullkontur von L sollen Grobgitterzellen mit grid patches der
Irregularitéit ¢ versehen werden; grid patches auflerhalb des e-Bandes
sollen entfernt werden. Wende ein Verfeinerungskriterium refine, oder
Eﬁﬁe an (siehe Abschnitt 4.2.1).

foreach c € Gy do
if refine(c) == 1 then
if ¢ besitzt kein grid patch then
| erzeuge ein grid patch und assoziiere es mit ¢

else

if ¢ besitzt ein grid patch then
| entferne das grid patch von c

Algorithmus 3 : Der Patch-Manager passt das patch grid der Nullkontur an.

Algorithmus : transferUp(L, PG)

Input : Level-Set-Funktion auf grobem Gitter L, patch grid PG

Output : Der Patch-Manager transferiert die Level-Set-Funktion vom groben
Gitter auf das patch grid.

Algorithmus 4 : Der Patch-Manager transferiert die Level-Set-Funktion vom groben
Gitter auf das patch grid.

Algorithmus : transferDown (L, PG)

Input : Level-Set-Funktion auf grobem Gitter L, patch grid PG
Output : Der Patch-Manager transferiert die Level-Set-Funktion vom patch grid
zuriick auf das grobe Gitter.

Algorithmus 5 : Der Patch-Manager transferiert die Level-Set-Funktion vom
patch grid zuriick auf das grobe Gitter.

Algorithmus : reinitPatches (PG)

Input : patch grid PG
Output : Die grid patches des patch grid PG reprisentieren eine Abstandsfunktion
zu der zuvor gegebenen Nullkontur.

Algorithmus 6 : Der Patch-Manager fiihrt die Reinitialisierung auf den grid patches
durch.
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unterschiedlicher Maschenweite. Das grobe Gitter Gy triagt alle Grofien des Strémungs-
16sers sowie die eigentliche Level-Set-Funktion. Auf ihm operiert der Stromungsloser; der
Transport der Level-Set-Funktion geméfl Gleichung 2.17 findet ebenfalls auf G statt.
Da nicht die Diskretisierungsgenauigkeit, sondern die Reinitialisierung auf G g insuffizi-
ent ist, soll lediglich die Reinitialisierung auf dem feinen Gitter GG}, durchgefiihrt werden.
Dazu muss in jedem Zeitschritt des Stromungslosers, an den sich die Reinitialisierung
anschliefft, zunéchst ein Transfer der Level-Set-Funktion von G nach Gy, stattfinden.
Es ist ebenfalls notwendig, die auf G}, reinitialisierte Level-Set-Funktion, durch einen
Transfer von G, nach G dem Strémungsloser wieder zur Verfiigung zu stellen.
Abschnitt 4.2.3 zeigt, dass sich benachbarte grid patches nahtlos aneinanderfiigen und
auf diese Weise lokal wie ein einziges strukturiertes Gitter erscheinen. Aus diesem Grund
konnen auf jedem Freiheitsgrad innerhalb des relevanten Gitters herkommliche Finite-
Differenzen-Schemata zur Berechnung der Differentialoperatoren angewendet werden.

Randbedmgungem
Re|n|t|al|5|erung
-

Transfer

I

Abbildung 4.18: Ein eindimensionales Beispiel fiir einen Patch-Grid-Zyklus: Auf dem gro-
ben Gitter liegt eine gestorte Abstandsfunktion (rot) vor. Diese wird auf das relevante Gitter
PGE (blau) transferiert. Es werden Randbedingungen ¢ am Rand von PG¢ definiert und an-
schliefend die Abstandseigenschaft der Level-Set-Funktion durch eine Reinitialisierung auf
dem relevanten Gitter PG{ wiederhergestellt. Den letzten Schritt im Zyklus stellt der Trans-
fer der Abstandsfunktion vom patch grid PG¢ auf #G¢ — die von grid patches iiberdeckten
Grobgitterzellen — dar.

Der Entwurf eines Algorithmus fiir eine verbesserte Level-Set-Reinitialisierung in 4.2.5
sieht in einem seiner Teilschritte eine Reinitialisierung auf dem feinen relevanten Gitter
unabhéngig und entkoppelt vom groben Gitter vor; das bedeutet, dass der Algorithmus
wéhrend der Reinitialisierung nur das relevante Gitter sieht und daher an dessen Rand
eigene Randbedingungen definiert werden miissen (siehe auch Abbildung 4.18). In den
folgenden Abschnitten werden die Transferoperatoren und Randbedingungen genauer
beschrieben.
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4.3.1 Transferoperatoren

Transferoperatoren dienen ganz allgemein dem Transport von Information zwischen den
Gittern. Speziell in diesem Zweigitterverfahren geht es um den Transport zwischen zwei
Gittern mit den signifikant unterschiedlichen Maschenweiten H und h. Daher finden
im Folgenden die dem Mehrgitterverfahren entlehnten Begriffe Prolongation fiir den
Transport von Gy nach PG{ und Restriktion fiir den Transport in entgegengesetzter
Richtung von PG¢ nach Gy Verwendung.

Prolongation

Der Transfer bei der Prolongation geschieht mittels polynomieller Interpolation; dabei
erfolgt an der Position jedes Freiheitsgrades des relevanten Gitters PGS eine Auswer-
tung des Polynoms, welches die Level-Set-Funktion an benachbarten Punkten des gro-
ben Gitters Gy interpoliert (siche Abbildung 4.19). Eine wesentliche Grofle stellt hier

Abbildung 4.19: Ein eindimensionales Beispiel fiir einen Prolongationsoperator: Ein Frei-
heitsgrad eines grid patches wird mittels Polynominterpolation vierter Ordnung aus den vier
umliegenden Freiheitsgraden des groben Gitters G interpoliert.

die Interpolationsordnung dar. Sie nimmt nicht nur Einfluss auf die Stabilitéit des Ver-
fahrens, sondern muss der Reinitialisierung auf PG{ auch hinreichend gute Daten zur
Verfiigung stellen. Besonders wichtig ist, dass die Prolongation keine numerische Dif-
fusion verursacht, die Nullkontur der Level-Set-Funktion also auf PG¢ mit der auf HG¢
identisch ist. Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die Tatsache, dass der Gradient der pro-
longierten Daten bei Verwendung niedriger Interpolationsordnung starke Oszillationen
aufweist, welche die Reinitialisierung in Bezug auf die Massenerhaltung erheblich ver-
schlechtern. Im Abschnitt 5.1.1 werden Prolongationsoperatoren verschiedener Ordnung
an unterschiedlichen Testfillen hinsichtlich dieser Aspekte untersucht. Von nun an be-
zeichne transy (¢z) die von HGE nach PG transferierte Funktion ¢p.

Restriktion

Die Restriktion hingegen ist stets trivial, da jeder Freiheitsgrad in HG¢ einen korre-
spondierenden Freiheitsgrad in PG{ hat; das heifit genauer: Der Freiheitsgrad von Zel-
le ¢ € HGE besitzt dieselben Ortskoordinaten wie der Freiheitsgrad mit dem Index
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(i,5,k) = (271,271, 2°71) im grid patch ass(c) (siehe auch Definition 4.2 und Abbil-
dung 4.16). Aus diesem Grund bilden Prolongation und Restriktion, nacheinander ausge-
fiihrt, die Identitit. Von nun an bezeichne transg(¢y) die von PGE nach HG¢ transferierte
Funktion ¢y. Es gilt also transy(transy (¢g)) = Id(¢m).

4.3.2 Randbedingungen

Es stehen im Wesentlichen drei Arten von Randbedingungen fiir die Reinitialisierung
beziehungsweise die Hamilton-Jacobi-Iteration zur Wahl. Das sind:

e Neumann’sche Randbedingungen
e Extrapolation: lineare Fortsetzung
e Rauhe Randbedingungen

Im Fall von Neumann’schen Randbedingungen wird der Wert des duflersten Freiheits-
grades, der noch in PG¢ liegt, in die Ghostzellen kopiert, so dass der Gradient iiber den
Rand hinweg verschwindet. Die lineare Fortsetzung hingegen setzt den Gradienten iiber
den Rand hinaus fort und lésst diesen damit unverédndert. Daher erhélt man glatte Da-
ten am Rand, muss jedoch auch in Kauf nehmen, dass grofle Gradienten am Rand zu
extremen Werten in den Ghostzellen fiithren. Bei rauhen Randbedingungen werden sehr
grofie Werte (etwa 10'°) mit alternierendem Vorzeichen in die Ghostzellen gesetzt mit
dem Ziel, die Upwind-Schemata ENO/WENO dazu zu bringen, Informationen aus dem
Inneren des Gebiets zu holen.
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Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel soll die Korrektheit und Tauglichkeit der neuen adaptiven Hamilton-
Jacobi-Level-Set-Reinitialisierung als Zweigitterverfahren auf patch grids ausgiebig ge-
testet und verifiziert werden. Dazu folgen nun ein paar Vereinbarungen und Definitionen
beziiglich der angewandten Indizes, Normen und Messverfahren der anschliefenden Ka-
pitel: Von nun an bezeichnen hochgestellte Indizes, wie in ¢" oder ¢!, Iterationsschritte
oder Zeiteinheiten, tiefgestellte Indizes dienen hingegen der rdumlichen Bestimmung. So
steht zum Beispiel ¢ fiir den Wert von ¢ im Punkt ¢ nach n Iterationen. Oftmals wird
¢* fiir eine exakte Losung oder eine hinreichend genaue Referenzlosung verwendet. Ein
tiefgestelltes H oder h kann auch zur leichteren Unterscheidung verdeutlichen, dass ei-
ne diskrete Funktion auf dem Gitter mit der Maschenweite H oder h definiert ist. Mit
der [,-Norm aus Definition 5.1 kann den diskreten Funktionen des Gitters ein Messwert
zugeordnet werden. Betrachtet man die diskrete Funktion ¢ des Gitters G als eine Funk-
tion aus Ly, die auf jeder Gitterzelle ¢ € G konstant ist, so stimmt die [,-Norm mit der
L,-Norm {iberein.

Definition 5.1 [[,-NORM]

Sei G ein Gitter mit den Gitterzellen ¢ € G, und sei ¢ eine Funktion auf G, wobei ¢(c)
der Wert von ¢ auf dem Freiheitsgrad von Zelle ¢ und V (c) das Volumen von c ist, dann
set

161y, == oD 16" V().

ceG
Mithilfe dieser Norm lésst sich nun der Begriff des relativen Fehlers definieren.

Definition 5.2 [RELATIVER FEHLER]
Der relative Fehler e der (diskreten) Funktion ¢ in Bezug auf die Funktion ¢* sei wie
folgt definiert:
= e,
o[l

Von zentraler Bedeutung in dieser Arbeit ist der Begriff der Masse: Falls die Nullkontur
der Level-Set-Funktion eine geschlossene Fliache beschreibt, steht der Begriff der Masse
fiir das von der Nullkontur der Level-Set-Funktion eingeschlossene Volumen. Andernfalls
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teilt die Nullkontur das Gebiet in zwei oder mehrere Teilgebiete auf, dann sei die Masse
als das Volumen der Teilgebiete definiert, auf denen die Level-Set-Funktion ein positives
(oder negatives) Vorzeichen hat. Numerisch ermittelt man die Masse, indem unter Ver-
wendung einer numerischen Quadratur das Integral iiber H.(¢) berechnet wird, wobei
H. die regularisierte Heavyside’sche Gewichtsfunktion ist.

Definition 5.3 [MASSE]
Die Masse der Level-Set-Funktion ¢ auf dem Gitter G ist definiert als

m = QG(HE(¢))7

wobei H. die reqularisierte Heavyside’sche Gewichtsfunktion und Qg eine Quadraturfor-
mel auf dem Gitter G ist.

Definition 5.4 [REGULARISIERTE HEAVYSIDE’SCHE GEWICHTSFUNKTION]
Die reqularisierte Heavyside’sche Gewichtsfunktion ist definiert als

0 , falls ¢ < €
Ho(¢) == 114+ 2+ Lsin(T2)] | falls |¢] < e
1 , falls ¢ > €

Weiterhin von groflem Interesse ist der bisher oft erwéhnte Massenverlust durch nume-
rische Diffusion (siehe Abschnitt 4.1 ab Seite 57). Um diesen quantifizieren zu konnen,
wird der relative Massenverlust ma bezogen auf eine urspriingliche Masse mg betrachtet:

Definition 5.5 [RELATIVER MASSENVERLUST)]
Sei mqg die urspringliche Masse, dann sei der relative Massenverlust zum Zeitpunkt t
beziehungsweise Iterationsschritt n definiert als

t,n
mt,n L m>" — 1o
A mo

n

mit mt" als Masse zum Zeitpunkt t beziehungsweise Iterationschsritt n.

Je nach Problemstellung kann die urspriingliche Masse mq direkt analytisch oder aber
hinreichend genau auf einem besonders feinen Gitter berechnet werden. Im Allgemeinen
bedeutet dies, dass der relative Massenverlust mOA schon zum Zeitpunkt 0 von 0 ver-
schieden ist und als Diskretisierungsfehler auf dem Gitter G angesehen werden kann. In
den Testfillen, in denen keine hinreichend genaue Beschreibung der Anfangsbedingun-
gen vorliegt — zum Beispiel bei Stromungsproblemen, deren freie Oberfliche komplexe
Geometrien aufweist — wird die urspriingliche Masse mg mit der berechneten Masse m"
zum Zeitpunkt 0 gleichgesetzt.

Vor der Untersuchung des gesamten Algorithmus sollen zunéichst dessen Einzelkompo-
nenten Prolongation, Reinitialsisierung und Restriktion unter verschiedenen Bedingun-
gen untersucht werden.
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5.1 Diskretisierungsfehler

Dieser Abschnitt soll die Frage nach der Qualitdt der prolongierten Daten beantworten,
denn diese sind das Ausgangsmaterial der Reinitialisierung auf dem feinen Gitter. Es
ist daher von grofler Bedeutung, dass der Transfer die Nullkontur unverdndert ldsst, da
eine anféngliche Stérung in der Nullkontur nicht wiederhergestellt werden kann. Dariiber
hinaus soll der Transfer den Gradienten der Level-Set-Funktion moéglichst unveréndert
und storungsfrei belassen. Wahlt man nun eine analytisch definierte Level-Set-Funktion
¢*, beispielsweise die Abstandsfunktion zu einer Sphére und wertet diese auf dem gro-
ben Gitter Gy aus, so erhdlt man ¢y := ¢*|g,; anschlieBend werden die Daten vom
Grobgitter des relevanten Gebiets 'G¢ auf die grid patches PG¢ transferiert, so dass sich
¢p = transy (o) ergibt. ¢p, wird in diesem Abschnitt Gegenstand néherer Untersuchun-
gen:

5.1.1 Prolongation und Restriktion

Nun soll gemessen werden, wie gut ¢, die analytische Funktion ¢* in Abhéingigkeit von
der Interpolationsordnung der Prolongation approximiert. Sei ¢* die Abstandsfunktion
zu einer Sphére, dann kann der Fehler (¢*|pge — ¢3) in der [3-Norm berechnet werden.
Wie erwartet, ist der Fehler bei trilinearer Interpolation von zweiter Ordnung O(H?)
und bei trikubischer Interpolation von vierter Ordnung O(H*?) (vergleiche auch mit Ab-

L
1 05 0.25 0.125
Maschenweite H

Abbildung 5.1: Die Abstandsfunktion einer Sphéare ¢* wird zunéchst auf dem groben Git-
ter Gp ausgewertet und anschlieBend auf die grid patches PG¢ transferiert. Die auf diese
Weise gewonnene Funktion ¢, = transy(¢*|g, ) approximiert ¢*. Die Graphik zeigt den
Fehler (¢*|pge — ¢n) in der [;-Norm fiir trilineare und trikubische Interpolation in Abhén-
gigkeit der Maschenweite H des groben Gitters. Die Raten sind O(H?) (trilinear) und O(H*)
(trikubisch).
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bildung 5.1). Abbildung 5.2a zeigt deutlich, dass die Schnittebene von ¢ zwischen je

(a) trilinear (b) trikubisch

Abbildung 5.2: Die prolongierte Level-Set-Funktion ¢, = transy(¢*|c,): Prolongation
mittels trilinearer (a) und trikubischer (b) Interpolation. Zu schen ist eine Schnittebene durch
den Aquator der Nullkontur (Sphére) von ¢*. Zur besseren Illustration ist die Schnittebene
abhéngig vom Wert der Funktion ¢ eingefdrbt und deformiert. Ferner sind in weif einige
weitere Kontouren von ¢, (eingschrinkt auf die Schnittebene) eingezeichnet. Die schwarzen
Punkte bezeichnen die Freiheitsgrade des groben Gitters G .

vier der Freiheitsgrade von Gp bilinearen Verlauf hat, was auf die trilineare Interpo-
lation zuriickzufithren ist. Ebenso sind die Konturen lediglich linear rekonstruiert. Es
wird deutlich, dass eine quadratische Funktion (Polynom dritter Ordnung) wie die Ab-
standsfunktion einer Sphére nicht hinreichend genau durch das patch grid approximiert
werden kann, wenn die Daten vom groben Gitter mit nur zweiter Ordnung transfe-
riert werden. Dabei ist es unerheblich, wie fein die Maschenweite h der grid patches
ist. Mit anderen Worten fiihrt ein erhéhter Aufwand nicht zu akkurateren Resultaten.
Erst bei Anwendung von Interpolationen, deren Ordnung gréfler oder gleich 3 ist, kann
die Abstandsfunktion der Sphire exakt auf das feinere Gitter {ibertragen werden, so
dass nun jede Verkleinerung der Feingittermaschenweite zu besseren Approximationen
der Abstandsfunktion auf dem feinen Gitter fiihrt. So sieht man in Abbildung 5.2b,
dass die Prolongation vierter Ordnung in der Lage ist, die Abstandsfunktion auf den
grid patches PGS zu rekonstruieren. Es folgt ein weiteres Beispiel, in dem mit ¢* eine
Level-Set-Funktion definiert wird, die aus einer Abstandsfunktion zu einer Ebene durch
Skalierung mit einer kubischen Funktion (Polynom vierter Ordnung) ensteht. Daher er-
gibt sich, dass bei trikubischer Interpolation der kubische Verlauf der Konturen exakt
rekonstruiert werden kann, wéhrend bei trilinearer Interpolation diese Information ver-
loren geht.
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Abbildung 5.3: Die prolongierte Level-Set-Funktion ¢, = trans,(¢*|g,) im zweidimen-
sionalen Schnitt: Die Prolongation von ¢* wird mittels trilinearer (a) und trikubischer (b)
Interpolation durchgefiihrt. Die schwarze Kurve stellt die Nullkontur von ¢* dar, die schwar-
zen Punkte bezeichnen die Freiheitsgrade des groben Gitters Gg. Auf den grid patches in
rot sind mehrere Konturen von ¢j, zu sehen.

5.1.2 Differentialoperatoren

Im vorhergehenden Abschnitt wurde deutlich, wie gut eine auf dem groben Gitter ausge-
wertete Funktion nach der Prolongation auf dem relevanten feinen Gitter PG{ in Abhén-
gigkeit der Transferoperatoren approximiert werden kann. Da in der Hamilton-Jacobi-
Iteration 2.16 (auf Seite 30) der Gradient der Level-Set-Funktion ausgewertet wird, stellt
sich die Frage, ob dieser akkurat auf das feine Gitter transferiert wird. Eine erste Be-
obachtung zeigt, dass der Gradient im Wesentlichen unabhiingig vom herangezogenen
Schema (ENO/WENO) auf dem feinen Gitter PGS zu Oszillationen neigt. Die Abbil-
dung 5.4 zeigt diese Ostzillationen anhand eines Beispiels: ¢* sei die Abstandsfunktion
einer Sphire. ¢* wird auf dem groben Gitter Gy ausgewertet und auf das feine Gitter
PGS iibertragen, was ¢, = transy(¢*|q,, ) liefert. Da ¢* eine Abstandsfunktion ist, erfiillt
diese die Eikonalgleichung |V¢*| = 1; somit ist 1 — |[V¢y| der Fehler von |V¢y|. Dieser
Fehler oszilliert besonders stark an den Stellen, an denen V¢, zu keiner der Raum-
achsen parallel ist. Eine Messung von 1 — |V¢y| in der [o-Norm in Abhéingigkeit von der
Grobgittermaschenweite H und der Interpolationsordnung beim Transfer gibt Aufschluss
dariiber, welchen Einfluss die Grobgitterwerte und die Tansferoperatoren auf die Quali-
tét der Daten auf dem feinen Gitter haben. Die Abbildung 5.5 zeigt den Fehler 1 —|V ¢y,
in der ls-Norm in Abhéngigkeit von der Grobgittermaschenweite H und der verwendeten
Interpolationsordnung. Wie zu erwarten sind die Fehler von zweiter Ordnung O(H?) bei
trilinearer und vierter Ordnung O(H*) bei trikubischer Interpolation.
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(a) trilinear (b) trikubisch

Abbildung 5.4: ¢* sei die Abstandsfunktion einer Sphéire, ¢, = trans,(¢*|q, ) die vom
groben aufs feine Gitter PGS transferierte Level-Set-Funktion. Die Abbildung zeigt den Feh-
ler von |V¢yp| nédmlich 1 — [V¢y| auf den grid patches im zweidimensionalen Schnitt durch
den Aquator der Sphire. Die Prolongation von ¢* wurde mittels trilinearer (a) und trikubi-
scher (b) Interpolation durchgefiihrt. Zur Illustration ist die Schnittebene abhéngig von den
Werten von e eingefirbt und deformiert. Aufféllig in Bild (a) sind starke Oszillationen des
Fehlers in diagonaler Richtung zu den Gitterachsen.

1 05 025 0125
Maschenweite

Abbildung 5.5: Der Fehler 1 — |V¢y| in der [;-Norm in Abhingigkeit von der Grobgit-
termaschenweite nach trilinearem (rot) und trikubischen (blau) Transfer. Die Raten sind
O(H?) (trilinear) und O(H*) (trikubisch).

5.2 Reinitialisierung

Das Kernstiick des neuen Zweigitterverfahrens ist die Reinitialisierung. Es gibt im We-
sentlichen drei Eigenschaften, auf die die Reinitialisierung hin untersucht werden soll.
Das sind die numerische Diffusion, die Erhaltung der Nullkontur und die Erhaltung der
geometrischen Form. Da sich die numerische Diffusion in einer Verschiebung der Nullkon-
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tur entgegen der Kriitmmungsrichtung der Oberfliche duflert, wird zu ihrer quantitativen
Beurteilung der Verlauf der Masse einer von der Nullkontur umschlossenen Teilmenge des
Gebiets iiber die Anzahl der Hamilton-Jacobi-Iterationen gemessen. Damit sich die nu-
merische Diffusion an jeder Stelle der Oberfléiche stets mit demselben Vorzeichen auf die
Masse auswirkt, diirfen nur solche Level-Set-Funktionen betrachtet werden, deren Kriim-
mung der Nullkontur stets in das Innere des von ihr umschlossenen Gebiets zeigt. Im
zweiten Unterabschnitt wird untersucht, wie gut das Zweigitterverfahren die Nullkontur
wéihrend der Reinitialisierung erhilt. Um diesen Effekt zu messen, wird zu einer vorgege-
benen Nullkontur eine stark gestorte Abstandsfunktion reinitialisiert und der Fehler der
gewonnenen Level-Set-Funktion im Vergleich zu einer analytischen Losung beobachtet.
Dazu wird auch der Testfall von Smereka und Russo aus [44] in einer modifizierten Form
angewendet. Ein Test zur Formerhaltung wird an Nullkonturen durchgefiihrt, die starke
Kriimmungen und filigrane Strukturen aufweisen.

5.2.1 Numerische Diffusion

Zur Messung der numerischen Diffusion wird eine Sphére mit unterschiedlichen Radien
mit zugehoriger Abstandsfunktion als Startwert einer Level-Set-Funktion herangezogen
und der Massenverlust in Abhéngigkeit der Anzahl an Reinitialisierungen beziehungs-
weise Hamilton-Jacobi-Iterationen beobachtet. Dabei liegt das Hauptaugenmerk auf dem
Vergleich zwischen dem herkommlichen Verfahren und dem neuen Zweigitterverfahren.

Zunichst werden zwei Sphéren mit den Radien von 5 und 2.5 Grobgittermaschenweiten
betrachtet: r = 5H und r = 2.5H. Die Graphik 5.6 zeigt den Verlauf des Massenverlustes
des herkémmlichen Verfahrens im Vergleich zum Zweigitterverfahren mit der Irregulari-
tét © = 2 beziehungsweise mit der Feingittermaschenweite h := H/4. Erwartungsgemif
ist der Massenverlust im Zweigitterverfahren wesentlich geringer als beim herkémmli-
chen, uniformen Verfahren. Zum Vergleich zeigt die Graphik ferner den Massenverlust
des uniformen Verfahrens mit der Grobgittermaschenweite H/4. Bei diesen Tests umfasst
die Bandbreite des relevanten Gebiets PGS in Fall » = 5H doppelt so viele Grobgitter-
zellen wie im Fall r = 2.5 H. Ferner sind im adaptiven Zweigitterverfahren aufgrund der
CFL-Bedingung pro Reinitialisierungsschritt die vierfache Anzahl an Hamilton-Jacobi-
Iterationen noétig, um die Reinitialisierung auf der gleichen Bandbreite durchzufiihren wie
es im uniformen Fall mit der Maschenweite H notwendig ist. Bezogen auf die Anzahl
an Hamilton-Jacobi-Iterationen kann daher mit dem adaptiven Zweigitterverfahren ein
noch besserer Massenerhalt erzielt werden (siehe dazu Abbildungen 5.6b und 5.6d). In
der Anwendung des adaptiven Verfahrens in Zweiphasenstromungssimulationen ist man
jedoch unabhéngig vom Level-Set-Verfahren darauf angewiesen, die Abstandseigenschaft
in einem konstant groffen Bereich um die Nullkontur herum herzustellen. Das bedeutet,
dass der Nachteil des adaptiven Zweigitterverfahrens darin liegt, dass pro Reinitiali-
sierung stets die 2'-fache Anzahl an Hamilton-Jacobi-Iterationen durchgefiihrt werden
muss. Daher bildet im Folgenden nicht mehr die Anzahl an Hamilton-Jacobi-Iterationen,
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sondern stets die Anzahl an Reinitialisierungen den Bezugspunkt.

Masser
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Abbildung 5.6: Der relative Massenverlust nach zahlreichen Reinitialisierungen: Eine
Level-Set-Funktion, die bereits die Abstandseigenschaft einer Sphére besitzt, wird wiederholt
dem Reinitialisierungsprozess unterworfen. Die Graphiken zeigen den relativen Massenver-
lust bezogen auf die Anfangsmasse mg der Sphére der auf dem groben Gitter ausgewerteten
Abstandsfunktion. In (a) und (b) betrigt der Radius 5 Grobgittermaschenweiten, in (c)
und (d) 2.5 Grobgittermaschenweiten. Die Graphiken (a) und (c) tragen den Massenverlust
gegen die Anzahl der Reinitialisierungen, (b) und (d) gegen die Anzahl der Hamilton-Jacobi-
Iterationen auf. Jede Graphik zeigt den relativen Massenverlust fiir das herkémmliche, uni-
forme Verfahren mit der Gittermaschenweite H (rot), das adaptive Zweigitterverfahren mit
der Grobgittermaschenweite H und der Feingittermaschenweite H/4 (blau) und nochmals

das uniforme Verfahren, dessen Gittermaschenweite der Feingittermaschenweite des adapti-
ven Verfahrens entspricht — ndmlich H/4 (schwarz).

Dieses Beispiel zeigt die Abhéngigkeit der numerischen Diffusion von der Kriimmung
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der Nullkontur. Daher muss zu einer quantitativen Beurteilung des adaptiven Zweigit-
terverfahrens stets die Kriimmung der Nullkontur beriicksichtigt werden. Im folgenden
Unterabschnitt wird das uniforme Verfahren gegen das adaptive Zweigitterverfahren mit
unterschiedlichen Feingittermaschenweiten beziehungsweise Irregularitéiten » an Nullkon-
turen unterschiedlicher Kriimmung getestet.

Numerische Diffusion in Abhangigkeit des Kriimmungsradius

Als Nullkontur dient wieder eine Sphére mit verschiedenen Radien mit zugehoriger Ab-
standsfunktion. Die Messergebnisse zeigen nun den relativen Massenverlust bezogen auf
die Anfangsmasse, die auf dem groben Gitter vorliegt. In Tabelle 5.1 sind die relativen

Radius uniform Adaptiv
H H,H/4 H,H/8 H,H/16
-7.92 e-2 1.59e-2 146 e2 -3.80e-3
Lo5H -5.64 e-1 1.60 e-2 145e2 8.60e-3
' -5.73e1| -289e3 877e3 1.10e-2
576 e-1| -1.84e2 211e3 1.01e-2
-5.66 e-3 129 e-3 87le4d -3.60e4
9 501 -17.35e-2 | -584e4 6.77Te4 3.05e4
' -775e-2 | -1.871 e-3 -8.20e-6 4.57 e4
-1.89 e-1 | -4.69 e-3 -1.60e-4 231e4
-2.89 e-4 1.25e-4 5.30e5 -5.00 e-6
5 00 -3.08e4 | -195e4 -9.00e-6 1.01 e4
-739e4 | -489e4 -243e4 1.04e4
-1.23e-3 | -8.17e4 -200e4 1.14e4

Tabelle 5.1: Der relative Massenverlust in Abhéngigkeit von der Kriimmung der Nullkon-
tur: Die Abstandsfunktionen zu den Sphéren mit den Radien » = 1.25H, r = 2.5H und
r = 5H werden zahlreichen Reinitialisierungen unterworfen. In den Spalten stehen die re-
lativen Massenverluste bezogen auf die Anfangsmasse, die auf dem groben Gitter gemessen
wird, fiir das herkdmmliche, uniforme Verfahren mit der Maschenweite H und fiir das adap-
tive Zweigitterverfahren mit den Feingittermaschenweiten H/4, H/8 und H/16. Die Zeilen
zeigen fiir jeden Radius einen Messwert jeweils nach der 1., der 10., der 50. und der 100.
Reinitialisierung. Bei Werten mit gleicher Farbe entspricht der Radius immer der gleichen
Anzahl an (Fein)Gittermaschenweiten: =~ =5 = =10 =20, 240, 280.

Massenverluste nach jeweils 1, 10, 50 und 100 Reinitialisierungen fiir Sphéren mit einem
Radius von 1.25, 2.5 und 5 Maschenweiten aufgefiihrt. Es wird deutlich, dass der Mas-
senverlust — verursacht durch numerische Diffusion — stark von der Kriitmmung der Null-
kontur abhéngt: Der Verlust ist umso gréfler, je stéirker die Kriimmung beziehungsweise
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je kleiner der Radius ist. Eine Verbesserung durch die Adaptivitit ist klar erkennbar.
So erleidet die Sphéire mit Radius » = 1.25H beim uniformen Verfahren schon nach
nur einer Reinitialisierung mehr als 7.9 % Verlust und hat nach 10 Reinitialisierungen
mehr als die Hélfte ihres Volumens verloren, wihrend das adaptive Verfahren bei einer
Feingittermaschenweite von H/4 den Verlust selbst nach 100 Reinitialisierungen auf un-
ter 2% halten kann. Bei groeren Radien nimmt der Massenverlust zwar ab, wird aber
dennoch durch Adaptivitit von mehr als 18 % auf weniger als 0.5 % bei einem Radius
von r = 2.5H und von iiber 0.12 % auf unter 0.09 % bei einem Radius von » = 5H nach
jeweils 100 Reinitialisierungen reduziert. Wie auch schon auf den Abbildungen 5.6 zu
erkennen ist, unterliegt die Masse bei den adaptiven Zweigitterverfahren Oszillationen,
deren Amplitude mit der Kriitmmung bezogen auf die Feingittermaschenweite wichst. Da
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SN W WA SO
SRS S A S S

T
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-0.015— 1= 2.50H, h= H/4 1
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Abbildung 5.7: Oszillierende Masse bei adaptiver Reinitialisierung: Die Graphik zeigt den
Verlauf der Masse von Sphéren unterschiedlicher Radien in Abhéingigkeit von der Anzahl der
Reinitialisierungen. Die Radien sind » = 1.25H (blau), r = 2.5 (rot) und r = 10H (schwarz).
Bei den einfachen Linien ist ein adptives Verfahren mit Irregularitdt + = 2 und Feingitter-
maschenweite h = H/4, bei Linien mit punktférmigem Marker ein adaptives Verfahren mit
Irregularitit « = 3 und Feingittermaschenweite h = H/8 angewendet worden.

bei groffen Kriimmungen und einer Irregularitét von ¢+ = 2 diese Oszillationen gegeniiber
dem eigentlichen Massenverlust sehr dominant sein kénnen, wird die Wahl einer hoheren
Irregularitéit demnach nicht nur durch einen besseren Massenerhalt, sondern auch durch
geringere Ostzillationen begiinstigt. Die Abbildung 5.8 visualisiert die Sphére mit dem
Radius r = 1.25H nach mehreren Reinitialisierungen (1, 10, 100). In der linken Spalte der
Abbildung wird das uniforme Verfahren angewendet, wihrend die Bilder in der rechten
Spalte mit dem adaptiven Zweigitterverfahren mit der Irregularitdt « = 2, also mit der
Feingittermaschenweite h := H/4 gerechnet werden. Interessant ist die Tatsache, dass
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sich die Nullkontur lediglich im Rahmen einer Gittermaschenweite bewegt; das heifit,
die Nullkontur schmiegt sich an die in Kriimmungsrichtung néichstgelegene Gitterzelle
an und bewegt sich somit maximal um eine Gittermaschenweite H im uniformen Fall
beziehungsweise Feingittermaschenweite h im adaptiven Fall.

Bemerkung: Der Abschnitt 4.1.2 ab Seite 66 gibt die theoretische Erkldrung dafiir,
dass sich die Nullkontur unter Verwendung der gegliatteten Signumfunktion maximal um
eine Gittermaschenweite bewegt. Dass das tatséchlich so ist, zeigt die Abbildung 5.8. An
dieser Stelle werden die Vorteile des adaptiven Zweigitterverfahrens deutlich, wie es im
Abschnitt 4.2 motiviert worden ist:

e Da die Reinitialisierung auf einem Gitter mit signifikant kleinerer Feingitterma-
schenweite durchgefiihrt wird, ist es moglich, die Bewegung der Nullkontur auf die
kleine Weite h anstatt H zu beschranken.

e Da die Kriimmung der Nullkontur im adaptiven Fall relativ zur Feingitterma-
schenweite kleiner ist als zur Grobgittermaschenweite im uniformen Fall, fillt die
numerische Diffusion im adaptiven Verfahren schwicher aus als im uniformen. Das
heilt, um die maximale Verschiebung der Nullkontur bei der adaptiven Methode
zu erreichen, sind mehr Reinitialisierungen notig als bei der uniformen Methode.

Level-Set-Funktionen mit singularen Kriimmungen

Die Uberlegungen in Abschnitt 4.1, dass die numerische Diffusion von der Kriimmung der
freien Oberflache — also von der Nullkontur der Level-Set-Funktion — abhéngt, werden in
den vorhergehenden Tests bestéitigt. Daraus folgt, dass das adaptive Zweigitterverfahren
besonders dann Vorteile gegeniiber dem herkémmlichen, uniformen Verfahren bringt,
wenn die freie Oberfliche starke Kriimmungen beispielsweise bei Tropfchenbildung und
Topologieveranderungen aufweist. Auch starke und im Allgemeinen nichtlaminare oder
gar turbulente Stromungen verursachen in der freien Oberfliche feinste Strukturen, de-
ren Dimensionen nur noch durch die Auflésung des Gitters nach unten beschrankt sind.
Das adaptive Zweigitterverfahren bietet im Gegensatz zu dem herkémmlichen unifor-
men Verfahren signifikante Vorteile bei freien Oberflichen mit starken Kriimmungen
und kann dariiber hinaus geometrische Strukturen im Bereich von singuldren Kriim-
mungen besser erhalten. Dies zeigt sich in dem folgenden Test, in dem ein Wiirfel mit
zugehoriger Abstandsfunktion als freie Oberflache gew#hlt wird. Entlang jeder Ecke und
Kante eines Wiirfels ist die Kriitmmung der Level-Set-Funktion singulér; diese Singulari-
téten setzen sich im Inneren des Wiirfels auf den Diagonalen und diagonal verlaufenden
Ebenen fort. An diesen singuléren Stellen ist die Level-Set-Funktion nicht mehr ste-
tig differenzierbar, sondern nur noch Lipschitz-stetig; das kann dazu fithren, dass die
ENO/WENO-Schemata extreme Gradienten berechnen und somit die CFL-Bedingung
der Hamilton-Jacobi-Iteration verletzen. Letztendlich resultieren daraus weitere Stérun-
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gen der geometrischen Strukturen der freien Oberfléiche (siehe auch Bemerkung auf Sei-
te 68). Erwartungsgeméf neigt die Level-Set-Reinitialisierung zum Glitten von Ecken
und Kanten. Interessant ist daher die Frage nach der Fahigkeit des adaptiven Zweigitter-
verfahrens, diese Strukturen zu erhalten. Zu diesem Zweck dient der folgende Test: Eine
Nullkontur mit der Geometrie eines Wiirfels und zugehoriger Abstandsfunktion wird der
wiederholten Reinitialisierung unterworfen. Die Abbildung 5.9 zeigt die Nullkontur nach
einer unterschiedlichen Anzahl an Iterationen sowohl fiir das herkémmliche als auch fiir
das adaptive Zweigitterverfahren. Wiederum wird deutlich, dass die numerische Diffusi-
on in Bereichen starker Kriimmung eine Verschiebung der Nullkontur in Richtung der
Kriimmung bis um maximal eine Gittermaschenweite verursacht, wobei Ecken und Kan-
ten zu glatteren Rundungen aufgeweicht werden. Das Ma# fiir den Erhalt der Geometrie

Reinitialisierungen uniform adaptiv
H H/4| H H/4 H,H/8 H H/16
0 0 0 0 0 0
1] 152e1 521e2|152e1 929e-2 8.99e-2
2| 244e1 6.05e2 | 1.50e1 9.10e2 9.27e-2
10 | 3.81e-1 7.15e2 | 1.60e-1 897e2 9.33e-2
20 | 549 e-1 7.18e2 | 1.60e1 873e2 9.25e-2
100 | 8.06 e-1 7.26e-2 | 1.70 e-1 8.91 e-2 9.16 e-2
200 | 8.88 e-1 7.29e-2 | 1.73e-1 894 e-2 9.08 e-2

Tabelle 5.2: Der relative Fehler der Level-Set-Funktion nach zahlreichen Reinitialisierun-
gen in der [p-Norm: Eine Level-Set-Funktion ¢° mit der Nullkontur in Form eines Wiirfels
und der zugehorigen Abstandsfunktion wird iterativ reinitialisiert. Die Tabelle zeigt den
relativen Fehler ||¢™ — QSOH[z / ||¢0||[2 auf dem relevanten Gebiet in der [,-Norm fiir die uni-

formen Verfahren mit den Grobgittermaschenweiten H und H/4 und fiir die Zweigitterver-
fahren mit der Grobgittermaschenweite H und unterschiedlichen Feingittermaschenweiten
he{H/4,H/8, H/16}.

sei der relative Fehler H¢n - ¢0H[2 / HgbOH[Q. Dabei ist ¢° die exakte Abstandsfunktion
zum Wiirfel und ¢™ die Level-Set-Funktion nach n-facher Reinitialisierung. Die Tabel-
le 5.2 zeigt die relativen Fehler in der auf dem relevanten Gebiet ausgewerteten [o-Norm
fiir die herkommlichen, uniformen Verfahren mit den Grobgittermaschenweiten H und
H/4 und fiir die adaptiven Zweigitterverfahren mit den Irregularitéten « € {2, 3,4} bezie-
hungsweise den Feingittermaschenweiten H/4, H/8 und H/16. Aus der Tabelle 5.2 und
den Graphiken 5.10a und 5.10b resultiert, dass das adaptive Verfahren die Geometrie
des Wiirfels signifikant besser erhélt als das uniforme Verfahren; sie weisen jedoch auch
weitere interessante Eigenschaften auf:

a) Fiir 2 > 3 hat die Irregularitiit + des adaptiven Gitters keinen wesentlichen Einfluss
mehr auf die GroBlenordnung der numerische Diffusion.
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b) Vergleicht man den Fehler des adaptiven Zweigitterverfahrens (mit h = H/4) mit
dem uniformen Verfahren mit der Grobgittermaschenweite H/4, zeigt sich, dass das
adaptive Verfahren mit der Irregularitit :+ = 2 — anders als bei dem Test mit den
Sphéren (siehe auch Abbildung 5.6) — den Fehler nicht bis auf die Gréflenordnung
des uniformen Verfahrens reduzieren kann.

Eine Erkldrung fiir diese Beobachtungen liegt in der Tatsache, dass die Anfangsdaten
auf dem groben Gitter vorliegen und erst durch die Transferoperatoren auf das feine
Gitter (mit h = H/2") iibertragen werden. Das hat zur Folge, dass die Singularititen in
der Kriimmung der Level-Set-Funktion — die dort weniger glatt, also lediglich Lipschitz-
stetig und nicht differenzierbar ist — beim Transfer durch die Interpolation vierter Ord-
nung zu einem trikubischen Polynom auf dem feinen Gitter gegliattet werden, wahrend
die Anfangsdaten beim uniformen Verfahren keiner Glattung unterliegen und daher die
originalen Singularitéten enthalten.

zu a) Die Freiheitsgrade des feinen Gitters sind die Auswertungen des Interpolationspo-
lynoms zwischen den Freiheitsgraden des groben Gitters. Eine hohere Auflésung
des feinen Gitters durch hohere Irregularitdt des adaptiven Verfahrens bringt da-
her keinen zusétzlichen Informationsgehalt auf dem feinen Gitter. Somit kann kein
besseres Fehlerverhalten erzielt werden.

zu b) Die Transferoperatoren verursachen duch diese Gliattung eine Storung zu Beginn
der Reinitialisierung, wodurch der Fehler nicht mehr das niedrige Niveau eines
hochaufgeltsten, uniformen Verfahrens erreichen kann.

Den Abschluss dieses Unterabschnitts bildet folgender qualitativer Test: Der Anfangs-
wert einer Level-Set-Funktion ¢° habe eine Nullkontur, die der Oberfliche zweier sich
schneidender Sphéren entspricht. Ferner erfiille sie die Abstandseigenschaft. Interessant
ist der Schnittkreis, an dem die beiden Sphéren miteinander verschmelzen. Die singulére
Kriimmung weicht nach auflen hin auf, und der Schnittkreis schmiegt sich den néchstge-
legenen Gitterpunkten an. Die Abbildungen 5.11 zeigen, wie gut das adaptive Zweigit-
terverfahren die Nullkontur selbst in Bereichen extremster Kriimmungen fixiert.

5.2.2 Erzeugung einer Abstandsfunktion und Erhaltung der Nullkontur

Bisher ist das adaptive Zweigitterverfahren in Bezug auf die Transferoperatoren und auf
die Erhaltung der Nullkontur wihrend der Reinitialisierung hin untersucht worden. Dazu
standen stets Abstandsfunktionen als Startwert zur Verfiigung. In diesem Abschnitt soll
festgestellt werden, wie gut das adaptive Zweigitterverfahren

e cine gestorte Abstandsfunktion zu gegebener Nullkontur wiederherstellen kann und

e die Nullkontur beim Wiederherstellungsprozess erhélt.
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Zu diesem Zweck wird im Folgenden der bekannte Testfall von Peter Smereka und Gio-
vanni Russo [44] herangezogen werden.

Modellproblem von Smereka und Russo

In diesem Abschnitt steht das Modellproblem von Peter Smereka und Giovanni Russo
aus [44] im Mittelpunkt; es gibt eine Level-Set-Funktion mit der Nullkontur einer El-
lipse und einer besonders stark gestorten Abstandsfunktion als Anfangswert analytisch
vor. In drei Dimensionen soll der zweidimensionale Fall durch Extrusion auf der z-Achse
in einen Quasi-zweidimensionalen-Fall {iberfithrt werden. Die Abbildung 5.12 illustriert
das Modellproblem von Smereka und Russo. Es gilt nun, die gestorte Abstandsfunktion
unter Erhaltung der Nullkontur in eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion zu iiber-
fithren (siehe auch Abbildung 5.12¢). Beim Betrachten der Abbildungen 5.13 und 5.14
fallt auf, dass die steilen Gradienten der Level-Set-Funktion am linken Rand der Ellip-
se im uniformen Verfahren dazu fiihren, dass die Nullkontur durch die Reinitialisierung
stark verformt wird, wéhrend das adaptive Verfahren die Nullkontur gut erhélt. (Eine
quantitative Aussage dazu folgt im néichsten Abschnitt.) Daraus resultieren zwei Schluss-
folgerungen:

e Die numerische Diffusion héngt nicht nur von der Kriimmung der Nullkontur, son-
dern auch von der Stérung der Abstandseigenschaft ab.

e Der Einsatz des adaptiven Zweigitterverfahrens wird nicht nur durch das Auf-
treten starker Kriimmungen in der freien Oberfliche von Strémungssimulationen
gerechtfertigt, sondern auch durch die Vorkommnisse starker Stérungen der Ab-
standseigenschaft der Level-Set-Funktion. Dies ist unter anderem besonders bei
stark beschleunigten Fluiden und turbulenten Strémungen der Fall.

Numerische Diffusion in Abhdngigkeit der Stérung der Abstandseigenschaft

Nun soll untersucht werden, inwieweit die durch die anfingliche Stérung der Abstands-
eigenschaft verursachte numerische Diffusion bei der Reinitialisierung durch den Einsatz
des adaptiven Zweigitterverfahrens kompensiert werden kann. Wie aus den vorhergehen-
den Unterabschnitten hervorgeht, verschiebt sich die Nullkontur — bei gleichbleibender
Kriimmung — in den Bereichen stérker, in denen die Level-Set-Funktion grofie Gradienten
besitzt. Smerekas und Russos Modellproblem wird nun derart modifiziert, dass an Stelle
einer Ellipse als Nullkontur diesmal eine Sphére verwendet wird; das hat zwei Vorteile:
Zum einen ist die Kriimmung auf der gesamten Oberfliche konstant, so dass es uner-
heblich sein wird, wo die Stérungen ansetzen, zum anderen kann einfacher eine exakte
Abstandsfunktion zur Fehlermessung berechnet werden. Das Problem soll nun voll in
drei Dimensionen betrachtet werden. Konkret wird die Abstandsfunktion einer Sphére
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mit Radius 1 betrachtet, was 10 Gittermaschenweiten entspricht. Geméafl den Untersu-
chungen aus Abschnitt 5.2.1 folgt, dass bei einem Kriimmungsradius von r = 10H die
numerische Diffusion aufgrund der Kriimmung moderat ist (vergleiche auch mit Tabel-
le 5.1), so dass der Einfluss der Stérungen besser beobachtet werden kann. Eine kiinstliche
Storung dieser Abstandsfunktion kann erreicht werden, indem sie mit einer Stérfunktion

f skaliert wird.

f:R*=R
(5.1)
(@,y,2) = [Az|? + |Ay|? + |Az|?,
wobei
(A‘ra Aya AZ) = (:C —20,Y — Yo, %2 — ZO)

und (xo, Yo, 20) ein Punkt auf der Nullkontur ist. Der Exponent ¢ wird aus der Menge
{1.0,2.0,3.0,4.0} gewéhlt. Nun kann zu jedem Exponent ¢ ein Minimum und ein Ma-
ximum fiir |V¢| auf der Nullkontur angegeben werden. Das Minimum ist stets 0, die
Maxima unter den oben genannten Werten fiir ¢ sind {6, 12,24, 48}. Die Abbildung 5.15
zeigt ein zweidimensionales Schnittbild dieses Testfalls nach einer durchgefiithrten Reini-
tialisierung fiir zwei verschiedene Exponenten ¢; (xg, 4o, z0) liegt dabei oben rechts auf
der Nullkontur, das Maximum der Stérung (auf der Nullkontur) befindet sich demnach
unten links auf der Nullkontur. Die Tabelle 5.3 zeigt die relativen Massenverluste des uni-

maxzen |Vo(z)| | uniform  adaptiv  uniform
N = {z|¢(z) =0} H H/H/4 H/4
24.00 | -1.41e2 5.09e3 -5.62e-3

33.94 | -2.09 e-2 -9.00 e-4 -7.55 e-3

48.00 | -2.69 e-2 -5.80 e-3 -9.36 e-3

Tabelle 5.3: Der relative Massenverlust in Abhéngigkeit vom Maximum der Stérung auf der
Nullkontur. Es werden das uniforme Verfahren mit der Maschenweite H und das adaptive
Zweigitterverfahren mit der Grobgittermaschenweite H und der Feingittermaschenweite h =
H/4 im Vergleich zum hochaufgeldsten uniformen Verfahren mit der Maschenweite H/4 nach
jeweils einer Reinitialisierung betrachtet.

formen Verfahrens mit Maschenweite H und des adaptiven Zweigitterverfahren mit der
Grobgittermaschenweite H und der Feingittermaschenweite h = H/4 im Vergleich zum
hochaufgelosten uniformen Verfahren mit der Maschenweite H/4 nach jeweils einer Rei-
nitialisierung fiir unterschiedlich grofie Stérungen. Der Massenverlust durch numerische
Diffusion hidngt monoton vom Grad der Storung ab. Erwartungemé&f erreicht das adapti-
ve Zweigitterverfahren Massenverluste, die in der Groflenordnung derer des hoch aufge-
losten Verfahrens liegen. Den relativen [r-Fehler der reinitialisierten Level-Set-Funktion
zur exakten Abstandsfunktion in der [3-Norm zeigt uns Tabelle 5.4. Die Abbildung 5.16
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maxgen |Vo(z)| | uniform adaptiv
N = {z|¢(z) =0} H HH/4
6.00 | 2.72 e-1 9.06 e-3

12.00 | 3.48 e-1 4.32e-3

24.00 | 542 e1 6.30 e-3

48.00 | 9.12 e-1 5.40 e-2

Tabelle 5.4: Der relative Fehler ||¢! — d|| .. /lldl|, von der Level-Set-Funktion nach der ers-
ten Reinitialisierung zur exakten Abstandsfunktion d fiir unterschiedlich grofle Storungen: Es
werden jeweils die Werte fiir das uniforme Verfahren mit der Maschenweite H und das adap-

tive Zweigitterverfahren mit der Grobgittermaschenweite H und der Feingittermaschenweite
h = H/4 im Vergleich aufgefiihrt.

zeigt die relativen Fehler der Level-Set-Funktion nach der ersten Reinitialisierung zur
exakten Abstandsfunktion in der ls-Norm. Zu sehen ist, dass der Fehler asymptotisch
linear von der maximalen Stérung max,ecn |Vo(x)| auf der Nullkontur N abhéngt und
substantiell durch das adaptive Zweigitterverfahren verbessert werden kann.

5.3 Dynamische Systeme mit Konvektion

Nun soll das adaptive Zweigitterverfahren erstmals in einem Stromungsfeld zur An-
wendung kommen. Zu diesem Zweck wird die Abstandsfunktion einer Sphére in einem
Rotationsfeld (u, v, w) mit

( ) = 2
U x7y>z - leO
_2m (5.2)
v(z,u,z) = 2100
z(z,y,2) =0

im Kreis transportiert. Da in jedem Zeitschritt des Stromungslosers ein Transport der
Level-Set-Funktion gemifl des Geschwindigkeitsfeldes stattfindet, der im Allgemeinen
eine Reinitialisierung erfordert, muss auch in jedem Zeitschritt mit einer maximalen
Verschiebung der Nullkontur um eine Gittermaschenweite gerechnet werden. Die Ab-
bildung 5.18 zeigt die freie Oberfliche nach mehreren Zeitschritten. Es wird deutlich,
dass durch den wiederholten Transport und Transfer der Level-Set-Funktion in jedem
Zeitschritt des Stromungslosers eine Stérung der Nullkontur verursacht wird. Dies macht
sich besonders auch im adaptiven Fall bemerkbar, da hier nach wie vor der Transport
auf dem groben Gitter mit den Geschwindigkeitswerten, die ebenfalls auf dem groben
Gitter vorliegen, durchgefithrt wird. Das fithrt dazu, dass die Massenverluste bei dem
adaptiven Verfahren grofler sind als bei einem vergleichbaren uniformen Verfahren mit
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uniform adaptiv uniform
Zeitschritte H H/H/A4 H,/H/8 H/4
25 | -2.29e-1 -833e2 -7.96e2 -228¢4

50 | -4.41e-1 -9.14e-2 -7.63e2 -3.64e4

75 | -7.39e1l -7.44e2 -4.68e2 -4.28¢-4

100 | -1.00 e-0 -4.89 e-2 -1.02e2 -5.14e4

Tabelle 5.5: Der relative Massenverlust zu verschiedenen Zeitschritten fiir das uniforme
Verfahren mit der Grobgittermaschenweite H, die adaptiven Zweigitterverfahren mit den
Feingittermaschenweiten h = H/4 beziehungsweise h = H/8 und das uniforme Verfahren
mit der Maschenweite H/4.

Aufwand | uniform adaptiv uniform
H H/H/4 H,H/8 H/4

Speicher | 2.7e+6 15e+6 21 e+6 58 e+6
Rechenzeit 10 106 795 1235

Tabelle 5.6: Der Aufwand fiir Speicher (in bytes) und Rechenzeit (in Sekunden) von 100
Zeitschritten fiir das uniforme Verfahren mit der Grobgittermaschenweite H, die adaptiven
Zweigitterverfahren mit den Feingittermaschenweiten h = H/4 beziehungsweise h = H/8
und das uniforme Verfahren mit mit der Maschenweite H/4.

globaler feiner Maschenweite. Dennoch erzielt das adaptive Zweigitterverfahren erhebli-
che Verbesserungen des Massenverlustes (siche Tabelle 5.5) bei vergleichweise geringem
Mehraufwand in Speicher und Rechenzeit (siehe auch Tabelle 5.6).

5.4 Test in NaSt3DGPF

Es folgen zwei Testrechnungen mit realen Zweiphasenstromungen. Darin zeigt sich das
Zusammenspiel aller in NaSt3DGPF beteiligten Komponenten wie Stromungsberech-
nung, Transport und Transfer der Level-Set-Funktion, die Reinitialisierung dieser auf
dem feinen Gitter und der anschliefende Transfer zuriick auf das grobe Gitter.

Im ersten Test kollabiert eine Wassersdule umgeben von Luft unter ihrer eigenen
Schwerkraft und zerflie3t auf dem Boden. Die Wassersdule hat einen quadratischen Quer-
schnitt von 5em x 5em und ist 8¢m hoch. Die Auflésung des groben Gitters betriagt
H = 1cem. Die Abbildung 5.19 zeigt die Simulation einer kollabierenden Wasserséiule zu
verschiedenen Zeitpunkten ¢ sowohl fiir das uniforme wie auch das adaptive Zweigitter-
verfahren der Level-Set-Reinitialisierung. Deutlich erkennbar ist die bedeutend bessere
Massenerhaltung beim adaptiven Verfahren. Tabelle 5.7 belegt diese Beobachtung. Dieser
Testfall erliutert exemplarisch das Problem der numerischen Diffusion bei diinnen Fluid-
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uniform  adaptiv  uniform
Zeit t H H H/4 H/4
0.01s | 2.04e3 858e4 -1.14e-5
0.08s | -1.69 e-2 -1.40 e-3 -1.26 e-3
0.13s | -5.39 e-2 -1.18 e3 -2.74 e-3

Tabelle 5.7: Der relative Massenverlust zu den in den Abbildungen vorkommenden Zeit-
punkten t. Es werden die Messwerte fiir das uniforme Verfahren mit der Grobgittermaschen-
weite H = lem, das adaptive Zweigitterverfahren mit der Feingittermaschenweite h = H/4
und das uniforme Verfahren mit der Maschenweite H/4 aufgefiihrt.

filmen: Die kiinstliche Verschiebung der freien Oberfliche am Rand des Films verhindert
seine flichenartige Ausbreitung beziehungsweise den weiteren Benetzungsvorgang sei-
ner Kontaktfliche. Die Auflistung der Kosten in Tabelle 5.8 beweist die Effizienz und

Aufwand | uniform adaptiv  uniform
H H/H/4 H/4

Speicher 9e+6 34e+6 625e+6
Rechenzeit 543 1841 166445

Tabelle 5.8: Der Aufwand fiir Speicher (in bytes) und Rechenzeit (in Sekunden) von 1s
Simulationszeit. Es werden die Messwerte fiir das uniforme Verfahren mit der Grobgitter-
maschenweite H = lem, das adaptive Zweigitterverfahren mit der Feingittermaschenweite
h = H/4 aufgefiihrt und das uniforme Verfahren mit der Maschenweite H/4.

Wirtschaftlichkeit des adaptiven Zweigitterverfahrens.

Im zweiten Test wirkt die Oberflichenspannung auf einen Fluidwiirfel. Dessen Ober-
fliche beginnt daraufhin — wie man Abbildung 5.20 entnehmen kann — zu schwingen.
Dieser Wiirfel besteht aus Wasser, ist von Luft umgeben und besitzt eine Kantenlén-
ge von 5cm. Die Maschenweite betrigt H = 0.5¢m. Die Abbildung 5.20 zeigt einige
interessante Zeitpunkte dieses Vorgangs. Im Fall der Reinitialisierung auf dem groben,
uniformen Gitter verliert der Fluidwiirfel deutlich sichtbar an Masse. Ferner kann man se-
hen, dass die numerische Diffusion beim adaptiven Fall erheblich weniger zu Glattungen
der freien Oberflache fiithrt. Die Tabelle 5.9 belegt die Beobachtung: Nachdem die freie
Oberflache eine Schwingungsperiode durchlaufen hat, hat der Fluidwiirfel mehr als 17%
seiner Masse verloren, wenn die Level-Set-Reinitialisierung auf dem groben uniformen
Gitter mit Maschenweite H durchgefiihrt wird. Das adaptive Zweigitterverfahren mit
der Feingittermaschenweite h = H/4 hingegen reduziert den Massenverlust auf weniger
als 5%.
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uniform  adaptiv
Zeit t H H/H/4
1.20s | -1.74 e-1 -4.75 e-2

Tabelle 5.9: Der relative Massenverlust nach ¢ = 1.2s. Es werden die Messwerte fiir das
uniforme Verfahren mit der Grobgittermaschenweite H = 0.5¢m und das adaptive Zweigit-
terverfahren mit der Feingittermaschenweite h = H/4 aufgefiihrt.
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Abbildung 5.8: Die Sphére vom Radius r = 1.25H mit zugehoriger Abstandsfunktion nach
1, 10 und 100 Reinitialisierungen. Dargestellt ist die Nullkontur auf dem groben Gitter und
ein Schnitt durch das grobe Gitter (blaue Linien). Bei (a), (c), (e) wird auf einem uniformen
Gitter und bei (b), (d), (f) mit dem adaptiven Zweigitterverfahren gerechnet; im letzteren
Fall ist noch ein Schnitt durch die grid patches dargestellt.
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(¢) n=20 (d) n =100
Abbildung 5.9: Wiederholte Reinitalisierung: Die Nullkontur mit der Geometrie eines
Wiirfels und der zugehorigen Abstandsfunktion werden unterschiedlichen Anzahlen n an
Reinitialisierungsschritten unterworfen. In den Graphiken ist zwecks besseren Vergleichs je-
weils die linke Halfte der Nullkontur des uniformen Verfahrens (rot) und die rechte Hilfte
des adaptiven Verfahrens mit der Irregularitéit © = 2 mit Feingittermaschenweite h = H/4
dargestellt. Ein Schnitt durch das grobe Gitter dient als optischer Mafistab fiir Ausmafl der

numerischen Diffusion.
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Abbildung 5.10: Der Fehler der Level-Set-Funktion: Die Graphiken (a) und (b) zeigen den
Verlauf des relativen Fehlers e™ = ||<b" — ¢0H[2 / H(;SOH o7 wobei ¢° eine Abstandsfunktion mit
dem Wiirfel als Nullkontur und ¢™ diese Funktion nach n Reinitialisierungen ist. Die Graphik
(a) vergleicht das herkdmmliche, uniforme Verfahren (rot) mit dem adaptiven (blau) und
dem uniformen Verfahren mit feinerer Auflssung (schwarz). Die Graphik (b) zeigt die adap-
tiven Verfahren mit unterschiedlicher Irregularitéit beziehungsweise Feingittermaschenweite

im Vergleich.

106

I
140

I I I
160 180 200

adaptiv, Hund H/4 | |

adaptiv, Hund H/8 ||




5.4 Test in NaSt3DGPF

.d b
L3S et L ]| —d
NEEEEssEEEEN L] ElemEEER
EEEEEN EEEEEN

(a) Gesamtansicht, Anfangswert (b) Gesamtansicht, n = 40

(¢) Anfangswert (d) n=40

Abbildung 5.11: Wiederholte Reinitalisierung: Die Nullkontur ist die Oberfliche zweier
sich schneidender Sphiren mit der zugehorigen Abstandsfunktion. Die Graphik (a) zeigt
diese Nullkontur vor dem groben Gitter und einen Schnitt durch die grid patches des ad-
aptiven Verfahrens. Diese Level-Set-Funktion wird unterschiedlichen Anzahlen n an Reini-
tialisierungsschritten unterworfen. In den Graphiken ist zwecks besseren Vergleichs jeweils
die rechte Hilfte der Nullkontur des uniformen Verfahrens (rot) und die linke Hélfte des
adaptiven Verfahrens mit der Irregularitit + = 2 mit Feingittermaschenweite h = H/4 dar-
gestellt. Ein Schnitt durch das grobe Gitter dient als optischer Mafstab fiir das Ausmaf der
numerischen Diffusion in Bezug auf die Maschenweite.
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(a) Konturen der gestérten Abstandsfunkti- (b) Quasi-2D, konstant in z-Richtung
on, (Nullkontur in schwarz)

(c) Die Abstandsfunktion der Ellipse, Schnitt (d) Die gestorte Abstandsfunktion der Ellip-
in zwei Dimensionen se, Schnitt in zwei Dimensionen, mit Faktor
1/4 skaliert

Abbildung 5.12: Das Problem von Smereka und Russo: Eine stark gestorte Abstandsfunk-
tion hat eine Ellipse als Nullkontur. Die Graphiken zeigen einen Schnitt in zwei Dimensionen
von der Nullkontur (schwarz) beziehungsweise die Nullkontur in drei Dimensionen in Abbil-
dung (b). In (a) und (b) ist eine nach der Level-Set-Funktion eingeférbte Schnittebene mit
weiteren Konturen mit Werten aus dem Intervall [—2, +2] zu sehen. In (c¢) und (d) ist diese
Schnittebene entsprechend dem Level-Set-Wert deformiert; wegen der extremen Werte der
gestorten Abstandsfunktion in (d) ist die Deformation mit dem Faktor 1/4 skaliert worden.
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(a) Anfangswert (b) Anfangswert

(8) n=3 (h)yn=3

Abbildung 5.13: Fortsetzung auf der néichsten Seite 109
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(c)n=5 (d)n=>5

(e) n=10 n=

Abbildung 5.14: Wiederherstellung der Abstandseigenschaft: Das herkémmliche, unifor-
me Verfahren (linke Spalte) mit der Grobgittermaschenweite H im Vergleich zum adaptiven
Zweigitterverfahren (rechte Spalte) mit der Grobgittermaschenweite H und der Feingitter-
maschenweite h = H/4. Zu sehen sind der Anfangswert und die Ergebnisse nach unterschied-
lich vielen Reinitialisierungen n € {1,2,3,4,5,10}. Jedes einzelne Bild zeigt in schwarz die
Nullkontur und in weifl weitere Konturen aus dem Intervall [—2, +2]. Ferner ist ein Schnitt
durch das grobe Gitter und im adaptiven Fall ein Schnitt durch die grid patches gezeigt.
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(¢) groBe Stérung, uniform (d) groBe Stérung, adaptiv

Abbildung 5.15: Numerische Diffusion nach einer Reinitialisierung bei unterschiedlich
stark gestorten Abstandsfunktionen im zweidimensionalen Schnitt: Die Abstandsfunktion
einer Sphére ist in Graphik (a) und (b) schwach, in (¢) und (d) stark gestort. Der Radius
betréigt bei (a) bis (d) stets 5 Grobgittermaschenweiten. Jedes einzelne Bild zeigt in schwarz
die Nullkontur und in weifl weitere Konturen aus dem Intervall [—0.5,+0.5]. Ferner ist ein
Schnitt durch das grobe Gitter und im adaptiven Fall ein Schnitt durch die grid patches
gezeigt.
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Abbildung 5.16: Der relative Fehler ||¢' — dH[2 /|ld|,, von der Level-Set-Funktion nach
der ersten Reinitialisierung zur exakten Abstandsfunktion d in Abhéngigkeit vom Grad der
Storung: Es werden jeweils die Werte fiir das uniforme Verfahren mit der Maschenweite H
und das adaptive Zweigitterverfahren mit der Grobgittermaschenweite H und der Feingit-
termaschenweite h = H/4 im Vergleich aufgefiihrt.
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Abbildung 5.17: Fortsetzung auf der néchsten Seite.
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Abbildung 5.18: Eine Sphére als freie Oberfliche im Rotationsfeld nach n Zeitschritten:
In der linken Spalte ist auf einem uniformen Gitter der Maschenweite H gerechnet worden.
Die mittlere Spalte zeigt die Verwendung des adaptiven Zweigitterverfahrens mit der Fein-
gittermaschenweite h = H /4. Die rechte Spalte zeigt die Berechnungen auf einem uniformen

Gitter der Maschenweite H/4.
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(e) t =0.13s (f) t =0.13

Abbildung 5.19: Eine kollabierende Wasserséule zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ auf dem
uniformen Gitter mit Maschenweite H = lem (linke Spalte) und auf dem adaptiven Gitter
(rechte Spalte) mit der Feingittermaschenweite h = H/4. Ferner ist im adaptiven Fall ein
Teil der grid patches mit abgebildet.
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(a) t=0.0s (b) t=0.12

(c) t=0.32s (d) t = 0.60

(e) t =1.00s (f)y t=1.17

Abbildung 5.20: Der Fluidwiirfel zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ auf dem uniformen Gitter
mit Maschenweite H = 0.5¢m (roter Teil) und auf dem adaptiven Gitter (blauer Teil) mit
der Feingittermaschenweite h = H/4. Es wurde die Schnittbildtechnik aus Abbildung 5.9
angewendet.
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Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung einer robusteren Level-Set-Methode fiir das
Programm NaSt3DGPF. Dabei sollte der Aspekt der Adaptivitét eine wesentliche Rolle
spielen. Da die Diskretisierung in NaSt3DGPF auf strukturierten kartesischen Gittern
mit finiten Differenzen beruht, schien die Wahl von kartesischen Gitterkomponenten fiir
das neu zu entwickelnde Verfahren angemessen. Denn dies erleichtert die Wiederver-
wendbarkeit der bereits in NaSt3DGPF implementierten Differenzenschemata. Mit der
Entscheidung fiir kartesische Gitterkomponenten kamen adaptive Triangulierungen als
Gitter nicht weiter in Betracht. Auf der Suche nach geeigneten Methoden, mit hingenden
Knoten in kartesischen Gittern umzugehen, fanden sich unter anderem Interpolationsver-
fahren [39] und Mortar-Methoden [58]. Die genauere Untersuchung der Hamilton-Jacobi-
Gleichung, auf der die Level-Set-Reinitialisierung beruht, zeigt aber, dass die Charakte-
ristiken von der Nullniveaumenge der Level-Set-Funktion aus in Richtung der dufleren
Normalen verlaufen. Da Adaptivitit lediglich in einer Umgebung der Nullkontur bens-
tigt wird und die Erfiillung der Abstandseigenschaft der Level-Set-Funktion auflerhalb
dieser Umgebung unerheblich ist, konnte auf komplizierte Verfahren zur konsistenten
Diskretisierung an Fein-grob-Ubergéingen der Gitter verzichtet werden. Das heifit, so-
lange die freie Oberfliche komplett in einem fein diskretisierten Gebiet liegt, spielt der
Grad der Irregularitit an den Fein-grob-Ubergiingen keine Rolle. Aufgrund dieser Idee
war eine Implementierung mit grid patches moglich, die sich zudem auch noch leicht
in NaSt3DGPF integrieren lieB, ohne allzu groBe Anderungen an NaSt3DGPF selbst
durchfiihren zu miissen. Die Testergebnisse zeigen, dass sich die kiinstliche Verschiebung
der Nullkontur bei der Reinitialisierung auf dem feinen Gitter tatséchlich auf maximal
eine Feingittermaschenweite h beschrinkt. Der Vorteil eines adaptiven Verfahrens gegen-
iiber dem uniformen ist um so grofler, je stirker die Effekte der numerischen Diffusion
sind. An dieser Stelle belegen die Ergebnisse dieser Arbeit die Beobachtung von T.Y.
Hou [15], dass die kiinstliche Bewegung der Nullkontur mit zunehmender Kriimmung
schneller wird. Fiir den Einsatz des adaptiven Verfahrens ldsst sich daher die obige Aus-
sage umformulieren: Der Vorteil eines adaptiven Verfahrens gegeniiber dem uniformen
ist um so grofer, je weniger glatt die freie Oberfliche der Zweiphasenstromung ist.

Die Resultate dieser Arbeit zeigen jedoch auch, dass die Reinitialisierung auf dem ad-
aptiven Gitter nicht isoliert betrachtet werden darf, sondern immer im Zusammenhang
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mit dem Stromungsloser gesehen werden muss. Denn die Daten, die der adaptiven Reini-
tialisierung zur Verfiigung stehen, stammen stets aus einer Interpolation der Grobgitter-
werte. Dabei zeigt sich, dass die Interpolationsordnung des Transferoperators erheblichen
Einfluss auf die Qualitdt der Feingitterdaten hat, welche die Anfangswerte der adaptiven
Hamilton-Jacobi-Reinitialisierung sind. So sieht man an einem Beispiel mit singuléren
Kriimmungen der freien Oberfliche, dass die Interpolation Stérungen auf dem feinen
Gitter verursacht, die schon vor der Reinitialisierung numerische Diffusion bewirkt. In
dieser Tatsache liegt der Nachteil des adaptiven Verfahrens gegeniiber dem uniformen
Verfahren mit globalem feinen Gitter. Letzteres operiert ausschliefSlich auf feineren Git-
tern und leidet nicht unter Fehlern der Transferoperatoren. Kommt bei Strémungspro-
blemen noch der Transport der Level-Set-Funktion hinzu, muss neben dem Fehler des
Transferoperators noch der Transport beriicksichtigt werden. Dieser wird stets auf dem
groben Gitter durchgefithrt und verursacht Stérungen der Nullkontur im Rahmen der
Grobgittergenauigkeit, wihrend bei einem uniformen Verfahren mit feiner Maschenweite
neben der Reinitialisierung auch der Transport auf dem feinen Gitter durchgefiihrt wird.

Trotz dieser Nachteile konnte in den Resultaten dieser Arbeit gezeigt werden, dass
eine erheblich verbesserte Massenerhaltung durch den Einsatz einer adaptiven Level-
Set-Reinitialisierung erzielt werden kann. Die erhohten Kosten fiir Speicher und Re-
chenzeit lassen sich hingegen nur schwer quantifizieren, da sie stark vom jeweiligen Pro-
blem abhéingen. Weil sich die Adaptivitéit lokal auf eine Umgebung der freien Oberfldche
beschrankt, werden grid patches lediglich auf einer zweidimenionalen Untermenge des
Gebiets eingesetzt, wohingegen eine uniforme Verfeinerung mit der dritten Potenz der
Auflésung in die Kosten eingeht. Die Anzahl der Hamilton-Jacobi-Iterationsschritte, die
fiir eine Reinitialisierung notwendig sind, ist bei adaptiven Gittern aufgrund der CFL-
Bedingung wegen der kleinsten vorkommenden Gittermaschenweite jedoch die gleiche
wie bei uniform verfeinerten Gittern.

Zukiinftige Entwicklungen einer adaptiven Level-Set-Reinitialisierung konnten bei-
spielsweise an den oben genannten Schwachstellen ansetzen:

Der Transfer der Level-Set-Funktion vom groben auf das feine Gitter kann selbst nu-
merische Diffusion erzeugen, so dass das Potential einer Reinitialisierung auf dem feinen
Gitter nicht voll ausgeschopft werden kann. An dieser Stelle konnten Interpolationsope-
ratoren noch héherer Ordnung oder Interpolationen, die nicht auf Polynomen basieren,
eventuell Verbesserungen schaffen. Eine andere Moglichkeit bestiinde darin, die durch
den Transfer erzeugten Storungen nachtréglich zu korrigieren. Hier wére der Einsatz ei-
ner Art Hybride-Partikel-Level-Set-Methode [22] denkbar. Ferner gilt es den Fehler durch
den Transport der Level-Set-Funktion zu minimieren. Eine erste Idee ist, den Transport
auf dem adaptiven feinen Gitter durchzufithren. Dabei muss das Geschwindigkeitsfeld
auf das feine Gitter transferiert werden. Es muss daher gewéhrleistet werden, dass sich
dieser Transfer auf das feine Gitter zusammen mit dem Transport auf dem feinen Gitter
weniger storend auf die freie Oberfliche auswirkt als der Transport auf dem groben Gitter
und der anschlieende Transfer auf das feine Gitter. Ein weiterer Vorteil eines Transports
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auf dem feinen Gitter ist die Tatsache, dass auf den Tansfer der Level-Set-Funktion vom
groben aufs feine Gitter verzichtet werden kann.

Bisher dienen die adaptiven Gitter der Reinitialisierung der Level-Set-Funktion und
erzielen somit enorme Verbesserungen der Massenerhaltung. Dabei wird die Level-Set-
Funktion nach der Reinitialisierung auf das grobe Gitter zuriicktransferiert und dem
Stromungsloser wieder zugefithrt. Eine Moglichkeit, die Daten auf dem feinen Gitter
weiterhin nutzbar zu machen, besteht darin, das Deltafunktional und die Heavyside’sche
Gewichtsfunktion (siehe Croce [18]), die der Aktivierung der Oberflichenspannungskrif-
te und der Regularisierung der Fluidparameter in der Umgebung der freien Oberfliche
dient, ebenfalls auf dem feinen Gitter auszuwerten, und somit noch akkuratere und stabi-
lere Zweiphasenstromungssimulationen mit Oberflichenspannungskréften berechnen zu
konnen.
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