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Kapitel 1

Einleitung

Viele physikalische Vorgénge lassen sich mit Hilfe von Systemen partieller Differen-
tialgleichungen als mathematisches Problem formulieren. Die explizite Angabe einer
Losungsfunktion ist dabei auf Grund der Komplexitiat der betrachteten Systeme nur
fiir einige wenige Spezialfdlle moglich. Die experimentelle Untersuchung der Problem-
stellung ist jedoch auch nicht immer praktikabel, denn physikalische Versuchsaufbauten
sind teuer und aufwendig, in vielen Féllen, beispielsweise auf Grund der Groéfienord-
nungen der betrachteten Probleme, gar nicht durchfiihrbar. Die numerische Simula-
tion bedient sich nun des Computers als Hilfsmittel, um eine N&herungslosung fiir
das betrachtete Problem zu ermitteln. Dazu miissen die Differentialgleichungen mit
beispielsweise Finite-Differenzen-Verfahren diskretisiert werden. Im Zuge solcher Dis-
kretisierungen entstehen grofle lineare Gleichungssysteme, deren schnelle Losung eine
zentrale Fragestellung des wissenschaftlichen Rechnens ist.

Sowohl die stetig vorangetriebene Entwicklung leistungsfihigerer Hardware als auch
die Entwicklung effizienter numerischer Techniken zur Losung von grofien linearen Glei-
chungsystemen, wie z.B. Mehrgitterverfahren, ermdéglichen nun nicht nur eine genauere
Diskretisierung, sondern sie erlauben auch die Betrachtung komplexerer Probleme, bei
denen das Zusammenspiel mehrerer physikalischer Effekte analysiert werden soll. Da-
bei handelt es sich um gekoppelte Probleme, das heifit, die Problemstellung 148t sich
nicht durch Eliminieren der einem Teilaspekt entsprechenden Variable vereinfachen.

Ein Bereich aus dem Gebiet gekoppelter Probleme mit einem breitem Anwendungs-
feld besteht in der Untersuchung von Fluid-Struktur-Wechselwirkungen, d.h. man ist
interessiert an Aussagen dariiber, inwiefern ein stromendes Fluid elastische Materialien
verformt und wie sich diese Verformung wiederum auf die Strémung auswirkt. Diese
Fragestellung tritt beispielsweise auf bei der Untersuchung von Drucksto8en in Rohr-
leitungen durch schnelles Offnen oder SchlieBen von Ventilen, bei der Umstrémung von
Objekten wie Tragflichen oder Bauwerken, bei der Durchstromung pordser Medien
oder auch in der Biomedizin bei der Analyse von fluiddynamischen Effekten in elasti-
schen Blutgefafien. Numerische und theoretische Untersuchungen von Fluid-Struktur-
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Wechselwirkungsproblemen mit unterschiedlichen Anwendungen finden sich beispiels-

weise in [Tij96, CO92, QTV00, AHW92].

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung eines Fluid-Struktur-
Wechselwirkungsproblems

Abbildung 1.1 zeigt den allgemeinen Aufbau eines Fluid-Struktur-Wechselwirkungs-
problems, der auf die meisten der oben angefiihrten Beispiele zutrifft. Die interagieren-
den Komponenten des gekoppelten Systems sind auf disjunkten Teilgebieten gegeben.
Die Stromung wird auf dem Gebiet Qg (t) mit Hilfe eines Systems nichtlinearer par-
tieller Differentialgleichungen, den Navier-Stokes-Gleichungen, beschrieben. Zur Mo-
dellierung des elastischen Festkorpers, der das Gebiet Qg(¢) einnimmt, verwenden wir
die Lamé-Gleichungen. Der gemeinsame Rand beider Gebiete bildet das bewegliche
Interface I'(t), an dem die gegenseitige Beeinflussung stattfindet.

Ein weit verbreiteter Ansatz zur Losung von gekoppelten Problemen besteht in der
partitionierten Losung, die hauptséchlich auf Arbeiten von Park und Felippa(siehe et-
wa [FP80]) zuriickzufiihren ist. Das wesentliche Merkmal ist ein modularer Aufbau des
Losungsverfahrens, der die auf natiirliche Art und Weise gegebene Gebietszerlegung
des Problems ausnutzt und die Losung der Teilprobleme im Sinne von Black-Box-
Verfahren in den Algorithmus integriert. Die Losung eines Teilproblems geht dabei als
Parameter, im Allgemeinen in Form von speziellen Randbedingungen, in das jeweils an-
dere Teilproblem ein. Die Vorteile eines solchen Ansatzes liegen in der algorithmischen
Einfachheit und in der Flexibilitét, speziell an das Teilproblem angepasste Diskretisie-
rungen verwenden zu konnen. Aus diesen Griinden soll auch in der vorliegenden Arbeit
ein modularer Aufbau des Losungsverfahrens zum Einsatz kommen.

In vielen Arbeiten zu Fluid-Struktur-Wechselwirkungen wird das komplexe gekop-
pelte System durch vereinfachende Annahmen in eine Form gebracht, die eine einfa-
chere numerische Behandlung erlaubt. Beispielsweise werden hdufig Symmetrien aus-
genutzt, um eine Reduktion der zu behandelnden Dimensionen herbeizufiihren, so wird
in [QTV00] das urspriinglich dreidimensionale strukturmechanische Teilproblem durch
ein eindimensionales sogenanntes verallgemeinertes Stab-Modell ersetzt. Zur Vereinfa-
chung des Stromungsproblems werden statt der nichtlinearen Navier-Stokes-Gleichun-



gen Stokes-Probleme oder Potentialstromungen betrachtet(vgl. [CO92]).

Fiir bestimmte Problemstellungen, insbesondere wenn man an der konkreten Be-
obachtung lokaler Effekte interessiert ist, konnen die Losungen solcher vereinfachter
Modelle aber nur bedingt praxisrelevante Aussagen liefern.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Implementierung eines Verfahrens zur Analyse von
vollsténdig dreidimensionalen, zeitabhéngigen Fluid-Struktur-Wechselwirkungsproble-
men.

Die numerische Losung von Stréomungsproblemen in zeitabhingigen Geometrien
bedarf einer genaueren Betrachtung. Wéhrend die Diskretisierung von linearen Ela-
stizitdtsproblemen mittels Finite-Elemente-Methoden i.A. auf der Lagrange-Darstel-
lung der zugrundeliegenden Gleichungen beruht und dadurch zeitabhingige Gebie-
te automatisch in den Losungsprozess integriert werden, basieren vielfach eingesetzte
Verfahren zur Losung der Navier-Stokes-Gleichungen auf einer Darstellung beziiglich
der ortsfesten Euler-Koordinaten, d.h. die Diskretisierung erfolgt auf zeitunabhéngigen
Gittern. Im Rahmen von Fluid-Struktur-Wechselwirkungsproblemen treten aber in den
allermeisten Féllen Deformationen einer nicht vernachlassigbaren Gréfenordnung auf,
beispielsweise éndert sich der Durchmesser von Arterien wihrend eines Herzschlages
um bis zu zehn Prozent.

Es gibt eine Reihe von Techniken, die eine Diskretisierung mit ortsfesten Gittern
nachtréiglich um die Behandlung sich verformender Gebiete erweitern, als klassische
Verfahren sind hier die Marker-and-Cell-Methode nach Harlow und Welch(vgl. [HW65])
sowie die Volume-of-Fluid-Methode nach Hirt und Nichols (s. [HN81]) zu nennen. Dabei
wird durch Einfiihren von zusétzlichen Datenstrukturen das tatséichlich vom Fluid
eingenommene Gebiet gekennzeichnet und die iibrigen Zellen des Gitters werden aus
dem Losungsprozess ausgeblendet. Eine Gemeinsamkeit solcher Verfahren ist, dass die
genaue Lage des Gebietsrandes, in unserem Fall also die Position des Interfaces, aus den
zusitzlichen Datenstrukturen rekonstruiert werden muss. Durch diese Approximation
des Randes, die fiir einfache Varianten der genannten Verfahren nicht einmal stetig
sein muss, entstehen Ungenauigkeiten, die die Diskretisierung von Randbedingungen
am Interface erschweren.

Lagrange-Verfahren hingegen bieten den Vorteil der genaueren Implementierung
von Randbedingungen dadurch, dass das Gitter automatisch dem Verlauf des beweg-
lichen Gebietsrandes angepasst ist, auf Grund starker zu erwartender Verzerrung des
Gitters im Gebietsinneren sind sie zur Verwendung im Rahmen von Strémungssimula-
tionen aber eher ungeeignet.

In dieser Arbeit verwenden wir zur Berechnung von Strémungen in zeitabhéngigen
Gebieten ein Verfahren, das auf der Arbitrary-Lagrange-Euler-Darstellung(ALE, vgl.
[DP90]) der Navier-Stokes-Gleichungen basiert. Wir stellen eine Diskretisierung vor,
die eine Finite-Volumen-Methode in gekriimmten Koordinaten um die Verwendung
zeitabhéngiger Gitter erweitert. Die Konservativitit des Finite-Volumen-Verfahrens
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im zeitabhéngigen Fall wird durch die Diskretisierung des Volume Conservation Law
gesichert. Um die flexible Behandlung allgemeiner Geometrien zu ermoglichen, werden
blockstrukturierte Gitter verwendet.

Die ALE-Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen liefert eine im kontinuierlichen
Sinne exakte Beschreibung von Strémungen in zeitabhédngigen Gebieten. Dies wird
erreicht, indem die urspriinglichen Gleichungen auf ein geeignetes zeitunabhéngiges
Referenzgebiet transformiert werden. Dadurch wird analog zu Lagrange-Verfahren ei-
ne gute Randapproximation erreicht. Im Gegensatz zu Lagrange-Darstellungen muss
das gewihlte Referenzgebiet aber nicht dem Ausgangszustand Q2 (0) entsprechen. Dies
fithrt dazu, dass die Bewegung des Gitters im Inneren des Gebietes vom Geschwin-
digkeitsfeld der Stréomung entkoppelt wird. Dadurch konnen die unerwiinschten Ver-
zerrungen des Gitters, die bei Lagrange-Methoden auftreten, vermieden werden, es
ist sogar im Gegenteil moglich, die Bewegung des Gitters im Hinblick auf bestimmte
Qualitdtsmerkmale wie z.B. Glattheit zu kontrollieren.

Die ALE-Form der Navier-Stokes-Gleichungen wird mit einem Finite-Volumen-Ver-
fahren diskretisiert, aus dem sich im Fall zeitlich konstanter Gitter das in [WSKB97]
vorgestellte Verfahren ergibt. Als abhéngige Variablen werden die kontravarianten
Fliisse in Seitenflichenmittelpunkten und der Druck in Zellmittelpunkten verwendet.
Falls das der Diskretisierung zugrundeliegende Gitter kartesisch ist, ergibt sich die
klassische “staggered-mesh”-Diskretisierung aus [HW65], die angewendet wird, um un-
physikalische Oszillationen im Druck zu verhindern. Die Zeitableitung der Transforma-
tionsabbildung geht in Form der Gittergeschwindigkeit in den konvektiven Term der
Navier-Stokes-Gleichungen ein. Indem wir einem in [DP88] vorgeschlagenen Weg folgen
und aus der Diskretisierung des Volume Conservation Law eine Berechnungsvorschrift
fiir die Gittergeschwindigkeit ermitteln, stellen wir implizit die Einhaltung des VCL
sicher. Dabei zeigt sich, dass eine aufwendige explizite Berechnung der kartesischen
Komponenten der Gittergeschwindigkeit nicht notwendig ist, da sich auf direktem We-
ge die benotigten gewichteten kontravarianten Komponenten ermitteln lassen.

Zur Entkopplung von Druck und Geschwindigkeiten wird die Projektionsmetho-
de nach Chorin verwendet und an die Behandlung zeitabhéngiger Gitter angepasst.
Dazu wird zunéchst ein expliziter Transportschritt auf dem Gitter zum Zeitpunkt t"
ausgefiihrt, anschlielend wird das intermedidre Geschwindigkeitsfeld durch eine Ba-
sistransformation auf das neue Gitter des Zeitpunkts t"*! iibertragen, bevor es mit
Hilfe der Losung einer Poisson-Gleichung fiir den Druck auf ein divergenzfreies Feld
projeziert wird.

Das Berechnungsgebiet wird grob in mehrere Blocke zerlegt. Mit Hilfe der Koor-
dinatentransformation wird anschliefend auf jedem der Blocke ein randangepasstes
strukturiertes Gitter erzeugt. Da die Berechnungen auf den einzelnen Blocken wei-
testgehend unabhéngig voneinander erfolgen kénnen, wird eine insbesondere fiir die
Simulation dreidimensionaler Strémungen wichtige Parallelisierung des Algorithmus



ermoglicht.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren zur Berechnung dreidimensionaler Strémun-
gen in zeitabhéngigen Gebieten wird nun als Loser fiir den fluiddynamischen Teil eines
gekoppelten Fluid-Struktur-Wechselwirkungsproblems eingesetzt. Das strukturmecha-
nische Teilproblem wird mit einem Finite-Elemente-Verfahren diskretisiert. Um eine
ineffiziente Abwicklung des Datenaustausch iiber das Dateisystem zu vermeiden, wird
der Elastizitétsloser in die Implementierung des Strémungslosers integriert.

Die vorliegende Arbeit ist in der folgenden Art und Weise gegliedert:

Kapitel 2 stellt die Grundlagen zur mathematischen Beschreibung des gekoppelten
Problems bereit. Nach einem kurzen Uberblick iiber gekoppelte Probleme und Lésungs-
ansétze leiten wir aus Erhaltungssédtzen der Kontinuumsmechanik die partiellen Dif-
ferentialgleichungen zur Modellierung des stromungsmechanischen sowie des struktur-
mechanischen Teilproblems her. Die Beschreibung der koppelnden Bedingungen ver-
vollstandigt das mathematische Modell.

Kapitel 3 gibt einen Uberblick iiber Methoden zur Beriicksichtigung von zeitabhingi-
gen Gebieten bei Stromungsproblemen. AnschlieBend wird die in dieser Arbeit verwen-
dete Arbitrary-Lagrange-Euler-Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen hergelei-
tet und die Notwendigkeit des Volume Conservation Law wird erlautert.

Kapitel 4 beschreibt die Diskretisierung der ALE-Form der Navier-Stokes-Gleichungen
unter Verwendung zeitabhangiger randangepasster Gitter. Der Algorithmus zur Losung
eines Stromungsproblems mit vorgegebener zeitlicher Entwicklung des Randes wird
vorgestellt und an numerischen Experimenten getestet.

Kapitel 5 stellt die numerische Behandlung des Elastizitatsproblems vor und erldutert
dessen Integration in den Ablauf zur Losung des gekoppelten Problems. Nach einigen
Bemerkungen zur Stabilitdt dieses Algorithmus geben wir numerische Ergebnisse an,
die mit dem implementierten Verfahren erzielt wurden.

Kapitel 6 dient als Zusammenfassung der in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse und
gibt einen kurzen Ausblick auf moégliche Verbesserungen und Weiterentwicklungen.

An dieser Stelle mochte ich die Gelegenheit nutzen, mich bei allen zu bedanken, die
zum Entstehen dieser Arbeit beigetragen haben. Insbesondere gilt mein Dank Prof.
Dr. M. Griebel fiir die Uberlassung des Themas und die stets motivierende Betreuung,
sowie Frank Koster, der mir ebenfalls jederzeit mit Rat und Tat zur Seite stand.
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Kapitel 2

Das mathematische Modell

In diesem Kapitel liefern wir zuerst eine allgemeine Klassifizierung gekoppelter Pro-
bleme und ordnen die Behandlung von Fluid-Struktur-Wechselwirkungsproblemen in
diesen Rahmen ein. Anschlieflend stellen wir nach einer kurzen Einfithrung in die Kon-
tinuumsmechanik die partiellen Differentialgleichungen und Randbedingungen vor, die
zur Modellierung des vollstdndigen Wechselwirkungsproblems benétigt werden.

2.1 Gekoppelte Probleme und Losungsansitze

In [Zie84] wird der Begriff gekoppeltes Problem definiert als Bezeichnung fiir eine ma-
thematische Problemstellung, die auf mehreren Gebieten iiblicherweise - aber nicht
zwangslaufig - unterschiedliche physikalische FEigenschaften beschreibt und fiir die des-
weiteren gilt:

e die Losung in keinem der Gebiete kann unabhéngig von den Losungen in den
iibrigen Gebieten ermittelt werden;

e kein Satz von abhéngigen Variablen kann aus der Problemformulierung eliminiert
werden.

Zur weiteren Untersuchung werden nun zwei Arten von gekoppelten Problemen unter-
schieden:

Klasse I umfasst Probleme, bei denen sich die Definitionsgebiete der unterschiedli-
chen miteinander wechselwirkenden physikalischen Effekte ganz oder zumindest
teilweise iiberlappen;

Klasse IT beinhaltet die Probleme, bei denen unterschiedliche oder auch gleiche phy-
sikalische Phénomene auf disjunkten Gebieten beschrieben werden und bei denen
die Wechselwirkungen an den gemeinsamen Gebietsgrenzen auftreten.
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Als Beispiel fiir ein Problem der Klasse I seien die Wechselwirkungseffekte in einem
fluiddurchstrémten porosen Medium, die beispielsweise bei Sickerstromungen im Bo-
den beobachtbar sind, genannt. Verschiebungen, die im Boden auftreten, verdndern den
Wasserdruck, dieser Porendruck wiederum beeinflusst die Deformationen des portsen
Stoffes. Die Differentialgleichungen, die hier miteinander koppeln, sind eine Form der
Lamé-Gleichungen zur Beschreibung der Bodendeformation sowie die Richardson-Glei-
chung zur Bestimmung des Porendrucks. Auch die Untersuchung temperaturabhéngiger
Verformungen elasto-plastischer Korper féllt in die erste Problemklasse, da sowohl die
Temperaturverteilung als auch Spannungen und Verzerrungen auf dem gleichen Gebiet
definiert sind und dort interagieren.

Die Bestimmung des akustischen Feldes, das einen in ein Fluid getauchten ela-
stischen Korper umgibt, ist ein Beispiel fiir eine Fragestellung der Klasse II. Eine
ausfiihrliche Betrachtung dieses Problems, bei dem die Bewegungsgleichungen zur Be-
schreibung der Deformation des Kérpers mit der Helmholtzgleichung gekoppelt werden,
findet sich z.B in [AHW92].

Es ist offensichtlich, dass auch das in dieser Arbeit betrachtete Fluid-Struktur-
Wechselwirkungsproblem in diese Kategorie der gekoppelten Probleme einzuordnen ist,
da das Fluid vom Festkorper verdréangt wird und die Definitionsgebiete der betrachteten
physikalischen FEigenschaften somit disjunkt sind. Wir verzichten deshalb an dieser

Stelle auf eine detailliertere Klassifizierung und verweisen auf die Ausfiihrungen in
[Zie84] oder [ZC8S].

Da fiir gekoppelte Probleme, die der oben gegebenen Definition entsprechen, ei-
ne Vereinfachung auf Modellierungsebene oder in den zu Grunde liegenden Diffe-
rentialgleichungen, z.B. durch Elimination von Variablen, nicht moglich ist, setzen
die iiblicherweise zum Einsatz kommenden Verfahren zur Losung gekoppelter Pro-
bleme auf der diskreten Ebene an. Die Differentialgleichungen werden zunéchst einer
(Semi-)Diskretisierung! unterzogen und anschlieBend finden unterschiedliche Methoden
Verwendung, um die entstandenen Gleichungssysteme zu l6sen.

Eine mogliche Vorgehensweise ist die der simultanen Liosung. Die diskretisierten
Teilprobleme werden in Matrixschreibweise zusammengefasst und das so aufgebau-
te Gesamtsystem wird nun gelost. Mit dem Ziel, eine starke Kopplung mittels ei-
ner einheitlichen Diskretisierung zu erreichen, wird beispielsweise in [Bun99] der eher
untypische Vorschlag gemacht, den strukturmechanischen Teil eines Fluid-Struktur-
Wechselwirkungsproblems ebenso wie das stromungsmechanische Teilproblem mit ei-
ner Finite-Volumen-Methode zu diskretisieren. Ein Nachteil der simultanen Losung ist
allerdings, dass in den meisten Féllen Standardverfahren, die Eigenschaften wie Sym-
metrie oder Diinnbesetztheit der Matrizen ausnutzen, nicht eingesetzt werden kénnen,

!semidiskretisieren bedeutet, die Gleichungen lediglich beziiglich der riumlichen Variablen zu dis-
kretisieren
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da sich ebendiese Eigenschaften, die die Matrizen der Teilprobleme in vielen Féllen
aufweisen, nicht auf die Matrixdarstellung des Gesamtsystems iibertragen lassen.

n n+l n+2
Zeit

Abbildung 2.1: zeitliche Abfolge eines CSS-Verfahren fiir die Teilprobleme TP 1 und
TP 2

Der zweite, weiter verbreitete Ansatz, besteht in der sogenannten partitionierten
Lésung. Hierbei werden die Teilprobleme getrennt voneinander gelost. Die Kopplungs-
effekte werden fiir jedes Teilproblem als Randbedingungen oder zusétzliche externe
Krifte formuliert, die aus den Losungen der iibrigen Teilprobleme berechnet werden.
Eine spezielle Variante sind CSS-Verfahren?. Bei diesen Methoden hat der Algorith-
mus die in Abbildung 2.1 skizzierte Form, d.h. das zeitliche Fortschreiten wird durch
sequentielles Losen der Teilprobleme und umwandeln der Lésung in Randbedingungen
fiir das als néchstes zu behandelnde Teilproblem erreicht.

Die wesentlichen Vorteile der partitionierten Losung gegeniiber dem Ansatz der si-
multanen Losung bestehen zum FEinen in der Modularitdat des Verfahrens, d.h. man
kann zur Implementierung auf speziell an die Teilprobleme angepasste Loser zuriick-
greifen. Zum Zweiten kann man davon ausgehen, dass der Aufwand pro Zeitschritt in
etwa dem entspricht, den man ohnehin zum Lésen der beiden Teilprobleme aufbringen
muss, da insbesondere bei grofien dreidimensionalen Problemen der Mehraufwand, der
durch Beriicksichtigung der Kopplungseffekte entsteht, vergleichsweise gering ist.

Ein Nachteil der partitionierten Losung ist jedoch, dass Aussagen zu Stabilitat und
Konvergenz der Verfahren gar nicht oder nur schwer und nur fiir spezielle Formulie-
rungen zu erreichen sind. Einen allgemeinen Uberblick zur partitionierten Losung von
gekoppelten Problemen bietet [FP80], in [PF97] werden verschieden Varianten von
CSS-Methoden diskutiert. Ein weiteres Anwendungsfeld wird in [Liu87] beschrieben:
hier werden Problemstellungen, die keine Wechselwirkungen im eigentlichen Sinne bein-
halten, formal als gekoppeltes Problem betrachtet, um mit Hilfe einer partitionierten
Losung geeignete Strategien zu parallelen Bearbeitung zu entwickeln.

2 conventional serial staggered
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Auf Grund der oben aufgefiihrten Vorteile, die eine auf der partitionierten Losung
basierende Methode bietet, soll ein solches Verfahren auch in dieser Arbeit zum Einsatz
kommen. Aus diesem Grund beschreiben wir zunéchst die Modelle und Diskretisierun-
gen der Teilprobleme unabhingig voneinander. Da die Differentialgleichungen zur Be-
schreibung von Stromungen sowie die zur Modellierung von elastischen Kérpern ihren
Ursprung in Erhaltungssétzen der Kontinuumsmechanik haben, beginnen wir mit de-
ren Darstellung und erldutern anschliefend die Spezialisierungen, die zur Modellierung
von Fluiden bzw. Festkorpern fiithren.

2.2 Erhaltungssitze der Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik beschreibt das Verhalten kontinuierlicher Medien unter Ein-
wirkung von Kréften. Da man i.A. nicht an Prozessen auf molekularer Ebene inter-
essiert ist, benutzt man zur Beschreibung makroskopisch beobachtbare Groflen, die
man aus statistischen Mittelungen erhélt. Die daraus resultierende “Nichtunterscheid-
barkeit” einzelner kleiner Teilmengen des betrachteten Kontinuums erméglicht die An-
wendung der Infinitesimalrechnung zur Herleitung von Erhaltungssétzen. Ein Uberblick
tiber die Kontinuumsmechanik findet sich z.B. in [Bel98], eine weitere Einfithrung mit
anschlieBender Darstellung der Strukturmechanik wird in [MH83] gegeben, als Uber-
sicht zur Stromungsmechanik dient beispielsweise [SK89].

Wir betrachten ein Gebiet €y C R3, welches das Kontinuum zum Zeitpunkt ¢t = 0
reprasentiert. Dieses Gebiet bezeichnen wir als undeformierten Zustand bzw. als Aus-
gangskonfiguration. Einzelne Teilchen dieses Kontinuums identifizieren wir mit den
Koordinaten X € (), die Lagrange-Koordinaten oder auch materielle Koordinaten
genannt werden. Die Bewegung eines Teilchens sei gegeben durch eine Abbildung

d:0yxT — Q C R
die Cl-invertierbar ist, d.h. ® und die Umkehrabbildung ®~! sind stetig differenzierbar

und die Funktionalmatrix
D — 00,
N 0X; i,j

ist fiir jedes X € €y und t > 0 invertierbar.

Q) ist das Gebiet, welches das Medium zum Zeitpunkt ¢ einnimmt, es wird als
Momentankonfiguration oder deformierter Zustand bezeichnet. Das Intervall T C R
ist das betrachtete Zeitintervall. Die Position eines Teilchens mit den Koordinaten X
ist also zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch die eulerschen bzw. rdumlichen Koordinaten

x=9(X,1).
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Zur Beschreibung einer physikalischen Gréfie und ihres zeitlichen Verhaltens gibt es
zwei® grundlegende, unterschiedliche Ansiitze,

e die Lagrangesche Darstellung, bei der die unabhéngigen Variablen die Koordina-
ten X € Qy und die Zeit t sind;

e die Fulersche Darstellung, die als unabhéingige Variablen die rdumlichen Koordi-
naten x € (); und ebenfalls die Zeit ¢t verwendet.

Zur Veranschaulichung stellen wir uns einen Beobachter vor, der im Fall der Lagrange-
Formulierung fest mit einem Teilchen des betrachteten Kontinuums, beispielsweise einer
Stromung, verbunden ist und sich mit diesem Teilchen mitbewegt. Dadurch beobachtet
er die zeitliche Verdnderung von physikalischen Groflen wie z.B. Geschwindigkeit oder
Temperatur, fiir dieses Teilchen, Konvektion wird nicht als solche wahrgenommen?. Bei
der Eulerschen Betrachtungsweise hingegen beobachtet man Eigenschaften und deren
zeitliche Verdnderung an einem festen Beobachtungspunkt im Raum, an dem sich zu
verschiedenen Zeiten auch verschiedene Teilchen des Kontinuums befinden.

Es sei nun die Funktion f” die Lagrange-Darstellung einer physikalischen Grofe,
f¥ ihre Euler-Darstellung, dann liefert die Bewegungsabbildung ® den Ubergang von
einer Darstellung zur anderen durch

fHUX ) = fR((X,t),t) = fPod. (2.1)
Die Verschiebung u eines Teilchens X € Q4 wird durch
u(X,t) =d(X,t) — d(X,0) =d(X,t) — X (2.2)

beschrieben, seine Geschwindigkeit v erhélt man durch Differentiation der Verschie-
bung nach der Zeit bei fixierten X-Koordinaten, also

~ Ou(X,t)  09(X,t)
ot ot

Zeitableitungen mit fixierten materiellen Koordinaten heiflen materielle oder sub-
stantielle Ableitung und werden iiblicherweise mit dem Symbol D% bezeichnet. Ein
wichtiges Hilfsmittel im weiteren Verlauf ist eine Vorschrift, die es ermdoglicht, die ma-
terielle Ableitung einer Funktion in Eulerscher Darstellung zu berechnen. Eine solche
Vorschrift erhalten wir, indem wir die Kettenregel auf die Verkniipfung f¥ o ® anwen-

den, es gilt

v(X, 1) (2.3)

Dt 5@

3Wir werden spiter sehen, dass es durchaus sinnvoll sein kann, einen weiteren Satz von Referenz-
koordinaten einzufithren, auf den sich eine Beschreibung beziehen kann.

4Dies zeigt sich u.a. darin, dass in der Lagrange-Formulierung von Erhaltungssétzen keine konvek-
tiven Terme auftreten.
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Bei dem ersten Summanden auf der rechten Seite handelt es sich um eine gew&hnli-
che partielle Ableitung nach der Zeit bei fixierten rdumlichen Koordinaten. Wenn wir
nun noch beachten, dass die Zeitableitung der Bewegungsabbildung der Geschwindig-
keit eines Teilchens entspricht, d.h. den zweiten Term der rechten Seite mittels (2.3)
umformen, erhalten wir die folgende kompakte Schreibweise

Df _of

Dt ot
Die materielle Ableitung setzt sich also zusammen aus einer lokalen Anderung an ei-
nem festen Ort und einem konvektiven Anteil, der aus der Bewegung des Kontinuums
resultiert.

Ein hierauf aufbauendes, wichtiges Werkzeug im Rahmen der Herleitung von Erhal-
tungssétzen ist das Reynolds-Transporttheorem. Es gibt an, wie materielle Ableitungen
von Integralen iiber zeitabhéngige Gebiete zu berechnen sind.

In der weiteren Darstellung bezeichnet V[ ein beliebiges materielles Teilgebiet des
betrachteten Kontinuums im Referenzzustand €y und es ist V; = ®(Vp,t) C €, das
zugehérige deformierte Teilgebiet. Fiir eine reellwertige C!-Funktion f(x,t) gilt

D 0
= /V fdv = /V 8—{+div(fv)dv (2.5)

v-Vf. (2.4)

Erhaltung der Masse

Die Masse m eines Kontinuums ist gegeben durch das Integral seiner Dichte iiber das
Volumen, welches das Kontinuum einnimmt, d.h.

m(Vi) = / ol 1)dV (2.6)

wobei p die Dichte bezeichnet. Erhaltung der Masse, also zeitliche Konstanz, bedeutet,
dass die materielle Ableitung der Masse verschwinden muss, also

D D
D) =2 / pl, )V =0 (2.7)

Mit Hilfe des Transporttheorems (2. 5) erhalten wir daraus
— —I— div(pv)dV =0 (2.8)
v, 0

Da das Gebiet V; beliebig gewéhlt werden kann, folgt, dass der Integrand selbst ver-
schwindet und wir erhalten die partielle Differentialgleichung

dp
a%—dlv( v) =0 (2.9)

zur Beschreibung des Masseerhalts in konservativer Form.
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Erhaltung des linearen Moments

Die Erhaltung des linearen Moments basiert auf Newton'’s Zweitem Gesetz, welches die
Beschleunigung, die ein Kérper erfahrt, in Relation zu auf ihn wirkenden Kréften setzt.
Mogliche angreifende Krifte lassen sich einteilen in die zwei Gruppen Flachenkréfte ¢
und Volumenkriifte pb, hierbei ist ¢ ein MaB fiir Kraft je Flacheneinheit und b fiir Kraft
je Masseeinheit. Die Gesamtkraft, die auf ein Kontinuum wirkt ist gegeben durch

F(t) = /V pb(z, )dV + /a t,t)ds (2.10)

wobei 0V der Rand des Gebietes V; ist. Das lineare Moment bzw. der Impuls lédsst sich
durch

I(t):/vpv(a:,t)dv (2.11)

berechnen. Newton’s Zweites Gesetz sagt nun, dass die zeitliche Anderung des Impulses
gleich der Summe der wirkenden Kréfte ist, d.h.

2/ p'v(:c,t)dV:/ pb(:c,t)dV—i—/ ta, £)dS (2.12)
Dt Vi Vi ov

Nun wenden wir zunéchst auf das Integral der linken Seite zeilenweise das Trans-
porttheorem (2.5) an und erhalten

2(pv) + V- (pvv)dV = /

pb(a, 1)dV + / Ha, 1)dS (2.13)
v, Ot v,

oV

Der Vektor t = t(x, n, t) beschreibt die Kraft, die auf ein infinitesimales Fléichenele-
ment dA C AV mit zugehorigem Normalenvektor n wirkt und wird auch als Cauchy-
scher Spannungsvektor bezeichnet. Dabei muss ¢ keineswegs parallel zu n sein. Ein

wichtiger Satz von Cauchy liefert die Darstellung des Spannungsvektors ¢ durch einen
symmetrischen Tensor zweiter Stufe. Es gilt

t(x,n,t) =o(x,t)n , (2.14)

o ist der Cauchysche Spannungstensor. Der Zusammenhang zwischen ¢ und o ist in
Abbildung 2.2 fiir ein infinitesimales achsenparalleles Volumenelement skizziert. Dabei
gilt fiir die Komponenten o;; des Spannungstensors:

e Der erste Index i bezeichnet die Normale des Flachenstiickes, auf das die Kraft
wirkt.

e Der zweite Index j bezeichnet die Richtung, in der die Kraft wirkt.
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Abbildung 2.2: Komponenten des Spannungstensors an infinitesimalem Volumenele-
ment

Die drei Diagonalelemente o; werden Normalspannungen genannt, die iibrigen Kom-
ponenten o;;, ¢ # j werden als Schubspannungen bezeichnet. Ein positiver Wert einer
Normalspannung steht fiir eine Zugspannung, ein negativer Wert zeigt eine Kompres-
sionskraft an.

Mit Hilfe der Cauchy’schen Formel (2.14) und des Gauf’schen Satzes koénnen wir
das Fliachenintegral iiber den Spannungsvektor in (2.13) in ein Volumenintegral {iber
die Divergenz des Spannungstensors umwandeln und dadurch alle Summanden unter
einem gemeinsamen Integral zusammenfassen. Wegen der Beliebigkeit des Gebietes V;
muss wieder der Integrand selbst verschwinden und wir erhalten die partielle Differen-
tialgleichung fiir den Momentenerhalt in konservativer Form:

O () + V- (pvw — 0) = pb(a ) (2.15)

Erhaltung des Drehmoments

Aus der Forderung zum Erhalt des Drehmomentes ergibt sich keine zusétzliche Diffe-
rentialgleichung, sondern man erhélt zusétzliche Bedingungen an den Spannungstensor,
speziell die Forderung der Symmetrie. Aus diesem Grund und da die in den meisten
Féllen verwendeten Spannungstensoren wie z.B. der Cauchysche Spannungstensor o
symmetrisch sind, gehen wir hierauf nicht néher ein.

Die Erhaltungssétze in der bis hierher hergeleiteten Form bilden die gemeinsame Basis
sowohl fiir das stromungsmechanische als auch das strukturmechanische Teilproblem.
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Die mafBigeblichen Unterschiede zwischen den beiden Teilgebieten der Kontinuumsme-
chanik resultieren nun hauptséachlich aus den verschiedenen Modellbildungen fiir den
Spannungstensor. Der Hauptunterschied besteht darin, dass der Spannungstensor in
der Stromungslehre von der Deformationsrate abhéngt, wohingegen er bei Festkorpern
vom Verschiebungsgradienten abhéngig ist. Wir gehen nun nacheinander auf beide
Teilprobleme ein.

2.3 Das stromungsmechanische Teilproblem

Es sei o der Spannungstensor des Fluids und D der symmetrische Anteil des Deforma-
tionsgradienten, d.h.

D= % (Vo + (Vv)")

Die Eigenschaften eines Fluides werden bestimmt durch das konstitutive Gesetz, wel-
ches die Abhéngigkeit des Spannungstensors o von D angibt. Fluide sind dadurch
gekennzeichnet, dass sie in Ruhelage keine Zug- und Scherkrifte aufnehmen koénnen,
sondern nur Druckkréfte. Dieses Verhalten wird in einem ersten Ansatz durch

oc=—-pl+T (2.16)

modelliert, wobei 7 der sogenannte Zihigkeitstensor ist. Wenn die Abhéngigkeit des
Tensors 7 von D linear ist, spricht man von einem newtonischen Fluid. Fiir ein isotro-
pes® Fluid ergibt sich aus dem allgemeinen Newtonschen Schubspannungsansatz fiir =
die Form

T=NV-v)+2uD (2.17)

mit den fluidabhéngigen Viskositatskonstanten p und A. Der Parameter p ist die dy-
namische (Scher-)Viskositdat und A heifit Volumenviskositét.

Durch Einsetzen von (2.16) zusammen mit (2.17) in die Gleichung fiir den Impul-
serhalt (2.15) und zeilenweises Anwenden des Divergenzoperators auf o erhalten wir

9]
a(pfv)—i-v-(pvv)+Vp—uV-Vv—(u+/\)VV~’v:pb (2.18)

Fiir inkompresible Fluide, d.h. Fluide mit konstanter Dichte, vereinfacht sich (2.18) in
der folgenden Art und Weise: da die Zeitableitung der Dichte verschwindet, erhélt man
aus der Massebilanzgleichung (2.9) die Form

V-v=0 (2.19)

Sein Medium heift isotrop, wenn das Antwortverhalten keine bestimmte Richtung auszeichnet. Die
Annahme der Isotropie gilt z.B. nicht fiir die meisten Kristalle oder geschichtetes Material.
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nun beachtet man (2.19) in (2.18) und erhélt die Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkom-
pressible Fluide:

V-v=0 (2.20)

%U—FV'(UU)—FP%Vp—DAv:b
Dabei ist p die (konstante) Dichte und v = = die kinematische Viskositét. Zusammen
mit einer Referenzgeschwindigkeit u., und einer Referenzlénge [ erhélt man aus diesen
GroBen die dimensionslose Reynoldszahl Re = ul/v. Die Reynoldszahl beschreibt das
Verhéltnis von Tragheitskriften zu Reibungskréften in einem Fluid, sie ist hilfreich bei
der Skalierung von Experimenten, um die dynamische Ahnlichkeit von Stromungen zu
erkennen.

Randbedingungen

Zur Losung dieses Systems ist die Angabe von Randbedingungen notwendig. Wir unter-
scheiden dabei zwischen Dirichlet-Randbedingungen, bei denen die Geschwindigkeits-
komponenten am Rand vorgegeben werden, und Neumann-Randbedingungen, bei denen
Vorgaben der Ableitungen der Geschwindigkeiten gemacht werden. Mit diesen beiden
Typen von Randbedingungen kann man nun verschiedene Situationen modellieren:

e Einstromréander werden durch Vorgabe von von Null verschiedenen Dirichlet-
Randwerten modelliert, d.h. man setzt v = g mit einer vorgegebenen Funktion

g.

e an Ausstromrandern werden fiir alle Geschwindigkeitskomponenten homogene
Neumann-Randbedingungen gesetzt, d.h. a%'v =0.

e Haftbedingungen werden durch setzen von homogenen Dirichlet-Randwerten er-
reicht.

e Slip-Bedingungen simulieren reibungsfreies Flielen entlang einer Wand und wer-
den erreicht durch homogene Dirichlet-Randwerte fiir die Geschwindigkeit in
Normalenrichtung, d.h. v™ = 0 und homogene Neumann-Bedingungen fiir die
tangentialen Komponenten, also a%'vt =0,t=1t,1s.

2.4 Das strukturmechanische Teilproblem

Die Strukturmechanik ist das Teilgebiet der Kontinuumsmechanik, welches das Ver-
halten von Festkorpern unter dem Einfluss &uflerer Krifte beschreibt. Wie auch in der
Stromungsmechanik erhélt man aus den Erhaltungssédtzen der Kontinuumsmechanik
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zusammen mit der Kinematik, die die Relation zwischen Verzerrungen und Verschie-
bungen liefert, und dem konstitutiven Gesetz, welches das Materialverhalten model-
liert, die grundlegenden Gleichungen der Strukturmechanik. Linearisierungen in der
Kinematik und der Materialbeschreibung fiithren schliellich zur linearen Elastizitéts-
theorie, deren Ursprung in Arbeiten von Cauchy, Green, Poisson und Navier aus der
ersten Héalfte des 19. Jahrhunderts liegt. Eine Verformung eines Kérpers wird dabei ela-
stisch genannt, wenn er nach Aufhebung des dufleren Krafteinflusses wieder in seinen
Ausgangszustand zuriickkehrt. Im Gegensatz dazu konnen plastische Deformationen,
d.h. irreversible Zustandsénderungen des betrachteten Materials, auftreten, wenn ein
bestimmter Spannungswert, der sogenannte FlieBwert, iiberschritten wird. Dieses Ver-
halten legen z.B. Metalle bei groflen Deformationen an den Tag.

Wir wollen uns bei der Modellbildung zur Beschreibung des Festkorpers im ge-
koppelten Problem auf elastische Verformungen beschrénken und geben im Folgenden
eine Einfithrung in die Elastizitatstheorie. Ausfiihrliche Darstellungen finden sich bei
[MHS83], [Gou94| sowie [KZC95].

In der Strukturmechanik ist es, bereits im Hinblick auf die numerische Behand-
lung, {iiblich, die Lagrange-Koordinaten X als unabhéngige Variable zu verwenden.
Aus diesem Grund wandeln wir die Differentialgleichung (2.15) in eine etwas andere
Form um. Dazu wenden wir zunéchst auf die Zeitableitung und den ersten Summanden
der Divergenz die Produktregel® an. Zwei der dadurch entstehenden vier Summanden
fallen durch Beriicksichtigung von (2.9) weg, die iibriggeblieben fassen wir mittels der
Definition der materiellen Ableitung zusammen und erhalten so

D
Poi¥ V.o =pb (2.21)

Der Spannungstensor

Der Cauchysche Spannungstensor o gibt die Spannungen in Bezug auf die Momentan-
konfiguration des Korpers an. Oft ist es jedoch zweckméfig, die Spannungen in den
Koordinaten der Referenzkonfiguration angeben zu kénnen. Dies ermoglicht der erste
Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor

op = det(VO)o (VD) L.

Da dieser Tensor nicht symmetrisch ist, findet man in der Literatur auch haufig den
zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor

op, = det(VO) (V) lop (VO) ™ = (VO) op,.

Sdie Produktregel fiir die Divergenz lautet bei zeilenweiser Anwendung V - (pv;v) = v;V - (pv) +
pv -V,
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In der linearen Elastizitdatstheorie, d.h. unter der Annahme kleiner Deformationsgradi-
enten, wird zwischen den drei Darstellungen der Spannungstensoren sowie den Koor-
dinaten & und X nicht unterschieden, im Folgenden verwenden wir deshalb nur noch
die Bezeichnung o.

Der Verzerrungstensor

Wir benotigen nun ein Maf fiir die Verzerrungen im Korper, die durch eine Deformation
® hervorgerufen werden. Dabei soll das Mafl wiederspiegeln, das Starrkérperbewegun-
gen, d.h. Rotationen und Translationen, keine Verzerrungen hervorrufen, also auch den
Spannungszustand des Korpers nicht dndern.

Wir hatten an den Deformationsgradienten die Forderung det(V®) > 0 gestellt,
deshalb existiert eine eindeutige Polarzerlegung” der Form

V& =RU=VR

dabei ist R eine orthogonale Matrix und U sowie V' sind positiv definite, symmetrische
Matrizen, die rechter bzw. linker Deformationstensor genannt werden. Nun kann man
zeigen®, dass gilt

U? = (Vo)1 (V)

und
V2= (V@)(VCI))T

Man nennt

C:=U*=(V®) (VD)

den rechten Cauchy-Green-Tensor und
B:=V?=(Vd)(Vd)"

den linken Cauchy-Green-Tensor. Weil C' positiv definit und symmetrisch ist, sind die
Eigenwerte A\;,7 = 1,2,3 von C positiv und reell.

Lokal betrachtet lésst sich also eine Deformation in erster Ordnung darstellen durch
eine Rotation R mit anschlieBender Dehnung bzw. diesen Operationen in der umge-
kehrten Reihenfolge. Die Groflienordnung der Dehnung entlang dreier orthogonaler Ach-
sen(den Hauptrichtungen) ist dabei durch die Eigenwerte \; gegeben®. Ein Ma$ fiir die
Verzerrung innerhalb des betrachteten Korpers ist die Abweichung der Eigenwerte A,
von 1, und man definiert den Greenschen Verzerrungstensor als

o %(c s (2.22)

"fiir einen Beweis s. z.B. [Bri85]
8ein konstruktiver Beweis hierfiir findet sich in [MHS83]
9Weil C und B #hnliche Matrizen sind, besitzen sie die gleichen Eigenwerte \;,7 = 1,2, 3.



2.4. DAS STRUKTURMECHANISCHE TEILPROBLEM 23

An der Darstellung (2.22) sieht man sofort, dass F fiir Starrkérperbewegungen
verschwindet, denn fiir eine Deformation der Art

x =d(X) = RX + X,

ist
V& =R

und somit

1 1
E:§(RTR—[):§(I—I):O

Um eine Darstellung der einzelnen Komponenten in Termen von Verschiebungsgra-
dienten zu erhalten, setzt man (2.2) in (2.22) ein;

1
EL = Z
03 (axj OX, 2« 9X,0X,

ist die Darstellung bzgl. der Koordinaten X,
1 (0w, Ou; Ouy, Ouy,
Ef == : 7 — — 2.24

die Darstellung bzgl. der Koordinaten «. Fiir die lineare Theorie macht man an die-
ser Stelle analog zum Spannungstensor die Annahme kleiner Verschiebungsgradienten,
vernachldssigt die quadratischen Terme und unterscheidet nicht zwischen Euler- und
Lagrange-Koordinaten, so dass beide Tensoren zusammenfallen und den sogenannten
infinitesimalen oder linearen Verzerrungstensor € mit den Komponenten

1 0uz an

ergeben. Im Gegensatz zu den Verzerrungsmafien Eﬁ und Eg verschwindet e nicht
fiir Starrkérperbewegungen, weshalb er im Rahmen der Modellierung von geometrisch
nichtlinearen Materialien nicht geeignet ist(s. z.B. [Bel98]).

Das Materialgesetz

Das bisher aufgebaute System von Gleichungen ist noch nicht geschlossen, die Gleichge-
wichtsbedingungen (2.21) enthalten die sechs unbekannten Komponenten des symme-
trischen Spannungstensors und die Kinematik liefert mit (2.25) weitere sechs Gleichun-
gen in neun Unbekannten, den sechs Komponenten ¢;; des Verzerrungstensors und den
drei Komponenten u; der Verschiebung. Die notwendige Verbindung zwischen Span-
nungen und Verzerrungen stellt das konstitutive Gesetz her, das auch Materialgesetz
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genannt wird, weil an dieser Stelle das Verhalten des betrachteten Materials Eingang
in das Modell findet.

Die elementarste Beschreibung eines Materialverhaltens ist die lineare Abhéngigkeit
der Spannung von der Verzerrung in einer Dimension, das Hookesche Gesetz

011 — E€11. (226)

Die Konstante E wird Elastizitdtsmodul oder oft auch Young-Modul genannt. Das
verallgemeinerte Hookesche Gesetz fiir linear elastische Materialien ist durch

045 = Lujjki€kl (2-27)

gegeben. Die auf Grund der Symmetrie von (2.27) 21 unterschiedlichen Komponenten
des Elastizitatstensors vierter Ordnung E koénnen fiir den wichtigen Spezialfall eines
isotropen Materials soweit reduziert werden, dass E nur noch von zwei Konstanten
abhéngt. Das Materialgesetz (2.27) hat dann in Komponentenschreibweise die Form

o1 [ 20+ A A A €11
092 A 20+ A A €22
033 _ A A 2M+)\ €33 (2 28)
012 2u €12 | '
013 20 €13
| 023 | | 20 | | €23
In kompakterer Schreibweise gilt also
o = Aspur(e)] + 2pe. (2.29)

Die beiden materialabhéngigen Parameter A\ und p heilen Lamé-Konstanten. Fiir den
linearen Verzerrungstensor (2.25) gilt

spur(e) = V - u,

man sieht also an (2.29), dass der Parameter A die Spannungen beschreibt, die durch
Dichteéinderungen hervorgerufen werden.

In der Praxis stof8t man hiufig auf andere Parameter zur Beschreibung des Mate-
rialverhaltens, die aus Messungen elementarer mechanischer Standardtests herriihren.
Dies sind der aus (2.26) bekannte Young-Modul, der Schermodul G sowie die Quer-
kontraktionszahl bzw. Poissonzahl . Dabei handelt es sich aber nicht um zusétzliche,
unabhéngige Parameter sondern der folgende Zusammenhang erméglicht es, einen Satz
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von Parametern durch den jeweils Anderen auszudriicken:

. 2(17]1;) (2.30)
o % (2.32)
- ﬁ (2.33)
G = L. (2.34)
Aus (2.31) folgt fiir v die Bedingung
-1 <v<0.5,

physikalisch sinnvoll erscheinen i.A. allerdings nur positive Werte!?, da die Querkon-
traktionszahl die relative Grofle der Dehnung beschreibt, die auftritt, wenn ein Material
in Querrichtung gestaucht wird. Fiir nahezu inkompressible Materialien wie z.B. Gum-
mi ist v nahe am Grenzwert 1/2, d.h. es ist A >> p, fiir viele hdufig betrachtete
Materialien, z.B. die meisten Metalle, liegt v in einem Bereich um 1/3.

Die Lamé-Gleichungen

Um die Beschreibung des Modells iibersichtlicher zu gestalten, bietet es sich an, die her-
geleiteten Gesetze und Relationen zu verwenden, um mindestens eine der betrachteten
Groflen, Verzerrungen, Verschiebungen oder Spannungen, aus dem Modell zu elimi-
nieren. Der wohl bekannteste Weg fiihrt zu den Lamé-Gleichungen, indem zunéchst
mittels des Materialgesetzes (2.29) die Spannungen in den Gleichgewichtsbedingungen
(2.21) eliminiert werden und anschlieflend in der entstandenen Gleichung die Verzerrun-
gen mit Hilfe der kinematischen Relation (2.25) durch die Verschiebungen ausgedriickt
werden. Die Lamé-Gleichungen lauten

pt — 2udiv e(u) — Agrad div u = pb (2.35)

bzw.
pu — pdiv grad w — (A + p)grad div u = pb. (2.36)

0Fs gibt “antirubber” genannte Stoffe, die sich bei Dehnung in einer Richtung ebenfalls in der
Querrichtung ausdehen, was auf eine negative Poissonzahl hindeutet, s. z.B. [Gou94] sowie [Sie99].
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Randbedingungen

Um die Beschreibung des strukturmechanischen Teilproblems zu vervollstéandigen, wer-
den noch Randbedingungen benotigt. Dazu sei der Rand I' des betrachteten Kontinu-
ums gegeben als

Fr=Tqul'puUly.

Auf dem Teil I'y des Randes ist der Korper fest eingespannt, was durch homogene
Dirichlet-Randbedingungen
u =0 aufI'y (2.37)

modelliert wird. Auf I'p seien die Verschiebungen vorgegeben durch
u = gp auf I'p (2.38)

und auf I'y sind durch
o(u) -n=gyauf Ty (2.39)

Flachenkrifte vorgegeben.

2.5 Das Interface

Wir haben nun die mathematische Beschreibung beider Teilprobleme erldutert, um die
Modellierung des Gesamtproblems zu vervollstandigen, miissen wir die Kopplungsef-
fekte in das Modell einarbeiten. Wie bereits erwihnt wurde, findet die gegenseitige
Beeinflussung von Festkorper und Struktur am gemeinsamen Rand der beiden Teilge-
biete statt, den wir im Folgenden auch mit dem Begriff Interface bezeichnen wollen.
Das Interface ist gegeben durch

[y = Qp(t) N Qs(t). (2.40)

Die Kopplungsbedingungen, die wir an das Modell stellen, miissen zwei Ziele erfiillen.
Zum Einen sollen sie die physikalische Beschreibung des Problems sinnvoll ergénzen,
zum Anderen miissen sie garantieren, dass beide Teilprobleme zu einem mathematisch
gut gestellten und damit I6sbaren Problem werden. Dies erreichen wir durch die Angabe
von geeigneten Randbedingungen auf I';.

Wenn wir die betrachteten Gebiete Qp(t) und Qg(t) als Teilgebiete eines Gesamt-
Kontinuums auffassen, ergeben sich passende Randbedingungen durch die Forderung
der Stetigkeit an Geschwindigkeiten und Spannungen beider Teilprobleme am Interface
I';. Das bedeutet, wir fordern

ou
V= auf I'y, (2.41)
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wobei v die Geschwindigkeit des Fluids und w die Verschiebung der Struktur ist. Au-
Berdem verlangen wir
or-n=og-n auf I'; (2.42)

mit dem Fluid-Spannungstensor o r und den Spannungen o g des Festkdrpers sowie dem
Normalenvektor n auf dem Rand I';. Diese Forderungen liefern ausreichende Daten, um
beide Teilprobleme auf I'; mit Randbedingungen versehen zu kénnen. Aus (2.41) erhal-
ten wir zeitabhéngige, inhomogene Dirichlet-Randbedingungen fiir das Stromungspro-
blem, indem wir die Fluidgeschwindigkeit auf die Geschwindigkeit setzen, mit der sich
die Struktur am Rand bewegt. Dies entspricht der Modellierung von Haftbedingungen
an einer bewegten Wand. Fiir das strukturmechanische Teilproblem erhalten wir aus
(2.42) Neumann-Randbedingungen, was bedeutet, dass sich die Fldchenkrifte, die am
Interface auf den Festkorper wirken, aus den Spannungen des Fluids ergeben.

2.6 Das Gesamtmodell

Um die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte zusammenzufassen, geben wir an
dieser Stelle die notwendigen Gleichungen zur vollstédndigen Beschreibung des gekop-
pelten Problems an.

Gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld v und der Druck p des Fluids im Gebiet
Qp(t), die Verschiebungen w des Festkorpers im Gebiet Qg(t) sowie evtl. zusétzliche
Daten von Interesse wie z.B. Spannungen!!, die das System partieller Differentialglei-
chungen

V-v = 0in Qp(t), (2.43)
((;—:: +V-vv+ p%on —vAv = gin Qp(t), (2.44)
0*u :
P~ pAu — A+ p)VV-u = pbin Qg(t). (2.45)
zusammen mit den Randbedingungen
v = gb auf '} (2.46)
—v = gk auf 'y

on

w=0auf '},
u = g3 auf T'3,

os-n =gy auf I'y,

die sich einfach angeben lassen, da sie im Rahmen der Losung des strukturmechanischen Teilpro-
blems ohnehin ermittelt werden miissen.
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sowie den Kopplungsbedingungen

ou
V= E auf Pt, (247)

os-n=ocr- -nauf [,

erfiillen. Dabei gilt 9Qr(t) = 5 UTL UT, und 0Qg(t) =T5 UTZH UL UT,.

Bemerkungen

In Bezug auf die Kopplungsbedingungen (2.47) ist zu beachten, dass a priori nicht
klar ist, ob die Daten eines Teilproblems evtl. Glattheitsforderungen des anderen Teil-
problems an die Randdaten erfiillen. Desweiteren ist zu beachten, dass die Stabilitét
beider Teilprobleme nicht die Stabilitat des gekoppelten Problems (2.43) - (2.47) si-
chert. Untersuchungen zu diesen Punkten finden sich in [QTV00], allerdings im Kontext
Finiter Elemente und nur fiir den speziellen Fall, dass das vollstédndige dreidimensiona-
le strukturmechanische Modell auf ein eindimensionales, sogenanntes verallgemeinertes
Stab-Modell vereinfacht wurde.

Das angegebene Modell behandelt die Wechselwirkung zwischen Fluid und Struk-
tur unter mechanischen Gesichtspunkten. Zur Modellierung zusétzlicher Effekte, z.B.
chemischer Reaktionen am Interface, ldsst sich das Modell erweitern um beispielsweise
eine Konvektions-Diffusionsgleichung mit entsprechenden Randbedingungen am Inter-
face I'y.

Da es sich bei Qp(t) und Qg(¢) um zeitabhéngige Gebiete handelt, deren Lage sogar
Teil der Losung des Problems ist, miissen die gesuchten Daten also in verdnderlichen
Geometrien ermittelt werden. Die Behandlung strukturmechanischer Probleme erfolgt
tiblicherweise in Lagrange-Darstellung, so dass die Bestimmung von 4(¢) hier keinen
zuséitzlichen Aufwand verursacht, fiir stromungsmechanische Probleme, die normaler-
weise in Eulerschen Koordinaten beschrieben werden, erfordert die Zeitabhéangigkeit
von Qp(t) jedoch genauere Untersuchungen im Hinblick auf die Formulierung des Pro-
blems sowie die numerische Losung desselben. Verschiedene Ansétze zur Herangehens-
weise an diese Fragestellung wollen wir im néchsten Kapitel erlautern.



Kapitel 3

Stromungen in zeitabhingigen
Geometrien

Es wurde bereits deutlich, dass das Gebiet 1, in dem wir eine Losung der Navier-
Stokes-Gleichungen suchen, einer zeitlichen Verédnderung unterliegt, die durch Defor-
mation des Gebietsrandes verursacht wird. Will man sich nicht auf einige spezielle
Problemstellungen, bei denen nur verhéltnisméfig kleine und damit u.U. vernachléssig-
bare Deformationen auftreten, einschrinken, so muss das Verfahren zur numerischen
Losung in der Lage sein, zeitabhédngige Gebiete in den Losungsprozess mit einzube-
ziehen. In diesem Kapitel betrachten wir kurz einige hdufig verwendete Verfahren und
stellen dann die Methode vor, die in dieser Arbeit zum Einsatz kommt, die Arbitrary-
Lagrange-Euler-Methode. Ein guter Uberblick iiber Losungsverfahren fiir die Navier-
Stokes-Gleichungen auf zeitabhéngigen Gebieten wird in [OB87] und [SURS96] gebo-
ten.

3.1 Euler-Methoden

Ein erstes Unterscheidungsmerkmal fiir Verfahren, die eine Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen in zeitabhéngigen Gebieten ermitteln, ist die zugrundeliegende Formulie-
rung der Gleichungen. Ublicherweise werden die Navier-Stokes-Gleichungen in Euler-
schen Koordinaten formuliert. Die nun folgenden Verfahren basieren alle auf dieser, in
Abschnitt 2.3 hergeleiteten Formulierung. Sie alle realisieren ein sich zeitlich verandern-
des Gebiet auf festen strukturierten, meist kartesischen Gittern, wie sie im Zuge einer
Diskretisierung mittels Finiter Differenzen bzw. Finiter Volumen gebildet werden. Das
eigentliche Berechnungsgebiet wird dabei in das Grundgebiet eingebettet und mittels
zusétzlicher Datenstrukturen beschrieben.

Bei der Surface-Marker-Methode nach [CJRI1] werden auf dem Rand des Fluid-
gebietes masselose Partikel verteilt, die durch einen Polygonzug verbunden den Rand
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Abbildung 3.1: Surface-Marker-Methode

beschreiben, wie in Abbildung 3.1 skizziert. Die Teilchen werden in jedem Zeitschritt
der Simulation mit den am Rand berechneten Geschwindigkeiten des Fluids fortbewegt.
Um eine gewisse Genauigkeit der Randdarstellung aufrechtzuerhalten, muss im Laufe
der Simulation der Abstand zwischen benachbarten Partikeln kontrolliert werden. Wird
er zu grof3, miissen gegebenenfalls zusétzliche Partikel auf dem Rand eingesetzt werden.
Dadurch ist es auch moglich, das Interface mit einer gréofleren Genauigkeit darzustel-
len, als es die Auflésung des zugrundeliegenden kartesischen Gitters eigentlich zulésst.
Auflerdem ist eine stetige Darstellung des Randes gewéhrleistet. Die Berechnung von
Druck und Geschwindigkeiten geschieht auf Basis des Typs, den eine Zelle des kartesi-
schen Gitters hat. Zu Beginn der Simulation wird jeder Zelle des Berechnungsgebietes
der Typ Fluidzelle, Hinderniszelle oder Randzelle zugewiesen, im Laufe der Simulation
wird dann kontrolliert, ob eine Zelle ihren Typ &dndert, dies ist der Fall, wenn der Rand
iiber sie hinweggewandert ist.

Die grofiten Schwierigkeiten der Surface-Marker-Methode liegen darin, eine Zusam-
menfithrung mehrerer Rédnder oder eine Aufspaltung des Fluidgebietes in zwei oder
mehr Teilgebiete darzustellen, desweiteren ist die Erweiterung des Algorithmus auf drei
Dimensionen aufwendig, statt einer eindimensionalen Liste der Partikel muss namlich
nun ein Dreiecksnetz samt Nachbarschaftsbeziehungen zur Darstellung der Oberfléche
verwendet werden.

Die Marker-and-Cell-Methode aus [HW65] verwendet ebenfalls masselose Teilchen
zur Kennzeichnung des Fluidgebietes, jedoch wird im Gegensatz zur Surface-Marker-
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Methode nicht nur der Rand, sondern das gesamte Gebiet mit Partikeln markiert, die
ebenfalls mit den berechneten Fluidgeschwindigkeiten bewegt werden. Fluidzellen sind
nun dadurch gekennzeichnet, dass sie Partikel enthalten, Randzellen sind solche Zellen,
die zwar Partikel enthalten, aber mindestens eine leere Nachbarzelle besitzen.

Diese Methode bietet Vorteile, wenn Fluidgebiete zusammengefiihrt oder aufge-
spalten werden miissen, dies ist ohne zusétzlichen Aufwand durchfiihrbar, nachteilhaft
ins Gewicht fillt allerdings der gegeniiber der Surface-Marker-Methode offensichtlich
groflere Speicherbedarf sowie die ungenaue Représentation des Interfaces. Aus der Ver-
teilung der Markierungspartikel léasst sich ndmlich zunéchst lediglich ablesen, durch
welche Zellen der Rand des Fluidgebietes verlduft, die genaue Darstellung des Interfa-
ces muss jedoch mit zusétzlichem Aufwand rekonstruiert werden.

(a) SLIC (b) PLIC

Abbildung 3.2: Rekonstruktion des Gebietsrandes bei der Volume-Of-Fluid-Methode

Ebenfalls zur Klasse der sogenannten Volume-Tracking-Verfahren gehort die in
[HN81] vorgestellte Volume-Of-Fluid-Methode. Anstelle von Partikeln zur Markierung
des Fluidgebietes wird eine Funktion F' verwendet, die den “Fiillstand” einer Zelle an-
gibt. In Zellen, durch die das Interface verlauft, gibt sie den Anteil des Fluidvolumens
am Zellvolumen an, in Zellen im Inneren des Fluidgebiets nimmt F' den Wert 1 an,
auflerhalb verschwindet F'. Die zeitliche Entwicklung des Fluidgebietes wird durch die

Evolutionsgleichung

oF
- VF —
8t+v \V4 0
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bestimmt. Der Speicherbedarf der VOF-Methode ist im Vergleich zur Marker-and-
Cell-Methode wesentlich reduziert. Die exakte Lage des Interfaces muss aber auch bei
der Volume-of-Fluid-Methode gesondert bestimmt werden. Ublicherweise wird dazu
der Rand linear approximiert, wie in Abbildung 3.2 gezeigt, in einer einfachen Versi-
on mittels achsenparalleler Geradenstiicke (Simple-Line-Interface-Calculation, SLIC),
bei einer verbesserten Variante (Piecewise-Linear-Interface-Calculation, PLIC) wird
zunédchst mit Hilfe des Gradienten von F' die Normale des Gebietsrandes ermittelt,
anschlieend wird das Geradenstiick so verschoben, dass seine Position den Fluidanteil
in der Zelle korrekt wiedergibt. Keines dieser Verfahren garantiert jedoch eine stetige
Approximation des Randes.

3.2 Lagrange-Methoden

Ein weiterer Typ von Verfahren zur Behandlung von beweglichen Geometrien basiert
auf der Lagrange-Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen. Diese erhélt man aus
(2.20) analog zu den Umformungen, die in Abschnitt 2.4 fiir das strukturmechanische
Teilproblem gemacht wurden. Fiir inkompressible Fluide lautet die Darstellung mit den
Lagrange-Koordinaten X als unabhingigen Variablen:

0

o = —pl+ u(Vo+ Vo')
Vv = 0

Verfahren zur Losung von Erhaltungsgleichungen in der Lagrange-Formulierung
kommen {iblicherweise in der Festkérpermechanik zum Einsatz, es gibt jedoch auch
gute Griinde, diese Methode in der Stromungsmechanik einzusetzen. Zunéchst fallt
auf, dass in den Gleichungen (3.1) keine konvektiven Terme auftreten. Dies liegt dar-
an, dass die Erhaltungssitze auf materielle Kontrollvolumen angewendet werden, d.h.
die Zuordnung zwischen den Teilchen eines Kontinuums und ihrem Kontrollvolumen
bleibt erhalten und somit entstehen keine Massefliisse iiber die Rander dieser Kontroll-
volumen. Fiir die numerische Lésung bedeutet dies, dass die schwierige Behandlung
der konvektiven Terme, durch die oft unphysikalische numerische Diffusion entsteht,
ersetzt wird durch ein einfaches geometrisches Problem, namlich die Gitterpunkte mit
der lokalen Fluidgeschwindigkeit mitzubewegen. Dies fithrt dazu, dass das Gitter au-
tomatisch in jedem Zeitschritt eine Zerlegung des tatsidchlichen Fluidgebietes in Zellen
liefert und der Rand des Gebietes durch Zellrénder gegeben ist, was die Implemen-
tierung von Randbedingungen bei Lagrange-Verfahren einfacher und genauer méglich
macht als bei den Verfahren aus dem vorigen Abschnitt.

In der Praxis zeigt sich jedoch ein gravierender Nachteil von rein Lagrangeschen
Techniken. Ohne Einschrinkung sind sie nur auf “gutmiitige” Stromungen anwend-
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bar, denn es ist offensichtlich, dass Scherkréfte oder Rotationen im Fluid sehr schnell
zu groflen Verzerrungen des Gitters fithren kénnen. In diesem Fall muss das Gitter
vollstéindig neu generiert werden und anschliefend miissen alle Feldgrofien mittels In-
terpolation auf das neue Gitter {ibertragen werden, was im Hinblick auf die Vermeidung
numerischer Diffusion nicht wiinschenswert ist. Auflerdem ist es bisher mit Lagrange-
Verfahren nicht moglich, topologische Anderungen des Berechnungsgebietes, etwa das
Ablosen eines Teilgebietes, umzusetzen.

Die Entscheidung fiir ein Verfahren zur Behandlung flexibler Geometrien ist letztend-
lich auch vom zugrundeliegenden physikalischen Problem abhéngig. Zu den Entschei-
dungskriterien gehért unter anderem die Frage, ob es notwendig ist, topologische Ande-
rungen des Berechnungsgebietes zu berticksichtigen, dies wiirde beinahe zwangsldufig
die Verwendung eines Volume-Tracking-Verfahrens nach sich ziehen. Ein weiterer we-
sentlicher Aspekt ist die Approximation des Gebietsrandes durch das verwendete Ver-
fahren: wie wichtig ist eine moglichst exakte Rekonstruktion und welche Bedeutung
haben die Randbedingungen am Interface? Dieser zweite Punkt ist ausschlaggebend
fiir die vorliegende Arbeit. Im Rahmen der Losung des gekoppelten Problems spielen
die Randbedingungen am beweglichen Interface eine hervorgehobene Rolle, da durch
sie saimtliche Kopplungseffekte modelliert werden. Wegen der genannten Schwierigkei-
ten mit der Randdarstellung soll deshalb kein Euler-Verfahren zum Einsatz kommen,
eine reine Lagrange-Technik ist jedoch wegen der Entartung des Gitters auch nicht
erste Wahl.

Einen Ausweg aus dieser Situation bietet die sogenannte Arbitrary-Lagrange-FEuler-
Methode(vgl. [DP90]). Sie entspricht einem Lagrange-Verfahren dahingehend, dass der
Gebietsrand bzw. das Interface mit dem Rand von Gitterzellen zusammenfillt und sich
die Gitterpunkte im Inneren ebenfalls bewegen. Um einer Verzerrung des Gitters vorzu-
beugen, ist diese Bewegung jedoch nicht an die lokale Fluidgeschwindigkeit gekoppelt,
sondern es wird den Knoten gestattet, sich weitestgehend frei zu bewegen. Um dies zu
erreichen, ist eine alternative Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen notwendig,
die wir im folgenden Abschnitt herleiten wollen.

3.3 Die Arbitrary-Lagrange-Euler-Methode

Wir beginnen, indem wir den Rahmen der Euler- und Lagrange-Darstellung aus Ab-
schnitt 2.2 um ein zusétzliches Gebiet 0y zusammen mit einer C'-invertierbaren Ab-
bildung
U:Qy — Qt),
(Y,t) — y(t) =¥(Y,1)

erweitern, so dass sich die in Abbildung 3.3 skizzierte Situation ergibt.
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Abbildung 3.3: Zur Illustration der ALE-Formulierung

Wie bereits angesprochen, unterscheiden wir nun zwischen Anfangskonfiguration,
d.h. undeformiertem Zustand des Kontinuums, und Referenzkonfiguration, indem wir
Qy zum Referenzgebiet machen. Die neue Abbildung W(Y',t) liefert eine Bewegungs-
beschreibung fiir Punkte Y € Qy, die unabhéngig von der ist, die durch die Abbildung
® fiir Teilchen aus dem materiellen Gebiet gegeben ist. Einen Punkt P mit den Ko-
ordinaten x(t) € €(¢) kann man nun zu einem festen Zeitpunkt ¢ auffassen als das
Bild zweier Punkte P, mit den Koordinaten Xy € Qx und Qg mit den Koordinaten
Y, € Qy unter den Abbildungen ¥ und &, d.h.

o(t) = ©(Xo,1) = 2(Yo,t) = y(t)

Da die Abbildungen & und ¥ unterschiedliche Bewegungen beschreiben, gilt diese
Identitédt nur zu diesem festen Zeitpunkt ¢.

Die Motivation fiir diese Konstruktion liegt darin, dass bei der spéter folgenden
Diskretisierung, und damit der konkreten Festlegung der Abbildung ¥, die Koordina-
ten Y aus dem Referenzgebiet {2y Knoten des Gitters repriasentieren werden. Analog
zu den Definitionen aus Abschnitt 2.2 ist die Verschiebung eines Punktes aus dem
Referenzgebiet durch

ug(Y,t) =¥(Y,t) - ¥(Y,0)=¥(Y,t) - Y (3.2)
gegeben und die Geschwindigkeit dieser Bewegung erhélt man durch

ou,  0V(Y,t) Oy

oY1) = ot |y ot Iy N E\y
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Der Index g soll hier bereits andeuten, dass es sich im diskreten Fall um Verschiebung
und Geschwindigkeit des Gitters handelt.

Entsprechend zur substantiellen Ableitung aus Abschnitt 2.2 erhalten wir durch
Anwenden der Kettenregel auf die Verkniipfung ¢ o ¥ eine Formel zur Auswertung der
Zeitableitung bei fixierten Y -Koordinaten, ndmlich

dp Oy dy

Zusammen mit (3.3) erhalten wir die folgende Beziehung zwischen der im folgenden
ALE-Ableitung genannten Zeitableitung mit fixierten Y-Koordinaten und der gewhn-
lichen partiellen Zeitableitung:

dp ¢
T = _u. -V 3.5
o), ot 9V¥ (8:5)
Wir betrachten nun die allgemeine Form eines skalaren Erhaltungssatzes,
Iy

Indem wir in (3.6) mittels (3.5) die partielle Zeitableitung durch die ALE-Ableitung

ersetzen, erhalten wir die ALE-Formulierung
aa—f +V - F(p) —vg- Vo= f (3.7)
ly

Der Hauptunterschied zur urspriinglichen Darstellung besteht im Auftreten eines zusétz-
lichen konvektiven Terms, der aus der Bewegung des Berechnungsgebietes herriihrt.

Als Grundlage fiir eine Diskretisierung mit der Finite-Volumen-Methode, die sich
als zweckméfig zur Diskretisierung von Erhaltungsgleichungen erwiesen hat und auch
in dieser Arbeit zum Einsatz kommen soll, ben6tigen wir eine ALE-Formulierung in
integraler Darstellung. Zu deren Herleitung verwenden wir die folgende Variante des
Reynolds-Transport-Theorems (2.5): es sei V,, C Q(t) das Bild eines beliebigen Teilvo-
lumens V3 C €y des Referenzgebietes unter der Abbildung ¥, dann gilt

0
i ] w0V = [ Getwn £ V- (ergav 39

wobei die Zeitableitung % beziiglich fester Y-Koordinaten zu verstehen ist.

Wir integrieren nun (3.6) iiber ein Volumen V' C €2 und benutzen (3.8), um die
Zeitableitung des Integrals umzuformen und erhalten die integrale ALE-Darstellung
des skalaren Erhaltungsgesetzes (3.6):

d

G [V (Pl - gy - /Vde (3.9)
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Wir kénnen nun (3.9) benutzen, um eine integrale ALE-Formulierung der Navier-Sto-
kes-Gleichungen zu erhalten. Zur Herleitung des Masseerhalts in ALE-Form setzen wir
o =p, F(p) =pvund f =0 und es ergibt sich

d
— [ pdV + / p(v —vy) - ndS =0 (3.10)
dt Jy ov

Fiir den Impulserhalt gilt ¢ = pv sowie F/(¢) = pvv— o und durch komponentenweises
Anwenden von (3.9) erhélt man

d
— [ pvdV +/ [p(v —vg)v — o] -ndS = / fav (3.11)
dt Jy oV v
Dabei wurden die Volumenintegrale iiber eine Divergenz mit dem Gaufischen Satz in
Randintegrale umgewandelt.

v — vy = 0, Lagrange
— M 4

vg = 0, Euler

Abbildung 3.4: ALE als Verallgemeinerung von Euler- und Lagrange-Darstellung

In den Gleichungen (3.10)-(3.11) sind sowohl Lagrange- als auch Euler-Darstellung
als Spezialfiille enthalten. Dies motiviert die Bezeichnung Arbitrary-Lagrange-Fuler-
Formulierung. Wéhlen wir als Referenzgebiet 0y = Qx und setzen ¥ = &, so ergibt
sich daraus vy = v und in den Gleichungen (3.10)-(3.11) verschwindet die relative
Geschwindigkeit v — vg, so dass wir die Lagrange-Darstellung der Navier-Stokes-Glei-
chungen erhalten. Die Wahl von €y = €2, und VU als die Identitétsabbildung hingegen
resultiert in vy = 0 und der Euler-Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen.

Jede andere Wahl von 2y und VW liefert eine neue Darstellung, die eine lagrange-
artige Sichtweise an bewegten Réndern mit der Euler-Formulierung an festen Réndern
verkniipft(s. Abbildung 3.4).

Die ALE-Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen liefert uns eine im kontinuierli-
chen Sinne exakte Darstellung zur Berechnung von Geschwindigkeiten und Druck in
zeitabhangigen Gebieten. Die in die neue Formulierung der Gleichungen eingebrach-
te Gebietsgeschwindigkeit vy scheint dabei a priori frei wahlbar zu sein, so dass man
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die Bewegung des Gitters nutzen kann, um bestimmte gewiinschte Eigenschaften zu
erfiillen. An festen Réndern wird sich natiirlich vy = 0 ergeben, ebenso entspricht
durch den randangepassten Verlauf des Gitters vy an bewegten Riandern der Randge-
schwindigkeit, im Inneren des Gebietes wére es nun sinnvoll, die Geschwindigkeit vg
so zu wahlen, dass Verzerrungen minimiert werden, dies konnte beispielsweise durch
ein elliptisches Gitterglattungsverfahren erfolgen. Im folgenden Abschnitt wird sich
allerdings zeigen, dass die Gittergeschwindigkeit einer geometrischen Einschrinkung
unterliegt.

3.4 Geometrische Erhaltungsséitze

Bei vielen praktischen Problemstellungen wird die Geschwindigkeit des Gitters nicht
explizit als Funktion gegeben sein. Viel wahrscheinlicher ist es, dass die Informatio-
nen, die zur Verfiigung stehen, in der neuen Position der Knoten besteht. Dies ist
z.B. auch im Rahmen eines Fluid-Struktur-Wechselwirkungsproblems der Fall, wo aus
dem strukturmechanischen Teilproblem die neue Position des Randes hervorgeht. Da
die Gittergeschwindigkeit vg zur Auswertung des konvektiven Termes bendtigt wird,
muss man sie also aus den Positionen des Gitters zu verschiedenen Zeitpunkten re-
konstruieren. Dabei zeigt sich, dass die Geschwindigkeiten vy eine Art zusétzlicher
Erhaltungsgleichung erfiillen miissen, ndmlich

d av — / vy -ndS =0 (3.12)
dt Jv ov

In [DP88] wird (3.12) als Space Conservation Law (SCL) bezeichnet, in [SPUC9S]
ist die Gleichung unter dem Begriff Geometric Conservation Law zu finden und in
[ZRT'C93| taucht sie mit der Bezeichung Volume Conservation Law (VCL) als eine von
zwei Gleichungen auf, die gemeinsam als Geometric Conservation Laws bezeichnet wer-
den. Das VCL setzt die zeitliche Anderungsrate eines beweglichen Kontrollvolumens
in Beziehung zur Geschwindigkeit des Gitters, seinen Ursprung hat es in dem selbst-
verstédndlichen Prinzip, dass ein beliebig bewegliches Gitter das Geschwindigkeitsfeld
einer Stréomung nicht beeinflussen darf. Formal kann man daher das VCL aus der
ALE-Formulierung der Massebilanzgleichung herleiten, indem man in (3.10) konstante
Dichte und ein verschwindendes Geschwindigkeitsfeld einsetzt.

Das zweite in [ZRTC93| erwihnte geometrische Erhaltungsgesetz ist das Surface
Conservation Law

/ a-ndS =0 (3.13)
av

es ergibt sich aus (3.10) durch die Wahl eines konstanten Geschwindigkeitsfeldes in einer
beliebigen Richtung a auf einem festen Gitter und besagt, dass ein Volumen V' durch
seine Seitenflichen geschlossen sein muss. Diese Forderung mag auf den ersten Blick
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Ax ox

S

Abbildung 3.5: Zur Notwendigkeit des Space Conservation Laws

trivial erscheinen, besonders bei dreidimensionalen Finite-Volumen-Diskretisierungen
ist jedoch Sorgfalt bei der Berechnung von Normalenvektoren geboten, um (3.13) zu
erfiillen.

Bereits an einem einfachen Beispiel zeigt sich die Notwendigkeit, Gleichung (3.12)
bei der numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen auf beweglichen Gittern
zu erfiillen, denn die Verletzung des VCL fithrt zu Fehlern in der Massebilanz(vgl.
[FP97, DP8Y)).

Wir betrachten ein Kontrollvolumen ) eines zweidimensionalen kartesischen Git-
ters. Die einzelnen Teile des Randes von € bewegen sich mit konstanter, aber unter-
schiedlicher Geschwindigkeit, so dass sich 2 im Laufe der Zeit vergroflert, wie in Abbil-
dung 3.5 skizziert. Die Gittergeschwindigkeit vg berechnen wir mit dem naheliegenden

Ansatz
Ax

At’
wobei Ax die Strecke ist, die ein Gitterpunkt wihrend eines Zeitschrittes der Grofe
At zuriickgelegt hat. Diese Wahl von vy ist die exakte Geschwindigkeit eines Gitter-
punktes, jedoch verletzt sie das VCL.

Wir diskretisieren nun die ALE-Massebilanzgleichung (3.10) mit dem expliziten
Euler-Verfahren auf dem Kontrollvolumen €2 und erhalten

[ — Q]
At

(3.14)

Vg

+ (" = ug)le — (u" —ug)lw](Ay)" (3.15)
+ (0" = vg)ln — (0" = vg)[sJ(Az)" = 0,
wobei u und v die kartesischen Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit sowie g
und v, entsprechend die Komponenten von vy sind. Indem wir konstante Stromungs-
geschwindigkeit annehmen, vereinfachen wir (3.15) zu

|Qn+1| _ |Qn|

A7 — (ulle — ullw)(Ay)" (3.16)
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Mit (3.14) erhalten wir dir Ausdriicke

ox

ugle — ugly = At (3.17)
und 5
n n Y
Vg ln — vy s = At (3.18)
Fiir das Volumen zum alten respektive neuen Zeitschritt gilt
|Qn+1| — (A:E)n—i-l(Ay)n—l—l (319)
bzw.
%] = (Az)"(Ay)" (3.20)

Setzen wir nun (3.17)-(3.20) in (3.16) ein und beachten noch, dass
(Az)"™ = (Az)" + dx
sowlie
(Ay)"™ = (Ay)" + oy

gilt, stellen wir fest, dass die Kontinuitétsgleichung (3.15) nicht erfiillt wird, wir erhal-
ten den Fehlerterm

RN —(ug|e — ug|w)(vg ln — v, |s) At (3.21)

Man erhélt den gleichen Fehlerterm, lediglich mit umgekehrtem Vorzeichen, wenn
man die Massebilanzgleichung mit dem impliziten Euler-Verfahren diskretisiert, ebenso
liefern Verfahren héherer Ordnung Fehler, wenn die hier gemachten Vereinfachungen
wie z.B. Annahme von konstanten Geschwindigkeiten wegfallen.

Obwohl der Fehler fiir konstante Gittergeschwindigkeiten proportional zur Zeit-
schrittgrofe At ist und somit die gleiche Fehlerordnung hat wie die hier durchgefiihrte
Zeitdiskretisierung, ist das keine Berechtigung, das VCL zu vernachléssigen, denn Feh-
ler in Form von kiinstlichen Massequellen summieren sich im Laufe der Zeit auf und
kénnen dadurch die numerische Losung zerstoren.

Es kann mitunter, besonders in drei Dimensionen, schwierig sein, explizite Formeln
fir vy anzugeben, die das VCL erfiillen. In [ZRTC93] und [DP88] wird aber ein Weg auf-
gezeigt, wie das VCL so in Finite-Volumen-Diskretisierungen eingebaut werden kann,
dass es implizit erfiillt ist. Weitere Angaben hierzu werden in Abschnitt 4.2.3 gemacht.

Bereits auf der kontinuierlichen Ebene kommt ein weiterer Grund zum Vorschein,
der fiir die Verwendung des VCL spricht. Wenn nédmlich die Gebietsgeschwindigkeit
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vy das VCL erfiillt und wir diese Information in der ALE-Massebilanzgleichung (3.10)
nutzen, reduziert sich (3.10) fiir inkompressible Fluide zur gewohnten Form

4 dQ—/ vg-ndS—l—/ v-ndS =0 (3.22)
At Jo 00 o9

g
=0 wg. VCL

da sich das Randintegral von v, gerade gegen die Volumenénderungsrate weghebt.
Durch die Einfithrung beweglicher Gitter sind also am prinzipiellen Verlauf eines Split-
ting-Verfahrens, wie z.B. der Chorin’schen Projektionsmethode, keine Anderungen not-
wendig.



Kapitel 4

Diskretisierung der Navier-Stokes-
Gleichungen auf zeitabhingigen
Gebieten

In diesem Kapitel wird die Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen unter Ein-
beziehung zeitabhingiger Gitter durchgefiihrt. AnschlieBend wird der Algorithmus zur
Behandlung von Stromungsproblemen mit zeitabhéngiger, aber zu jedem Zeitpunkt
explizit vorgegebener Geometrie erlautert und es werden einige numerische Ergebnisse,
die mit diesem Verfahren erzielt wurden, vorgestellt.

Zur numerischen Losung von partiellen Differentialgleichungen ist es zunéchst not-
wendig, das Berechnungsgebiet mit einem Gitter zu iiberziehen, d.h. es mit einer diskre-
ten Menge von Punkten zu versehen, an denen dann die in den Gleichungen auftreten-
den Differentialoperatoren ausgewertet werden. Dabei unterschiedet man verschiedene
Typen von Gittern. Bei Finite-Elemente-Methoden kommen zumeist unstrukturierte
Gitter zum Einsatz, diese werden auf einem beliebigen Gebiet durch Unterteilung in
Dreiecke oder Vierecke (bzw. Tetraeder, Hexaeder oder Prismen in drei Dimensionen)
aufgebaut. Dies ist die allgemeinste Art, ein Gitter zu bilden, allerdings ist sie auch mit
dem grofiten Aufwand sowohl bei der Generierung als auch bei der Datenverwaltung
verbunden.

Strukturierte Gitter erweisen sich als besonders attraktiv dadurch, dass sie einfach
zu erzeugen und zu verwalten sind, ohne zusétzlichen Aufwand liefert die Position eines
Knotens in der Datenstruktur gleichzeitig seine Koordinaten und Informationen iiber
Nachbarschaftsbeziehungen. Jedoch ist ihrer Anwendung hinsichtlich der Gebietsfor-
men Grenzen gesetzt.

Ein weiterer weitverbreiteter Typ ist der des blockstrukturierten Gitters. Zuerst
wird eine relative grobe Unterteilung des Berechnungsgebietes in Blocke vorgenom-
men, anschliefend wird jeder dieser Blocke mit einem strukturierten Gitter versehen.
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Diese Technik verbindet Flexibilitdt bei der Beschreibung von unregelmifligen Geo-
metrien mit den Implementierungsvorziigen, die strukturierte Gitter zu bieten haben.
Die Blockunterteilung bietet auch einen moglichen Ansatz zur parallelen Bearbeitung,
denn die Berechnungen auf den einzelnen Blocken kénnen weitestgehend unabhingig
voneinander, und somit auf verschiedenen Rechnern oder Knoten eines Parallelrechners
durchgefiihrt werden.

Einen guten Uberblick iiber das Thema der Gittergenerierung bieten sowohl [Lis99]
als auch [TWMS5].

Als Implementierungsgrundlage fiir diese Arbeit dient der Stromungsloser nscl, der
im Rahmen von [Mey01] entwickelt wurde. Das Programm verwendet ein blockstruk-
turiertes Gitter, bei dem in jedem Block durch eine Koordinatentransformation ein
an gekriimmte Rénder angepasstes Gitter erzeugt wird. Dieses Vorgehen entspricht
weitestgehend der Finite-Volumen-Methode, die in [Zij96] und [WSKB97] vorgestellt
wurde.

Um die notwendigen Grundlagen fiir die zeitabhéngige randangepasste Diskretisie-
rung zu schaffen, beschreiben wir im folgenden Abschnitt zunéchst die Diskretisierung
eines einzelnen Blocks, dabei stiitzen wir uns auf die Darstellungen in [Zij96] und
[WSKB97]. Im darauffolgenden Abschnitt 4.2 werden wir dann das ALE-Konzept kon-
kretisieren, indem wir die Abbildung ¥ néaher spezifizieren.

4.1 Ortsdiskretisierung mittels der Finite-Volumen-
Methode

Zunéchst benotigen wir einige Aussagen iiber Koordinatentransformationen und die
Berechnung bestimmter geometrischer Gréfien. Sémtliche auftretenden Groflien werden
letztendlich auch von der Zeit ¢ abhéngen, in diesem Abschnitt betrachten wir jedoch
einen festen Zeitpunkt und lassen der iibersichtlicheren Darstellung wegen den Zeitin-
dex t weg.

4.1.1 Koordinatentransformation

Wir betrachten ein Gebiet Q C R3, das topologisch dquivalent ist zu einem aus Ein-
heitswiirfeln zusammengesetzten Quader G = [0, Ny] x [0, N3] x [0, N3]. Es seien

1 1 1
€1 = (5707())7 €2 = (07 570)7 €3 = (0707 5)
die “halben” Standardbasisvektoren, dann ist fiir 0 <n, < N,, n € N, a =1,2,3 der
Mittelpunkt eines Wiirfels G5 gegeben durch
1

; L 1 1
J = (1,72, J3) = (n1 + 5,712 + 5%3 + 5)
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z(§)

Abbildung 4.1: Gittertransformation durch

AuBlerdem bezeichnen dann j + e, Seitenflichenmittelpunkte, 7 £ e, £ eg, B # o
Kantenmittelpunkte sowie j & e; £ ey £ ez die Eckpunkte des Wiirfels Gj.

Wir konstruieren nun eine Transformationsabbildung @ : G — Q dadurch, dass wir
sie zundchst nur auf den Eckpunkten der Wiirfel G; vorgeben durch

x(jteitestes) =Tjre testes (4.1)

und dann mittels trilinearer Interpolation im Inneren eines Wiirfels fortsetzen, d.h. fiir

£ in Gj ist

az(é’) = Xo+ Z ca(ga - ja) + Z Caﬂ(ga - ja)(gﬂ - ]ﬁ)

a<p

+ ca3(& — 51) (& — 52) (& — Js)

mit Konstanten &, und ¢, diese unterscheiden sich von Zelle zu Zelle und ergeben sich
aus (4.1), miissen aber hier nicht ndher bestimmt werden.

Weitere Bedingungen, die wir an die Transformationsabbildung « richten, sind Bi-
jektivitit von & und Positivitit! der Jacobideterminante

J = detDz = \(2—?)% (4.2)
J

auflerdem soll der Rand von G auf den Rand von () abgebildet werden, d.h. es gilt
x(0G) = 09, und iiberall auf 0 ist £, = const fiir ein geeignetes a € {1, 2, 3}.

Das Bild eines Wiirfels G unter der Abbildung @ ist ein Kontrollvolumen im Gebiet
(2 und wird mit €; bezeichnet. In Abbildung 4.2 wird die Transformation eines Wiirfels
skizziert und exemplarisch sind einige der oben angegebenen Stellen eingezeichnet.

'Die Forderung J > 0 statt J # 0 ergibt sich auch aus der Lagrange-Form des Masseerhalts(s.
[Bel98)]), fiir die Praxis bedeutet dies eine Einschrinkung auf orientierungserhaltende Abbildungen.
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Abbildung 4.2: Transformation einer Zelle

4.1.2 Geometrische Grof3en

Bevor wir die in den Gleichungen auftretenden Differentialoperatoren in die logischen
Koordinaten & transformieren kénnen, bendtigen wir noch die kovarianten und kon-
travarianten Basisvektoren. Die kovarianten oder auch tangentialen Basisvektoren sind

gegeben durch
ox

U= Be
sie lassen sich aus den Eckpunkten einer Zelle €2; wie folgt berechnen: es bezeichne
Tiji 1= X +x; +x) + x; mit der Nummerierung der Ecken wie in Abbildung 4.2, dann
sind die kovarianten Basisvektoren im Zellmittelpunkt gegeben durch

a=1,2,3, (4.3)

1

an)j = 1(933478 — x1256) (4.4)
1

a(g)a‘ = 1(1B2367 — $1458)
1

Cl,(g)yj = Z(m5678 — $1234)

Da x stiickweise definiert ist, sind die a(,) nicht {iberall stetig, insbesondere existiert
a(q) zwar in Seitenflichen mit &, = const, stimmt dort aber fiir aneinandergrenzende
Zellen nicht iiberein. Allerdings ist fiir eine solche Seitenfliche as) mit 3 # « eindeutig
definiert. Diese Groflen lassen sich berechnen durch

1

A1) g—e; = 5(@as = ®15), B)j-es = 3 (@34 — T12), (4.5)
1

A2)j—er = 5(5326 —T15), A)j-es = %(9323 — Tu),
1

A(3)j-c; = 5(1756 —X13), Q(3)j-c; = 3(Tss — T14),

mit Tij = &y + ;.
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Die kontravarianten oder auch normalen Basisvektoren sind definiert durch
a'® =V, a=1,2,3, (4.6)
wobei & die Umkehrabbildung von @ ist. Aus (4.2) ergibt sich?

\/§ =J= a(l) . (a(g) X a(3)) (47)

Da sowohl der Vektor ag) X a(,) als auch der kontravariante Basisvektor a(® normal
zu einer Koordinatenflache mit &, = const sind, gilt bei zyklischer Vertauschung von

a, B,
a' = c(ag) x ag,) (4.8)

mit einer Konstanten c. Beachten wir, dass gilt
a - agp = 0 (4.9)
und multiplizieren (4.8) mit a(q), so erhalten wir

1=cyg (4.10)

also
1

= ﬁ(am X a)) (4.11)

al®

Aus den Glattheitsseigenschaften von a(,) geht hervor, dass sowohl /g als auch al®
unstetig in Seitenflachen der Kontrollvolumen sind. Jedoch ist

Vga'™ = ag) x ap,) (4.12)

stetig in Seitenflichen mit £, = const. In [WSKB97] wird gezeigt, dass sich diese
Vektoren in den Seitenflichenmittelpunkten berechnen lassen durch

\/ﬁaﬁel = 84378, \/§a§-24262 = 82673, \/gaﬁ% = 85376, (4.13)

Lx; —x;) X (x), — x;) gilt. Die GréBen \/§aﬁ)6a sind flachengewichtete

2
Normalenvektoren, d.h. die Lange des Vektors \/§aﬁ)ea ist gleich dem Flacheninhalt
der Seitenfliche mit Mittelpunkt «;.., und er ist normal zu dieser Fléche.

Wir benotigen noch eine Formel zur Berechnung des Zellvolumens, eine effiziente

Berechnungsvorschrift wird ebenfalls in [WSKB97] angegeben mit

wobei s =

1
1] = g(bl - (81265 + Sa37s) + b2 - (S1584 + S2673) (4.14)

+ b3 - (81432 + Ss765))

2In der Literatur hat sich die Bezeichnung /9 fiir J durchgesetzt, denn es ist J 2 = g, wobei g die
Determinante des kovarianten metrischen Tensors (definiert durch g;; = a;) - a(;y) ist.
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wobei die Vektoren b gegeben sind durch

1 1

b, = g(w3478 — T1256), bo = g(w2367 — T1458)
1
b; = g(w5678 — T1234)

Die Diskretisierung soll eine Verallgemeinerung des klassischen Marker-and-Cell-Ver-
fahrens (s. [HW65]) sein, das bedeutet, die abhéingigen Variablen werden versetzt® auf
dem Gitter angeordnet( “staggered mesh”). Der Druck wird in Zellmittelpunkten ausge-
wertet, in den Seitenflichen eines Kontrollvolumens werden die Normalenkomponenten
der Geschwindigkeit gespeichert. Aus den oben aufgefiihrten Stetigkeitseigenschaften
der kontravarianten Basisvektoren a(® ergibt sich, dass die kontravarianten Geschwin-
digkeitskomponenten U* = a'® - u ungeeignet sind, aus diesem Grund wihlen wir als
abhéngige Variablen die gewichteten kontravarianten Geschwindigkeitskomponenten

Vi, == Vgasy, (4.15)

Ein weiterer Vorteil, der sich aus dieser Wahl ergibt, besteht darin, dass sich \/ga("‘)
mittels (4.13) effizienter berechnen lisst als a(®).

Weil \/gjaﬁ)ea flachengewichtete Normalenvektoren sind, liefert (4.15) eine anschau-
liche physikalische Interpretation der V¢ als Volumenfluss iiber die entsprechende Sei-
tenfldche eines Kontrollvolumens.

Mit (4.9) ergibt sich der folgende allgemeine Zusammenhang zwischen u und V'*:

3

Ve = \/Ea(a) U, U= Za(a)va/\/g (416)

a=1

4.1.3 Interpolationsregeln

Im weiteren Verlauf ist es notwendig, V* und uw an anderen Stellen als ihren Definitions-
punkten auswerten zu kénnen. Dies ermdoglichen spezielle Interpolationsregeln, die sich
aus der Forderung ergeben, dass ein konstantes Geschwindigkeitsfeld invariant unter
der Transformation nach V' und zuriick sein soll. Genauer bedeutet dies: Transforma-
tion von konstantem wy nach V¢, Interpolation von V' in einen anderen Punkt und
Riicktransformation dieses Wertes in kartesische Koordinaten muss den urspriinglichen
Wert ug ergeben. In [WSKB97] werden die folgenden Interpolationsregeln angegeben,
die dieser Forderung geniigen:

3Diese Anordnung der Variablen verhindert Oszillationen im Druck, siehe z.B. [GDN95]
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Abbildung 4.3: Interpolation von V3 in & -Fliche

e in Zellmittelpunkten x; ist V' gegeben durch

(0% 1 (0% (0%
‘/j = §<‘/:7‘+ea + ‘/:'l._ea)

e in Seitenflichenmittelpunkten x;, ., gilt fir a # 3

%

1
- (VP VP s %
J+ea Z( j + Ji—ep +V; +Vj )

Jj+eg ]+26a+6ﬂ J+2ea—eg

e in Kantenmittelpunkten &, ., gilt

« 1 (0% (6%
‘/;'+ea+eg - 5(‘/j+6a + VjJreaJrZeg)

und fiir v # o, 8

1

Y Y Y Y Y
‘/}+ea+eg - 8 (V:jfev + V.;'Jre«, + ‘/jfquLQea + V:jJrea,JrQea

Y Y Y Y
+‘/j—57+265 + ‘/j+€7+26ﬁ + ij—ey—&-2ea+26@ + ‘/j+87+26a+265

o in Eckpunkten ;e te,+e, definiert man

1
o _ = o o o a
‘/;'+e1+62+63 - 4<Vi+ea + Jjteat2es + Jtea+2ey + j+5a+2€ﬁ+2€7)

)

Dieselben Interpolationsregeln werden auch zur Auswertung von anderen Gréflen

wie z.B. \/ga(oﬂ an den entsprechenden Stellen verwendet.
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4.1.4 Transformation der Ortsableitungen

Eine vollstandig koordinatenunabhéngige Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen
mittels Tensorrechnung beinhaltet die sogenannten Christoffel-Symbole, diese setzen
die zweimalige Differenzierbarkeit der Transformationsabbildung x (&) voraus. Um diese
Forderung abzuschwichen und eine lediglich stiickweise differenzierbare Koordinaten-
transformation zulassen zu konnen, wird in [Zij96] ein etwas anderer Weg beschritten,
der an dieser Stelle kurz skizziert werden soll.

Den Ausgangspunkt bilden die Navier-Stokes-Gleichungen formuliert in kartesi-
schen Koordinaten. Zunéchst werden die unabhéngigen Variablen transformiert, die
kartesischen Geschwindigkeitskomponenten werden jedoch noch beibehalten, so dass
eine gemischte Vektor-Tensor-Formulierung entsteht. Diese wird mit der Finite-Volu-
men-Methode diskretisiert, wobei die Diskretisierung exakt ist fiir konstante Geschwin-
digkeitsfelder und linearen Druck auf beliebigen Gittern, auflerdem ist sie von zweiter
Ordnung, falls die Abbildung x(€) glatt ist. Erst danach werden durch Skalarmultipli-
kation mit \/ﬁa(o‘) die vektorwertigen Gleichungen fiir w in skalare Gleichungen fiir V'
umgewandelt, wobei noch auftretende u-Werte mittels (4.16) durch V'* ausgedriickt
werden.

Einfache, lediglich mit der Kettenregel hergeleitete Transformationen der Ableitun-
gen fithren nicht zu konservativen Diskretisierungen, dazu benétigt man zusétzlich die
sogenannte Basic Identity, sie lautet fiir eine n-dimensionale Koordinatentransforma-
tion?

&3

Za&f )=0,j=12...,n (4.17)

Fiir die Ableitung einer Funktion f(x) gilt mit Kettenregel und Basic-Identity

of 0s Of 1 0¢p
Or. Zaxaagﬂ Z\fag Vo2, 418)

=0 nach (4.17)

/

3

B 1 855
= ;\ms (Vog.-/)

Daraus ergibt sich fiir den Divergenzoperator

3 3
_ N Qe N 08 Oua N p) O
Ve -u = 2 oz, =2 < Or. 7%, => a 5%, (4.19)
1 0 agﬁ 1 0
= __( _>F i v
Z\/—a ;\/_8

4yvgl. [Lis99]
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4.1.5 Die Kontinuitatsgleichung

Wie wir in Abschnitt 3.4 gesehen hatten, reduziert sich bei Beachtung der geometri-
schen Erhaltungsséitze die Massebilanzgleichung auch fiir zeitabhéngige Gitter auf die
Form V - u = 0. Integration iiber ein Kontrollvolumen €; liefert zusammen mit (4.19)
und der Transformationsregel

3
0 — / V. udw—/ Ejfa& dm_;lj/Gj 5V (4.20)

jzl

3

[ s

i=1 2

Fiir das Integral f Jit ) /2 nutzen wir die Stetigkeit von V* innerhalb von G; aus, die
beiden iibrigen Integrale werden mit der Mittelpunktsregel approximiert. So ergibt
sich die diskrete Kontinuitétsgleichung

jet+i s+ 1 ji+i s+l g
o=/ / v1|j1fid53d§2+ [0 v
-t Jis-1 it i :

J1+ 333+2d y
" v e, e
J1

= Z(v;f;ei - Vi) (4.21)

i=1

Dabei ist hier und im folgenden @[} := ®; — ®;.

4.1.6 Die Impulsgleichung I

Der Impulssatz aus (2.20) lasst sich schreiben als

ou 5. 9el®
— + V- (uu) +Vp— = 4.22
otV (uu)+ Vp ;uaxa (4.22)
mit
Ouy Jua
(@) Gua | B
€ = g:va + 833;
812 + awz

Mit (4.18) und (4.19) erhalten wir daraus

Ou +Z%£(V" +Vp — vaagﬁ vgalle)=f  (4.23)
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Abbildung 4.4: Verschobenes Kontrollvolumen 2.,

Wir integrieren nun (4.23) fiir a = 1,2,3 iber ein in a-Richtung verschobenes
Kontrollvolumen 2., wie in Abbildung 4.4 dargestellt. Dabei ist

Qj+ea = w(GJ+ea>
mit
11 )
Gjtea = [—57 5]3 +J + éa
Die Behandlung der Zeitableitung wird in Abschnitt 4.2.2 durchgefiihrt. Auf die

Summanden des konvektiven Terms wenden wir zunéchst die Transformationsregel an
und erhalten

k 19, 4 < 9 . s
;/Qjm ﬁa_gg(v u)dw—;/(;j+ea 8—56(1/ w) dg

Wir betrachten nun den Summanden mit 3 = «, diesen approximieren wir durch

/ o (V )df /jaﬂ /j5+§ /jwr; P (V )dg 46 de
_— au = P au «
G; eq aga jOé jﬁ_% j’Y_ ! aga k B

7+ 2
Jet+s  [ivts -
(07 [e%
= / / (V)27 dE, dép
. 1 . 1
JIB—3 Iv—3

(Veu)[f e

Q

Dabei nutzen wir aus, dass V*u stetig in Gj ., ist, auf die anderen Integrale wird die
Mittelpunktsregel angewendet.
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Fiir die Summanden mit 3 # o gilt

[ 2w - [T PO o ae, ey
v = [ e e dgade
a;.. 9 jo Jis=1 Ji-1 9 T

J+ea v
Jatl  pivti .
ists
= [ [ v e, e,
Ja Jv =3 ?

Jj+eates
~ (VPu)ljie e,

Es ergibt sich also insgesamt die vorldufig noch vektorwertige Approximation des
konvektiven Terms durch

o j+2eq +eate iteqte
(Vow) e + (Vou)ITe T + (Vi) [fete 0 =1,2,3 (4.24)

Die Indizes ( und ~ sind dadurch bestimmt, dass das Tripel («, /3, ) zyklische Vertau-
schungen von(1,2,3) durchlauft. Fiir die Auswertung von V' und w an anderen Stellen
als den Definitionspunkten von V'(also den entsprechenden Seitenflachenmittelpunkten)
werden die in Abschnitt 4.1.3 aufgefiihrten Interpolationen verwendet. Bei stark kon-
vektiven Problemen kann es notwendig sein, eine sogenannte Upwind-Diskretisierung
zu verwenden, um numerische Oszillationen auf zu groben Gittern zu vermeiden. Fiir

eine einfache Upwind-Diskretisierung erster Ordnung® berechnen sich die Werte von u
n (4.24) nach

. . 8
. { Uje, fir Vir>0 SOWIE s ro. 1= Ujte, fiir Vj[;re ey > 0
j . . o jtea eg . — )
u]Jrea fuI’ V? S 0 u]+ea+2€ﬁ fur V7+e teg S 0

Das Integral iiber den Druckterm wird approximiert durch

| VpdexVnse, 9]
Yjtea

Um einen Ausdruck fiir Vpji., zu finden, wird die Integrationspfad-Methode ver-
wendet. Dazu wird Vp entlang geeigneter Kurven integriert, die durch x;,., verlaufen
und jeweils zwei benachbarte Druckwerte verbinden. Daraus ergeben sich drei lineare
Gleichungen fiir Vp;.,, die z.B. mittels Gau-Elimination gelost werden. Dies soll hier
nicht ndher ausgefiithrt werden, Details finden sich in [WSKB97] und [Zij96].

Zur Diskretisierung des diffusiven Terms wenden wir wieder zuerst die Transforma-
tionsregel an und erhalten

/QZ\/_ag\/_aedw—VZ/ \/_a,e

Saus diesem Grund wird oft eine Konvexkombination von Upwind-Diskretisierung und Diskretisie-
rung mittels zentraler Differenzen verwendet
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Jeweils fiir ¢ = 1,2, 3 approximieren wir den Summanden mit 3 = « durch

o[ eVl de

j+€a

jﬁ+§ jﬂ/'i‘% ) )
- / (Vgale)[iet de, de
JB—3 Jv—3

2 2

~ v(ygaled)ie

Fiir die Summanden mit 3 # « ergibt sich
v / 7, (\f a; (%) g0 ) d€

]a+1 37+2 I |
— / | ﬁagﬁ)e(l))\;gé d., dé,

1
3
~ ﬁ 7 +eate
. G0 ite e
Hier gelten wiederum die Interpolationsregeln aus Abschnitt 4.1.3 an den notwendigen
Stellen. In den Zellmittelpunkten x; ist die Abbildung @ stetig und wir kénnen die zur
Auswertung von e bendtigten Ableitungen von u approximieren durch

3
(), (S5 =i

In Kantenmittelpunkten ist dies nicht moglich, daher verwenden wir dort analog zum
Druckterm die Integrationspfadmethode, um Vu; zu berechnen. Einzelheiten hierzu
finden sich wiederum in [WSKB97] und [Zij96].

Insgesamt ergibt sich also fiir a = 1,2, 3

3
« i) 17 +2eaq i)1d+eate i) 17 t+eate
v [Vaal eV + ygaleV et + Vgal e (4.25)

i=1

als vektorwertige Approximation des diffusiven Terms.
Der Quellterm wird schliellich fiir a = 1,2, 3 approximiert durch

/ f dw ~ |Qj+€a |fj+ea (426)
Q

j+€a
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I I hd L4 e U

— V!
| V2

Abbildung 4.5: Diskretisierungssterne fiir den konvektiven Term(links) und den diffu-
siven Term(rechts)

4.1.7 Abschluss der Ortsdiskretisierung

In Abbildung 4.5 sind fiir den zweidimensionalen Fall die Diskretisierungssterne dar-
gestellt, wie sie sich aus (4.24) und (4.25) ergeben. Der Abschluss der Diskretisierung
geschieht nun in zwei Schritten. Zunéchst werden die vektorwertigen Integrale iiber
Qjte, durch Multiplikation mit \/ﬁa(a) in eine skalare Gleichung iiberfithrt. Da die
Vektoren \/§a(a) im Fall von bewegten Gittern zeitabhingig sind, wird dies im fol-
genden Abschnitt noch genauer erldutert. Aufilerdem werden alle in (4.24) und (4.25)
auftretenden Werte von w mittels der Beziehung (4.16) aus umgebenden V-Werten
berechnet. Dadurch ergibt sich ein Diskretisierungsstern, wie er in Abbildung 4.6 bei-
spielhaft fiir eine V1-Gleichung im zweidimensionalen Fall skizziert ist.

Abbildung 4.6: Diskretisierungsstern fiir die V*-Gleichung

Die Implementierung von Randwerten erfolgt ohne gréfleren Aufwand. Fiir Dirich-
let-Randbedingungen werden die Normalkomponente V" und die Tangentialkomponen-
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ten V' und V2 gesetzt. Nihere Einzelheiten zur Berechnung dieser Komponenten aus
vorgegebenen Randwerten u”, ' und u*2 sind in [Zij96] beschrieben. Homogene Neu-
mann-Randbedingungen lassen sich durch lineare Extrapolation der entsprechenden
Groflen implementieren.

4.2 Die Zeitbehandlung

Wir werden nun die Zeitabhéngigkeit der Koordinatentransformation und die sich dar-
aus ergebenden Ergénzungen untersuchen. Zuerst erweitern wir die Abbildung & um
die Zeitkomponente, anschlieBend diskretisieren wir die bisher noch nicht behandelte
Zeitableitung in der Impulsgleichung. Dadurch werden die Gittergeschwindigkeiten in
die Impulsgleichung eingefiihrt. Um diese zu berechnen, diskretisieren wir das Volume
Conservation Law. Anschlieend wird zur entkoppelten Berechnung von Druck und
Geschwindigkeiten die Chorin-Projektionsmethode beschrieben.

4.2.1 Zeitabhingige Koordinatentransformation

Wir betrachten die zeitabhéngige Koordinatentransformation
x(t,€):G—Q, &€€G, telCR, (4.27)

die zu jedem Zeitpunkt ¢ durch die Koordinatentransformation aus Abschnitt 4.1.1 de-
finiert ist. Wir nehmen an, dass sich der Rand von Q(t) glatt in Bezug auf ¢ &ndert und
dass x(t, €) fiir jedes t invertierbar ist, so dass auch die zeitabhéngige Umkehrabbildung
&(t, @) existiert.

Im Sinne einer konsistenten formalen Darstellung ist es zweckméfig, die Zeitvariable
t genauso zu behandeln wie die Ortsvariablen. Dazu definieren wir die vierdimensionale
Koordinatentransformation

~

(&) IxG—1x (4.28)

~ ~

durch @o(€) = & und &;(€) gegeben durch (4.27) mit & = (zg,x) € I x Q, € =
(&0,€) € I x G und den Zeitvariablen zq = t und & = 7. Analog erhalten wir die
erweiterte Umkehrabbildung 3

Die Zeitableitung der Transformationsabbildung @ représentiert die Geschwindig-
keit eines Gitterpunktes, sie ist gegeben durch

8_33
or’

ihre kontravarianten Komponenten erhalten wir durch

’U,g:
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Wegen DéDﬁc = 0 gilt fiir die Ableitung der Verkniipfung von é und & nach &, jeweils
fire=1,2,3

8{} 8900 85, 6%
= 4.2

0 8950 8&) Z al'] 850 ( 9)

= ((;fz + a,( ) UQ

also o
L= 4.
T w (4.30)
Aus der Basic-Identity

. 3 :
= =0,1,... 4.31
e (\/76.17]) Oa J 07 ) , I ( 3 )

angewendet auf & ergibt sich fiir 7 =0

(Vig) (432

Analog zur Transformation der Ortsableitungen in Abschnitt 4.1.4 benutzen wir
nun die Kettenregel und (4.32), um die Zeitableitung einer skalaren Funktion f(¢, )
in (7, &)-Koordinaten zu transformieren und erhalten

of Of 0a
5 = Z 7, = (4.33)

0 L9
= a_];_;aaé+\7f[&f Z a\f“’ ]
1 ’ a a

Wir definieren noch analog zu V¢ die gewichteten kontravarianten Komponenten
der Gittergeschwindigkeit durch
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4.2.2 Die Impulsgleichung II

Wir wenden nun (4.33) zeilenweise auf die Zeitableitung der Impulsgleichung an und

erhalten ,

ou 1 0 1 0
o = vaor 2 e,

a=1

(Vou) (4.35)

Den ersten Summanden integrieren wir zunéchst iiber ein verschobenes Kontroll-
volumen 2., und approximieren das Integral mit der Mittelpunktsregel, so dass sich
der Ausdruck

10 d
= \ggudﬁ - = wdS) (4.36)
Uy VIO tJoj...
d

ergibt. Die Zeitableitung % wird im Zusammenhang mit der Projektionsmethode in
Abschnitt 4.2.4 diskretisiert.

Den zweiten Term in (4.35) fassen wir mit dem konvektiven Term aus (4.23) zusam-
men und erhalten dadurch einen neuen Ausdruck , in dem nun die transportierende
Geschwindigkeit durch die in Bezug auf die Gitterbewegung relative Geschwindigkeit

ersetzt ist. Es ergibt sich
3

1 0
- ((V* = V™u 4.37
> g (V=) (4.37)
Mit diesem Ausdruck verfahren wir nun genauso wie in Abschnitt 4.1.6 und ersetzen
die bisherige Diskretisierung des konvektiven Terms (4.24) durch den Ausdruck

(Ve =V (V2 = V) [0 + (V7 =V w1 a = 1,2,3 (4.38)

4.2.3 Diskretisierung der geometrischen Erhaltungssitze

Wir hatten bereits im Zuge der Entwicklung der ALE-Formulierung der Navier-Stokes-
Gleichungen gesehen, dass die Gebietsgeschwindigkeit, die im diskreten Fall der Gitter-
geschwindigkeit entspricht, das Volume Conservation Law (VCL) erfiillen muss. Diesen
Umstand machen wir uns nun zu Nutze, um die in (4.38) auftretenden Gittergeschwin-
digkeiten zu berechnen. Anstatt das VCL als eigensténdige Gleichung zu behandeln
oder als Formel zu verwenden, um metrische Groflien an den neuen Zeitschritt anzu-
passen®, gehen wir den in [ZRTC93] und [DP88] vorgeschlagenen Weg und benutzen
das VCL als Berechnungsvorschrift fiir die Gittergeschwindigkeiten. Diese werden in
jedem Transportschritt bestimmt und in der Diskretisierung des konvektiven Terms

byvgl. [TWMS5)
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(4.38) eingesetzt. Speziell in drei Raumdimensionen erweist sich dieses Vorgehen als
effizienteste Methode, um das VCL automatisch im Verlauf der Rechnung zu erfiillen.

Da wir eine Diskretisierung auf einem versetzten Gitter durchfiihren, miissen wir
die Gittergeschwindigkeiten im Gegensatz zum Vorgehen in [DP90] ebenfalls auf dem
versetzten Gitter auswerten. Die genauen Stellen, an denen die Gittergeschwindigkeit
bendtigt wird, ergeben sich aus (4.38), es sind die Seitenflichenmittelpunkte der ver-
schobenen Kontrollvolumen €2;,.,. Wir betrachten also nun jeweils fiir o = 1,2, 3 fiir
solch ein Kontrollvolumen €., das VCL, es lautet

d
— dQ) = / u, -ndS (4.39)
dt |, 5

J+ea Qj+5a

Eine einfache Zeitdiskretisierung erster Ordnung” liefert
n+1 n _
951 = 1% = A [ uyenas (.40

Jtea

Wir betrachten zunéchst die linke Seite. Die Differenz der Volumen zu zwei Zeit-
punkten " und t"*! lisst sich auch ausdriicken als die Summe iiber die Teilvolumen,
die durch die Verschiebung der Seitenflichen des Ausgangsvolumens wahrend des Zeit-
schritts entstehen, d.h.

3
G =19 el = D (A jreates + (AD)j1en-e] (4.41)

=1

Dabei ist (AQ); e, +e; das Volumen, das durch die Verschiebung der Seitenfliche mit
dem Mittelpunkt j + e, + e; entsteht. Abbildung 4.7 illustriert dies fiir den zweidimen-
sionalen Fall.

Die Eckpunkte fiir (AQ); e, +e, mit ¢ = « sind

(m;“r@a“l’eﬁie"/ + w;+3ea+657€/7 ) )
(x

T T

Jteategtey + mj+3€a+€ﬁ+e'y)7
T

+ w]+36a

N[ =D

T T + @t
Jt+ea—egtey —egtey /) Jt+ea—eg—ey Jj+3ea—eg—ey /)

jeweils fiir r=nund 7 =n + 1.
Im Fall ¢ # o setzt sich (AQ)jie.+e; aus den zwei Teilvolumen (AQ);i., und
(AQ)j12¢q+e;, zusammen. Die Eckpunkte von (AQ); ., sind

T T . :
wj+60¢+ei+ej’ 1 wj+€a+eifej7 J 7é 1, Q,
T

1(.7 T 1 T ; ;
2<mj*€a+€i+€j + wj+ea+e¢+ej>7 2(33.7'*6044’31'*5]' + wj+ea+erej)’ J# i«

"Es sind auch Diskretisierungen héherer Ordnung maoglich, jedoch muss dann eine entsprechende
Diskretisierung in der Impulsgleichung vorgenommen werden und zur Berechnung der Gittergeschwin-
digkeit miissen die Gitterdaten von mehreren Zeitpunkten vorgehalten werden.
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7+ ea J+2eq

Abbildung 4.7: Volumenénderung und Gittergeschwindigkeit

das Volumen (AQ);io, e, hat die Eckpunkte

xr

T T y N
Jteateite;) ijreaJrei*ej’ J 7é b @&,
T

1 T T 1 T . .
2 (mj+ea+€i+€j + $j+3ea+ei+ej)7 2 (ijreaJrerej + mj+3ea+erej)’ J 7& La

ebenfalls fir 7 =n und 7 =n + 1.
Wir betrachten nun die rechte Seite von (4.40) und approximieren durch®

3
At /WH u,-ndS ~ Aty (upth. st (4.42)
j i=1

Jtea
3
o i,n+1|J+eate;
= At Z Vg ’j+€a_6i
i=1

wobei 8" die in Abschnitt 4.1.2 definierten flichengewichteten Normalenvektoren, aus-
gewertet zum Zeitpunkt ¢”, sind.
Betrachtet man nun (4.41) und (4.42), so legt dies die Definition

im+1 . (AQ) j+eate;
RS (449

fiir die Gittergeschwindigkeit in gewichteten kontravarianten Komponenten nahe. Wir
konnen also die benotigten kontravarianten Komponenten der Gittergeschwindigkeit

8Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn man auf das Randintegral den Gaufschen Satz anwendet
und dann die Divergenz diskretisiert wie im Fall der Kontinuitétsgleichung.
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mittels der angegebenen Teilvolumen berechnen, explizite Kenntnis der Gittergeschwin-
digkeit in kartesischen Koordinaten ist nicht notwendig. Die einzelnen Volumen werden
aus den oben angegebenen Eckpunkten durch die Formel (4.14) aus Abschnitt 4.1.2 be-
rechnet.

Analog zu den Fliissen V¢ ist die gewichtete kontravariante Darstellung der Git-
tergeschwindigkeit eine Approximation der mittleren Geschwindigkeit, mit der sich die
Seitenfliche eine Kontrollvolumens in Normalenrichtung bewegt.

In Abschnitt 3.4 wurde als zweiter, fiir Finite-Volumen-Diskretisierungen wichtiger,
geometrischer Erhaltungssatz das Surface Conservation Law erwéahnt. Im vorliegenden
Fall zeigt man leicht(vgl. [WSKB97]), dass mit der angegebenen Definition der Vektoren

s gilt
/ ndS = Smupg =0
8Qj aﬂj

wobei {iber alle Seitenflichen summiert wird, die den Rand von €2; bilden.

4.2.4 Die Projektionsmethode

Da zur Bestimmung des Drucks in den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen kei-
ne Zustandsgleichung zur Verfiigung steht, wird in den allermeisten Verfahren zur nu-
merischen Losung eine Projektionsmethode zur Entkopplung von Druck und Geschwin-
digkeiten eingesetzt. Der Kernpunkt dieser Verfahren besteht darin, dass mit Hilfe der
Kontinuitatsgleichung eine elliptische Gleichung fiir den Druck gewonnen wird. Diese
Verfahren, die in der Literatur auch unter den Namen Splitting-Methoden oder Frac-

tional-Step-Verfahren zu finden sind, haben zahlreiche Varianten hervorgebracht. Eine
Ubersicht bietet z.B. [PT83].

Fiir a = 1,2, 3 lauten die semidiskretiserten, noch vektorwertigen Navier-Stokes-Glei-
chungen

DV =0 (4.44)
d
2H(Qu) + MV = Vit w) + QGp — F =,

wobei D der mittels (4.21) diskretisierten Divergenz entspricht, @) bedeutet Multiplika-
tion mit dem Volumen |Q;., |, M ist die Diskretisierung von konvektivem minus dif-
fusivem Term, G ist der diskrete Gradientoperator und F' der diskretisierte Quellterm.
Bei der von uns verwendeten Chorin-Projektionsmethode wird die Zeitableitung mit
einem expliziten Euler-Verfahren diskretisiert, d.h. alle anderen auftretenden Grofien
werden zum Zeitpunkt " betrachtet, mit Ausnahme des Drucks, diesen betrachten wir
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zum Zeitpunkt t"*! und erhalten so

DVl =DV" =0 (4.45)
Qn—l—lun—i-l o Qnun + At [M(Va,n _ ‘/;]a,n’ un) + Qn—i—len-i—l _ QnFn] =0
Um nun jeweils fiir « = 1, 2, 3 eine skalare Gleichung zu erhalten, multiplizieren wir

die diskretisierte Impulsgleichung mit dem entsprechenden gewichteten kontravarianten
Basisvektor \/§a(o‘)’”, dabei ist zu beachten dass gilt

yer = \/§a(a)’" ~u" und Venrtt = \/ﬁa(”)””rl T (4.46)

Der erste Schritt der Projektionsmethode besteht darin, ein intermedidres Ge-
schwindigkeitsfeld V' mittels der Impulsgleichung unter Vernachlassigung des Druck-
gradienten zu bestimmen, wir berechnen dazu

P @ n Umyim Q" .
Vi= Gu V" M MOV - VIV At F (4.47)
Dabei ist
Vet = galn @, (4.48)
wobei @"! die kartesischen Koordinaten des geschitzten Geschwindigkeitsfeldes sind.

Um letztendlich V"*! bestimmen zu konnen, miissen wir an dieser Stelle eine Basi-
stransformation durchfiihren, indem wir V = /ga(®" 1 . a"*" durch

V=TE"V = GV (4.49)
mit
\/ga(l),t
C,=| ga®! (4.50)
\/ga(3),t
berechnen.

Dieses Geschwindigkeitsfeld ist noch nicht divergenzfrei. Es gilt wegen (4.45) und
(4.47) )
V-Vt = AtGpt! (4.51)

Wir wenden den Divergenzoperator D auf die Differenz (4.51) an und nutzen aus, dass
wir DV = ( erreichen wollen, dies ergibt

DV — DV™ = DV = AtDGp"*! (4.52)

und daraus folgt die Poissongleichung

1 -
DGp"tt = —DV 4.
Gp A7 (4.53)
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Die Losung dieses linearen Gleichungssystems bestimmt den Druck.
Im letzten Schritt der Projektionsmethode wird V' entsprechend (4.51) korrigiert,
um das divergenzfreie Geschwindigkeitsfeld V™! zu erhalten:

vt =V — AtGp ! (4.54)

Aufgrund der expliziten Zeitdiskretisierung unterliegt die Zeitschrittweite At zwei
einschréankenden Bedingungen. Aus der Stabilitédtsanalyse einer Diffusionsgleichung
(vgl. [PT83]) erhidlt man die erste Bedingung

1
< i iy S o 2 ‘
A< 1sglslgﬂj 4y [%j e = Tj-eca] (4.55)

Die zweite Beschriankung besteht in der bekannten Courant-Friedrichs-Levi-Bedingung.
Fiir eine diskretisierte ALE-Form der Gleichungen lautet sie(vgl. [ZRTC93])

. |Qj+e ‘
At <  min - - (4.56)
1§a§379] "/vj‘i‘ea - Vi%j-‘rea

Eine adaptive Steuerung der Zeitschrittweite erreicht man, indem man At als das
Minimum der zu priifenden Bedingungen festsetzt. Ublicherweise wird der erhaltene
Wert noch mit einem Sicherheitsfaktor A € (0, 1) multipliziert.

4.3 Bemerkungen zur Implementierung

Unter der Voraussetzung, dass die Bewegung oder Position des Berechnungsgebietes zu
jedem Zeitpunkt gegeben ist, sind wir nun in der Lage, Stromungen in dreidimensiona-
len, zeitabhéngigen Geometrien zu berechnen. Die Zeitschleife des implementierten Ver-
fahrens ist in Algorithmus 1 dargestellt.Eine detaillierte Beschreibung des Programms
nscl, das als Basis fiir die vorliegende Implementierung diente, ist in [Mey01] gegeben.
Die wichtigsten Aspekte sollen hier noch einmal kurz skizziert werden, bevor wir auf
einige Besonderheiten im Fall bewegter Gitter eingehen.

Das gesamte Berechnungsgebiet wird mit einem blockstrukturierten Gitter beschrie-
ben, d.h. das Gebiet ist {iberdeckt mit Blocken, die an gemeinsamen Seitenflichen mit-
einander verbunden sind. Das strukturierte Gitter eines einzelnen Blocks wird an den
Réndern jeweils um eine Schicht von Zellen, die sogenannten Ghost-Zellen, erweitert.
Diese Ghost-Zellen dienen im Fall, dass sie an einem “echten” Gebietsrand liegen, der
Implementierung der Randbedingungen, falls sie an einem “verklebten” Rand liegen,
werden alle zugehdrigen Variablen, d.h. Vi, fiir o = 1,2, 3 und pj, aus dem angrenzen-
den Block kopiert. Dies ist immer notwendig, bevor eine Operation, z.B. Auswertung
eines Differentialoperators, am Blockrand durchgefiihrt werden kann. Die Kopieraktion
wird in Algorithmus 1 mit dem Ausdruck “Aktualisiere Ghost-Zellen” bezeichnet.
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Setze Anfangsbedingungen, t = 0
while t < Tgyq do
Berechne At nach (4.56) und (4.55)
Bestimme Q) *' und berechne V"*! nach (4.43)
Berechne V* nach (4.47)
Aktualisiere V* in den Ghost-Zellen
Basistransformation V* — V und Gitteraustausch Qp — Qrt!
Setze Randwerte fiir V, aktualisiere V in den Ghost-Zellen
Lose die Poissongleichung (4.53)
Korrekturschritt nach (4.54): V" =V — AtGp"+!
Aktualisiere Ghost-Zellen
Setze Randwerte fiir V"
t=1t+ At
end while

Algorithmus 1: Die Hauptschleife zur Berechnung von Stromungen in zeitabhingigen
Gebieten

Die bei der parallelen Berechnung anfallenden Kommunikationen zwischen Prozes-
soren, die miteinander verklebte Blocke bearbeiten, werden mittels der Bibliothek MPT?
realisiert.

Die Bestimmung des neuen Gitters QZ“ erfolgt in zwei Schritten. Zuerst werden
die Randflachen, die als beweglich definiert sind, entsprechend der neuen Lage des In-
terfaces, die zu diesem Zeitpunkt bekannt sein muss, angepasst. Anschlieend werden
die Knoten im Inneren des Gebietes mittels trilinearer Interpolation neu verteilt. Die
Auflésung des Gitters, d.h. die Anzahl der Zellen in jeder Richtung, bleibt dabei er-
halten. An dieser Stelle konnten weitere Mafinahmen zur Sicherung der Gitterqualitét,
beispielsweise eine elliptische Glattung, erfolgen. Dies ist in der vorliegenden Imple-
mentierung jedoch nicht umgesetzt.

Die Losung der Poissongleichung (4.53) erfolgt mit einem iterativen Verfahren, einen
Uberblick iiber verschiedene Methoden bietet [BBCT94]. Einzelheiten zur Implemen-
tierung der Verfahren GMRES und BiCGStab in nscl entnehme man [Mey01]. Da bei
der Diskretisierung in gekriimmten Koordinaten unsymmetrische Matrizen auftreten,
ist ein Einsatz effizienterer Verfahren wie z.B. CG nicht moglich.

An bewegten Gebietsrandern wird die Normalengeschwindigkeit des Randes, die
als Randbedingung gesetzt werden muss, entsprechend des VCL mit (4.43) berechnet.
Benotigte tangentiale Komponenten werden mit den Interpolationsregeln aus Abschnitt
4.1.3 an den entsprechenden Stellen berechnet.

Die Basistransformation zur Bestimmung von V wird fiir jedes Qjte, lokal durch-
gefiihrt, dabei wird C;'V* in (4.49) mittels (4.16) berechnet. Vor der eigentlichen

9MPI = message passing interface, s. z.B. [SOHLT96]
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Basistransformation ist an “verklebten” Réndern ein zusétzlicher Kopierschritt not-
wendig, da zur Basistransformation in einem Punkt alle drei kontravarianten Kom-
ponenten der Geschwindigkeit benoétigt werden. Die Komponenten, die nicht in den
Seitenflachen, die den Rand bilden, definiert sind, miissen daher aus dem angrenzen-
den Block kopiert werden, da sie zur Interpolation der entsprechenden Komponente
im Seitenflichenmittelpunkt benotigt werden. Diese Situation ist in Abbildung 4.3 fiir
den zweidimensionalen Fall skizziert.
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Abbildung 4.8: Kopieren von V* fiir die Basistransformation

Fiir die parallele Berechnung wird dieser Kommunikationsschritt am effizientesten
mit einem asynchronen Schema implementiert. Es ergibt sich der folgende Ablauf:

1. Falls Daten zu empfangen sind: stelle Speicherplatz zur Verfiigung und melde
Empfangsbereitschaft bei MPI an. Im anderen Fall bereite die Daten zum Senden
vor und melde Sendebereitschaft bei MPI an.

2. Falls die aneinandergrenzenden Blocke vom gleichen Prozessor verwaltet werden,
kopiere die notwendigen Daten.

3. Fihre die Basistransformation im Inneren des Gebietes durch.

4. Priife, ob die im ersten Schritt angekiindigten Sende- und Empfangsoperationen
abgeschlossen sind.

5. Vervollstéandige die Basistransformation am Blockrand.

Entsprechende Hardware(etwa ein autonomer Kommunikations-Controller) und Imple-
mentierung von MPI vorausgesetzt, ermoglicht diese Abfolge den Austausch von Daten
iiber das Kommunikationssystem, wahrend gleichzeitig andere Operationen, in diesem
Fall die Basistransformation im Gebietsinneren, durchgefiihrt werden.
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4.4 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt stellen wir Ergebnisse von Stromungsberechnungen auf bewegten
Gittern vor, die mit der Implementierung des in diesem Kapitel erlduterten Verfahrens
erzielt wurden.

4.4.1 Gitterbewegung im Gebietsinneren

In einem ersten Test soll die Korrektheit der Implementierung iiberpriift werden. Dazu
betrachten wir eine Kanalstromung und geben eine Deformation des Gitters im Inneren
des Berechnungsgebietes 2 willkiirlich vor. Da der Rand von € fixiert ist, konnen wir
die berechnete Stromung auf dem bewegten Gitter mit der bekannten Referenzlosung
vergleichen. Bei korrekter Implementierung darf das Stromungsprofil durch die Bewe-
gung des Gitters nicht beeinflusst werden.

Als Grundgebiet wihlen wir einen dreidimensionalen Kanal mit den Maflen L, =
3,L, = L, = 1. Die exakte Losung ist gegeben durch ein stationédres parabolisches
Stromungsprofil der Form

w(z,y,z,t) = 16 Upar y(1 — y)2(1 — 2)
mit den zugehorigen Volumenkraften
f(a,y.2,t) = 32Unee V(2 — 2 +y — y*) + Vp
sowie einem konstanten Druckgradienten
Vp=-1

Abbildung 4.9 zeigt die exakte Losung fiir die Parameter uy,., = 1 und v = 0.01.
Dargestellt ist eine Isofldche der Geschwindigkeitskomponente v in Hauptstromungs-
richtung zum Wert 0.75, die Farbkodierung von u auf der Ausstromfliche & = &1 s
sowie Farbkodierung des Drucks sowohl auf der Seitenfliche £ = 2,14, als auch auf
der Bodenflache §5 = &3 min.

Als Randbedingungen werden an allen Seitenwédnden Haftbedingungen d.h. homo-
gene Dirichlet-Randbedingungen gesetzt, auf der Randfliche & = &; max kommen Aus-
stromrandbedingungen zum Einsatz. Im Einstrémbereich & = & min ist das Profil der
exakten Losung als Dirichlet-Randbedingung vorgegeben. Als Anfangsbedingung fiir
alle Rechnungen wurde die voll entwickelte Stromung verwendet.

Es wurde nun eine Rechnung iiber einen Zeitraum der Linge 71" durchgefiihrt, in
deren Verlauf das Gitter im Gebietsinneren verzerrt wird. Als Ausgangsgitter zum
Startzeitpunkt ¢y, wird ein dquidistantes kartesisches Gitter verwendet, dieses wird de-
formiert durch
—tdcos(rx — F) + 5 fiir

5 <z <
0 sonst

N |t

1
2

disp(z) = {
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Abbildung 4.9: exakte Losung des Testproblems

mit
1 t—to

d= idmax(l — cos(2m )

Diese Verzerrung wird in y- und z-Richtung durchgefiihrt. Die maximale Verzerrung
des Gitters wird so zum Zeitpunkt 7'/2 erreicht, wir bezeichnen das entsprechende Git-
ter im folgenden mit €2y, 7/o. In Abbildung 4.10 wird dieses Gitter mit einer Auflésung
von 40x20x20 Zellen gezeigt, dabei ist dyax = 0.15 fiir die Verzerrung in y-Richtung
und dpax = 0.2 in z-Richtung.

Abbildung 4.11 zeigt die errechnete Losung zum Zeitpunkt 7'/2 auf dem verzerrten
Gitter Qj, 7/2 mit einer Auflésung von 40x20x20 Kontrollvolumen. Entsprechend zu Ab-
bildung 4.9 ist auch hier eine Isofliche der Geschwindigkeitskomponente in Stromungs-
richtung zum Wert 0.75 sowie die Farbkodierung dieser Geschwindigkeitskomponente
auf der Fliche & = & nar 2zu sehen. Ebenfalls abgebildet ist die Farbkodierung des
Drucks auf der Seitenfliche o = &3 nqr sowie das Gitter in der Ebene &3 = &3.102/2.

Es wurden nun zwei Vergleichsrechnungen durchgefiirt, eine auf dem zeitlich kon-
stanten kartesischen Ausgangsgitter sowie eine weitere auf einem ebenfalls zeitlich kon-
stanten Gitter, das dem Zustand von ), 7/ entspricht. Es ist nun zu erwarten, dass
die Rechnung auf dem kartesischen Gitter die grofite Genauigkeit bietet, wohingegen
der Fehler e := u — u,, fiir die Rechnung auf dem qualitativ schlechteren, gekriimmten
Gitter Qj, 7/ grofler ausfallen sollte. Der Fehler fiir die Rechnung auf dem bewegten
Gitter sollte sich jeweils entsprechend der Qualitiat des Gitters zum Zeitpunkt ¢ zwi-
schen diesen beiden Schranken bewegen. Diese Erwartung wird von den durchgefiihrten
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Abbildung 4.11: errechnete Losung auf €, 7/
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Rechnungen bestétigt. In Abbildung 4.12 sieht man den zeitlichen Verlauf von e fiir alle
drei Rechnungen auf den entsprechenden Gittern mit einer Auflosung von 40x20x20
Kontrollvolumen, gemessen wurde e in der gitterabhédngigen Norm

e llan= O Il ell2n)*?
Q;

mit der L2-Norm

I la= [ lePa
Q

0.003

0.0025
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Fehler
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Abbildung 4.12: zeitlicher Verlauf des Lo-Fehlers

Fiir Rechnungen mit anderen Auflésungen des Gitters ergeben sich natiirlich andere
absolute Werte des Fehlers, der prinzipielle Verlauf der Fehlerkurven entspricht aber
immer dem in Abbildung 4.12. Eine analoge zeitliche Entwicklung des Fehlers ergibt
sich bei Rechnungen mit der gleichen Deformation des Gitters, aber anderer Léange des
betrachteten Zeitintervalls 7', woraus unterschiedliche Gittergeschwindigkeiten resul-
tieren. Der Fehler hiangt also von der Approximationsgiite des jeweiligen Gitters zum
Zeitpunkt ¢, nicht aber von der Deformationsgeschwindigkeit ab.

Es wurden nun weitere Rechnungen mit der beschriebenen Gitterverzerrung durch-
gefiihrt, dabei wurden jeweils unterschiedlich feine Gitter verwendet. Tabelle 4.1 listet
fiir die verschiedenen Auflésungen jeweils den gréfiten Fehler im Intervall [0, 77 fiir ver-
schiedene Normen mit den zugehorigen numerischen Konvergenzraten p = (In|e,| —
Inlepn/2|)/(In2) auf. Fiir alle Rechnungen wurde eine konstante Zeitschrittweite At =
0.000196 verwendet, die sich aus der CFL-Bedingung fiir das feinste Gitter ergab. Fiir
die hoheren Auflésungen wurde das Berechnungsgebiet in bis zu 32 Blocke fiir das fein-
ste Gitter unterteilt, diese Rechnungen wurden auf dem Parallelrechner parnass2 der
Abteilung fiir Wissenschaftliches Rechnen und Numerische Simulation des Instituts fiir
Angewandte Mathematik der Universitdt Bonn durchgefiihrt.
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# CV L, DLy Lo PlLe Ly DL,
20x10x10 | 1.30e-02 | — | 4.45e-02 | — | 9.96e-03 | —
40x20x20 | 3.36e-03 | 1.95 | 6.70e-03 | 2.73 | 2.51e-03 | 1.98
80x40x40 | 8.32e-04 | 2.01 | 1.85e-03 | 1.85 | 6.25e-04 | 2.01

160x80x80 | 2.09e-04 | 1.99 | 4.81e-04 | 1.94 | 1.56e-04 | 2.00

Tabelle 4.1: Ubersicht iiber maximale Fehler im Intervall [0, 7]

Tabelle 4.1 zeigt eine Konvergenz zweiter Ordnung in Bezug auf die Feinheit des
Gitters, d.h. bei einer Verdoppelung der Anzahl der Kontrollvolumen in jeder Richtung
viertelt sich der Fehler. Diese Ordnung, die im Fall glatter Gitter bereits fiir die Diskre-
tisierung auf zeitlich konstanten Gittern gilt, iibertragt sich also auf die Diskretisierung
zeitabhéngiger Gitter.

4.4.2 Kanal mit zeitabhingiger Verengung

Als weiteres Experiment wurde die Stromung in einem Kanal mit zeitabhéngiger Ver-
engung untersucht. Dieser Testfall wurde in [PS85] experimentell behandelt und spéter
u.a. in [RP88] und [DP90] numerisch untersucht.

Die Geometrie des Kanals ist in Abbildung 4.13 dargestellt. Die Auslenkung der
unteren Wand des Kanals wird beschrieben durch

h fir0 <z < a2y
y(x) =< 0.5h(1 — tanh(a(x — x3))) fir o1 < z < (4.57)
0 fir x > a3
wobei
a=414 x;=4>b
T3 = 6.5 To = 05(1'1 + l‘3)
sowie

h = 0.5 (1 — cos(2mt™)) t* = (t —to)/T

als weitere Parameter gegeben sind. Hierbei ist b die Hohe des Kanals, T" ist die Léange
des betrachteten Zeitintervalls und durch h,,,, = 0.38b ist die maximale Einschniirung
des Kanals zum Zeitpunkt ¢* = 0.5 gegeben. Weiterhin ist die beschriebene Geometrie
symmetrisch um z = 0.

Das Fluid wird beschrieben durch die Dichte p = 1kg/m? und die kinematische
Viskositit v = 1.97e-5m?/s. Aus diesen Parametern ergibt sich die Reynoldszahl
Re = bus/v = 507. Als Anfangsbedingung wird eine Poiseulle-Strémung mit einer
maximalen Geschwindigkeit uy.x = 1.5m/s verwendet, dieses Profil wird wahrend der
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Abbildung 4.13: Geometrie des Testfalls

Simulation als Dirichlet-Randbedingung am Einstromrand vorgeschrieben. Am Aus-
stromrand werden Neumann-Bedingungen fiir die Geschwindigkeit angenommen. An
der oberen und unteren Kanalwand werden Haftbedingungen gesetzt, wobei diese an
der unteren Wand dazu fiihren, dass die Stromungsgeschwindigkeit auf die der Wand-
bewegung gesetzt wird.

Die Simulation wurde fiir zwei verschieden feine Gitter durchgefiihrt, eine grobe
Auflésung von 91 x 20 Zellen und eine feinere mit 221 x 40 Zellen. Weil es sich um
eine zweidimensionale Simulation handelt, wurden in y—Richtung periodische Rand-
bedingungen und nur wenige Zellen Auflésung verwendet. Es zeigte sich bei den durch-
gefithrten Rechnungen, dass das grobe Gitter nicht geeignet ist, um die durch die
Wandbewegung gestorte, instationdre Stromung aufzulosen. Abbildung 4.14 zeigt die
Wandschubspannung

TS =V 92
an der unteren, beweglichen Kanalwand zum Zeitpunkt ¢t* = 0.7 und fiir verschiedene
Parameter a einer Mittelung aus zentralen Differenzen und einfacher Upwind-Diskre-
tisierung des konvektiven Terms, wobei o = 0.0 keinen Upwind-Anteil bedeutet und
a = 1.0 entsprechend eine reine Upwind-Diskretisierung.

Wie man an Abbildung 4.14 erkennen kann, fithren beide Diskretisierungen mit
Upwind-Anteil dazu, dass durch die hinzugefiigte kiinstliche Diffusion wesentliche Fi-
genschaften der Stromung weggegléttet werden. Bei Verwendung reiner zentraler Dif-
ferenzen treten auf Grund der zu geringen Auflésung leichte Oszillationen auf. Auch in
[DP90] wurden deutliche qualitative Unterschiede zwischen Grob- und Feingitterrech-
nung festgestellt. Aus diesen Griinden beschrénken wir uns in der Diskussion auf die
Ergebnisse der Rechnung fiir das feinere Gitter mit einer Diskretisierung mit zentralen
Differenzen.

In den nachfolgenden Abbildungen 4.16 - 4.24 sind jeweils untereinander Farb-
kodierungen der horizontalen und vertikalen Geschwindigkeitskomponenten sowie des
Drucks zu mehreren aufeinanderfolgenden Zeitpunkten zu sehen. Die zugehorigen Farb-
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Abbildung 4.14: Vergleich der Wandschubspannung 7g fiir verschiedene Upwind-Para-
meter «

tabellen sind in Abbildung 4.15 dargestellt. Die Abbildungen beschrénken sich auf den
interessanteren hinteren Bereich, im vorderen Einstrombereich und auch zu Beginn der
Einschniirung bleibt das Stromungsprofil weitestgehend ungestort.

Die vorliegenden Ergebnisse weisen eine gute qualitative Ubereinstimmung mit den
Resultaten in [DP90] auf. Zunéchst ist ersichtlich, dass durch die Verdrangung des
Fluids in der Phase der zunehmenden Verengung, d.h. fiir t* < 0.5, der Massefluss
hinter der Verengung iiber den Wert der konstanten Einstromrate ansteigt. Die hori-
zontale Geschwindigkeitskomponente erreicht zum Zeitpunkt ¢t* = 0.4 einen maximalen
Wert von 2.6603 m/s, d.h. der zeitlich konstante Wert tya = 1.5 m/s im Einstrémbe-
reich wird um ca. 77.3% iiberschritten. Der in [DP90] angegebene Maximalwert von
2.645 m/s entspricht einem Zuwachs von ca. 76.3%. Umgekehrt nimmt die Fliefirate
im Bereich hinter der Verengung mit zunehmender Weitung des Kanals in der Pha-
se t* > 0.5 wieder ab und sinkt anfénglich unter den Wert der Einstromrate, weil das
nachstromende Fluid zunéchst den durch Absenken des Bodens entstehenden Leerraum

u [mfs]
-7.500e-01 1.250e-01 1.000e+00 1.875e+00 2.750e+00
| S |
w [m/s]
-6.250e-01 -3.125e-01 0.000e+00 3.125e-01 5.250e-01
| -
p [Pa]
-2.600e403 -1.072e+03 4.550e+02 1.982e+03 3.510e+03
| |

Abbildung 4.15: Farbtabellen zu den Abbildungen 4.16 - 4.24
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Abbildung 4.16: t* = 0.2

Abbildung 4.17: t* = 0.3

Abbildung 4.18: t* = 0.4
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Abbildung 4.19: t* = 0.5

Abbildung 4.20: t* = 0.6

Abbildung 4.21: t* = 0.7
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Abbildung 4.22: t* = 0.8
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Abbildung 4.23: t* = 0.9

Abbildung 4.24: t* = 1.0
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im mittleren Kanalbereich ausfiillt. Zum Ende der Periode hin nédhern sich Fliefirate
bzw. Geschwindigkeit immer mehr dem Ausgangszustand an.

Zwischen t* = 0.2 und t* = 0.3 kommt es zu einer ersten Ablosung der Stromung
unmittelbar hinter der Kanalverengung. Etwas spéter, zwischen ¢* = 0.3 und t* = 0.4
bildet sich ein weiterer Wirbel, diesmal an der gegeniiberliegenden Kanalseite und
etwa um die Linge einer Kanalhohe b in Stréomungsrichtung versetzt. Es bilden sich
nun weitere Wirbel abwechselnd an der oberen und unteren Kanalwand, die mit der
Stromung mitwandern und ab etwa t* = 0.7 beginnen, sich abzuschwéchen. Zum Ende
der Periode haben sich die Wirbel weitestgehend aufgelost, so dass eine nur noch leicht
wellige Stromung zuriickbleibt. Entsprechend entwickelt sich die komplexe Struktur des
Drucks etwa zu t* = 0.6 wieder zuriick zu einem nahezu konstanten Gradienten der
Poiseulle-Stromung.

Ein weiteres in [RP88] beschriebenes Merkmal ist das Auseinanderbrechen des er-
sten Wirbels hinter der Verengung an der oberen Kanalwand, vom Hauptwirbel spaltet
sich ein etwas schwicherer Nebenwirbel ab. Dies ist in den Abbildungen 4.20 bis 4.22
zu erkennen.

Abbildung 4.25: Wandschubspannung 7¢ an der unteren Kanalwand zu verschiedenen
Zeitpunkten

Die Ubereinstimmung mit den Ergebnissen in [DP90] zeigt sich erwartungsgemis
auch bei der Untersuchung der Wandschubspannung. Abbildung 4.25 zeigt die Ent-
wicklung von 7g¢ entlang der unteren Kanalwand zu verschiedenen Zeitpunkten, in
Abbildung 4.26 ist jeweils 7¢ und 7y zu den ausgewéhlten Zeitpunkten t* = 0.5 und
t* = 0.7 dargestellt.

Die Extremwerte von 7 ergeben sich aus der Position der zugehorigen Wirbel, die
Grofle des Ausschlags entspricht dabei der Stérke des Wirbels. Jeweils die zwei zu-
erst auftretenden Wirbel an jeder Wand sind dabei deutlich stérker als die Wirbel im
hinteren Bereich nahe des Ausstromrandes. Ein moglicher Grund hiefiir konnen die



4.4. NUMERISCHE ERGEBNISSE 75

Abbildung 4.26: Wandschubspannung an der oberen (7y) und unteren (75) Kanalwand

einfachen Ausstromrandbedingungen sein, dies wird auch in [DP90] vermutet, weiter-
gehende Untersuchungen in diese Richtung wurden aber nicht gemacht. Schliellich ist
in allen drei Abbildungen das relativ ungestorte Verhalten der Stromung vor und in
der Engstelle zu erkennen.
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Kapitel 5

Die Numerische Behandlung
gekoppelter Probleme

In diesem Kapitel erlautern wir die numerische Lésung des gekoppelten Problems.
Die Position des Gebietsrandes, die in Algorithmus 1 aus dem vorigen Kapitel noch
explizit gegeben sein musste, soll daher nun durch das Losen des strukturmechanischen
Teilproblems ermittelt werden. Wir skizzieren kurz die numerische Behandlung dieses
Teilproblems, anschliefend geben wir den Algorithmus zur Losung des gekoppelten
Problems an zusammen mit einigen Aspekten zur Implementierung und zur Stabilitét
des Verfahrens. AbschlieBend werden numerische Ergebnisse vorgestellt, die mit dem
beschriebenen Verfahren erzielt werden konnten.

5.1 Die numerische Behandlung des strukturme-
chanischen Problems

Ublicherweise werden in der Praxis elliptische Differentialgleichungen, wie sie in der
Strukturmechanik auftreten, auf numerischem Weg mit der Methode der Finiten Ele-
mente gelost. Zeitabhingige parabolische Probleme werden dabei in vielen Fallen mit
der vertikalen Linienmethode(vgl. [GR94]) behandelt, d.h. es wird zunéchst beziiglich
der rdumlichen Variablen diskretisiert und das entstehende System gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen wird i.A. mit Differenzenverfahren gelost. Um die Ortsdiskretisie-
rung mit der Finite-Elemente-Methode darzustellen, betrachten wir das elastostatische
Problem

—2pdiv €(u) — Agrad div u = b in Q (5.1)

mit Randbedingungen

u = 0auf Iy, (5.2)
ou)-n = gauf 'y, 00 =TqUTyY,
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das sich aus den Lamé-Gleichungen (2.35) unter Vernachlissigung der Trigheitskrifte
ergibt. Das zugehdrige Variationsproblem besteht darin, w € H{ zu finden mit

2u /e(u):e(’u)dm—l—)\/div u div vdm:/bvdaz—/ gudzx (5.3)
Q Q Q Tn

fiir v € H} mit
H:={ve H'(Q)?: v(x) =0 fir x € Ty}

a:b:= Zaikbik

ik

und

Wir ordnen also dem Differentialoperator aus (5.1) eine Bilinearform af(.,.) zu mit
a(u,v) = 2u(e(u, e(v))o + A(div u, div v)o, (5.4)

wobei (.,.)o das Lo-Skalarprodukt ist. Wir ermitteln nun die numerische Losung uy,
indem wir das Variationsproblem auf einem endlichdimensionalen Unterraum Vj, C H}
betrachten:

a(uh, ’Uh> = (bh,'Uh)O + (g,’l)h)oIN fiir Vp € Vh (55)
Bilden nun Funktionen ¢;,7 = 1,...,n eine Basis von V}, so ist (5.5) dquivalent zu
a(un, i) = (ba, pi)o, i =1,....n (5.6)

Mit dem Ansatz .
up, = Zujgpj (5.7)
j=1
resultiert aus (5.6) das lineare Gleichungssystem
Au=10 (5.8)

mit
ai; = a(pj, i) und b; = (bn, ¢;)o (5.9)

Dieses Gleichungssystem wird i.A. mit iterativen Methoden geldst. Zur Bestimmung
einer Basis von V}, wird das Gebiet 2 zunéchst in einfache Teilgebiete zerlegt, in zwei Di-
mensionen verwendet man meistens Dreiecke oder Vierecke, in drei Raumdimensionen
werden Tetraeder oder Quader benutzt. Die Funktionen ¢; werden nun als stiickweise
Polynome iiber der Zerlegung von €2 konstruiert, mit zuséatzlichen Forderungen an die
globale Stetigkeit oder Differenzierbarkeit sowie moglichst kleinem Trager.

Eine Einfithrung in die Theorie der Finiten Elemente bieten [Zie75], [Bra97] und
[GR94].
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5.2 Der Algorithmus und Bemerkungen zur Imple-
mentierung

Initialisiere Stromungsloser: t = 0,V°, P?, 0%, T'g
Initialisiere Strukturléser: ¢ = 0,u% Q% ,, o
while t < Tg,q do
Berechne Kréfte F™ aus V™, P
Ubermittle Kriifte F™ an Strukturloser
Lose Strukturproblem
Ubermittle neue Position von Ty an Strémungsloser
Berechne At nach (4.56) und (4.55)
Bestimme Q}‘ﬁf mit I’y und berechne V;**! nach (4.43)
Berechne V* nach (4.47)
Aktualisiere V* in den Ghost-Zellen
Basistransformation V* — V und Gitteraustausch Q — Qr+!
Setze Randwerte fiir V, aktualisiere V in den Ghost-Zellen
Lose die Poissongleichung (4.53)
Korrekturschritt nach (4.54): V1 =V — AtGp™t!
Aktualisiere Ghost-Zellen
Setze Randwerte fiir V7!
t=t+ At
end while

Algorithmus 2: Die Hauptschleife des Programms zur Losung des gekoppelten Pro-
blems

In Algorithmus 2 wird der Ablauf des Programms zur Losung des gekoppelten
Fluid-Struktur-Wechselwirkungsproblems dargestellt. Er ergibt sich im Wesentlichen
aus dem bereits beschriebenen Algorithmus 1, wobei die Position des Interfaces nun
durch Losung eines Elastizitdtsproblems bestimmt wird. Zur Losung dieses Teilpro-
blems wird das frei verfiighare, urspriinglich an der TU Delft entwickelte Finite-Ele-
mente-Programm tochnog' herangezogen. Da tochnog im Quellcode vorliegt, war es
moglich, eine Abwicklung des Datenaustauschs iiber das Dateisystem, der die Lauf-
zeit des Programms negativ beeinflussen wiirde, zu vermeiden. Dies wurde realisiert,
indem die nétigen Routinen aus tochnog dem Hauptprogramm in einer Bibliothek zur
Verfiigung gestellt wurden.

Das Gebiet Qg wurde mit trilinearen isoparametrischen C°-Elementen(sog. “brick”-
Elemente) zerlegt. Soll nur der Rand des Fluidgebietes und kein echt dreidimensionaler
Korper betrachtet werden, bietet sich die Verwendung von Shell-Elementen an, diese

1s. http://tochnog.sourceforge.net




80 KAPITEL 5. DIE NUMERISCHE BEHANDLUNG GEKOPPELTER PROBLEME

werden aber von tochnog nicht zur Verfiigung gestellt. Es konnte nun eine einfache
Verkniipfung von Stromungs- und Strukturgitter am Rand dadurch erfolgen, dass eine
bei der Gittergenerierung erzeugte Seitenflache eines Fluidvolumens auf I'; gleichzeitig
auch die Seitenfliiche eines angrenzenden Elementes der Zerlegung von Qg bildet?.
Dies bietet auflerdem den Vorteil, dass lediglich die in Abschnitt 4.1.3 beschriebenen
Interpolationen verwendet werden miissen, um die Kréfte F' in den Randknoten zu
bestimmen.

Die Krifte I’ werden entsprechen der Bedingung (2.47) berechnet. Die dazu notwen-
digen Anteile des Zahigkeitstensors werden wie bei der Diskretisierung des diffusiven
Terms ermittelt. Der ebenfalls benotigte Druck P ist durch Losung der Poisson-Glei-
chung nur bis auf eine addititve Konstante bestimmt. Daher wird diese Konstante vor
Berechnung von F' durch die Forderung

/ pdQ =0 (5.10)
Cout

festgesetzt, wobei I'yy der Teil des Randes mit Ausstrombedingungen ist.

Da das Programm tochnog keine Gebietszerlegung unterstiitzt, wird fiir 2g ein zu-
sammenhingendes Gitter erzeugt, jedoch kann fiir das Stromungsproblem eine Block-
zerlegung durchgefiihrt werden, so dass das Interface moglicherweise aus dem Rand
mehrerer Blocke besteht. Bei einer parallelen Bearbeitung des Problems wird das Ela-
stizitédtsproblem von einem Prozess gelost. Zum Einsammeln der Kréifte und zum Ver-
teilen der Positionsdaten des Randes muss dieser Prozess dann mit allen Prozessen des
Stromungslosers, zu deren Blockrand ein Teil des Interfaces gehort, kommunizieren.

5.3 Bemerkungen zur Stabilitéit

Es wurde bereits frither darauf hingewiesen, dass Stabilitdt und Konvergenz der einzel-
nen Teilprobleme nicht die Existenz oder Eindeutigkeit einer Losung des gekoppelten
Problems oder die Stabilitdt des gekoppelten Algorithmus garantieren kénnen. Um die
Schwierigkeiten zu illustrieren, betrachten wir die folgende formale Schreibweise fiir das

gekoppelte Problem:
S CSF u o bs
(e &) ()= (o) o1

Hierbei bezeichnet S den Operator des strukturmechanischen Teilproblems, u sind die
Daten des Strukturproblems, d.h. die Verschiebungen, F,, bezeichnet den Operator des
Stromungsproblems mit den Daten v, dies sind Geschwindigkeiten und Druck. Die Ein-
trage Csp und Cpg stehen fiir die Kopplungsbedingungen, der Vektor b fiir etwaige

Dies setzt natiirlich am Rand eine gleich feine Diskretisierung von Fluid- und Strukturproblem
voraus. Sollen unterschiedlich feine Gitter verwendet werden, miissen zum Datenaustausch u.U. auf-
wendige Interpolationsoperationen verwendet werden.
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zusatzliche externe Kréfte. Es sei betont, dass (5.11) nur eine abstrakte Schreibweise
ist, denn zum Einen ist der Operator F}, nichtlinear, zum Anderen sind die Kopplungs-
bedingungen nicht explizit durch Gleichungen gegeben. Im Fall des Stromungsproblems
gehen die Verschiebungen nicht nur als Randbedingung in die Wechselwirkung ein, son-
dern das zu Grunde liegende Gebiet 2r héngt von w ab, was durch den zusétzlichen
Index u an F' angedeutet werden soll.

Verwendet man zur iterativen Losung des Systems (5.11) das GauB-Seidel-Verfah-
ren, so ergibt sich der Ablauf von Algorithmus 2: Fiir ein lineares Gleichungssystem
Ax = b ist ein Schritt des Gauf-Seidel-Verfahrens gegeben durch

Da"tt = Lokt 4 Ra® 41 (5.12)

wobei D die Diagonale von A ist und L bzw. R sind die linke untere bzw. entsprechend
rechte obere Dreiecksmatrix mit Diagonale 0, die sich aus der Zerlegung A = D—L—R
ergeben. Fiir das System (5.11) ergibt sich so

ubtt = ST (bg — Cypv®) (5.13)

vk+1 — FJl(bF_CFS'u/k+1)

Ein Iterationsschritt des Gauf-Seidel-Verfahrens entspricht also einem Zeitschritt von
Algorithmus 2.
Die Iteration (5.12) ist von der Form

" = G2t 4 d (5.14)

mit d = D'b und der Iterationsmatrix G = (D — L)"!'R. Fiir das System (5.11) ist
die Iterationsmatrix gegeben durch

_ -1
G = < 8 —CSFCSijngFul ) = ( 8 .919‘192 ) (5.15)
Es ist bekannt, dass die Iteration (5.14) genau dann konvergiert, wenn
p(G) < 1 (5.16)
ist. Im skalaren Fall, d.h. wenn G eine 2 x 2-Matrix ist, ergibt sich daraus die Bedingung

|91 g <1 (5.17)

In [KG99] wird versucht, Konvergenzaussagen fiir die Losung des gekoppelten Pro-
blems zu gewinnen, indem stark vereinfachte Modelle verwendet werden, um skalare
Approximationen fiir die Eintrdge ¢g; und gy in (5.15) zu bestimmen. Dabei wurde
festgestellt, dass die Gauf3-Seidel-Iteration fiir bestimmte physikalische Parameter des
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Fluidmodells nicht konvergent ist. Durch numerische Untersuchungen wurde bestéatigt,
dass insbesondere bei der Verwendung der Parameter fiir Wasser keine Konvergenz
erreicht werden konnte, im Gegensatz zu Rechnungen mit den Parametern fiir Luft.

Bei der Durchfithrung von numerischen Experimenten im Rahmen dieser Arbeit
wurden dhnliche Beobachtungen gemacht. Zum Einen treten Konvergenzprobleme auf,
wenn das simulierte Fluid im Strémungsproblem eine vergleichsweise grofie Dichte hat,
wie beispielsweise Wasser®. Zum Anderen fiihrt eine geringe Dichte des modellierten
Feststoffs ebenfalls zur Divergenz des gekoppelten Problems, so dass insgesamt die
Losbarkeit des gekoppelten Problems vom Verhéltnis der Dichten des Fluids und des
Feststoffs abhéngt.

Eine Schliisselrolle scheint hier die Beschleunigung ar = |- des Interfaces zu ha-
ben. Wie man an den Lamé-Gleichungen (2.35) erkennt, hidngt ar reziprok von der
Dichte ps des modellierten elastischen Materials ab. Eine starke Beschleunigung des
Randes in Richtung der (vom Fluid aus gesehen) &ufleren Normale fithrt zu einem
starken Druckabfall, im néchsten Kopplungsschritt wiederum ruft dieser Druckabfall
eine Kraftumkehrung und damit eine Bewegung des Randes in entgegengesetzter Rich-
tung hervor. Dieser Prozess setzt sich nun in jedem Zeitschritt fort und die Effekte
Druckédnderung und Randbeschleunigung verstérken sich gegenseitig, bis eines der Teil-
probleme nicht mehr 16sbar ist oder das Gitter zu stark deformiert ist, um die Rechnung
fortfithren zu konnen.

Abbildung 5.1: Fluidvolumen am Rand

Die Sensitivitdt des Fluiddrucks gegeniiber der Beschleunigung des Randes erkennen
wir, wenn wir die Poissongleichung (4.53) fiir ein an den Rand grenzendes Kontrollvolu-
men betrachten. In Abbildung 5.1 ist dieser Fall skizziert fiir ein Fluidelement, dessen

3zum Vergleich: bei einer Temperatur von 20°C und einem Luftdruck von 1000 hPa hat Wasser

eine Dichte von 998,23 kg/m? und Luft eine Dichte von 1,205 kg/m?>.
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Seitenfliche mit Mittelpunkt x;., auf dem Rand I' liegt. Mit der im vorhergenden
Kapitel durchgefiihrten Diskretisierung des Divergenzoperators D gilt

1

bGr =5

VI-VI+ V2, =V (5.18)

J J

Der benotigte Randwert f/‘; wird vor der Berechnung von DV auf den Randwert fiir

yintl Calso auf VglF" 1 gesetzt. Es sei e die Anderung der Randgeschwindigkeit vom
Zeitschritt n zum Zeitschritt n + 1, also

VI =V e (5.19)
Dann folgt aus (5.18)
DGp = (Vi 4=V TR, — 7 (520
— VT4 VR - VD + e
Lo gl,i:LH - gl,i‘n
B A

Dabei entspricht der Summand ﬁDV genau der rechten Seite der Poissongleichung,
die sich fiir nicht bewegliche Rander, d.h. zeitlich konstante Randbedingungen erge-
ben wiirde. Der zweite Term zeigt die angesprochene Abhéngigkeit des Drucks von der
Beschleunigung des Randes; um das Geschwindigkeitsfeld V divergenzfrei machen zu
konnen, muss der Druck die zusétzliche “Storung” in Form der Randbeschleunigung
ausgleichen. Moglicherweise bedarf die Vorgabe von Randbedingungen fiir das interme-
didre Geschwindigkeitsfeld bei Losungsverfahren, die die ALE-Formulierung mit einer
Projektionsmethode verbinden, einer genaueren Analsyse.

Ein anderer Ansatzpunkt zur Stabilisierung des numerischen gekoppelten Problems
besteht in der Verwendung impliziter Verfahren. Sowohl an Algorithmus 2 als auch
an (5.13) sieht man, dass die Kopplungsbedingungen nicht zum gleichen Zeitpunkt
beriicksichtigt werden. Die Bedingung des Kriftegleichgewichts wird zum Zeitpunkt
t" erfiillt, die Stetigkeit der Randgeschwindigkeit hingegen wird zum Zeitpunkt ¢"*!
verwendet. Es ist zu Vermuten, dass der zeitlich explizite Charakter der numerischen
Kopplung die starke physikalische Kopplung nur unzureichend nachbildet. Ein implizi-
ter Ansatz, der garantiert, dass die Kopplungsbedingungen auch tatséchlich zum selben
Zeitpunkt erfiillt werden, kann hier moglicherweise die Stabilitét verbessern. Falls fiir
beide Teilprobleme auf Loser zuriickgegriffen werden kann, die ihrerseits auf impliziten
Zeitdiskretisierungen aufbauen, die mittels eines iterativen Verfahrens, beispielsweise
SIMPLE im Fall des Stromungslosers, umgesetzt sind, kénnte durch Koppeln in jedem
inneren Iterationsschritt eine implizite Losung des Gesamtproblems erreicht werden. Im
Rahmen dieser Arbeit standen Loser mit dieser Eigenschaft jedoch nicht zur Verfiigung.
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5.4 Numerische Ergebnisse

In den beiden folgenden Abschnitten stellen wir Ergebnisse vor, die mit dem imple-
mentierten Verfahren erzielt wurden.

5.4.1 Simulation mit dominierender externer Kraft

Wir beginnen mit einem Versuch, der einen #dhnlichen Aufbau hat wie in [VMS99]
beschrieben.

F
14=1.75

l1=2h la=T7h 13=10h

h=0.1m

Abbildung 5.2: Geometrie des Testfalls

Wir betrachten eine Stromung in einem Kanal mit den in Abbildung 5.2 angegebe-
nen Abmessungen. Die Ausdehnung in y—Richtung betréigt ebenfalls h = 0.1 Meter.
Der diinngezeichnete Bereich der oberen Kanalwand ist das flexible Interface, des-
sen Lage vom FElastizitatsloser berechnet wird. Zusétzlich zu den Fluidkriften, die
sich aus den Kopplungsbedingungen ergeben, préigen wir an der markierten Stelle eine
Kraft F' auf, die einen sinusférmigen zeitlichen Verlauf annimmt mit einem Spitzenwert
von 1.0e6 N. Die Reynoldszahl des simulierten Fluids betridgt 100, zur Modellierung
des Interfaces wurde ein Elastizitdtsmodul E von 1.93e11N/m?, eine Dichte pg von
8030 kg/m? und eine Poissonzahl v von 0.29 verwendet, dies entspricht den Material-
parametern fiir Stahl.

Als Anfangsbedingung fiir die Simulation wurde eine voll entwickelte Poiseulle-
Stromung mit einer maximalen Geschwindigkeit von 1 m/s verwendet sowie ein un-
belasteter Zustand der oberen Kanalwand angenommen. Fiir die gesamte Dauer der
Simulation wird am Einstromrand das zeitlich konstante Profil der Poiseulle-Stréomung
vorgeschrieben. Als weitere Randbedingungen wurden Ausstromrandbedingungen so-
wie Haftbedingungen an der unteren und oberen Kanalwand verwendet. Letztere resul-
tieren in den beschriebenen Kopplungsbedingungen. In y-Richtung wurden periodische
Randbedingungen gewéhlt. Der Kanal wurde in drei Blocke aufgeteilt und insgesamt
mit 190x10x10 Zellen aufgelost. Daraus ergab sich fiir das Finite-Element-Netz des
Elastizitatsproblems eine Auflésung von 1400 Elementen.

In Abbildung 5.3 ist der zeitliche Verlauf der aufgebrachten Belastung (links) und
die daraus resultierende maximale Auslenkung in positiver und negativer z-Richtung
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entlang des beweglichen Teils der oberen Kanalwand zu sehen. Offensichtlich nimmt
die Grofle des Fluidgebietes ihren maximalen und minimalen Wert an, wenn auch die
belastende Kraft maximal bzw. minimal ist.

1e+06 - - - - 0.02

500000 - B 0.01 -

Kraft [N]

°
Auslenkung
°

-500000 g 001 F Y

-le+06 . . . L -0.02
0

Abbildung 5.3: Aufgeprigte Kraft(links) und resultierende Auslenkung(rechts)
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Abbildung 5.4: Volumenénderungsrate und Massefluss

In Abbildung 5.4 ist auf der rechten Seite der Fehler der Masseerhaltungsgleichung
dargestellt. Insgesamt zeigt sich eine gute Erhaltung der Masse, lediglich der abrupte
Beginnn und entsprechend das Ende der Bewegung fithren zu den sichtbaren Aus-
schldgen. Diese spiegeln sich analog in der Darstellung des Massestroms auf der linken
Seite von Abbildung 5.4 wieder. Abgesehen von diesen Oszillationen zu Beginn und
Ende der betrachteten Periode zeigt sich aber exakt das Verhalten, das man nach
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Betrachten der Massebilanzgleichung in der ALE-Formulierung

d
— av +/ (v—1vg) -ndS =0 (5.21)
dt Ja, o

erwartet. Der Rand des Gebietes 2 lésst sich folgendermaflen aufteilen:
N =T;Ul'xUTlp, (5.22)

wobei I'; der Teil des Randes mit Einstrombedingungen ist, I'o der Ausstréomrand
sowie I'p der Teil des Randes mit Haftbedingungen. Das Randintegral der relativen
Geschwindigkeit v — v, tiber I'p verschwindet, weil entweder v = vy = 0 gilt(an festen
Réndern) oder v — vy = 0 (an beweglichen Réndern). Also folgt

d
/ v-ndS=—— dV—/ v-ndS (5.23)
o dt Ja, T

wenn wir davon ausgehen, dass vg = 0 an Ein- und Ausstromrandern. Das heisst, es
gilt

mo(t) = m(t) — %/Q av (5.24)

mit der einstromenden Masse m; und der ausstromenden Masse mo.

Genau dieses Verhalten zeigt sich in Abbildung 5.4(links). Zum Zeitpunkt ¢ = 0.5
und ¢t = 1.5, wenn das Gebiet Q2p seine minimale bzw. maximale Ausdehnung annimt,
ist

d

— av =0 (5.25)

dt Jo,
und somit mo(t) = my(t). Im Intervall ¢ € (0.5,1.5) nimmt das Volumen von Qg
zu und somit sinkt die Ausstrommasse unter den Wert der einflieBenden Masse ab.
Dies ist auch deshalb einsichtig, weil das nachstrémende Fluid zuerst den entstehenden
Raum einnimmt, bevor es den Kanal wieder verldsst. Umgekehrt wird durch Verkleinern
des Gebietes, also in den Intervallen ¢t € (0,0.5) und ¢ € (1.5,2.0) Masse aus dem
Kanal “herausgedriickt” und der Volumenfluss am Ausstromrand liegt iiber dem am
Einstromrand. Die Ursache der Oszillationen zu Beginn und Ende der betrachteten
Periode lédsst sich an Hand von Gleichung (5.24) prézisieren, es entstehen Spriinge,
weil % Qp dV fiir t = 0.0 und t = 2.0 unstetig ist.

Abbildung 5.5 zeigt Farbkodierungen der horizontalen Geschwindigkeitskomponen-
te u, der vertikalen Komponente w sowie des Drucks p auf einer Schnittflache fiir
y = 0.05 zu einigen ausgewdhlten Zeitpunkten. Es ist nur der Bereich des Kanals
abgebildet, dessen obere Wand das Interface bildet. Insbesondere der Verlauf von u
verdeutlicht noch einmal die oben dargestellten Uberlegungen.
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(a) t =0.25

(c) t=0.75 (d)t=15
u [m/s]
0.000e+00 3.217e-01 6.435e-01 9.652e-01 1.287e+00
| i EE——
w [mfs]
-7.410e-02 -4.063e-02 -7.150e-03 2.632e-02 5.980e-02
[ - s SEE———
p [Pa]
5.826e+00 8.637e+00 1.145e+01 1.426e+401 1.707e+01
| - S 0

(e) Legende

Abbildung 5.5: Kontourplots von u,w und p zu ausgewéahlten Zeitpunkten
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Abbildung 5.6: Stromlinien zum Zeitpunkt t=0.25

Abbildung 5.7: Stromlinien zum Zeitpunkt t=0.75

Abbildung 5.8: Stromlinien zum Zeitpunkt t=1.5
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Die Abbildungen 5.6 bis 5.8 illustrieren den Verlauf der Stréomung durch Stromlini-
en. Es ist ebenfalls nur der Bereich fiir 0.2h < z < 0.9h dargestellt. Die Seitenwinde
zeigen eine Farbkodierung des Drucks, die Stromlinien sind entsprechend des Geschwin-
digkeitsbetrages eingefiarbt. In den Abbildungen 5.6 und 5.7 verdeutlichen die am obe-
ren Rand endenden bzw. beginnenden Stromlinien den Einfluss der Wandbewegung
auf die Stromung.

5.4.2 Simulation ohne externe Kraft

Bei dem im vorigen Abschnitt durchgefiithrten Versuch war die externe Kraft des Ela-
stizitatsproblems der bestimmende Faktor. In diesem Abschnitt soll nun der Einfluss
der Fluidkrafte auf eine flexible Kanalwand untersucht werden. Dazu wird die gleiche
Geometrie wie im vorigen Abschnitt verwendet. Das Interface muss nun aber wesent-
lich nachgiebiger als Stahl sein, damit es zu Verformungen kommt. Zur Modellierung
des elastischen Materials wurde eine einheitliche Dichte von pg = 1000 kg/m? und eine
Poissonzahl v = 0.29 verwendet, fiir das Elastizitidtsmodul wurden verschiedene Wer-
te im Bereich von 1e6 N/m? bis 4e6 N/m? getestet. Rand- und Anfangsbedingungen
werden ebenso wie im vorigen Abschnitt gewahlt.

Abbildung 5.9 zeigt die maximale Abweichung in z-Richtung der oberen Kanalwand
fiir die verwendeten Werte von E. Es zeigt sich ein Schwingungsverhalten der elasti-
schen Wand, dass sich im Laufe der Zeit abschwécht und in einen stationéren Zustand
iibergeht, in dem die Fluidkréfte mit den vom Feststoff entgegengesetzten Kréften im
Gleichgewicht sind. Dabei bleibt eine Auslenkung bestehen, die in ihrer Grole von E
abhéngig ist.
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Abbildung 5.9: Maximale Auslenkung des Interfaces fiir verschiedene Elastizitdtsmoduli
E

Tabelle 5.1 fasst die wichtigsten Punkte fiir die untersuchten Werte von E zusam-
men, dies sind die maximale Auslenkung in Metern zusammen mit dem Zeitpunkt, zu
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dem dieser Wert erreicht wird, sowie die Grole der Auslenkung im stationdren Endzu-
stand.

E | Zmax — 20[m] t[s] d2z(tmax) [m]
1.0e6 7.012e-3 2.33747e-1 4.416e-3
2.0e6 4.162e-3 1.75385e-1 2.498e-3
3.0e6 2.858e-3 1.43185e-1 1.672e-3
4.0e6 2.179e-3 1.24457e-1 1.257e-3

Tabelle 5.1: Maximale Auslenkung und Auslenkung im stationdren Endzustand

Abbildung 5.10 zeigt die zeitliche Entwicklung der entstehenden Massefliisse am
Ausstromrand fiir die verwendeten Werte von E sowie als Vergleichswert den konstan-
ten Volumenstrom im Einstrombereich. Der Verlauf dieser Kurven bestétigt nochein-
mal die iiberlegungen des vorigen Abschnitts zum Zusammenhang zwischen m;(¢) und
mo(t). Die rechte Seite von Abbildung 5.10 zeigt die gute Erhaltung der Masse. Die
Schwankungen spiegeln die variierende Qualitidt des Gitters im zeitlichen Verlauf wie-

der.
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Abbildung 5.10: Massefliisse und Fehler der Masseerhaltungsgleichung fiir verschiedene
Elastizitdtsparameter £

In Abbildung 5.11 sind Farbkodierungen der horizontalen und vertikalen Geschwin-
digkeitskomponenten zum Zeitpunkt der maximalen Ausdehnung dargestellt. Darge-
stellt ist nur der Kanalbereich, der das Interface enthélt.

Abbildung 5.12 veranschaulicht den Verlauf der Strémung im stationéren Zustand
mit einigen Stromlinien, die mit dem Geschwindigkeitsbetrag farbkodiert sind.
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——— < A0

(a) u € (0.0,0.985) (b) w € (—0.0137,0.0185)

Abbildung 5.11: Farbkodierung von u und w zum Zeitpunkt der maximalen Auslenkung
(E=1e6)

Abbildung 5.12: Stromlinien im stationdren Endzustand
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Verfahren zur parallelen Losung von dreidimensionalen,
zeitabhéngigen Fluid-Struktur-Wechselwirkungsproblemen vorgestellt. Als grundlegen-
der Ansatz wurde ein modularer Aufbau gewéhlt, der dadurch gekennzeichnet ist, dass
die einzelnen Teilprobleme jeweils mit speziell abgestimmten Losungsmethoden wei-
testgehend unabhéngig voneinander behandelt werden. Die Kopplungseffekte schlagen
sich in Randbedingungen fiir die Teilprobleme nieder. Diese Randbedingungen werden
jeweils durch die Losung des anderen Teilproblems festgelegt.

Besonderes Augenmerk wurde auf die Losung des Stromungsproblems gerichtet: es
ergibt sich die zusétzliche Aufgabe, zeitabhéngige Gebiete in die Losung mit einzube-
ziehen. Hierzu wurde die Arbitrary-Lagrange-FEuler-Formulierung der Navier-Stokes-
Gleichungen hergeleitet und anschliefend als Basis fiir eine koordinateninvariante Dis-
kretisierung auf zeitabhéngigen, randangepassten Gittern verwendet.

Es wurde gezeigt, dass zur Sicherung der Masseerhaltung ein zusétzlicher geome-
trischer Erhaltungssatz, das Volume-Conservation-Law, beriicksichtigt werden muss.
Dieser wurde in die Losung des Stromungsproblems dadurch mit einbezogen, dass der
Ansatz der gewichteten kontravarianten Fliisse als abhéngige Variablen auf die Gitter-
geschwindigkeit iibertragen wurde. So konnte eine insbesondere in drei Raumdimensio-
nen teure explizite Berechnung der kartesischen Komponenten der Gittergeschwindig-
keit vermieden werden.

Die ALE-Methode wurde vervollstindigt, indem die Projektions-Methode zur Ent-
kopplung von Druck und Geschwindigkeiten an die Situation zeitabhéngiger Gitter
angepasst wurde.

Die Implementierung der ALE-Methode wurde an numerischen Experimenten ge-
testet und es konnte nachgewiesen werden, dass die Konvergenz zweiter Ordnung im
Fall glatter Gitter auch fiir zeitabhéngige Gitter erhalten bleibt.

Zur Losung des gekoppelten Problems wurde ein Finite-Elemente-Programm in den
Algorithmus integriert. Es wurden numerische Experimente durchgefiihrt, bei denen die
Lage des Interfaces vom Elastizitdtsproblem bestimmt wurde. Dabei wurde sowohl der



94 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

alleinige Einfluss von vom Fluid ausgeiibten Kréften als auch der zusétzlicher externer
Kréfte untersucht.

Es ist deutlich geworden, dass der vorgestellte Algorithmus eine flexible Moglichkeit
bietet, gekoppelte Probleme, insbesondere die Fragestellung von Fluid-Struktur-Wech-
selwirkungsproblemen, zu untersuchen, dennoch gibt es einige Punkte, die Anlass zu
zukiinftigen Verbesserungen geben.

Das Hauptziel fiir folgende Untersuchungen sollte eine Verbesserung der Stabilitét
des Algorithmus sein. Mit numerischen Experimenten und einfachen Uberlegungen
wurde festgestellt, dass das verwendete Verfahren Instabilititen in Abhéngigkeit von
Materialparametern zeigt.

Indem das gekoppelte Problem in abstrakter Form als Gleichungssystem formu-
liert wurde, konnte beobachtet werden, dass ein Zeitschritt des implementierten Al-
gorithmus der Anwendung eines Iterationsschritts des Gaufl-Seidel-Verfahrens auf das
Gleichungssystem entspricht. Diese Art der Behandlung der Kopplung ist zeitlich gese-
hen expliziter Natur, d.h. die Kopplungsbedingungen werden nicht exakt zum gleichen
Zeitpunkt erfiillt. Hier ist zu untersuchen, inwieweit andere iterative Verfahren, insbe-
sondere impliziten Typs, auf das gekoppelte System angewendet werden konnen.

Moéglicherweise kann auch eine eingehendere Untersuchung des Druckverhaltens im
Rahmen der ALE-Methode einen Ansatz fiir Stabilitdtsverbesserungen liefern. Ein we-
sentlicher Punkt konnte hier die Analyse der Randbedingungen fiir das intermediére
Geschwindigkeitsfeld in der Projektions-Methode sein.

Um das Feld moglicher Anwendungen zu erweitern, sind einige Ergénzungen im
Stromungsloser denkbar. Beispielsweise kann man die Modellierung des Spannungs-
tensors auf die Behandlung nicht-newtonischer Fluide erweitern. Zur Simulation von
zusétzlichen Stofftransportprozessen in der Stromung ist es moglich, die ALE-Form
einer Transportgleichung in das Programm zu integrieren.



Anhang A

A.1 Zusammenhang zwischen Basic Identity und
Volume Conservation Law

Das Volume Conservation Law

d
—/dQ—/ u, -ndS =0, (A1)
dt Jo G

das in Abschnitt 3.4 aus geometrischen Uberlegungen heraus motiviert worden war,
148t sich auch von einem anderen Standpunkt aus sehen.

Fiir die Transformation der Zeitableitung der Impulsgleichung in (7, £)-Koordinaten
wie sie in Abschnitt 4.2.1 vorgefiihrt wurde, ist die Basic Identity

Za&\f ) =0,j=0,1,....n (A2)

insbesondere fiir 7 = 0 ein wesentliches Hilfsmittel.

Multiplikation von (A.2) fir j = 0 mit ﬁ und Integration iiber 2 liefert

I 350 3&
B Q\/§a§0 8x0 /\/_Zaﬁz

agz _q
= —w

61’0 N

Mit
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und den Bezeichnungen g = ¢t und &, = 7 wie in Abschnitt 4.2.1 ergibt sich aus (A.3):
0 = A4
| Tesevaie /IZ% Vi) (A4

- 5 o /Z\f@& a’?-uy) 0

= —/dQ—/V-ung (A.5)

Die Diskretisierung des VCL lésst sich also auch unabhéngig von geometrischen
Uberlegungen auffassen als Finite-Volumen-Diskretisierung der algebraischen Bedin-
gung (A.2).
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