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Kapitel 1.
Einleitung

Die Verwendung stochastischer Differentialgleichungen zur Modellierung der zukiinftigen
Wertentwicklungen verschiedener Anlageformen hat in den letzten Jahren im Banken-
und Versicherungsgewerbe mehr und mehr an Bedeutung gewonnen. Sie dient unter an-
derem als Grundlage fiir eine addquate Bewertung von Optionen sowie fiir Projektionen
und Analysen im Bereich des Risikomanagements. So ist es zum Beispiel im Rahmen des
Asset-Liability-Managements (der Aktiv-Passiv-Steuerung) eines Versicherungsprodukts
notwendig, die zukiinftige Entwicklung des Kapitalmarktes (der ,,Aktivseite“) zu modellie-
ren. Zu den wesentlichen Faktoren, die dabei von Interesse sind, zdhlen die Kursentwicklung
von Aktien, etwa die des Deutschen Aktienindex DAX, und die Entwicklung der Zinssétze
festverzinslicher Wertpapiere, zum Beispiel in Form des Tagesgeldsatzes.

Fiir Aktienkurse wird bei der stochastischen Modellierung in der Regel eine Geometrische
Brownsche Bewegung verwendet. Diese ist ein stochastischer Prozess, der {iber zwei Pa-
rameter, die Drift und die Volatilitdt, spezifiziert wird. Die Modellierung von Zinssétzen
gestaltet sich dagegen komplexer. Im Unterschied zu Aktienkursen, deren Wert lediglich
vom Betrachtungszeitpunkt abhéngt, besteht bei Zinssétzen eine zusétzliche Abhingigkeit
von der Laufzeit des zugrunde liegenden festverzinslichen Wertpapiers. Diese wird in der
Zinsstruktur ausgedriickt, die die Zinssétze R(t,T) zu jedem Zeitpunkt ¢ in Abhéngigkeit
von ihrer Laufzeit T' — t angibt. Bei der Darstellung der Zinsstruktur unterscheidet man
Ein- und Mehr-Faktor-Modelle (vergleiche etwa [Gla04], [FMWO03]). Ein-Faktor-Modelle
stellen die gesamte Zinsstruktur mit Hilfe eines einzelnen zugrunde liegenden Faktors,
der so genannten Short Rate r(t), dar. Zu den Ein-Faktor-Modellen zihlt zum Beispiel
das Cox-Ingersoll-Ross-Modell (CIR-Modell, [CIR85]), welches insgesamt drei Parameter
beinhaltet.

Ist ein Modell gefunden, durch das die Realitdt angemessen beschrieben werden kann, er-
gibt sich im néchsten Schritt das Problem der passenden Parameterwahl, die das Modell
moglichst gut an die aktuelle Marktsituation anpasst. Die Parameterwerte haben erheb-
lichen Einfluss auf die Giite der Modellierung und alle abgeleiteten Kenngroflen, die von
Banken und Versicherungen als Entscheidungsstiitze im Managementbereich herangezogen
werden. Da die konkreten Parameterwerte der Modelle im Allgemeinen nicht direkt am
Markt beobachtbar sind, werden die bendtigten Parameter iiblicherweise auf Grundlage
historischer Daten geschétzt. Aufgrund des endlichen Umfangs einer Stichprobe ist hierbei
nur ein ,best fit“ und keine genaue Bestimmung der gesuchten Parameterwerte moglich.
Die Giite einer solchen ,best fit“-Schitzung wird mafigeblich vom Grad der Reprisentati-
vitéit einer Stichprobe bestimmt. Ausschlaggebend dafiir sind sowohl Quantitit als auch
Qualitét der Stichprobe.

Bei den Parameterschéitzverfahren ist zwischen den sehr speziellen Parameter-spezifischen,
den etwas allgemeineren Prozess-spezifischen sowie génzlich allgemein gehaltenen Verfah-
ren zu unterscheiden. Parameter-spezifische Verfahren nutzen spezielle Eigenschaften eines
einzelnen Parameters zu dessen Schitzung. Solche Verfahren existieren allerdings nur fiir
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ausgewéhlte Parameter in wenigen Modellen. Prozess-spezifische Verfahren verwenden a-
priori-Wissen iiber den modellierten Prozess, zum Beispiel die Kenntnis der Verteilung, die
dem Prozess zugrunde liegt. Zu den Prozess-spezifischen Verfahren zihlt unter anderem
die Maximum-Likelihood-Methode (siehe zum Beispiel [Lo86], [S¢97], [FMWO03]). Diese
verwendet eine Likelihood-Funktion, die in Abhéngigkeit von den gewéhlten Parametern
angibt, wie gut ein Modell gegebene historische Daten erkldren kann. Zu ihrer Definition
wird die Dichtefunktion oder eine geeignete Approximation des betrachteten stochasti-
schen Prozesses herangezogen. Durch Minimierung der Likelihoodfunktion iiber die Para-
meter wird schliefflich der optimale Parametersatz bestimmt. Fiir das CIR-Modell kann
zum Beispiel der Ansatz von Andrew W. Lo [Lo86] zur Anwendung kommen, der die sto-
chastische Differentialgleichung des CIR-Modells mit Hilfe des Euler-Maruyama-Schemas
diskretisiert. Die approximative Likelihood-Funktion ist dabei durch die normalverteilten
Ubergangsdichten der diskretisierten Zuwichse gegeben. Aufgegriffen wurde dieser An-
satz von Lo unter anderem von Michael Sgrensen [Sp97], der sich mit der Spezifizierung
verschiedener Schatzfunktionen beziiglich der diskret beobachteten Daten beschéftigt hat,
sowie der Arbeitsgruppe von Angelika May [FMWO03].

Gegenstand dieser Arbeit ist, ein allgemeines Parameterschétzverfahren — das Histogramm-
Matching-Verfahren — vorzustellen und seine Eigenschaften systematisch zu untersuchen.
Dieses Verfahren beruht auf dem Vergleich von Dichte- Approximationen und kommt, im
Gegensatz zur Maximum-Likelihood-Methode, ohne spezielle Kenntnisse der Ubergangs-
dichten beziehungsweise entsprechender Approximationen aus. Damit ist es prinzipiell fiir
beliebige stochastische Prozesse einsetzbar.

Das Verfahren basiert zum Einen auf gegebenen historischen und zum Anderen auf nume-
risch simulierten Datenwerten des zugrunde liegenden Prozesses. Die historischen Daten
bezeichnen wir mit 7y, ...,7y—_1, wobei 7; die Realisierung des Prozesses zum Zeitpunkt ¢;
angibt. Die Zeitpunkte o, ..., txy_1 sind dquidistant im Zeitintervall [0, T'] verteilt mit Ab-
stand At. In seiner Funktionsweise basiert das Histogramm-Matching-Verfahren auf drei
Komponenten:

1. Bestimmung einer Dichte-Approximation der historischen Zuwichse des Prozesses,
2. numerische Generierung einer simulierten Dichte-Approximation,
3. Vergleich der simulierten mit der historischen Dichte-Approximation,

4. Parameteroptimierung, so dass simulierte und historische Dichte- Approximation mog-
lichst gut iibereinstimmen.

Im ersten Schritt des Verfahrens berechnen wir aus den historischen Datenwerten die Dich-
te der empirischen Verteilung der Zuwéchse Ar; = 7,41 —7;. Im néchsten Schritt generieren
wir zu gegebenen Parameterwerten mit Hilfe der Euler-Maruyama-Diskretisierung (siehe
zum Beispiel [KP99]) der zugrunde liegenden stochastischen Differentialgleichung simu-
lierte Zuwéchse Ar; fir ¢ = 0,..., N — 1. Um die zufilligen Einfliisse herauszumitteln,
wiederholen wir diesen zweiten Schritt M mal. Aus der Gesamtheit aller simulierten Zu-
wichse bilden wir, wie unten dargestellt, eine Dichte-Approximation.

Die Dimension der Dichte-Approximationen wird durch die Anzahl der zu schitzenden
Parameter bestimmt. Die einfachste Moglichkeit einer Dichte-Approximation besteht in
der Verwendung von Histogrammen. Dariiber hinaus existieren zahlreiche Kerndichte-
schétzer [Sil86]. Histogramme koénnen als Kerndichteschiitzer, basierend auf stiickweise



konstanten Funktionen, aufgefasst werden. In dieser Arbeit untersuchen wir den Ein-
satz von Histogrammen sowie von Kerndichteschéitzern basierend auf stiickweise linea-
ren Funktionen. Hierbei wird sowohl ein klassischer Tensorprodukt-Ansatz als auch ein
Diinngitter-Ansatz (zum Beispiel [BG04]) vorgestellt. Beim Diinngitter-Ansatz wird, im
Gegensatz zum Tensorprodukt-Ansatz, nicht mit der feinsten dquidistanten Intervallauftei-
lung des Bereichs gearbeitet. Stattdessen werden Intervallaufteilungen mit Teilintervallen
verschiedener Grofle ausgewertet und mittels der so genannten Kombinationstechnik (ver-
gleiche [GSZ92], [Gar04]) zusammengesetzt. Damit ergibt sich die Dichte-Approximation
als Kombination verschiedener Dichte- Approximationen auf Grundlage des Tensorprodukt-
Ansatzes, die aber auf erheblich groberen Intervallaufteilungen basieren als die entspre-
chende Dichte-Approximation des klassischen Tensorprodukt-Ansatzes.

Beim klassischen Tensorprodukt-Ansatz hat eine Erhchung der Dimension einen expo-
nentiellen Anstieg der Anzahl der Basisfunktionen zur Folge. Die Anzahl der Basisfunk-
tionen bestimmt die Anzahl der Auswertungen, die fiir die Ermittlung einer einzelnen
Histogramm-Abweichung durchzufiihren sind, und damit den Aufwand des Verfahrens.
Diese mit der Zahl der Dimensionen exponentiell wachsende Komplexitéit wird auch als
,Fluch der Dimension“ bezeichnet. Im Gegensatz zum Tensorprodukt-Ansatz kann mit
Hilfe des Diinngitter-Ansatzes der ,Fluch der Dimension“ in gewisser Weise gebrochen
werden, da nur mit einer Auswahl von Basisfunktionen gearbeitet wird. Eine zusétzliche
Dimension bedeutet keinen exponentiellen Anstieg der Anzahl der bendtigten Basisfunk-
tionen mehr.

Ein weiterer Vorteil des Diinngitter-Ansatzes ist, dass die geringere Anzahl der Basisfunk-
tionen zu einer geringeren Zerstreuung der Daten fiihren und somit einem Overfitting-
Effekt stiarker entgegenwirkt als es beim Tensorprodukt-Ansatz der Fall ist. Besonders die
Kombinationstechnik bietet sich im Hinblick auf eine moglichst grofle Ausschopfung der
Dateninformationen an, da sie verschieden feine Gitterauswertungen miteinander kom-
biniert. Ein vergleichbarer Einsatz von diinnen Gittern wird zum Beispiel in [CGY04]
beschrieben.

Nachdem auf diese Weise historische und simulierte Dichte-Approximationen bestimmt
worden sind, liefert die Abweichung der simulierten von der historischen Dichte-Approxima-
tion im dritten Schritt des Verfahrens ein Maf} fiir die Giite der getroffenen Parameterwahl.
Die Abweichungen zweier gegebener Dichte-Approximationen werden hierbei in der dis-
kreten Lo-Norm gemessen.

Durch Minimierung der Abweichung werden im letzten Schritt des Histogramm-Matching-
Verfahrens die optimalen Parameterwerte bestimmt. Im einfachsten Fall wird dazu der
Parameterbereich systematisch durchsucht. Diese Methode ist zwar — im Gegensatz zu
gradientenbasierten Suchverfahren wie dem Newton-Verfahren — robust; jedoch ist der
Aufwand wesentlich héher und steigt exponentiell mit der Anzahl der zu schitzenden Pa-
rameter.

Um mehrere Parameter gleichzeitig zu schitzen, unterscheiden wir iterative und parallele
Histogramm-Matching-Verfahren. Bei den iterativen Verfahren werden alle Parameter — bis
auf einen einzelnen — abwechselnd festgehalten. Dieser einzelne Parameter wird, basierend
auf den zuvor ermittelten Schitzwerten der anderen Parameter, mittels des (eindimen-
sionalen) Histogramm-Matching-Verfahrens geschiitzt. Im Gegensatz dazu miissen beim
parallelen Histogramm-Matching-Verfahren Optimierungsprobleme gelost werden, deren
Dimension der Anzahl der Parameter entspricht.

Insgesamt werden in dieser Arbeit folgende Histogramm-Matching-Verfahren fiir die Pa-
rameterschitzung stochastischer Prozesse vorgestellt und untersucht:
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e ein iteratives Histogramm-Matching-Verfahren basierend auf eindimensionalen
Dichte-Approximationen,

e ein paralleles Histogramm-Matching-Verfahren basierend auf zweidimensionalen
Dichte-Approximationen mittels des Tensorprodukt-Ansatzes,

e cin paralleles Histogramm-Matching-Verfahren basierend auf zweidimensionalen
Dichte-Approximationen mittels des Diinngitter- Ansatzes.

Bei numerischen Tests hat sich gezeigt, dass eine vorausgehende Skalierung der Daten
sinnvoll ist. Aus diesem Grund wurden zwei mogliche Vorgehensweisen untersucht: eine
Skalierung der Daten beziiglich des Erwartungswertes und eine Skalierung beziiglich der
Varianz.

Im numerischen Teil dieser Arbeit werden zunéchst die Verfahrensparameter der verschie-
denen Histogramm-Matching-Verfahren am Beispiel des CIR-Modells niher untersucht.
Dazu zdhlen unter anderem der Umfang der historischen Daten, die Anzahl simulierter
Datensétze pro betrachtetem Parametersatz, die Teilintervallbreite, die durch die Inter-
vallgrenzen und die Anzahl von Teilintervallen festgelegt wird, die Wahl der Startwerte
und die Anzahl der Tterationen bei den iterativen Verfahren sowie die Wahl der Basisfunk-
tionen bei den Dichte-Approximationen.

Ein Vergleich der Histogramm-Matching-Verfahren findet sowohl untereinander als auch
mit der Maximum-Likelihood-Methode statt. Dabei stellt sich heraus, dass die auf der
Kombinationstechnik beruhenden Histogramm-Matching-Verfahren fiir kleine und sehr
grofle Datensatzumfinge im Mittel die besten Schitzergebnisse liefern. Dafiir benttigen
sie allerdings einen erheblich hoheren Rechen- und Speicheraufwand als die anderen Ver-
fahren. Dies ist einerseits darauf zuriickzufiihren, dass jeder Datenpunkt beziiglich der ein-
zelnen zu kombinierenden Gitter mehrfach ausgewertet werden muss. Andererseits muss
beim Finsatz der Kombinationstechnik eine vergleichsweise hohe Auflésung des Gitters
verwendet werden, um die selbe Genauigkeit wie beim Tensorprodukt-Ansatz zu errei-
chen.

Nachdem die Parameterschitzverfahren zunichst speziell fiir das CIR-Modell untersucht
wurden, wenden wir es auf ein komplizierteres Modell an, welches zwei gekoppelte stocha-
stische Differentialgleichungen jeweils fiir den Aktienkurs beziehungsweise fiir die Short
Rate beinhaltet. Die Schétzung der fiinf Parameter dieses Modells wird auf Grundlage
realer Marktdaten, den DAX-Werten und der Tagesgeldsiitze der letzten 27 Jahre (ent-
nommen aus der Zeitreihendatenbank der Deutschen Bundesbank [Zei]), durchgefiihrt.

Die Arbeit ist folgendermafien gegliedert: In Kapitel 2 werden verschiedene Arten von
Wertpapieren und die mit ihnen verbundenen Kapitalmarktrisiken erldutert. In Kapitel 3
werden die benétigten theoretischen Grundlagen der stochastischen Analysis eingefiihrt.
Kapitel 4 bietet einen Uberblick iiber unterschiedliche stochastische Zins- und Aktien-
kursmodelle. Verschiedene Diskretisierungs- und Simulationsméglichkeiten der stochasti-
schen Modelle werden in den Kapiteln 5 und 6 diskutiert. Kapitel 7 stellt die Dichte-
Approximationen vor, die in Kapitel 8 die Grundlage der Histogramm-Matching-Verfahren
darstellen. Dabei wird in Kapitel 8 neben einer ausfiihrlichen Erérterung der Histogramm-
Matching-Verfahren die Maximum-Likelihood-Methode nach [Lo86] fiir das CIR-Modell
erklart. In Kapitel 9 werden numerische Analysen hinsichtlich der Verfahrensparameter
sowie der Effizienz der einzelnen Verfahren durchgefiihrt. Zum Abschluss werden die Pa-
rameter eines komplizierten Finanzmarktmodells geschéitzt, welches die in der Realitét
beobachtbare negative Korrelation zwischen Aktien und Zinsen beriicksichtigt. Schlussbe-



merkungen zum Einsatz der Histogramm-Matching-Verfahren und ein Ausblick werden in
Kapitel 10 gemacht.
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Kapitel 2.
Wertpapiere und ihre Risiken

In diesem Kapitel wird — in Anlehnung an [GP99] — ein Einblick in die Welt der Wert-
papiere an den Finanzmirkten gegeben. Damit soll der wirtschaftliche Hintergrund dieser
Diplomarbeit umrissen und eine Einfithrung in die spéter von uns betrachteten Risikofak-
toren in Form des Aktien innewohnenden Kursrisikos (2.1) und des Zinséinderungsrisikos
festverzinslicher Wertpapiere (2.2) gegeben werden.

Definition 2.0.1 [WERTPAPIERE; GELD-, KAPITAL- UND WARENWERTPAPIERE]

Ein Wertpapier ist eine Urkunde!, in der ein privates Vermdgensrecht derart verbrieft
ist, dass zur Ausiibung des Rechts der Besitz an der Urkunde erforderlich ist. Damit stellt
ein Wertpapier die Verkorperung eines Vermdgensrechts dar. Je nach Art des verbrieften
Vermdgenswertes kann unterschieden werden zwischen Geldwertpapieren, die eine Ver-
korperung kurzfristiger Forderungen darstellen, Kapitalwertpapieren, in denen langfristige
Forderungen oder Teilhaberrechte verbrieft sind, und Warenwertpapieren, bei denen Rechte
an schwimmenden oder lagernden Waren Gegenstand der Urkunde sind.

Zu den Kapitalwertpapieren zidhlen unter anderem Aktien und Schuldverschreibungen, die
insbesondere festverzinsliche Wertpapiere umfassen. Da in Aktien die Teilhaberrechte an
Unternehmen verbrieft sind, werden sie auch als Mitgliedschaftspapiere bezeichnet. Schuld-
verschreibungen hingegen sind so genannte Forderungspapiere. Nihere Ausfithrungen zu
Aktien und Schuldverschreibungen finden sich in 2.1 und 2.2.

Definition 2.0.2 [BORSENFAHIGE WERTPAPIERE; EFFEKTE]

Um als borsenfahig eingestuft zu werden, miissen Wertpapiere Voraussetzungen erfiillen,
die es ermdglichen, dass in ihnen verbriefte Vermdogenswerte an Bérsen und anderen ge-
regelten Wertpapiermdrkten schnell, kostengiinstig und zuverldssig bewertet, erworben und
verkauft werden kinnen. Im Wesentlichen sollten die zu handelnden Wertpapiere beweglich
sowie von gleicher Beschaffenheit sein und sich nach Zahl, Maf§ oder Gewicht bestimmen
lassen (vergleiche [GP99]). Borsenfihige Kapitalwertpapiere werden auch als Effekte be-
zeichnet.

Aktien und Schuldverschreibungen verkérpern je nach Art der Emission bei gleichem No-
minalwert (siche dazu Definition 2.0.6) beziehungsweise gleicher Stiickelung die gleichen
Rechte. Aufgrund dieser Eigenschaft sind die einzelnen Stiicke untereinander austausch-
bar, ohne dass der Inhaber dadurch eine Minderung oder Mehrung seiner dem Wertpapier
entspringenden Rechte erfihrt. Damit erfiillen sowohl Aktien als auch Schuldverschreibun-
gen die wichtigsten Voraussetzungen, um als borsenfihig eingestuft zu werden. Sie zdhlen
somit zur Gruppe der Effekte.

'Als Urkunden werden im Allgemeinen schriftliche Niederlegungen von rechtlich oder wirtschaftlich be-
deutsamen Erkldrungen bezeichnet.
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Bemerkung 2.0.3 [WERTPAPIERE IM SINNE DES WERTPAPIERHANDELSGESETZES]

Im Sinne des Wertpapierhandelsgesetzes zihlen Aktien, Zertifikate, die Aktien vertreten,
Schuldverschreibungen, Genussscheine, Optionsscheine sowie andere vergleichbare Wert-
papiere, insoweit sie an einem Markt handelbar sind, zur Gruppe der Wertpapiere. Dabei
muss keine explizite Urkunde vorliegen.

Gerade der letzte Satz der Bemerkung 2.0.3 spielt heutzutage im Umgang mit Wertpapie-
ren eine grofe Rolle, denn da fiir den Handel eines Wertpapiers (entgegen fritherer Zeiten)
keine explizite Urkunde vorliegen muss, entféllt die Notwendigkeit eines realen Transports.
Stattdessen kann auf zentrale Verwahrungsorte (etwa das so genannte "Fort Knox” in Ol-
ten, der grofite Wertpapier-Tresor der Schweiz) zuriick gegriffen werden und Transaktionen
werden in der Regel auf elektronischem Wege gegen Zahlung von Transaktionsgebiihren
in Echtzeit ausgefiihrt. Als Nachweis fiir die sich in ihrem Besitz befindlichen Wertpapiere
erhalten die Inhaber Depotausziige von den eingelagerten Papieren. Inhaber einer Aktie
haben damit etwa die Moglichkeit, das Recht auf die Teilnahme an der Hauptversammlung
des entsprechenden Unternehmens geltend zu machen.

Bemerkung 2.0.4 [WERTPAPIERHANDEL ALS RISIKOTRANSFER]

Sowohl Emittenten, die die Wertpapiere in Emissionen ausstellen, als auch Anleger verfol-
gen mit dem von ihnen eingegangenen Handel von Wertpapieren einen bestimmten Zweck.
Den Emittenten dienen Wertpapiere der Beschaffung von Eigen- oder Fremdkapital. Fiir
Anleger stellen Wertpapiere eine meist flexible Geld- und Vermdgensanlage dar. Bendtigt
ein Anleger liquide Mittel, so kann er die Wertpapiere wieder verdufSern oder beleihen.
Da Wertpapiere nicht risikofrei sind, kann ihr Handel auch als Risiko-Transfer betrachtet
werden. FEs geht um das bewuflite Abgeben beziehungsweise Fingehen finanzieller Risiken.
Dabei wird zum Ausgleich ein gewisser Preis, oder zumindest die Erwartung auf diesen
Preis, vereinbart.

Definition 2.0.5 [FINANZMARKTE; GELD-, KAPITAL- UND DEVISENMARKT]

Die Mdrkte, auf denen mit Finanzinstrumenten wie Geld, Devisen, Krediten, Wertpapieren
und Finanzderivaten tatsdchlich gehandelt wird, werden als Finanzméarkte bezeichnet. Die-
se miissen die Aufgabe erfiillen, Angebot und Nachfrage beziiglich der Finanzinstrumente
tber die Bildung aktueller und fairer Preise ins Gleichgewicht zu bringen. Der Handel kann
dabei einerseits von den Marktteilnehmern personlich an konkreten Markten, andererseits
tiber elektronische Kommunikationsnetze vollzogen werden (vergleiche die Erlduterungen
vor Bemerkung 2.0.4). Die Finanzmdrkte teilen sich auf in:

e Geldmarkt (auch Bankengeldmarkt): Dies ist der Markt fiir kurz-* und mittelfristi-
ge’ Geldaufnahmen (Kredite) und Geldanlagen. Der Geldzins bezeichnet den Zins-
satz, mit dem am Geldmarkt kurzfristiger Kredite, besonders im Verkehr von Kredit-
instituten untereinander oder zwischen Kreditinstituten und Zentralbank, gehandelt
werden.

o Kapitalmarkt: An diesem werden langfristige Kapitalanlagen gehandelt. Im enge-
ren Sinne ist dies der Markt fir Wertpapiere und Finanzderivate, im weiteren Sinne
ist es der Markt fir alle langfristigen Kredite und Vermdgensanlagen. Zum Kapi-
talmarkt, der sich in viele Teilmdrkte aufteilt, gehort im weitesten Sinne auch der

2Laufzeit bis zu 4 Jahren, meist weniger als 365 Tage.
3Laufzeit von 4 bis 8 Jahren.
*Laufzeit von mehr als 8 Jahren, oft 30 Jahre oder noch linger.



2.1. Aktien

Immobilienmarkt. Der Kapitalzins bezeichnet den (langfristigen) Zinssatz am Kapi-
talmarkt.

e Devisenmarkt: Hier werden Auszahlungen in fremden Wihrungen gehandelt.

Geld- und Kapitalmarkt werden auch als Kassamarkt zusammengefasst.

Definition 2.0.6 [ABZINSUNGSPAPIERE, ZINSTRAGENDEN PAPIERE, NOMINALWERT)]
An den Finanzmdrkten wird zwischen Abzinsungspapieren und zinstragenden Papieren
unterschieden. Wihrend zinstragende Papiere, bei denen es nach den getroffenen Handels-
vereinbarungen zu einer oder mehreren laufenden Zinszahlungen kommt, zum ausgehandel-
ten Nominalwert emittiert werden, werden Abzinsungspapiere, die iber keinerlei laufende
Zinszahlungen verfiigen, mit einem vom Zinssatz abhdingigen Abschlag des Nominalwer-
tes gehandelt. Der Anleger zahlt dabei als Kaufpreis den um den Zinsertrag reduzierten
Nominalwert und erhdlt am Ende der Laufzeit den gesamten Nominalwert zuriick.

2.1. Aktien

Definition 2.1.1 [AKTIE, AKTIONAR]

Aktien sind borsenfihige Wertpapiere, die Teilhaberrechte an einer Aktiengesellschaft ver-
briefen. Der Inhaber einer Aktie, der Aktionar, ist am Grundkapital der Aktiengesellschaft
beteiligt.

Zu den verbrieften Grundrechten der Aktionédre zéhlen vor allem das Recht auf Anteil
am Unternehmensgewinn (Dividendenrecht), Teilnahmerecht an und Stimmrecht bei der
Hauptversammlung, Auskunftsrecht durch den Vorstand, das Bezugrecht bei der Ausgabe
junger Aktien sowie das Recht auf Anteil am Liquidationserlds. Diese Rechte sind im Ak-
tiengesetz und in der Satzung der Gesellschaft festgelegt.

Je nach Art der Zerlegung des Grundkapitals unterscheidet man zwischen Nominalwertak-
tien und Stiickaktien. Bei Nominalwertaktien, die einen Mindestwert von 1€ haben miis-
sen, ergibt sich der Anteil am Grundkapital durch das Verhéltnis des Aktiennominalwertes
zum selbigen. Bei Stiickaktien wird der Anteil am Grundkapital durch die Gesamtanzahl
der Stiickaktien des Unternehmens bestimmt.

Tabelle 2.1 zeigt die fiir Anlagen in Aktien spezifischen Risiken auf. Von besonderem
Interesse fiir die weiteren Betrachtungen innerhalb dieser Diplomarbeit ist das Kursrisiko.
Dieses Risiko wird spéater mit Hilfe stochastischer Prozesse modelliert werden.
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| SPEZIFISCHE RISIKEN BEI ANLAGEN IN AKTIEN |
] RISIKOART H CHARAKTERISIERUNG \

’ Kursrisiko H Gefahr einer negativen Kursentwicklung der Aktie... ‘

- unsystematisch (all-
gemeines Marktrisiko)

...bei allgemein riicklaufiger Entwicklung des gesamten Aktienmark-
tes (beziehungsweise des betreffenden Teilmarktes) - unabhénig von
der besonderen Situation des Unternehmens.

- systematisch ...aufgrund unternehmensspezifischer Entwicklungen der Aktienge-

sellschaft.

Unternehmerisches Ri- || Gefahr, dass sich die wirtschaftliche Lage des Unternehmens anders

siko entwickelt als erwartet und Verluste drohen.

Dividendenrisiko Gefahr, dass die Dividende in gewinnschwachen oder in Verlustjahren
gekiirzt wird oder ausfallen kann.

Risiko der Gefahr aufgrund von Entscheidungen, die auf Kursprognosen beru-

Kursprognose hen, die nicht mit der tatséchlichen Marktsituation iibereinstimmen.

Tabelle 2.1.: Spezifische Risiken bei Anlagen in Aktien.

2.2. Schuldverschreibungen / Festverzinsliche Wertpapiere

Definition 2.2.1 [SCHULDVERSCHREIBUNGEN]

Schuldverschreibungen sind borsenfihige Wertpapiere, die Forderungsrechte verkorpern.
Es handelt sich um verbriefte Kredite, mit denen sich die Emittenten, in diesem Zusam-
menhang auch Schuldner genannt, Fremdkapital auf dem Kapitalmarkt beschaffen wollen.
Die Anleger, auch Gliaubiger genannt, erwerben eine verbriefte, verzinsliche Darlehensfor-
derung. Sie haben grundsdtzlich den Anspruch auf Riickzahlung des Nominalwerts und der
anfallenden (Nominal-)Zinsen.

Tabelle 2.2 gibt eine Ubersicht der Einteilung von Schuldverschreibungen.

’ EINTEILUNG VON SCHULDVERSCHREIBUNGEN NACH

Emittenten | Verzinsung | Laufzeit Riickzahlung| Sitz des Wihrung
Emittenten
»Offentliche | »festverzinsli- | »kurzfristige »gesamtfillige| »Inlands- » Euro-
Anleihen che Anleihen | Anleihen Anleihen anleihen Anleihen
(am Ende der
Laufzeit)
»Bankschuld- | »variabel »mittelfristige | »Tilgungs- » Auslands- » Wihrungs-
verschreibun- | verzinsliche Anleihen anleihen anleihen anleihen
gen Anleihen (iiber die
Laufzeit
verteilt)
» Industrie- »unverzinsli- | »langfristige »ewige An-
obligationen che Anleihen | Anleihen leihen (keine
Riickzah-
lungspflicht)?
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2.2. Schuldverschreibungen / Festverzinsliche Wertpapiere

Um einen kleinen Einblick in tatséchlich am Markt vorhandene Schuldverschreibungen zu
geben, findet sich in Tabelle 2.3 eine Ubersicht bérsennotierter Bundeswertpapiere, die im
Sinne von Tabelle 2.2 gerade die borsenfihigen tffentlichen Anleihen verkorpern.

’ BORSENNOTIERTE BUNDESWERTPAPIERE ‘

’ WERTPAPIERART CHARAKTERISIERUNG LAUFZEIT ‘
Bundesanleihen Einmalemissionen, zur Beschaffung | meistens 10 Jahre,
langfristiger Mittel aber auch 12,15,30 Jahre
Bundesobligationen Daueremissionen®, zur Beschaffung | 5 Jahre
mittelfristiger Mittel
Schatzanweisungen des Einmalemission,  zur Beschaffung | Anfangslaufzeit von
Bundes, seiner Sonderver- | kurzfristiger Mittel 2 Jahren
mogen und der Treuhand-
anstalt

Tabelle 2.3.: Borsennotierte Bundeswertpapiere.

Definition 2.2.2 [KUPON-ANLEIHEN (ENGL. BONDS)]

Bei einer Kupon-Anleihe (engl. Bond) handelt es sich um eine Schuldverschreibung, die
das Recht auf Riickzahlung eines Nominalwerts zuziiglich einer Verzinsung verbrieft. Die
mm Zuge der Verzinsung meist periodisch anfallenden Zahlungsstrome werden auch als
Kupon-Auszahlungen bezeichnet. Diese Bezeichnung rihrt daher, dass friher so genannte
(Zins- ) Kupon-Biicher ausgegeben wurden. Fir jedes Formular (Kupon) aus diesem Buch
erhielten die Besitzer eine entsprechende Zinsauszahlung.

Definition 2.2.3 [FESTVERZINSLICHE ANLEIHEN (ENGL. STRAIGHT BONDS), VARIABEL
VERZINSLICHE ANLEIHEN (ENGL. FLOATING RATE NOTES)]

Je nach zugrunde liegender Verzinsungsart unterscheidet man zwischen festverzinslichen
Anleihen (engl. Straight Bonds) bei festemm Nominalzins und variabel verzinslichen Anlei-
hen (engl. Floating Rate Notes) bei entsprechend variabler Verzinsung. Fine festverzinsli-
che Anleihe ist meistens tber die gesamte Laufzeit konstant in der Héhe ihrer Verzinsung.
Es kann hochstens zu abgestuften Verdnderungen des Zinssatzes kommen. Dagegen wird
bei variabler Verzinsung der fiir jede Zinsperiode giiltige Zinssatz” auf Grundlage eines
Referenzzinsatzes (Leitzinses), wie etwa des EURIBORS® oder des LIBORs®, jeweils ak-
tualisiert.

Definition 2.2.4 [NULL-KUPON-ANLEIHEN (ENGL. ZERO-BONDS)]
Null-Kupon-Anleihen (engl. Zero-Bonds) bezeichnen Schuldverschreibungen ohne laufen-
de Zinszahlung. Bei diesen werden wdihrend der gesamten Laufzeit keine Zinszahlungen
geleistet. Der Zinsertrag ergibt sich aus der Differenz des Emissions- und des Riickzah-
lungskurses. Je nachdem, ob das Wertpapier zum abgezinsten oder zum einfachen Nomi-
nalwert emittiert wird, kommt es am Ende der Laufzeit zur Riickzahlung des Nominalwerts
inklusive oder exklusive Zinsauszahlung.

5Bei ewigen Anleihen ist die Laufzeit nicht von vorneherein festgelegt.

5Neue Serie wird aufgelegt, wenn Marktlage den Ubergang zu neuem Nominalzins erfordert.
"Wird der Zins in Prozent angegeben, so spricht man von Zinssatz.

8EURopean InterBank Offered Rate.

9London InterBank Offered Rate.
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Anmerkung 2.2.5

In der Praxis werden Schuldverschreibungen hdufig als festverzinsliche Wertpapiere be-
zeichnet, obwohl es, wie erldutert, neben festverzinslichen auch variabel verzinsliche sowie
ganzlich unverzinsliche Anleihen g¢ibt, die bei dieser Begriffswahl ibergangen werden.

Tabelle 2.4 zeigt die spezifischen Risiken von Schuldverschreibungen. Dabei hat das Zinsén-
derungsrisiko in Bezug auf diese Arbeit eine besondere Stellung. Fiir dieses Risiko wird
spater, ebenso wie fiir das Kursrisiko von Aktien, ein stochastisches Modell mit geeigneten

Parametern gesucht.

SPEZIFISCHE RISIKEN BEI ANLAGEN IN SCHULD-

VERSCHREIBUNGEN

RISIKOART | CHARAKTERISIERUNG

Bonitétsrisiko Gefahr der Zahlungsunfidhigkeit des Schuldners.

Zinsinderungs- ergibt sich aus der Ungewissheit iiber die zukiinftige Zinsentwicklung.

risiko Steigt der Marktzins, so wirkt sich das beim Besitzer eines festver-
zinslichen Wertpapiers in Form von Kursverlusten aus. Die Zinsdnde-
rungsempfindlichkeit hingt unter anderem auch vom Nominalzins'?,
mit dem die Anleihe ausgestattet ist, und von der Restlaufzeit der
Anleihe ab.

Kiindigungsrisiko Gefahr, dass der Schuldner bei sinkenden Marktzinsen mit einer vor-
zeitigen Kiindigung reagiert, um seine Zinslast zu senken.

Auslosungsrisiko Gefahr bei Auslosungsanleihen, dass eine frithzeitige Auslosung zu

einem Renditeverlust gegeniiber der auf der Grundlage der durch-
schnittlichen Laufzeit errechneten Emissionen fithren kann.

Besondere Risiken ein-
zelner Anleiheformen

bestehen bei Anleihen mit Sonderrechten oder besonderen Ausstat-
tungsmerkmalen (zum Beispiel Wihrungsrisiko bei Fremdwihrungs-
anleihen, zusétzliches Kursrisiko der Wandelanleihen durch Kursver-
lauf der Wandelaktie).

Tabelle 2.4.: Spezifische Risiken bei Anlagen in Schuldverschreibungen.

0Bezeichnung fiir den fiir eine Anleihe vereinbarten oder bezahlten Zinssatz.
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Kapitel 3.
Stochastische Prozesse

In diesem Kapitel wird die fiir diese Diplomarbeit relevante Theorie stochastischer Prozes-
se eingefithrt. Dabei folgt die Herangehensweise in groflen Teilen derjenigen, die auch in
[Deu04] verfolgt wird. Zunéchst wird eine Herleitung der in einen stochastischen Prozess
einflieBenden Zufallskomponente iiber Random Walks gegeben (3.1), bei der unter ande-
rem bereits ein erstes Modell fiir Kursdnderungen (3.1.1) vorgestellt und der Einsatz des
Wiener-Prozesses erldutert wird (3.1.2). Im Anschluss findet sich eine formale Definition
allgemeiner stochastischer Prozesse mittels Ito-Prozessen (3.3), die neben der Zufallskom-
ponente in Form eines Wiener-Prozesses zusétzlich auf einer deterministischen Komponen-
te (3.2) basieren. Damit steht ein allgemeines stochastisches Modell zur Verfiigung, dessen
Koeffizienten fiir spezielle Prozesse (3.4) noch spezifiert werden miissen.

Anmerkung 3.0.6

In Anhang A wird ohne Anspruch auf Vollstindigkeit ein knapper Uberblick iber die wich-
tigsten tm Rahmen dieser Diplomarbeit verwendeten Definitionen und Resultate der Wahr-
scheinlichkeitstheorie gegeben. Fir eine Vertiefung der Zusammenhdnge wird auf die gdin-
gige Literatur ([Bau02]) verwiesen.

Ein stochastischer Prozess ist eine Zufallsgrofie X (t), die dadurch charakterisiert ist, dass
ihr Wert iiber die Zeit ¢ zufilligen Anderungen ausgesetzt ist. Genauer handelt es sich bei
einem stochastischen Prozess um eine Familie von Zufallsvariabeln:

Definition 3.0.7 [STETIG STOCHASTISCHER PROZESS, FALLIGKEIT, PFAD]

Fir eine stetige, kontinuierlich variierende Zeitvariable t € I = [0,T] C R bezeichnet
{X ()|t € I} (kurz: X(t), X; oder auch einfach nur X, falls die Abhdngigkeit vont aus dem
Zusammenhang klar ersichtlich ist.) einen stetig stochastischen Prozess. Das Zeitintervall
I wird dabei insbesondere durch den Falligkeitszeitpunkt (kurz: Filligkeit) T' bestimmt.
Unter einem Pfad wird eine konkret beobachtete Realisierung eines solchen Prozesses fiir
ein festes Zeitintervall I verstanden.

Fiir den aktuellen Wert eines Risikofaktors (etwa eines Aktienkurses oder eines Zinssatzes)
wird angenommen, dass er bereits alle aus der Vergangenheit — also den historische Kurs-
entwicklungen — ableitbaren Informationen enthilt. Diese Annahme liasst darauf schlieflen,
dass fiir das zukiinftige Kursverhalten nur der augenblickliche Wert zihlt.! Keinesfalls
sind friithere Kurse ausschlaggebend. Stochastische Prozesse, die diese Eigenschaft der so
genannten schwachen Markteffizienz beriicksichtigen, werden Markov-Prozesse genannt:

Definition 3.0.8 [MARKOV-PROZESS, GEDACHTNISLOSIGKEIT EINES PROZESSES]
Ein stochastischer Prozess X (t) ist genau dann ein Markov-Prozess, wenn er die Figen-
schaft besitzt, dass lediglich der aktuelle Wert — nicht aber der Weg, auf dem dieser aktuelle

! Abgesehen von eventuellen duBeren, etwa politischen Einfliissen.
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Wert erreicht wurde — Einfluss auf den ndchsten Wert hat. In diesem Zusammenhang wird
auch von der Gedéachtnislosigkeit eines Prozesses gesprochen.

Zur Modellierung eines Markov-Prozesses X (¢) wird ein Prozess verwendet, der sich aus ei-
ner deterministischen Komponente und einer Zufallskomponente zusammensetzt. Im n#ch-
sten Kapitel (3.1) wird zunéchst auf die Modellierung der Zufallskomponente eingegangen
und eine mogliche Herleitung iiber das Prinzip der Random Walks aufgewiesen. Im An-
schluss daran wird auch die deterministische Komponente in die Betrachtungen einbe-
zogen (3.2) und schlielich in Kapitel 3.3 die gesamte Modellierung auf Grundlage von
Ito-Prozessen beschrieben.

3.1. Die Zufallskomponente

Definition 3.1.1 [RANDOM WALK, SCHRITTVEKTOREN, RW-VEKTOR]

Ein Random Walk (auch: Irrfahrt) ist eine Verkettung zufilliger Schrittvektoren v;, die
fiir jeden Schritti € {1,...,n} eindeutig seine Richtung und Linge ausgehend vom zuletzt
erreichten (Orts-)Punkt festlegen. Die Summe

V= ivi (3.1)
=1

der n Schrittvektoren wird als Random-Walk-Vektor (kurz: RW-Vektor) bezeichnet.

Beispiel 3.1.2 [DESORIENTIERTER FUSSGANGER]

Fiir einen Random Walk im realen Leben kann das Beispiel eines desorientierten FufSgin-
gers herangezogen werden. Abbildung 3.1 zeigt einen mdéglichen Random Walk eines (nach
einem Kneipenbesuch) verwirrten Fufgingers auf dem Bonner Marktplatz.

V3

V13

? V15
(a) Der zuriickgelegte Weg auf dem (b) Die Schrittvektoren des zu-
Bonner Marktplatz (Mit freundli- gehorigen Random Walks.

cher Genehmigung des Landesvermes-
sungsamts NRW [LVAO06]).

Abbildung 3.1.: Ein Random Walk am Beispiel eines desorientierten Fufigéingers.

Satz 3.1.3 [DIE NORMALVERTEILUNG EINES RANDOM WALKS]
Der RW-Vektor eines Random Walks ist normalverteilt. Diese Normalverteilung besteht fiir

14
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jede beliebige Dimensionsanzahl d des Random Walks. Dabei betrigt der Erwartungswert
Null, also
E[V] =0, (3.2)

und die Varianz ist proportional zur Schrittanzahl n:

var[V] = n\ci/ (3.3)

Proportionalititskonstante

(Dementsprechend ist die Standardabweichung® proportional zu \/n.)

Beweis:

e Da jeder einzelne Schritt (wie schlieBlich auch der gesamte RW-Vektor) nach Defini-
tion 3.1.1 rein zuféllig in jede beliebige Richtung mit jeder beliebigen Lénge fithren
kann, heben sich die Schrittvektoren im Mittel auf. Fiir eine ausreichend grofie An-
zahl von Schritten ist demnach jede Schrittbewegung gleich wahrscheinlich. Es gilt

E[vi] =0 firalleie {1,...,n}.
Aufgrund der Linearitidt von Erwartungswerten (Satz A.0.7) folgt

Ev] & E [Z ui] — S E[ui] = 0.
i=1 =1 \;6-/

e Aus der Unabhingigkeit der einzelnen Schritte lésst sich zudem auf die Unkorreliert-
heit der Schrittvektoren schlieflen. Fiir die Korrelationskoeffizienten gilt demzufolge
nach Satz A.0.13

pij = p(vi,v;) =0 firallei#je{l,...,n}

und damit fiir die Kovarianzen

covlvi,vj] = pij - y/var[v;|varfv;] =0 fiirallei #j€{1,...,n}
—

=0

entsprechend der Definition der Korrelationskoeffizienten (Definition A.0.11). Mit
dem Verschiebungssatz fiir Kovarianzen (Satz A.0.14) ergibt sich

cov(vi, vj] = Elv; - vj] — E[v;] - E[v; fir allei # j € {1,...,n}
—— =

&  Ew-v]=0 fir alle i # j € {1,...,n}. (3.4)

Daraus folgt

n n n n
3.1 A0.7
BV 2 B0 =Y vew| LTS Bl o]
=1 7j=1 1,j=1 3,7=1
n n n
= E[v; - v;] + Elv;-vj] =) E [vz] =n-c (3.5)
T ;H’,_L ;;\,L
i @, ) o

*Entspricht der Wurzel aus der Varianz (siche Definition A.0.10).
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Kapitel 3. Stochastische Prozesse

unter der Annahme, dass die mittlere Lange des Quadrats eines Einzelschrittes durch
die Konstante ¢ beschrieben wird (*). Doch damit wichst nicht nur das mittlere
Quadrat des Gesamtabstands vom Ausgangspunkt proportional zur Schrittanzahl;
vielmehr ergibt sich fiir die Varianz mittels Definition A.0.9:

] .

var[V] = E[(V — E[V])?] =E [V?
~—~—

3.2)

Satz 3.1.4 [DIE NORMALVERTEILUNG EINES EINDIMENSIONALEN RANDOM WALKS]
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines eindimensionalen Random Walks ist nach Satz
3.1.8 gerade gegeben durch

I SN U 1)
p(V) = var[V] - 27 P ( 2 - var[V] >

mit E[V] = 0 und var[V] =n - c2.

Bemerkung 3.1.5

Durch den hier verfolgten Herleitungsweg tiber das Prinzip der Random Walks bedarf die
Normalverteilung keiner ausdriicklichen Annahme. Sie ergibt sich automatisch aus dem
Aufeinanderfolgen vollig zufilliger Schritte als Folge des Zentralen Grenzwertsatzes (Satz

A.0.23).

Bemerkung 3.1.6 [SELBSTAHNLICHKEIT DER RANDOM WALKS]

Die beschriebenen statistischen Eigenschaften lassen sich ohne Verdnderung auf jede belie-
bige Verfeinerungsstufe tbertragen. So lisst sich jeder Schrittvektor eines Random Walks
als RW-Vektor eines Random Walks mit kleineren Schritten auffassen. Und umgekehrt
ldsst sich jeder RW-Vektor als Schrittvektor eines Random Walks mit gréferen Schrittlin-
gen verstehen. Diese Eigenschaft wird als Selbstahnlichkeit der Random Walks bezeichnet.

3.1.1. Ein Random-Walk-Modell fiir Kursanderungen

Um der urspriinglichen Absicht der Modellierung von Kursentwicklungen zu entsprechen,
wird nun ein Random Walk gesucht, der fiir die Modellierung der benétigten Zufallskompo-
nente eingesetzt werden kann. Dabei wird nicht der Kurs selbst, sondern der Logarithmus
des Kurses (3) als eindimensionaler Random Walk (1) aufgefasst. Die Anzahl der Random
Walk Schritte wird proportional zur wéhrend des Random Walks vergangenen Zeit gew&hlt
(2). Aus dieser Sperzifizierung folgt ohne explizite Normalverteilungsannahme (vergleiche
Bemerkung 3.1.5), dass die modellierten Kursdnderungen normalverteilt sind mit Mittel-
wert Null und zur Zeit ¢ proportionaler Varianz (4).

Herleitung:

Zu (1): Je nachdem, ob der zu beschreibende Kurs fillt oder steigt, geht der néchste
Schritt des Random Walks nach ,,oben“ oder ,unten“. Zur Modellierung von Kursédnde-
rungen werden daher exakt zwei Richtungen benétigt. Da sich ein Random Walk fiir d
Dimensionen gerade in 2d Richtungen bewegen kann, wird demzufolge ein eindimensiona-
ler Random Walk verwendet.

Zu (2): Basierend auf der Annahme, dass bei jedem der n Schritte eines Random Walks
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3.1. Die Zufallskomponente

ein festes Zeitintervall dt vergeht, gilt fiir die gesamt vom aktuellen (Start-)Zeitpunkt ¢ bis
zum Endzeitpunkt T verbrauchte Zeit

T—t=nmn-dt, (3.6)

Die Anzahl der Schritte n ist daher proportional zur insgesamt wéhrend des Random
Walks vergangenen Zeit T' — t.

Zu (3): SchlieBlich bleibt es noch aus, die Grofle festzulegen, die tatséchlich mit Hilfe des
Random Walks modelliert werden soll. Dies kann, wie im Folgenden erldutert wird, nicht
einfach der real zu beschreibende Kurs sein.

Zwei wesentliche Anspriiche entscheiden iiber die Wahl der zu modellierenden Grofle:

e Von mathematischer Seite her besteht entsprechend (3.1) der Anspruch, dass ein
Random Walk gerade durch die Summe seiner einzelnen Schritt- Vektoren definiert
ist.

e Aus ckonomischer Sicht spricht alles dafiir, die Kursdnderungen nicht absolut son-
dern relativ darzustellen. Das heifit, ein Wertpapier sollte in Abhéngigkeit von der
tatséchlichen Hohe seines Geldwertes eine Kursdnderung erfahren. Es wére nicht
sinnvoll, davon auszugehen, dass zwei Wertpapiere verschiedenen Geldwertes (zum
Beispiel eines in der Hohe von 10€, ein weiteres in der Hohe von 1000€) eine Kurs-
dnderung desselben Geldwertes (zum Beispiel um -2€) erfahren.

Diese Anspriiche fiithren zu folgenden Erkenntnissen:

1. Wiirde der absolute Kurs des Risikofaktors modelliert werden, so kdme es zu einer
Zusammensetzung der Kursentwicklung von Sy (Startkurs zum aktuellen Zeitpunkt
t = 0) bis S,, (Schlusskurs zum Endzeitpunkt 7') als Summe der n Einzelschritte
dSZ :Si_Si—l fir i = 1,...,n:

n

Sp—So =) dSi=> (Si—Si-1)

=1 =1

Damit wire zwar der erste Anspruch erfiillt, allerdings wiirde es sich in diesem Modell
neben dem gesamten RW-Vektor auch bei den einzelnen Schrittvektoren um absolute
Geldwerte handeln. Dies wiirde dem 6konomischen Anspruch widersprechen.

2. Auch der Ansatz, die Kurs-Relationen S;/S;_; als Random Walk zu modellieren,
wiirde ins Leere fithren. Damit wére zwar der zweite Anspruch einer relativen Grofie
erfiillt, der gesamte RW-Vektor ergibe sich allerdings nicht wie von mathematischer
Seite gefordert als Summe der durch S;/S;_; definierten einzelnen Schritte. Zudem
wiirde es sich weder bei den S;/S;_1 selbst, noch bei der Relation des letzten zum

ersten Kurswert
Sh, S;
%= H 5 (3.7)

um Vektoren handeln.

3. An dieser Stelle kommt die Logarithmus-Operation zum Einsatz. Geméfl der Funk-
tionalgleichung des Logarithmus gilt In(a - b) = In(a) + In(b) sowie In (a/b) = In(a) —
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Kapitel 3. Stochastische Prozesse

In(b). Wird nun der Random Walk mittels der Logarithmen der Kurs-Relationen
In(S;/S;—1) modelliert, so ergibt sich aus (3.7)

Sn\ TS S;
In (50) =In <Zl_[1 Si1> = ;ln (Si1>

In(S,) — In(Sp) = zn:dln(Si) mit  dIn(S;) = In(S;) — In(S;—1). (3.8)
i=1

und daher

Damit beschreibt die modellierte Groflie wie auch schon im letzten Versuch relative
Kursénderungen. Dariiber hinaus ergibt sich, wie gefordert, der gesamte RW-Vektor
als Summe der einzelnen Schrittvektoren d1n(S;).

Zu (4): Entsprechend Satz 3.1.3 beziehungsweise Satz 3.1.4 gilt auch fiir den hier vorlie-
genden RW-Vektor

E[V]:E[ln@%ﬂ:o und  var [V] = var {m(*z(g))ﬂ:n-c?

Da im vorgestellten Modell die Anzahl der Schritte und die Zeit iiber (3.6) zusammenhé&n-
gen, ist mit der Proportionalitéitskonstante

2
2_°%
ot == (3.9)
nun ST
var [ln (S((t))>] —n-2 ) 52 g 3O o2(T —t).

Die modellierten logarithmischen Kursinderungen sind demnach normalverteilt mit Mit-
telwert Null und zur Zeit ¢ proportionaler Varianz.

Satz 3.1.7 [DAS ZEITSTETIGE RANDOM-WALK-MODELL)|

Aus der Selbstihnlichkeit der Random Walks (Bemerkung 3.1.6) folgt, dass die Anderungen
dIn(S(t)) auch wihrend einer infinitesimal kleinen Zeit dt = % (n — o0) normalverteilt
sind mit Mittelwert Null und Varianz

var [dIn(S(t))] = var [In(S(t + dt)) — In(S(#))] = var [m <S(g(+t)dt)ﬂ — o%dt.

3.1.2. Einsatz des Wiener-Prozesses

Um den beschriebenen Random Walk als Zufallskomponente fiir die Modellierung eines
Markov-Prozesses tatséichlich nutzen zu kénnen, wird auf den so genannten Wiener-Prozess
zuriickgegriffen. Ein Wiener-Prozess (Definition A.0.27) W (t) ist ein zeitstetiger stochasti-
scher Prozess, dessen Zuwichse dW (t), mit denen sich dieser Prozess iiber einen Zeitraum
dt dndert, unabhéngig und normalverteilt sind mit Mittelwert 0 und einer dem Zeitintervall
dt entsprechenden Varianz:

dW (t) ~ N(0,dt) (3.10)

Die Verteilung der Zuwichse ldsst sich auch mittels einer standardnormalverteilten Zu-
fallsvariable ausdriicken:

dW (t) ~ VdtY (t) mit Y (t) ~ N(0,1) (3.11)
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3.2. Die deterministische Komponente

Demnach sind die Zuwéchse genauso verteilt wie v/dt-mal eine standardnormalverteilte
Zufallsvariable. Diese Eigenschaft wird vor allem bei der numerischen Generierung von
Prozessen ausgenutzt (vergleiche hierzu etwa den Algorithmus zur Generierung von Akti-
enkursen in Kapitel 6.1, Tabelle 6.3).

Da der oben definierte Random Walk fiir die logarithmischen Kurséinderungen dln S(t)
normalverteilt sein soll mit Mittelwert 0 und Varianz odt, kann er mit Hilfe der Zuwi#chse
des Wiener-Prozesses ausgedriickt werden:

dIn(S(t)) = odW (t) ~ N(0,c%dt)

Damit ist ein stochastischer Prozess gegeben, der lediglich aus einer zufilligen Kompo-
nenente besteht und der {iber den Parameter o gesteuert wird.

3.2. Die deterministische Komponente

Bisher stiitzt sich die Modellierung der Kurséinderungen lediglich auf eine Zufallskompo-
nente. Allerdings kann das Modell damit nicht der so genannten Martingaleigenschaft
handelbarer Risikofaktoren gerecht werden. Im bisherigen Modell war stets

Bl (5 )| =0

Damit ist es nicht moglich, einem Kurs gerecht zu werden, der eine mittlere Rendite abwer-
fen soll. Zur Abhilfe wird nun eine deterministische Komponente (udt) hinzugenommen:

dIn(S(t)) = pdt + odW (t) ~ N(udt,o*dt) (3.12)

Auf Grundlage von (3.12) wird jetzt fiir einen endlichen Zeitzuwachs At unter stetiger
Verzinsung eine mittlere Rendite p erwartet (siehe auch Kapitel 3.3.1, Bemerkung 3.3.6).

3.3. Ito-Prozesse

In der stochastischen Analysis wird die allgemeine Form eines Diffusionsprozesses durch
die stochastische Differentialgleichung von Ito6* beschrieben:

Definition 3.3.1 [ITO-PROZESS, STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNG VON ITO]
Ein T1to-Prozess X (t) ist definiert durch die stochastische Differentialgleichung

dX(t) = a(X,t)dt + b(X,t)dW (t) mit dW(t) ~Y(t)Vdt und Y (t) ~ N(0,1).
(3.13)
Dabei stellt W (t) einen Wiener-Prozess und Y (t) eine standardnormalverteilte Zufallsva-
riable dar.

3Entsprechend dieser Martingaleigenschaft ergibt sich der heutige Wert eines Risikofaktors als der abge-
zinste zukiinftige Erwartungswert.

“Tto Kiyoshi (*7. September 1915) gilt als Schopfer der heutigen Stochastischen Analysis. Mit seinen Ar-
beiten ,,On stochastic processes (Infinitely divisible laws of probability)“ (1942) sowie ,,On a stochastic
integral equation“ (1946) legte er wichtige Grundsteine fiir die Theorie der stochastischen Differential-
gleichungen und stochastischen Integration (vergleiche etwa [[WFK96]).
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In der stochastischen Differentialgleichung von It6 (3.13) werden die infinitesimalen An-
derungen von X (¢) beschrieben. Dafiir wird neben einem deterministischen Teil auch eine
stochastische Komponente, die durch den Wiener-Prozess W () charakterisiert ist, verwen-
det. Die Parameter a(X,t), auch Drift genannt, und b(X,t), die Volatilitit, konnen sowohl
von der Zeit t als auch von der stochastischen Variable X (¢) abhéngen.

Je nach Anwendung wird der durch (3.13) beschriebene Prozess X (¢) durch die Wahl der
Parameter a(X,t) und b(X,t) spezifiziert. So ist auch der reine Wiener-Prozess dW (t) ein
Ito-Prozess, bei dem die Parameter konstant gewéhlt sind:

a(X,t)=0 und b(X,t)=1 (3.14)

Fiir die Modellierung der Kursénderungen ist mit (3.12) ein weiterer It6-Prozess gegeben.
Die Parameter sind dabei definiert als

a(X,t)=p und b(X,t)=o0. (3.15)

Bevor weitere spezielle stochastische Prozesse vorgestellt werden (Kapitel 3.4), die auf
der allgemeinen stochastischen Differentialgleichung von It6 (3.13) basieren, werden nun
zunéchst die Eigenschaften der It6-Gleichung niher betrachtet.

Satz 3.3.2 [ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ DER ITO-GLEICHUNG]
Als Erwartungswert und Varianz der stochastischen Differentialgleichung von Ito ergeben
sich

EdX(1)] = a(X,t)dt (3.16)

var[dX (8)] 2 E[dX () — Eax©)])?] “2Y B[b(x, Haw )] P2V b(x, 1)2dt

—
N

(x): Definition der Varianz (Definition A.0.9)

Das folgende Lemma von Ito beschreibt, inwiefern ein auf einem Ito-Prozess X (¢) beru-
hender Prozess (gegeben durch eine beliebige Funktion f(X,t¢)) durch die stochastische
Anderung von X (t) beeinflusst wird.

Satz 3.3.3 [ITO-LEMMA]
Gegeben sei ein Ito-Prozess X(t), der entsprechend Definition 3.3.1 der stochastischen
Differentialgleichung

dX (t) = a(X, t)dt + b(X, t)dW (t)
af  9%f

geniigt. f(X,t) sei eine Funktion mit stetigen partiellen Ableitungstermen % pxz und

%{. Dann folgt auch f(X,t) einer stochastischen Differentialgleichung von Ito mit dem
gleichen Wiener-Prozess W (t)

d 0 107 o
df (X, t) = %a(X, t) + a—{ + iiaXJ; b(X, )| dt + a—ib(X, t)dW (t) (3.17)
N——
Drift-Rate Volatilitdt

mit f = f(X,t) auf der rechten Seite.
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Beweis: (Grobe Skizzierung nach [Deu04])
Mittels Taylorentwicklung ergibt sich

0 0 o
d(X,1) = 8—)1;dX(t) + a—{dt + %T)é(d)((t)f 4
- g)j;[a(x, D)dt + b(X, )W ()] + aa{dt
dX (1)

10%f
w(dt)2+...

2

+;§2XJ;[2(L(X, Hb(X, t)dW (t) + b(X, t)2dW ()%] + O(dt?).

Da nach (3.11) dW (t) ~ V/dt gilt, sind die nicht-linearen dW (t)2-Terme verglichen mit dt
nicht vernachléssigbar klein — vielmehr kann

dW (t)? ~ dt (3.18)
gesetzt werden, denn es gilt
E[dW (t))] = dt sowie var[dW (t)?] ~ dt?.

Der Varianzterm verschwindet also in linearer Ordnung in dt. dW (¢)? ist demnach in linea-
rer Ordnung nicht mehr stochastisch, sondern besteht nur noch aus seinem Erwartungswert
dt. Unter Verwendung der Approximation (3.18) und entsprechender Vernachldssigung al-
ler Terme, die kleiner sind als dt (unter der Beachtung, dass dW (t) ~ v/dt), wird (3.17)
erhalten. a
3.3.1. Das Kursmodell nach dem Ito-Lemma

Wie bereits in (3.15) erwihnt, handelt es sich bei dem in (3.12) gegebenem Modell fiir die
logarithmischen Kursdnderungen

dIn(S(t)) = pdt + odW (t) (3.19)
um einen Ito-Prozess mit den Koeffizienten
a(S,t)=p und b(S,t) =o. (3.20)

Mittels des Ito-Lemmas lidsst sich daher auf den eigentlichen Kursprozess S(t) schlielen.
Mit y(t) = In(S(¢)) und der Funktion f(y,t) = e¥® gilt fiir die partiellen Ableitungen

af—ﬁ—f und g‘::

Aus dem Ito-Lemma resultiert damit
1
(0.0 = (0 + 310 0)5* ) dt-+ 0000 1),
Da f(y,t) = S(t) ist, gilt fiir die absoluten Kursénderungen

dS(t) = S(t) <;L + ;&) dt + S(t)odW (t). (3.21)
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Satz 3.3.4 [LOSUNG DES KURSPROZESSES (3.21) FUR ENDLICHE ZEITZUWACHSE]
At bezeichne einen endlichen Zeitzuwachs. Dann ist die Lésung der stochastischen Dif-
ferentialgleichung in (3.21) gegeben durch die Funktion

S(t+At) = S(t) - exp (At + AW (1)) (3.22)
mit  AW(t) ~ N(0, At) (AW(t) ~ Y (t)VAL fir Y (t) ~ N(0, 1))

Mit (3.22) werden demnach die prozentualen Kursinderungen von S(t) dber endliche Zeit-

zuwdchse At definiert:
S(t+ At)
S(t)

Beweis: (In Anlehnung an [Deu04])
Es sei y(t) = W(t) ein beliebiger Wiener-Prozess und

= exp (pAt + o AW (t))

S(y,t) = So - exp (ut + oy(t))

eine Funktion der stochastischen Variable y(¢) mit beliebigem Faktor Sy. Fiir Wiener-
Prozesse gilt entsprechend (3.14), dass a(y,t) = 0 und b(y,t) = 1. Daher ergibt sich aus
dem Ito-Lemma fiir die Funktion S(y, t):

o8 oS 1 9%8 S
(‘3y SN—— ot 2 8y N—— 8y N——
oS(y,t) 0 wS(y,t) o2S(y,t) ! S (y,t) '

1
= S(y,t) (,u + 202> dt + S(y,t)odW (t)
Ersetzen von t durch ¢ + At fiihrt zu

S(y,t+ At) = So-exp(u(t+ At) +oy(t + At))
= So-exp (pAt +oW(t + At))

= Sp-exp | uAt +oW(t) + o(W(t+ At) — W(t))

=AW (t)~N(0,At)

2 So - exp (WAt + c AW (t))
Dabei wird in den Schritten S1 und S2 angenommen, dass die sich lediglich auf die Zeit

t beziehenden Faktoren exp(ut) und exp (cW(t)) vom (bisher beliebigen) Faktor Sy ab-

sorbiert werden. Anschliefend wird Sy so gewéhlt, dass S(y,t + At) 20 g (y,t). Das

entspricht der Anfangsbedingung fiir die Losung der stochastischen Differentialgleichung.
Damit ergibt sich (3.22) als Losung des Kursprozesses fiir endliche Zeitzuwéchse At. O

Lemma 3.3.5 [LOGNORMALVERTEILUNG DER KURSANDERUNGEN]
Die logarithmischen Kursinderungen sind entsprechend (3.19) normalverteilt mit

In (W) = dIn(S(t)) ~ N (udt, odt) .

Deshalb unterliegen die prozentualen Kursinderungen S(éz;;lt) beziehungweise die absoluten

Kursdnderungen S(t) einer Lognormalverteilung.
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Bemerkung 3.3.6 [DIE MITTLERE RENDITE UNTER STETIGER VERZINSUNG]
Gehen wir von stetiger Verzinsung aus, so ist die Rendite R tber einen endlichen Zeitraum
At gegeben durch S(t + At) = S(t)efAt beziehungsweise

L, <S(t+At)> 622 1 (S(t)-exp(,uAt—FUAW(t))) s Loaw

B=5" "5 A S(0) A 7AW

Die mittlere Rendite entspricht damit gerade

1

E[R| =E |:,U+ Al

sAW (D) =

da E[AW ()] = 0 (vergleiche (3.10)).

3.4. Spezielle stochastische Prozesse

Die Erlduterungen in diesem Kapitel orientieren sich an [Nef96]. Die Variabeln p, o sowie b
und m werden als konstant angenommen. Fiir die Abbildungen wird auf Diskretisierungen
mittels des Fuler-Maruyama-Schemas zuriickgegriffen. Néheres zur Diskretisierung und
den darauf beruhenden Simulationsmdéglichkeiten findet sich in den Kapiteln 5 und 9.

4.5

T T T
Prozess mit konstanten Koeffizienten
Geometrischer Prozess
(Quadrat-)Wurzel-Prozess

X

4k
35 F
3k
25 F
2k

15 F

1

0.5

0 0‘.5 :I. ll,5 l2 2‘.5 3
Zeitt
Abbildung 3.2.: Dargestellt sind mogliche Pfade der vorgestellten Prozesstypen mit An-
fangswert X (0) = 1.0, den Parametern p = 0.5, ¢ = 0.3 und dem diskreti-
sierten konstanten Zeitzuwachs At = 0.003 (Diskretisierung entsprechend
des Euler-Maruyama-Schemas). Alle drei Pfade basieren hinsichtlich ihres

stochastischen Anteils auf dem gleichen Wiener-Prozess.

Prozesse, die auf SDGL mit konstanten Koeffizienten beruhen
Beim einfachsten Fall stochastischer Differentialgleichungen sind Drift- und Diffusionsko-

effizient konstant und somit vollkommen unabhéngig von den iiber die Zeit erhaltenen
Informationen:
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Nach Satz 3.3.2 sind Erwartungswert und Varianz stochastischer Differentialgleichungen
dieser Art gegeben durch

E[dX(t)] = pdt und var[dX(t)] = o*dt. (3.23)

Der in (3.19) beschriebene Prozess fiir die logarithmischen Kursdnderungen ist durch eine
stochastische Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten gegeben (siehe (3.20)).
In Abbildung 3.2 ist unter anderem ein Pfad eines auf einer stochastischen Differentialglei-
chung mit konstanten Koeffizienten beruhenden Prozesses mit Anfangswert X (0) = 1.0,
w = 0.5, c = 0.3 und diskretisiertem konstanten Zeitzuwachs At = 0.003 dargestellt. Ent-
sprechend des in (3.23) gegebenen Erwartungswertes seiner Anderungen entwickelt sich
dieser Pfad um die Trendgerade g(t) = p -t + X (0). Die Schwankungen um diese Trend-
gerade bleiben aufgrund des konstanten Diffusionsparameters b(X,t) = o iiber die Zeit ¢
gleich stark.

Der Einsatz dieses Prozesstyps ist also sinnvoll, wenn die zu modellierende Grofle im
Groflen und Ganzen einem konstant linearen Trend folgt und ihre Schwankungen gleich-
bleibend stark sind.

Prozesse mit geometrischer SDGL

Entgegen einer stochastischen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten sind Drift-
und Diffusionskoeffizient einer geometrischen stochastischen Differentialgleichung von den
zur Zeit t verfiigbaren Informationen abhéingig:

a(X,t) = pX(t), b(X,t) =oX(t) = dX(t)=pX(t)dt + o X (t)dW (L)

Erwartungswert und Standardabweichung sind proportional zu X (t): Es gilt
E[dX (t)] = pX (t)dt sowie var[dX(t)] = o?X(t)%dt

nach Satz 3.3.2. Mit (3.21) sind die absoluten Kursénderungen mittels eines Prozesses mit
geometrischer stochastischer Differentialgleichung beschrieben.

Der in Abbildung 3.2 dargestellte Pfad eines geometrischen Prozesses mit Anfangswert
X(0) =1.0, p = 0.5, 0 = 0.3 und diskretisiertem konstanten Zeitzuwachs At = 0.003 folgt
einem exponentiellen Trend. Die Schwankungen des Prozesses um die durch f(¢) = exp(ut)
gegebene Trendfunktion nehmen entsprechend der Proportionalitit der Varianz zu X (t)?
mit der Zeit t zu, da auch der Prozess X (¢) steigt.

Prozesse geometrischer Art sind aufgrund ihrer proportionalen Eigenschaften zu Standard-
modellen fiir Aktienkurse geworden, da fiir die meisten Aktienkurse ein exponentieller
Trend weitaus realistischer als ein linearer Trend ist und auch der Effekt der zur X ()2
proportionalen Varianz durchaus als sinnvoll zu erachten ist.

Anhand einer Umformung der stochastischen Differentialgleichung zu

dX(t)

X(t)
lésst sich erkennen, dass Drift und Diffusion der relativen Zuwéchse bei diesem Prozesstyp
nach wie vor konstant sind.

= pdt + odW (t)
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3.4. Spezielle stochastische Prozesse

(Quadrat-)Wurzel-Prozesse

Eng verwandt zu den zuletzt diskutierten Prozessen mit geometrischen stochastischen
Differentialgleichungen sind die (Quadrat-)Wurzel-Prozesse. Auch bei diesen sind Drift-
und Diffusionskoeffizient von den zur Zeit ¢ verfiigbaren Informationen abhéngig:

a(X,t) = pX (1), b(X,t) = o /X(t) = dX(t) = pX(t)dt + o /X)W (t)

Fiir den Erwartungswert und die Varianz gilt nach Satz 3.3.2
E[dX(t)] = pX(t)dt und var[dX(t)] = o2 X (t)dLt.

Damit unterscheidet sich lediglich die Varianz von der des Prozesses mit geometrischer
stochastischer Differentialgleichung. Die vom Diffusionsterm gesteuerten Schwankungen
fallen im Vergleich schwécher aus, da die Varianz hier ,nur* proportional zu X (¢) und
nicht zu X (¢)? ist.

In Abbildung 3.2 ist auch ein Pfad eines (Quadrat-)Wurzel-Prozesses mit Anfangswert
X(0) = 1.0, p = 0.5, 0 = 0.3 und diskretisiertem konstanten Zeitzuwachs At = 0.003
dargestellt. Dieser Pfad folgt wiederum der exponentiellen Trendfunktion f(¢) = exp(ut).
Die Schwankungen des Pfades um diesen Trend fallen allerdings, verglichen mit denen des
Pfades des Prozesses mit geometrischer stochastischer Differentialgleichung, besonders fiir
hohere Werte von X (t) (fortgeschrittener Zeitpunkt ¢) deutlich schwécher aus.

Mean-Reversion-Prozesse

Bei den Mean-Reversion-Prozessen sind, ebenso wie bei den vorangegangenen Prozessen,
der Drift- als auch der Diffusionskoeffizient der zugrunde liegenden stochastischen Diffe-
rentialgleichung von den zur Zeit t verfiigharen Informationen abhéngig. Dabei ist der
Driftkoeffizient von ganz spezieller Form:

a(X,t) = b(m—X (), b(X,t) = oX(t) = dX(t) = b(m—X(¢))dt+oX (t)dW (%)

Fiir den Erwartungswert und die Varianz gilt nach Satz 3.3.2

E[dX(t)] = b(m — X(t))dt und var[dX(t)] = o?X (t)%dt.

Als Mean-Reversion-Effekt wird die im Driftterm verankerte Eigenschaft bezeichnet, nach
der der Prozess genau dann eine positive (negative) Driftrate besitzt, wenn X (¢) unter
(iiber) das Mean-Reversion-Niveau m rutscht (also X(¢) < m (X(¢t) > m)). Der Pro-
zess X (t) wird dann — in Abhéngigkeit von der Entfernung (m — X (¢)) — mit der Mean-
Reversion-Stirke b zuriick zum Mean-Reversion-Niveau m gezogen. Dieser tendenzielle
Zug wird allerdings von der Zufallskomponente der stochastischen Differentialgleichung
iiberlagert. So kann zum Beispiel aufgrund eines hohen positiven Diffusionseinflusses trotz
negativer Driftrate ein positiver Zuwachs resultieren. Entsprechend des relativen Faktors
(m — X (t)) wird die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess im néchsten Schritt in Richtung
m zuriickkehrt, umso grofler, je weiter sich der Prozess X (¢) von m entfernt hat. Der Zu-
fallsterm muss daher bei groflerer Entfernung auch entsprechend grofler ausfallen, um die
Riickzugstendenz zum Mean-Reversion-Niveau im néchsten Schritt zu unterbinden.
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Kapitel 3. Stochastische Prozesse
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(a) Die Pfade der Mean-Reversion-Prozesse. (b) Die Driftraten b(m — X (t))At.

Abbildung 3.3.: Darstellung diskretisierter Pfade (basierend auf denselben Zufallszahlen)
dreier Mean-Reversion-Prozesse mit identischem Mean-Reversion-Niveau
m = 0.05, Diffusionsparameter ¢ = 0.3 und Anfangswert X (0) = 0.05 auf
Grundlage verschiedener Mean-Reversion-Stérken b.

Abbildung 3.3(a) zeigt Pfade dreier Mean-Reversion-Prozesse mit demselben Mean-Rever-
sion-Niveau m = 0,05, Diffusionsparameter 0 = 0,3 und Anfangswert X(0) = 0,05
und diskretisierten konstanten Zeitzuwachs At = 0.003 — jedoch unterschiedlicher Mean-
Reversion-Stérke b. Alle drei Pfade basieren auf dem gleichen Wiener-Prozess. In Abbil-
dung 3.3(b) sind die zugehorigen Driftraten der Zuwichse dargestellt. Zusétzlich ist in
Abbildung 3.3(a) das Mean-Reversion-Niveau m = 0.05 eingezeichnet, das den langfristi-
gen Trend der Prozesse darstellt. Im Gegensatz zu den anderen vorgestellten Prozessen
sind die Abweichungen vom Trend nicht rein zufiilliger Natur, sondern sie werden auch
vom Driftterm beeinflusst beziehungsweise kontrolliert.

Dem Prozess X (t) ist es sozusagen moglich, , Ausfliige” von seinem Mean-Reversion-Niveau
m zu unternehmen. Wie auch in Abbildung 3.3(a) beobachtbar ist, ist das Ausmaf die-
ser Exkursionen vom Parameter b, der Mean-Reversion-Stérke, abhéingig. Je grofer b ist,
desto kleiner fallen die Ausfliige im Mittel aus.> Ferner veranschaulicht Abbildung 3.3(b)
die Stérke des Riickzugs. Der Driftanteil eines Pfades ist entsprechend des Verhéltnisses
vom augenblicklichen Wert des Pfades zum Mean-Reversion-Niveau positiv beziehungs-
weise negativ (vergleiche die beiden Abbildungen). Er fillt umso hoher aus, je weiter sich
X (t) vom Mean-Reversion-Niveau m entfernt hat. Gleichzeitig fillt er proportional zur
Mean-Reversion-Stérke b aus. Vergleiche dazu die Driftraten fiir die verschiedenen Werte
des Parameters b. Zum Beispiel entspricht die Driftrate zu festem Zeitpunkt ¢ = 1.5 fiir
b = 1.0 in etwa dem Wert 2e~°, wihrend sie fiir b = 3.0 ungefiihr den dreifachen Wert
(6e75) annimmt.

Mean-Reversion-Prozesse werden vor allem bei der Modellierung von Zinssétzen eingesetzt,
die immer wieder zu einem mittleren Wert zuriickpendeln (vergleiche dazu Kapitel 4.3).

°Fiir einen sinnvollen Einsatz des Mean-Reversion-Prozesses darf b nicht zu grol gewihlt werden, denn
sonst wird X (¢) schliefllich direkt auf die andere Seite des Mean-Reversion-Niveaus gezogen.
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3.5. Die Ubergangsdichte eines stochastischen Prozesses

3.5. Die Ubergangsdichte eines stochastischen Prozesses

Mit Hilfe der Ubergangsdichte p(z) ldsst sich angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit
der stochastische Prozess X (t) zur Zeit t;1; einen Wert zwischen a und b annimmt —
unter der Voraussetzung, dass er zur Zeit t; gleich X war. Bezeichnet p(X', t;41]X,t;)
die Ubergangsdichte, die die Wahrscheinlichkeiten beschreibt, mit der der stochastische
Prozess unter der Bedingung, dass er zur Zeit ¢; genau gleich X war, zur Zeit ¢;41 genau
gleich X' ist, so gilt

b
P(a < X(ti+1) < b’X(tZ) = X) = / p(X,,tH_l‘X, ti)dX,.

Die Ubergangsdichte enthilt damit simtliche den Prozess betreffende Informationen.
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Kapitel 4.

Stochastische Modellierung von
Risikofaktoren an den Finanzmarkten

Nachdem im letzten Kapitel stochastische Prozesse vorgestellt wurden, wird nun darge-
legt, wie mit ihrer Hilfe das Kurs- (4.1) sowie das Zinsinderungsrisiko (4.2) (vorgestellt
in Kapitel 2) beschrieben werden konnen. Bei Aktienkursen wird dafiir standardméBig
auf einen Prozess mit geometrischer stochastischer Differentialgleichung zuriickgegriffen
(vergleiche Kapitel 3.3.1). In Bezug auf das Zinsénderungsrisiko ist es dagegen notwendig,
sich zunéichst die zusitzliche Abhéngigkeit von der (Rest-)Laufzeit des zugrunde liegen-
den festverzinslichen Wertpapiers zu verdeutlichen, die neben der Abhéngigkeit vom Be-
trachtungszeitpunkt besteht. Ihren Ausdruck findet diese Abhéngigkeit in der Zinsstruktur
(grafisch: Zinsstrukturkurve). Da Zinssétze selbst am Markt nicht beobachtbar sind, wird
in 4.2.1 beschrieben, inwieweit auf festverzinsliche Wertpapiere in Form von Nullkupon-
Anleihen zuriickgegriffen werden kann, um die Zinsstruktur zu bestimmen. Die Modellie-
rungsaufgabe verlagert sich damit auf die der Preise von Nullkupon-Anleihen. Dabei ist
es moglich, diese Preise durch einen besonderen Zinssatz, die Short Rate, zu beschreiben.
Unter der Voraussetzung, dass diese Short Rate durch eine stochastische Differentialglei-
chung beschrieben wird, konnen die Preise der Nullkupon-Anleihen als Erwartungswerte
der auf der Short Rate basierenden Diskontierungsfaktoren bestimmt werden. Dies lasst
sich einerseits {iber den Ansatz der partiellen Differentialgleichungen andererseits iiber den
Martingal-Ansatz herleiten. Im Rahmen dieser Herleitungen wird auch der Marktpreis des
Risikos vorgestellt, der das Bindeglied zwischen realem und risikoneutralem Wahrschein-
lichkeitsraum darstellt. Damit ist schliellich spezifiziert, inwieweit die Zinsstruktur mittels
eines einzelnen treibenden Faktors — in Form der durch eine stochastische Differentialglei-
chung gegebenen Short Rate — beschrieben werden kann. Spezielle Modelle fiir die Short
Rate werden in Kapitel 4.3 vorgestellt. Dabei werden das Vasicek- und das CIR-Modell
néher betrachtet. Die Analysen hinsichtlich der Parameterschitzung werden sich vor allem
auf das CIR-Modell beziehen. An dieser Stelle muss erwihnt werden, dass die Zinsstruk-
tur auch durch mehrere Faktoren (in Form stochastischer Prozesse) angetrieben werden
kann. Es wird dann von so genannten Mehr-Faktor-Modellen gesprochen. Diese kénnen
zum Beispiel auf dem Prinzip der Modellierung der Short Rate als Summe mehrerer Teil-
raten basieren. Wie sich herausgestellt hat (vergleiche etwa [Kwo98|, [Gla04], [Hau05],
[FMWO03]), konnen mit Mehr-Faktor-Modellen die Dynamiken der Zinsstruktur meist bes-
ser beschrieben werden (siehe Kapitel 4.4). Solche Mehr-Faktor-Modelle werden in Kapitel
4.4 (besonders im Hinblick auf eine Mehr-Faktor-Verallgemeinerung des Vasicek- sowie
CIR-Modells) vorgestellt.
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Kapitel 4. Stochastische Modellierung von Risikofaktoren an den Finanzmarkten

4.1. Das Kursrisiko bei Aktien

Bei der stochastischen Modellierung von Aktienkursen wird standardmiflig auf das in
Kapitel 3.3.1 erlduterte Kursmodell zuriickgegriffen. Wir fassen noch einmal zusammen:

Kursénderungen | Stochastische Differentialgleichung Verteilung

absolut dS(t) = S(t) (u+ 30?) dt+S(t)odW (t) | ~ LN (udt, o*dt)

relativ @—( + 302) dt + ocdW(t) ~ N ((n+ 50°) dt,o?dt)
St - p+ 50 o W+ 50 , O

logarithmisch dIn(S(t)) = pdt + odW (t) ~ N (pdt, o?dt)

Losung fiir end- | S(t + At) = S(t) - eH AL+ AW (1)
liche Zeitzuwéch- | mit AW (t) ~ N(0, At)
se At —

=W (t+A8)—W (t)

Unter Beachtung der stochastischen Differentialgleichung fiir die absoluten Kursdnderun-
gen lésst sich erkennen, dass der Aktienkurs S(t) mittels eines Prozesses mit geometrischer
stochastischer Differentialgleichung® beschrieben wird. Die entsprechenden stochastischen
Differentialgleichungen fiir die relativen und logarithmischen Kurséinderungen hingegen
definieren Prozesse, denen eine stochastische Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten zugrundeliegt.

Absolute Zuwaechse
lative Zuwaechse

Rel
N/‘J/ 02 Logarithmische Zuwaechse

T Aktienkurs (Qeometrischer Prozess) ——

Relativer Prozess (Prozess mit konstanten Koeffizienten)
Logarithmischer Prozess (Prozess mit konstanten Koeffizienten)
7k mittlere Rendite
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(a) Die Pfade der Aktienprozesse. (b) Die Zuwichse der Pfade.

Abbildung 4.1.: Darstellung diskretisierter Pfade (basierend auf denselben Zufallszahlen)
der verschiedenen stochastischen Differentialgleichungen mit identischen
Parameter © = 0.5 0 = 0.3 und Anfangswert 1.

Abbildung 4.1(a) veranschaulicht fiir jeden der drei Prozesse einen Pfad, der den anderen
beiden in Bezug auf den Anfangswert (vom Wert 1), die Parameter (x = 0.5, 0 = 0.3)
sowie dem zugrunde liegendenden Wiener-Prozess entspricht. Auflerdem ist die erwartete
(mittlere) Rendite eingezeichnet. Die Schwankungen lassen den stochastischen Einflufl er-
kennen. In Abbildung 4.1(b) sind die zugehdrigen Zuwichse der Pfade dargestellt. Dabei ist

'Fiir die Eigenschaften eines solchen Prozesses vergleiche Kapitel 3.4.

30



4.1. Das Kursrisiko bei Aktien

(im Vergleich mit Abbildung 4.1(a)) deutlich zu erkennen, dass beim geometrischen Pro-
zess, der den eigentlichen Aktienkurses beschreibt, die Schwankungsbreite der Zuwiéchse
zusammen mit dem Level des Aktienkurses grofier wird. Die Schwankungen der Prozesse
mit den konstanten Koeffizienten hingegen bleiben gleichméfig.

Die logarithmischen und die relativen Kursinderungen sind entsprechend ihren stochasti-
schen Differentialgleichungen normalverteilt. Die absoluten Kurséinderungen hingegen sind
nach Bemerkung 3.3.5 lognormalverteilt.

Bei der Analyse von Aktienkursen wird in der Regel mit den logarithmischen Kurséinde-
rungen gearbeitet. Sie lassen sich als Logarithmus des Verhéltnisses zwischen neuem und
altem Kurs bestimmen:

| <S(t+At)

i) =50+ A0) ~ n(s(0) = dmn(s0).

Die Verwendung dieser logarithmischen Grofle hat unter anderem den Vorteil, dass die
Bestimmung der Modellparameter auf Grundlage historischer Daten sehr einfach ist. So
lassen sich die Modellparameter p und o als historische mittlere Rendite (vergleiche Be-
merkung 3.3.6) und historische Volatilitiat dieser Gréfie abschiitzen. Doch dazu spiter, in
Kapitel 8 zur Parameterschétzung, mehr.

Um anschlieend entsprechende Riickschliisse auf die absoluten Kursénderungen zu ziehen,
ist es notwendig, eine Briicke zwischen logarithmischen und absoluten beziehungsweise lo-
garithmischen und relativen Kursdnderungen zu schlagen. In Abbildung 4.1 konnten wir
bereits erahnen, dass die logarithmischen und die relativen Kurséinderungen stets sehr nahe
beieinander liegen. In der Tat gilt:

Satz 4.1.1
In linearer Ndherung ist

Aln(S(t)) ~ = AS(t) ~ S(H)AI(S(1)).

Fiir Zeitzuwdchse At — 0 entsprechen die logarithmischen Kursdnderungen damit den
relativen Kursdnderungen.

Beweis:

Aln(S(t)) = In(S(t+ At)) —In(S(1)) = In (S(tSJ(rt)At)>

I <S(t) +(S(t+ At - S(t))> I <1 N AS(t))

S(t) S(t)
2 AS(t) 1 /AS@H)) _AS()
0 ‘2(5@)) BT

?Logarithmusentwicklung: In(1 + z) = = — % + % — % + e

w
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Kapitel 4. Stochastische Modellierung von Risikofaktoren an den Finanzmérkten

4.2. Das Zinsdnderungsrisiko festverzinslicher Wertpapiere

Werden die Vorgénge am Finanzmarkt nédher betrachtet, um einen Eindruck der zeitlichen
Abhéngigkeiten von Zinsen zu erhalten, so wird schnell offensichtlich, dass ein Anleger in
der Regel einen hoheren Zinssatz fiir sein Geld erhélt, wenn er es fiir eine lingere Laufzeit
anlegt. Der Zinssatz steigt also mit der Laufzeit der zugrunde liegenden Anlage.

Definition 4.2.1 [(REST-)LAUFZEIT, GEAMTLAUFZEIT|

Die (Rest-)Laufzeit 7 = T — t einer Anlage wird durch den Betrachtungszeitpunkt t so-
wie das Fdlligkeitsdatum T der Anlage bestimmt. Ist t = tg, so handelt es sich um die
Gesamtlaufzeit einer Anlage.

Im Unterschied zu Aktienkursen, die in ihrer Hohe lediglich vom Betrachtungszeitpunkt ¢
abhéngen (vergleiche Kapitel 4.1), besteht also bei Zinssétzen eine zusétzliche zeitliche Ab-
hingigkeit von der (Rest-)Laufzeit des jeweils zugrunde liegenden festverzinslichen Wertpa-
piers. Diese Abhéngigkeit findet ihren Ausdruck in der Zinsstruktur. Um die Zinsstruktur
definieren zu kénnen, ist es notwendig, vorher die Begriffe Kassazins (engl. Spot Rate) und
Terminzins (engl. Forward Rate) einzufiihren.

Definition 4.2.2 [KASSAZINS (ENGL. SPOT RATE)]

Unter dem Kassazins (engl. Spot Rate) R(t,T') wird der Zinssatz verstanden, welcher mit
aktuell am Markt vorhandenen Anleihen iiber eine gewisse Laufzeit von heute an risikolos
abgesichert werden kann. Diese Anleihen sind in der Regel fiir verschiedene Laufzeiten
unterschiedlich.

Definition 4.2.3 [TERMINZINS (ENGL. FORWARD RATE)]

Das Gegenstiick zum Kassazins ist der Terminzins (engl. Forward Rate) f(¢,T). Dabei
handelt es sich um den Zinssatz, dessen Laufzeit nicht unmittelbar (wie es beim Kassazins
der Fall ist) — sondern erst ab einem bestimmten Zeitpunkt in der Zukunft — beginnt.

Bemerkung 4.2.4 [VERHALTNIS VON KASSAZINS UND TERMINZINS]

Ausgehend vom Prinzip der Arbitragefreiheit® lisst sich der Terminzins aus den Kassa-
zinsen zu verschiedenen Laufzeiten eindeutig bestimmen.

Zur Verdeutlichung konnen zwei Anleger betrachtet werden, die beide planen, ihr Geld fiir
die ndchsten zwolf Jahre zu investieren. Der erste Anleger mdochte sein Geld zu einem be-
stimmten Zinssatz (Kassazins) fiir den gesamten Zeitraum bereits heute fest anlegen. Der
andere Anleger hingegen plant, sein Geld erst fir finf Jahre festanzulegen (Kassazins)
und fir die noch ausstehenden sieben Jahre bereits heute mit der Bank einen Zinssatz
(Terminzins) zu vereinbaren, zu welchem er das Geld nach den ersten finf Jahren anlegen
kann. Entsprechend des Prinzips der Arbitragefreiheit miissen beide Anleger unabhdngig
von threr Anlagestrategie denselben Ertrag erhalten. Der Terminzins kann demzufolge aus
den beiden Kassazinsen abgeleitet werden.

Mit Hilfe der Kassazinsen ist es jetzt moglich, eine formale Definition der die zeitlichen
Abhéngigkeiten der Zinsen reflektierenden Zinsstruktur anzugeben:

Definition 4.2.5 [ZINSSTRUKTUR (ENGL. TERM STRUCTURE)]

Bei der Zinsstruktur (engl. Term structure) handelt es sich um eine Abfolge von Kassazin-
sen verschiedener Laufzeiten, die ab dem aktuellen Zeitpunkt t tiber ihre Laufzeit T =T —t
bis zu ihrem Falligkeitsdatum T Giiltigkeit besitzen.

3Nach dem Prinzip der Arbitragefreiheit ist die Moglichkeit risikoloser Gewinne etwa durch den gleich-
zeitigen Kauf und Verkauf von Wertpapieren ausgeschlossen.
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4.2. Das Zinsidnderungsrisiko festverzinslicher Wertpapiere

Damit liegt der Zinsstruktur zum jeweiligen Zeitpunkt t eine Abbildung der Art
ot [0, 7] = R mit T — (7)) =R(t,t+T) (4.1)

zugrunde, wobei T eine obere Grenze fir die (Rest-)Laufzeit angibt.

Definition 4.2.6 [ZINSSTRUKTURKURVEN (ENGL. TERM STRUCTURE CURVES)]

Ihren graphischen Ausdruck findet die Zinsstruktur in den Zinsstrukturkurven. Diese sind
abhdngig von der Laufzeit und kénnen verschiedene Ausformungen haben.

Rechnet der Markt etwa mit héheren Zinsen in der Zukunft, so werden auch fiir lingere
Laufzeiten héohere Zinsen erwartet. Dieser Effekt wird durch die Auszahlung von so ge-
nannten Liquiditdts- und Risikoprdamien fir ldngerfristige Anlagen unterstiitzt. Es kommt
zu einer steigenden Form der Zinsstrukturkurve. Da dies dem Regelfall entspricht, wird die
zugehdrige steigende Form auch als normal bezeichnet. Sollte der Markt allerdings fiir die
Zukunft stark fallende Zinsen erwarten (etwa durch Senkungen der Leitzinsen), so entsteht
eine groflere Nachfrage an lingerfristigeren Anlagen. Diese Nachfrage wiederum driickt die
Zinssdtze an diesem so genannten langen Ende der Zinsstrukturkurve. Die Zinsstruktur-
kurve ist schlieflich fallend und wird auch als invers bezeichnet. Hdlt die Zinsstrukturkurve
einen konstanten Wert, so wird von einer flachen Zinsstrukturkurve gesprochen. Die Héhe
der Zinsen sind dann unabhdingig von der Laufzeit der Anlage. Dariiber hinaus gibt es auch
unregelmdf$ige Zinsstrukturkurven. Unter ihnen ist die buckelige die hdufigste.

Abbildung 4.2(b) zeigt die wichtigsten Ausformungen von Zinsstrukturkurven. In Abbil-
dung 4.2(a) ist die gesamte Zinsstruktur der letzten 33 Jahre und 5 Monate abgebildet.
Die Zinsstrukturkurven der einzelnen Zeitpunkte t entsprechen in dieser Abbildung den
Querschnitten parallel zur Laufzeitachse.

Bemerkung 4.2.7 [ZINSSTRUKTURMODELLE (ENGL. TERM STRUCTURE MODELS)]

Da sich der Zinssatz fiir jede (Rest-)Laufzeit T als Zufallsvariable in Abhdngigkeit von der
Zeit t auffassen ldsst, besteht die Zinsstruktur im stochastischen Sinne aus einer unend-
lichen Anzahl von Zufallsvariabeln. Wie allerdings auch in Abbildung 4.2(a) zu erkennen
ist, besteht eine starke Abhdngikeit zwischen diesen parallel zur Zeitachse angeordneten Zu-
fallsvariabeln. Auf dieser Beobachtung fuflen die so genannten Zinsstrukturmodelle, mit
denen die stochastische Verdnderung der Zinsstruktur mit Hilfe maoglichst weniger Fak-
toren (Zufallsvariabeln) modelliert werden soll. In der Prazis geniigen aufgrund der star-
ken Korrelation sogar nur zwei bis drei stochastische Prozesse als treibende Faktoren der
Zinsstrukturentwicklung, die im Idealfall ginzlich voneinander unabhingig (demnach auch
unkorreliert) sind.([]) Das bedeutet, dass die mittels dieser Faktoren modellierten Zins-
sdtze beziiglich ihrer Laufzeiten weit genug auseinander liegen. Oft werden sogar Modelle
verwendet, die lediglich von einem einzigen stochastischen Prozess ausgehen. Im Sprachge-
brauch wird je nach Anzahl der eingesetzten Faktoren zwischen Ein-Faktor-Modellen und
Mehr-Faktor-Modellen unterschieden.

33



Zinssatz R(t,T)
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Abbildung 4.2.: Die Zinsstruktur von September 1972 bis April 2006 und mogliche Aus-
formungen der Zinsstrukturkurven.

4.2.1. Die Bestimmung der Zinsstruktur

Zur Bestimmung der Zinsstruktur wird auf die Beobachtung festverzinslicher Wertpapiere
(siehe Kapitel 2.2) am Finanzmarkt zuriickgegriffen, denn Zinssétze selbst stellen keine am
Markt handelbaren Objekte dar. Mit Hilfe von Nullkupon-Anleihen (Kapitel 2.2, Definition
2.2.4) lasst sich, wie im Folgenden dargestellt, die Zinsstruktur vollsténdig ermitteln.

Bemerkung 4.2.8 [SPEZIFIZIERUNG DER BETRACHTETEN NULLKUPON-ANLEIHEN]

Ab jetzt wird von Nullkupon-Anleihen ausgegangen, die zu ihrem abgezinsten Nominalwert
emittiert werden. Entsprechend dieser Annahme ist die Riickzahlung des Nominalwerts
ebenso wie bei Kupon-Anleihen am Ende der Laufzeit verbrieft. Der Nominalwert wird als
auf 1 normiert angenommen.

Replikationen mittels Nullkupon-Anleihen

Einleitend wird die Replikation von Kupon-Anleihen mittels Nullkupon-Anleihen erlédu-
tert. Dabei wird — analog zu Bemerkung 4.2.8 — jeweils von auf den Wert 1 normierten
Nominalwerten der Anleihen ausgegangen. In diesem Zusammenhang wird der Preisbe-
griff fiir Kupon- und Nullkupon-Anleihen abgesteckt, mit dem im Anschluss gearbeitet
wird. Anschliefend wird die Moglichkeit der Replikation diskreter Terminzinsen (siehe
Definition 4.2.3) durch Nullkupon-Anleihen aufgewiesen. Aufgrund dieser Replikations-
moglichkeit wird offensichtlich, inwieweit die gesamte Zinsstruktur durch die Beobachtung
von Nullkupon-Anleihen bestimmt werden kann.

Bemerkung 4.2.9 [REPLIKATION EINER KUPON-ANLEIHE MIT NOMINALWERT 1(1)]
Der Zahlungstrom einer Kupon-Anleihe mit n Kupon-Auszahlungen der Héhe k; zu den
Zeitpunkten T; fir 1 < i < n und Rickzahlung des Nominalwerts 1 zum Fialligkeitsdatum
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T = T, kann durch ein Portfolio von n Nullkupon-Anleihen mit entsprechenden Fillig-
keitsdaten T; fir i € {1,2,...,n} und Riickzahlungsbetrigen (entspricht der Annahme
nach den Nominalwerten (Bemerkung 4.2.8)) der Héhe 1 repliziert werden .

Definition 4.2.10 [DIE PREISE VON KUPON- UND NULLKUPON-ANLEIHEN]

Der Preis einer Anleihe entspricht der Prdmie, die der Inhaber der Anleihe, der Gliubiger,
dem Schuldner zu Beginn zahlen muss, damit es sich um ein faires Geschift fiir beide
handelt. Der Preis einer Kupon-Anleihe mit Filligkeitsdatum T' sei zum Zeitpunktt < T im
Folgenden beschrieben durch Pk(t,T), wdahrend der entsprechende Preis einer Nullkupon-
Anleihe durch P(t,T) gegeben sei. Insbesondere ist zu beachten, dass der faire Preis einer
sofort filligen Nullkupon-Anleihe mit Nominalwert 1 gerade P(t,t) = 1 sein muss.

Bemerkung 4.2.11 [REPLIKATION EINER KUPON-ANLEIHE MIT NOMINALWERT 1(2)]
Bezeichnet P*(t,T) nun den Preis der in Bemerkung 4.2.9 eingefiihrten Kupon-Anleihe
und P(t,T;) den Preis der jeweiligen Nullkupon-Anleihe, so ergibt sich

PFt,T) =k - P(t, V) + ko - P(t, o) + ...+ (1 + k) - P(t,T},)

als Replikationsformel fiir die Preise der Kupon-Anleihe. Abbildung 4.3 veranschaulicht die
Replikation und die in ihrem Rahmen stattfindenden Auszahlungen.

T T To1 T,
Pk(t,T)

‘ T T T ‘
ki ky kpoq (14 k)

P(LT) |
P(t n) Lk

1k

tTm% B

1- (14 k)

Abbildung 4.3.: Replikation einer Kupon-Anleihe mit Nominalwert 1 mittels Nullkupon-
Anleihen mit Nominalwert 1.

Bemerkung 4.2.12 [REPLIKATION EINES DISKRETEN TERMINZINSES DURCH NULLKU-
PON-ANLEIHEN]

Falls ein Anleger bereits heute, zur Zeit t, die Investition eines gewissen Betrages in einem
zukiinftigen (diskreten) Zeitintervall [T,T'] (mit T' =T + AT und AT > 0 sowie T > t)
plant, bedient er sich eines fest vereinbarten Terminzinses entsprechend Definition 4.2.3.
Aufgrund des Prinzips der Arbitragefreiheit ist es maéglich, einen solchen (diskreten) Ter-
minzins durch die Emission und den Kauf bestimmter Nullkupon-Anleihen zum heutigen
Zeitpunkt t nachzubilden: Dazu wird heute, zum Zeitpunkt t, eine Nullkupon-Anleihe mit
Filligkeitsdatum T emittiert. Fir den erhaltenen Preis P(t,T') dieser Nullkupon-Anleihe
werden P((t T,)) Nullkupon-Anleihen mit Filligkeitsdatum T gekauft. Am Filligkeitsdatum
T wird dem Inhaber der ersten Nullkupon-Anleihe der Nominalwert 1 ausgezahlt. Zur Fil-
ligkeit T" wird der Betrag P((t T,)) als Riickzahlung aus den erworbenen Nullkupon-Anleihen
mit Filligkeitsdatum T’ erhalten. In Abbildung 4.4 sind die Replikation und die in ihrem
Rahmen stattfindenden Auszahlungen visualisiert.
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Abbildung 4.4.: Replikation eines Terminzinses mittels Nullkupon-Anleihen mit Nominal-
wert 1.

Bestimmung der Zinsstruktur iiber die Preise von Nullkupon-Anleihen

Basierend auf der letzten Replikationsmoglichkeit lédsst sich eine formale Definition des
diskreten Terminzinses basierend auf den Preisen von Nullkupon-Anleihen angeben:

Definition 4.2.13 [DER DISKRETE TERMINZINS, DER DISKRETE KASSAZINS]
Der diskrete Terminzins F(¢t;T,T") fir den Zeitraum [T,T'] ist zur Zeit t bestimmt durch

L+ (I -DFHET.T) = ﬁffg))
VN F(t:T,T") - 1— T (]]j((;:;)) . 1> | (4'2)

Demmnach ist der durch y(t,T) = F(t;t,T) definierte diskrete Kassazins gegeben durch

Dafiir ist zu beachten, dass der faire Preis einer sofort filligen Nullkupon-Anleihe mit
Nominalwert 1 als P(t,t) = 1 festgelegt ist (vergleiche Definition 4.2.10).

Definition 4.2.14 [DER STETIGE TERMINZINS, DER STETIGE KASSAZINS]
Der stetige Terminzins wird analog zu Definition 4.2.13 mittels stetiger Verzinsung tiber

o BT (T'=T) P(t,T)

P(t,T")
s f(LT,T) :—Tlil_T(lnP(t,T’)—lnP(t?T)) (4.3)

erhalten, so dass fir den stetigen Kassazins R(t,T) mit R(t,T) = f(t;t,T)

R(t,T) = —

Pt T) (4.4)

gilt. Somit entspricht der stetige Kassazins der Zuwachsrate, unter der die Preise den Wert
1 zum Falligkeitsdatum T erreichen:

P(t,T) - DT — 1,
Folgerung 4.2.15

An dieser Stelle ist mittels (4.4) ersichtlich, dass sich die durch (4.1) definierte Zinsstruk-
tur tdber die Preisbestimmung von Nullkupon-Anleihen vollstindig ermitteln ldsst.
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Die Preisbestimmung von Nullkupon-Anleihen mittels instantaner Zinssatze,
die im risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsraum gegeben sind

Werden die stetigen Zinssiitze aus Definition 4.2.14 fiir 7" — T betrachtet, so ergeben sich
der instantane Termin- sowie Kassazins:

Definition 4.2.16 [DER INSTANTANE TERMINZINS, DER INSTANTANE KASSAZINS (ENGL.
SHORT RATE)]
Der instantane Terminzins f(t,T") mit Falligkeitsdatum T ist gegeben durch

F6T) = Jim J(HTT) = Jm (—T,l_T(lnP(t,T’)—lnP(t,T))>
9
= P(T). (4.5)

Der instantane Kassazins (engl. Short Rate) r(t) ist gegeben durch

T—t T —1t

r(t) (= f(t,t)) = %Hnt R(t,T) = lim <— lnP(t,T)> : (4.6)
Damit entspricht der instantane Kassazins dem Kauf einer unmittelbar zum aktuellen
Zeitpunkt t filligen Nullkupon-Anleihe. Hier erkldrt sich auch P(t,t) = 1 fiir alle t, denn

dies entspricht dem fairen Preis einer unmittelbar erfolgenden Auszahlung vom Wert 1.

Bemerkung 4.2.17

In Anlehnung an die gingige Literatur zu diesem Thema werden auch in dieser Arbeit im
Weiteren die aus dem Englischen entlehnten Begriffe Spot Rate fiir den Kassazins, Short
Rate fiir den instantanen Kassazins und Forward Rate fiir den Terminzins verwendet.

Bemerkung 4.2.18 [PREISBESTIMMUNG EINER NULLKUPON-ANLEIHE MITTELS DES IN-
STANTANEN TERMINZINSES]
Aus Gleichung (4.5) ergibt sich durch Integration:
T T o
/ f(t,s)ds = / — InP(t,s)ds=—(InP(t,T) —In P(t,t)) = —In P(¢,T)
t t

0s N——
=1

& P(LT) = exp (- /t ' f(t,s)ds).

Bemerkung 4.2.19 [PREISBESTIMMUNG EINER NULLKUPON-ANLEIHE MITTELS KON-
STANT ANGENOMMENER SHORT RATE]
Es sei r der als konstant angenommene Nominalzins, mit dem eine Nullkupon-Anleihe
kontinuierlich verzinst sei. Der Riickzahlungsbetrag am Ende der Laufzeit entspreche wie-
derum dem Wert 1. Dann ist der Preis der Nullkupon-Anleihe zum Zeitpunkt t gegeben
durch

P(t,T) = e T4, (4.7)

Dies ist aufgrund des Prinzips der Arbitragefreiheit durch eine mégliche Replizierung der
Nullkupon-Anleihe durch eine Investition von e~"T=1 in eine mit dem konstanten Zinssatz
r verzinste Anlage einzusehen. Denn auch auf diesem Wege wiirde die Investition entspre-
chend der konstant kontinuierlicher Verzinsung zum Fdlligkeitsdatum T gerade dem Wert
1 (: e r(I=t) . eT(T*t)) entsprechen.* Der Preis (4.7) entspricht somit gerade dem Diskon-
tierungsfaktor konstant kontinuierlicher Verzinsung, mit dem der Wert eines zukiinftigen

4Unter konstant kontinuierlicher Verzinsung wichst eine Geldeinheit iiber eine Laufzeit T — ¢ gerade auf
den Betrag e"7™" an.
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(zum Filligkeitsdatum T vorliegenden) Geldbetrags zum aktuellen Zeitpunktt < T erhalten
wird.

Da die meisten Anleihen, wie etwa die Bundesanleihen, allerdings eine Laufzeit von zehn
Jahren oder mehr haben, ist es nicht sinnvoll anzunehmen, dass sich der Nominalzins bis
zum Félligkeitsdatum 7" nicht dndert und konstant bleiben wird. Daher wird nun der Fall
betrachtet, in dem sich der Zinssatz — die Short Rate — deterministisch in Abhéngigkeit
der Zeit durch eine bekannte Funktion ermitteln lésst.

Bemerkung 4.2.20 [PREISBESTIMMUNG EINER KUPON-ANLEIHE MITTELS NICHTKON-
STANTER DETERMINISTISCHER SHORT RATE |

Die Short Rate sei durch eine zeitabhingige Funktion r(t) fir t € [0,T] gegeben. P*(t,T)
bezeichne weiterhin den Preis einer Kupon-Anleihe mit Kuponzahlungsstrom k(t) fir t €
[0, T). Zundchst werden Anleihen mit allgemeinem Riickzahlungswert Z(= P*(T,T)) be-
trachtet. Die Anderung des Preises der Anleihe sei fir einen beliebigen Zeitzuwachs dt
durch dP*(t,T) bezeichnet und die Hohe der Kuponauszahlungen wihrend dieser Zeit sei
mit k(t)dt gekennzeichnet. Nach dem Prinzip der Arbitragefreiheit muss die Summe die-
ser beiden Betrdge gerade mit dem Ertrag beziiglich der Short Rate im Zeitintervall dt
tbereinstimmen, das heifst, es muss gelten

dP*(t,T)
dt

Zusammen mit der Endbedingung P*(T,T) = Z (siche oben) kann diese lineare gewdhnli-
che Differentialgleichung erster Ordnung analytisch gelost werden:

dP*(t,T) + k(t)dt = r(t)P*(t, T)dt +k(t) =r@t)PEt,T).  (4.8)

T
PF(t,T) =e" S r(s)ds [Z —i—/ k(u)efuT r($)ds gy, | (4.9)
t
Satz 4.2.21 [PREISBESTIMMUNG EINER NULLKUPON-ANLEIHE MITTELS NICHTKONSTAN-
TER DETERMINISTISCHER SHORT RATE]

Da bei einer Nullkupon-Anleihe keine Kuponzahlungen ezistieren, ergibt sich aus (4.9) fir
den Preis einer Nullkupon-Anleihe

P, T) =e i 79ds g, (4.10)

Folgerung 4.2.22 [DER PREIS EINER NULLKUPON-ANLEIHE MIT NOMINALWERT 1]
Aus (4.10) folgt fiir den Preis einer Nullkupon-Anleihe mit Nominalwert 1:

P(t,T) = e~ J{ 1), (4.11)

Bemerkung 4.2.23 [DISKONT- UND PRAMIEN-ANLEIHE, PULL-TO-PAR-PHANOMEN]
In Abhdngigkeit von der Short Rate r(t) sowie dem Kuponzahlungsstrom k(t) kann die
Preisfunktion tber die Zeit t fallen oder steigen. Fallt der Preis einer Anleihe unter den
entsprechenden Nominalwert, so wird von einer Diskont-Anleihe gesprochen; ansonsten
handelt es sich um eine Pramien-Anleihe. Als Pull-to-par-Phénomen wird der Effekt be-
zeichnet, der die Eigenschaft beschreibt, dass der Marktpreis einer Anleihe zum Filligkeits-
datum T stets seinen Nominalwert (engl. par value) erreicht.

Die Preisbestimmung von Nullkupon-Anleihen mittels der im realen
Wabhrscheinlichkeitsraum gegebenen Short Rate

Im letzten Abschnitt wurde davon ausgegangen, dass die instantanen Zinsséitze, mit denen
die Preise der Nullkupon-Anleihen bestimmbar sind, im risikoneutralen Wahrscheinlich-
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keitsraum gegeben sind. Somit stellt sich die Frage, wie die Beziehung zwischen den Prei-
sen der Nullkupon-Anleihen (beziehungsweise der zu bestimmenden Zinsstruktur) und der
Short Rate aussieht, wenn diese nicht direkt im risikoneutralen, sondern im realen Wahr-
scheinlichkeitsraum gegeben ist, und was dies an der Preisformel (4.11) fiir Nullkupon-
Anleihen mit Nominalwert 1 &ndert.

Dazu werden zwei Ansitze néher betrachtet (vergleiche [Hau05]): Der Ansatz der partiel-
len Differentialgleichungen (vergleiche auch [Kwo98]), bei dem der Marktpreis des Risikos
(in Hinblick auf die sich ergebende Preisformel (4.19)) eine Schliisselrolle spielt, und der
Martingal-Ansatz. Beim Martingal-Ansatz wird der Preis der Nullkupon-Anleihen iiber
den Erwartungswert unter dem zugrunde gelegten dquivalenten Martingalmafl erhalten.
Dabei hingt das Mafl von dem zur Normierung gebrauchten Finanzinstrument ab. Im
vorliegenden Fall wird der Diskontierungsfaktor zur Normierung eingesetzt. Damit wird
gerade das risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmaf} erhalten.

Der Ansatz der partiellen Differentialgleichungen

Die folgenden Betrachtungen finden im realen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mit zugrun-
de liegendem realen Wahrscheinlichkeitsmafl P statt und basieren nach dem Prinzip der
Arbitragefreiheit auf einem Markt, auf dem Nullkupon-Anleihen mit beliebiger Laufzeit
gehandelt werden. Die Short Rate wird durch einen Ito-Prozess modelliert, der durch die
stochastische Differentialgleichung

dr(t) = mp(r, t)dt + vp(r, t)dWp(t) (4.12)

mit einem unter dem realen Wahrscheinlichkeitsmafl P gegebenen Wiener-Prozess Wp(t)
gegeben ist. Zur Hervorhebung der stetigen Abhéngigkeit des Preises einer Nullkupon-
Anleihe vom Beobachtungszeitpunkt ¢, der Short Rate r(¢) und dem Falligkeitsdatum T
wird im Folgenden auch die Bezeichnung P(r,t;T) verwendet.

Uber die Anwendung des Ito-Lemmas auf den von der Short Rate r(t) stetig abhingi-
gen Preis P(r,t;T) (1.), das anschlieBende Hedging zweier Nullkupon-Anleihen mit un-
terschiedlichen Filligkeitsdaten inklusive Herleitung des Marktpreises des Risikos (2.) und
schliefflich die Losung der resultierenden partiellen Differentialgleichung entsprechend Va-
sicek (1977) (3.) wird eine Preisformel fiir Nullkupon-Anleihen (4.19) abgeleitet:

1. Eine Anwendung des Ito-Lemmas unter Beachtung von (4.12) ergibt

opP 19%P

ot 202

P
dP(r,t;T) = [%Tmp(r, t) + 5

vp(r, t)Q} dt + a—PUp(r, t)dWp(t). (4.13)

Fiir die relative Anderung des Preises der Nullkupon-Anleihen folgt daher

dP 1 [oP orP 19*pP 9 1P
? = ﬁ [mmp(r, t) + E + iwvﬂm(ra t) :|dt + ﬁﬁv]}’(n t)dWP(t)' (414>
= W) =o(n7)

2. Es seit < Ty < T5. Durch den Ankauf einer ersten Nullkupon-Anleihe mit Wert V;
und Falligkeitsdatum 77 und den Verkauf einer zweite Nullkupon-Anleihe mit Wert
V5 und Filligkeitsdatum 75 wird ein Portfolio konstruiert, dessen Wert Il = Vi — Vs

39



Kapitel 4. Stochastische Modellierung von Risikofaktoren an den Finanzmérkten

entspricht (siche [Kwo98]). Dann ist
dP(’r’,t;Tl) dP(T',t; Tg)

a = v _V
! P(T,t; Tl) ? P(Tut;T2>
=dV1 :dVQ
4.14
UL 6, T0) = Vop(r, t, To)] dt + [Vio(r, £, T1) — Voo (r t, To)] dW(t).

(4.15)

Da aufgrund des Prinzips der Arbitragefreiheit davon ausgegangen wird, dass das
Portfolio risikolos ist, miissen Vi und V5 so gewéhlt werden, dass der stochastische
Term in Gleichung (4.15) verschwindet. Dies erreichen wir mit

t, T t, T
U(Tv ) 2) I und ‘/2 _ U(Ta P 1) 1—I7
U(T,t,Tg) —O'(T‘,t7T1) 0(r7t7T2) _U(TataTl)

denn dann haben wir gerade

Vio(r,t,T1) — Vao(r,t,T5) = 0.

(4.16)

‘/1:

Desweiteren muss ein risikoloses Portfolio denselben Ertrag erbringen wie der risi-
kolose Zinssatz, so dass die Moglichkeit eines risikolosen Gewinns ausgeschlossen ist
(Prinzip der Arbitragefreiheit). Daher muss

dIl = r(t)I1dt
gelten. Mit (4.16) ergibt sich daraus
/’L(Tv t? Tl) — T(t) _ /’L(T7 ta TQ) — T(t)
J(r7t7T1) U<T7t7T2)

Da in dieser Gleichung die linke Seite unabhéngig vom Filligkeitsdatum 75, die rech-
te unabhéngig von 77 ist, kann der obige Ausdruck mit einem vom Filligkeitsdatum
unabhéngigen stochastischen Prozess gleichgesetzt werden. Es ergibt sich der so ge-
nannte Marktpreis des Risikos:

Definition 4.2.24 [DER MARKTPREIS DES RISIKOS]

Nty — D) =70

o(r,t)
Nach Definition ist der Marktpreis des Risikos somit unabhdngig vom Falligkeits-
datum fiir alle gleichartigen® Nullkupon-Anleihen identisch. Deswegen ist durch die
Festlegung des Marktpreises des Ristkos eine interne Konsistenzbedingung gegeben,
die von den Nullkupon-Anleihen erfillt sein muss.

(4.17)

3. Durch Riickeinsetzen von p(r,t,T) und o(r,t,T) geméf ihrer Definition (4.14) wird
aus der Definition des Marktpreises des Risikos (4.17) die zu losende partielle Diffe-

rentialgleichung
oP oP 10°P 9
_ - — P = 4.1
B (mp(r,t) — A(r, t)vp(r,t)) + 5 + 5 572 vp(r, t)° — r(t) 0 (4.18)

fir t < T erhalten. Dabei haben wir die Schlussbedingung P(r,T;7T) = 1 fiir die
entsprechend Bemerkung 4.2.8 betrachteten Nullkupon-Anleihen mit Nominalwert 1
und Riickzahlung des Nominalwertes am Ende der Laufzeit.

SDamit ist vor allem ein Nominalwert derselben Héhe und mit demselben Verbriefungszeitpunkt (zum
Beispiel am Ende der Laufzeit) gemeint.
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Satz 4.2.25
Als Integraldarstellung der Losung fand Vasicek 1977

P(rt:T) = F [exp <— /tTT(s)ds—;/tTAZ(r,s)ds—/tT)\(r,s)de(s))] (4.19)

firt <T ([Vas77]).

Beweis: (siche [Kwo98])
Als Hilfsfunktion sei fiir € > ¢

Vi, t:€) = exp (- /t gr(s)ds—; /t N2 s)ds — /t A s)de(s)> (4.20)

gewéhlt. Die Anwendung der Produktregel auf PV (mit P = P(r,t;T) sowie V =
V(r,t;€)) fuhrt mit (4.13) auf

d(PV) = VdP+ PdV +dPdV
VdP
P or 10°P , opr
= v {mmp e T m«z“ﬁ”] a6+ Vg vedWe
PdV dPdV

1 1 P
+ PV (—r— §A2)dg — PVAdWp + 5AQPVng — V)\’U]}D%Tdf
v [8P orP 9*P1 ,

7(m[p> — )\Up) + =+

oP
o T HTa r(t)P} dé+V [—PA - rvp] dWe

0

@18y [—P/\ + %]:UP] AWp.

Die Integration dieser Gleichung von ¢ bis 1" und anschlieBende Erwartungswertbil-
dung ergibt
E[P(r,T;T)V(r,t;T) — P(r,t; T)V(r,t;t)] = 0.

Da den Annahmen entsprechend P(r,T;T) = 1 sowie nach Definition V(r,¢;t) = 1
ist, gilt demnach

P(r,t;T) = E[V (r, t;T)].

Folgerung 4.2.26

Wenn also der Diffusionsprozess fir r(t) (4.12) und der Marktpreis des Risikos A(r,t) mit-
tels einer am Markt vorhandenen Nullkupon-Anleihe iiber (4.17) spezifiziert sind, so kann
mit (4.19) der Preis jeder gleichartigen Nullkupon-Anleihe mit beliebigem Filligkeitsdatum
bestimmt werden.

Der Martingal-Ansatz

In diesem Ansatz wird — im Gegensatz zum Ansatz der partiellen Differentialgleichun-
gen — nicht vom realen Wahrscheinlichkeitsraum ausgegangen, sondern ein dquivalentes
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Martingalmafl Q verwendet, das durch die eingesetzte Normierung mittels des Diskon-
tierungsfaktors D gerade dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaf3 entspricht.® Das
Wahrscheinlichkeitsmaf ist also als das Maf3 festgelegt, unter dem alle diskontierten Preise
Martingale sind: Fiir die diskontierten Preise Z(= D - P) gilt demzufolge

Z(t) = E? [Z(u)] fiir alle u > t (4.21)

mit dem beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles (), beziehungsweise der zugrunde liegen-
den Normierung, fiir den zum Zeitpunkt ¢ gebildeten Erwartungswert. Fiir die Zuwichse
der Short Rate r(¢) wird nun angenommen, dass sie unter ) gegeben sind durch

dr(t) = m(r,t)dt + v(r,t)dW (t) (4.22)
mit W(t) einem Wiener-Prozess unter ). Dann ist der Preis einer Nullkupon-Anleihe

entsprechend (4.21) iiber den Erwartungswert unter dem &quivalenten Martingalmafl @
definiert als

P(r,t:T) = exp ( /O tr(s)ds) EQ [exp (- /0 ! r(s)ds) P, T T)] . (4.23)

Da von P(r,T;T) = 1 ausgegangen wird, gilt demnach

P(r,t:T) = EQ [exp <_ /t Tr(s)ds)] | (4.24)

Verbindung von PDGL- und Martingal-Ansatz / MaBwechsel von P zu )

Ausgehend von einer Nullkupon-Anleihe, die (4.23) erfiillt, ldsst sich aus der Feynman-Kac-
Formel (siehe [Nef96]) schliefien, dass P(r,t;T") ebenso der partiellen Differentialgleichung

opP oP 10°P 5
Em(r, t)+ B + Qwv(r,t) —r(t)P=0 (4.25)

folgt. Da P(r,t;T) somit sowohl (4.25) als auch (4.18) erfiillt, muss gelten

mp(r,t) — m(r,t)
vp(r,t)

vp(r,t) =v(r,t) sowie A(r,t) = (4.26)

Aus dem Vergleich der beiden stochastischen Differentialgleichungen (4.22) und (4.12)
resultiert

AWp(t) = dW (t) — A(r, t)dt.

Damit lésst sich mittels des Girsanov-Theorems (siehe [Nef96]) fiir die Spezifikation des
Wechsels vom realen Wahrscheinlichkeitsmafl P zum dquivalenten Martingalmafl ) schlie-

fen:
d ! 1t
ﬁ — exp (— /0 A(r,s)dWe(s) - /0 N (r, s>d8)

5Zur Normierung kann im Grunde jedes beliebige Finanzinstrument gewiihlt werden. Allerdings muss
beachtet werden, dass diese Wahl entscheidend beeinflusst, wie elegant ein Problem zu lgsen ist.
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4.2. Das Zinsidnderungsrisiko festverzinslicher Wertpapiere

Bemerkung 4.2.27

Bei der Parameterschitzung auf Grundlage einer Stichprobe realer Daten (vergleiche Ka-
pitel 8) wird im realen Mafraum gearbeitet. Falls die Parameter unter dem risikoneutralen
Wahrscheinlichkeitsmafl bestimmt worden sind, muss also anschlieffend noch ein Mafswech-
sel vollzogen werden. Dafiir kann einerseits der Marktpreis des Risikos explizit bestimmit
werden; andererseits kann dies implizit durch eine die Kalibrierung der mittels der ge-
schatzten Parameter generierten Zinsstruktur an die aktuelle reale Zinsstruktur erreicht
werden (siehe Kapitel 8.5).

Solange die numerischen Analysen allerdings nur auf Daten basieren, die unter dem risiko-
neutralen Wahrscheinlichkeitsmafl generiert worden sind, entfdllt die Notwendigkeit eines
MajfSwechsels.
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4.3. Short-Rate-Modelle

Ebenso wie die Modellierung der Aktienkurse (Kapitel 4.1) basiert auch die Modellierung
der Short Rate auf der stochastischen Differentialgleichung von It6 (siehe (3.13)), um den
zugrunde liegenden Diffusionsprozess zu beschreiben. Damit wird die Short Rate r(¢) durch
einen Ito-Prozess modelliert, der durch die allgemeine stochastische Differentialgleichung

dr(t) = m(r,t)dt + v(r,t)dW(t)

mit einem den Zufall modellierenden Wiener Prozess W (t) gegeben ist.

Die Koeffizienten m(r,t) und v(r,t), Drift und Volatilitdt des Prozesses, konnen je nach
Prozesstyp von den bereits gewonnenen Informationen r und/oder der Zeit ¢ abhéngen.
Im folgenden Abschnitt werden zunichst Short-Rate-Modelle mit zeitunabhéingigen Pa-
rametern m(r) und v(r) betrachtet. Danach wird kurz auf mogliche Short-Rate-Modelle
mit zeitabhédngigen Parametern eingegangen ([Hau05], [Hul01]). Die meisten der in diesem
Kapitel betrachteten Modelle basieren auf den in Kapitel 3.4 spezifizierten stochastischen
Prozessen.

In 4.3.1 wird das auf einem Gauss-Prozess beruhende Vasicek-Modell zur Modellierung der
Short Rate untersucht, um anschlieBend das kompliziertere CIR-Modell, das im Rahmen
der numerischen Analyse der Parameterschitzverfahren verwendet wird, zu betrachten
(vergleiche [Kwo98]|, [Gla04], [BMO01])).

Short-Rate-Modelle mit zeitunabhangigen Parametern

Short-Rate-Modelle, deren Drift- und Volatilitédtsparameter unabhéngig von der Zeit ¢
sind, beruhen auf Ito-Prozessen mit einer stochastischen Differentialgleichung der Form

dr(t) = m(r)dt + v(r)dW(t).

Tabelle 4.1 gibt eine Ubersicht der wichtigsten Short-Rate-Modelle mit zeitunabhéingigen
Parametern. Diese traditionell in der Finanzmathematik zur Modellierung der Zinsstruk-
tur eingesetzten Modelle sind auch als Gleichgewichtsmodelle (engl. Equilibrium models)
bekannt (vergleiche [Hul01]). Allerdings ist es aufgrund der Zeitunabhéngigkeit ihrer end-
lichen Parameteranzahl nicht moéglich, mit ihnen die aktuelle Zinsstruktur arbitragefrei zu
reproduzieren. Das heifit, die Parameterwerte konnen in der Regel nicht so gewéhlt werden,
dass die durch das Modell festgelegten Preise vollstdndig mit den am Markt tatséchlich
beobachtbaren iibereinstimmen. Stattdessen kann lediglich versucht werden, einen ,best
fit“ ausfindig zu machen.

Die Mean-Reversion-Eigenschaft bei Zinsen

Bereits in Kapitel 3.4 sind Mean-Reversion-Prozesse und ihre Eigenschaften vorgestellt
worden. Daher sei hier nur zur Erinnerung erwéihnt, dass ein Mean-Reversion-Prozess r(t)
entsprechend seinem Driftterm b(m — r(¢))dt stets mit der Mean-Reversion-Stérke b zum
Mean-Reversion-Niveau m zuriickgezogen wird. Allerdings ist zu beachten, dass dieser
tendenzielle Driftanteil vom stochastischen Teil, der Diffusion, iiberlagert wird und sich
der Prozess daher trotz Riickzugstendenz weiter vom Mean-Reversion-Niveau entfernen
kann.

Im Zusammenhang mit Zinsen beschreibt die Mean Reversion die 6konomische Eigenschaft
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4.3. Short-Rate-Modelle

SHORT-RATE-MODELLE: ZEITUNABHANGIGE PARAMETER
MODELL SDGL PROZESS, VERTEILUNG
Dothan dr(t) = pr(t)dt + or(t)dW (t) Prozess mit
(1978) geometrischer SDGL
[Dot78] ~ LN ((p — 302)dt, o?dt)
Vasicek dr(t) = (a —br(t)) dt + odW (t) Mean-Reversion-Prozess
(1977)

[Vas77] & dr(t) =b(m—r(t))dt + odW (1) ~ N(b(m —r(t))dt, o2dt)
CIR (1985) | dr(t) = (a —br(t))dt + o\/r(t)dW (t) Mean-Reversion-Prozess &
[CIR85] (Quadrat-) Wurzel-Prozess
(Cox- & dr(t) =b(m—r(t))dt+o/r()dW(t) | ~ 2, (Nichtzentrale
Ingersoll- Chi-Quadrat-Verteilung)
Ross)

a, b, m (= a/b) und o positive Konstante, W (t) Wiener Prozess

Tabelle 4.1.: Short-Rate-Modelle mit zeitunabhéingigen Parametern.

von Zinsen, iiber die Zeit hinweg nicht beliebig fallen oder wachsen zu kénnen, sondern
tendenziell um ein langfristiges Mittel, das Mean-Reversion-Niveau, zu pendeln. Fiir den
Einsatz der Mean Reversion sprechen wesentliche wirtschaftliche Uberlegungen (vergleiche
[Hul01]): So fithren hohere Zinssétze zu einem verlangsamten Wirtschaftswachstum. Von
den Kreditnehmern werden immer weniger Geldmittel angefordert. Die Zinsséitze sinken
wieder ab. Umgekehrt fithren niedrigere Zinssédtze zu einer erhchten Kredit-Nachfrage.
Infolgedessen steigen auch die Zinssétze erneut.

Sowohl das Vasicek- als auch das CIR-Modell greift in seinem Driftterm die Idee der Mean
Reversion auf.

Der Level-Effekt

Ist der Volatilitétsterm von der allgemeinen Form v(r,t) = or® mit x > 0 , dann steigt die
Volatilitit zusammen mit dem Level des Zinssatzes. In diesem Zusammenhang wird vom
Level-Effekt gesprochen. Es hat sich gezeigt, dass Modelle, die diesen Effekt aufweisen,
etwa das CIR-Modell, wesentlich erfolgreicher sind als solche, die lediglich iiber einen kon-
stanten Volatilitdtsterm verfiigen (zum Beispiel das Vasicek-Modell) (vergleiche [Kwo98]).
Dieser Effekt wurde unter anderem in Kapitel 3.4 bei den Prozessen mit geometrischer
stochastischer Differentialgleichung und den (Quadrat-)Wurzel-Prozessen vorgestellt. Je
nachdem wie grofl das x gewéhlt ist, steigt die Proportionalitdt der Volatilitdt zur Hohe
des Zinssatzes. Dabei scheint im Vergleich mit realen Zinsdaten eine schwéchere Propor-
tionalitit mittels k = § (wie im CIR-Modell) sinnvoller als £ = 1 (wie im Dothan-Modell)
zu sein.
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Short-Rate-Modelle mit zeitabhangigen Parametern

Wie im vorhergehenden Abschnitt erklért, kann die durch den Markt gegebene Zinsstruk-
tur mit den zeitunabhéngigen Gleichgewichtsmodellen nicht arbitragefrei dargestellt wer-
den. Im Gegensatz dazu kénnen die Modelle, die jetzt beschrieben werden, aufgrund ihrer
zeitabhingigen Parameter konsistent mit der heutigen Zinsstruktur spezifiziert sein. Da-
her wird bei ihnen auch von Arbitragefreien Modellen (engl. No-arbitrage models) gespro-
chen (vergleiche [Hul01]). Wahrend eine Kalibrierung beziiglich der Zinsstruktur bei den
Gleichgewichtsmodellen nur iiber eine entsprechende Parameterwahl mittels eines ,best
fit* im Nachhinein moglich ist, kann und wird bei den Arbitragefreien Modellen die heuti-
ge Zinsstruktur wegen der Zeitabhéngigkeit bereits als Eingabe fiir die Modellspezifierung
verwendet. Die zukiinftige Entwicklung der Short Rate im Modell orientiert sich daher
an der heutigen Zinsstruktur. Eine steigende Zinsstrukturkurve fithrt so allerdings zum
Beispiel dazu, dass auch die Short Rate in der risikoneutralen Welt durchschnittlich steigt.
Hier stellt sich das Problem, dass es zum ,,Overfitting” beziiglich der aktuellen Zinsstruktur
kommen kann. Die Vor- und Nachteile der beiden Ansétze bleiben im Einzelfall gegenein-
ander abzuwigen.

SHORT-RATE-MODELLE: ZEITABHANGIGE PARAMETER

MODELL SDGL MODIFIKATIONEN
Ho-Lee dr(t) = p(t)dt + odW(t) o(t)
(1986) [HLS6]

Black- r(t) = ¥ ® mit

Derman- /

Toy (1990) | aV(0) = (a(t) = SV 0) e+ oy

[BDTY0]

Black- r(t) = e¥®) mit

Karasinski

(1991) [BK91] | dY(t) = (a(t) = b(1)Y (¢)) dt + o (t)dW (¢)

Hull-White I dr(t) = (a(t) — br(t)) dt + odW (t) b(t), o(t)

(1990) [HW90]
[Erweitertes & dr(t) =b(m(t) —r(t)) dt + odW(t)

Vasicek-

Modell]

Hull-White IT || dr(t) = (a(t) — br(t)) dt + o+/7(t)dW (t) b(t), o(t)
(1990)

[Erweitertes & dr(t) =b(m(t) —r(t))dt + o/r(t)dW()
CIR-Modell]

p(t), a(t), b(t), m(t), o(t) deterministische zeitabhingige Funktionen, b und o konstant

Tabelle 4.2.: Short-Rate-Modelle mit zeitabhéngigen Parametern.

Der Vorteil der so genannten Lognormalen Modelle, zu denen das Black-Derman-Toy-
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4.3. Short-Rate-Modelle

Modell sowie dessen Verallgemeinerung, das Black-Karasinski-Modell, zdhlen, liegt darin,
dass negative Short Rates von vorneherein iiber den Exponentialterm ausgeschlossen sind.
Allerdings gestaltet sich der Umgang mit ihnen sehr viel kompliziter, als es bei den ,nor-
malen“ Modellen der Fall ist.

In den Hull-White-Modellen kann m(t) = @ als ,lokales* Mean-Reversion-Niveau in-
terpretiert werden.
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4.3.1. Das Vasicek-Modell
Der zugrunde liegende Prozess, die Verteilung der Zuwiachse der Short Rate

Das Vasicek-Modell [Vas77] ist eines der frithesten und bekanntesten zeitstetigen Short-
Rate-Modelle. Thm liegt ein Mean-Reversion-Prozess mit zeitunabhéngigen Parametern
zugrunde. Die Short Rate ist im Vasicek-Modell als die eindeutige Losung der stochasti-
schen Differentialgleichung

dr(t) = b(m — r(t)) dt + odW (t) (4.27)

mit Wiener-Prozess W (t) und positiven Konstanten b, m und o definiert. Entsprechend des
Prinzips der Mean Reversion ist m dabei das Mean-Reversion-Niveau, zu dem die Short
Rate r(t) mit der Mean-Reversion-Stérke b gezogen wird. (Fiir nihere Erlduterungen siehe
Kapitel 3.4 und Kapitel 4.3.) Nach (4.27) sind die Anderungen der Short Rate aufgrund
der Normalverteilung der Zuwéchse des Wiener Prozesses normalverteilt. Genauer folgt

dr(t) ~ N (b(m —r(t)) dt,o”dt) ,

da dW (t) ~ N(0,dt) (siehe (3.10)). Dabei ist insbesondere der Erwartungswert vom aktu-
ellen Level r(¢) der Short Rate abhéngig.

Die geschlossene L6sung, die Verteilung der Short Rate

Anwendung des Ito-Lemma auf die Transformation Y (t) = ebr(t) fithrt zu

¢ t
Y(t) =Y (0) + bm/ ePds + J/ ebSdW(s),
0 0

so dass nach entsprechender Riicksubstitution

r(t) = e %7 (0) + m (1 — e*bt> + U@bt/o P dW (s) (4.28)

ist (vergleiche [BMO1]). Daraus ist direkt ersichtlich, dass die Zufallsvariable r(t) zum
Zeitpunkt ¢t normalverteilt ist mit Erwartungswert

E[r(t)] = e?(0) + m (1 - e*bt) g g (4.29)

und Varianz
2

g obt) t—oo 07

var [r(t)] = 2 (1 i ) =

Die Short Rate konvergiert somit im Hinblick auf ihre Verteilung fiir ¢ — oo gegen die

Normalverteilung N(m,o?/2b). Diese Verteilung ist insoweit stationir, als dass sie bei

gegebenem Anfangswert 7(0) fiir alle r(¢) mit ¢ > 0 gleichermaflen gilt. In der Normalver-

teilung der Short Rate r(t) liegt der Schwachpunkt des Vasicek-Modells. Denn aufgrund

ihrer Normalverteilung kann die Short Rate mit positiver Wahrscheinlichkeit negative Wer-
te annehmen.
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4.3. Short-Rate-Modelle

Die Bestimmung der Zinsstruktur

Wie in Kapitel 4.2.1 gezeigt, gilt fiir die Preise von Nullkupon-Anleihen mit Nominalwert
1 und Riickzahlung des Nominalwerts am Ende der Laufzeit

P(r,t;T) = E [exp <— /tTr(s)ds)] (4.30)

(siehe (4.24)). Die Preise entsprechen demnach dem Erwartungswert zum Zeitpunkt ¢ unter
zugrunde gelegtem risikoneutralem Wahrscheinlichkeitsmaf3 (). Zur Vereinfachung wird der
Erwartungswert unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafl () von jetzt an einfach
mit E bezeichnet. Aus (4.30) folgt fiir die Preise zum aktuellen Zeitpunkt ¢ = 0

Pr,0:T) = E [exp (- /OTr(s)ds)] .

Die im letzten Abschnitt festgestellte Normalverteilung der Short Rate r(t) ldsst sich auf
die transformierte Zufallsvariable X (t) = fOT r(s)ds iibertragen, denn mit X () ~ N(m,v?)

gilt E[eX®)] = e™2%" Der Preis einer Nullkupon-Anleihe entspricht daher dem Erwar-
tungswert des Exponentials einer normalverteilten Zufallsvariable (vergleiche [LL96]):

Pr0:T) — E{exp <—/0T7’(3)ds)]
~ exp (—E UOT r(s)ds] _ %Var [/OTr(s)dsD . (4.31)

Zur Preisberechnung ist es also notwendig, den Erwartungswert und die Varianz des Inte-
grals der Short Rate r(t) zu bestimmen. Der Erwartungswert entspricht

E[ /OTr(s)ds} _ /OTE[T(S)]CZSMgg) /OTe_bsr(0)+m<1—e_b5)ds

T T
= / e %r(0)ds + / m (1 - e_b5> ds
0 0

= % (1 - e_bT) r(0) + mT — m% (1 - e_bT)
= T(O)b_ m (1 — e_bT> + mT.

Fiir die Varianz ergibt sich mit

var [ /0 Tr(s)ds] ~ cov [ /0 " (o)ds. /0 Tr(t)dt] " /0 ' /O " cov [r(s), ()] duds

und

cov [r(s), r(u)] (4.25) 02/ e_b(s_t)e_b(“_t)dt—UQ/ b(2t=s—u) gy
0 0
2

% ( lu—s) _ efb(qus))
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fiir v < s schliefllich

T T ps -2
var [/ r(s)ds} = 2/ / 7 (eb(“*‘g) - e*b(““)) duds
0 o Jo 2b
_l’_

02 1 —2bs 2 —bs 4
= biz |:3 271)6 + b :|O
2 1
- %2 [T + 5 (1 - e*2bT) - (1 ebT>] (4.32)

Wird

festgelegt, so gilt
T
B [/ r(t)dt] — (+(0) = m) B(0,T) +mT
0

sowie

wr | [Crttat] 2 s L (o) (1) - 2 (12 00)

- 2 [T + %B(O, T) (1 + e*bT) —2B(0, T)}

o? o? 3 1 _yr

o? o? b1l T
- b2T+b2[—B(O,T)(2b<1—e )+1>}

2

— %2 [T - gB(o,T)2 — B(O,T)] .

Fiir den Preis der Nullkupon-Anleihe ergibt sich daher iiber die Preisgleichung (4.31)

=e
_(BO,7)-T)#*m—%)  o>B(0,T)>
N b2 4b
1
und B(0,T) = E(l —e T,

mit  A(0,7T)

Auf demselben Weg kann die Preisgleichung auch fiir allgemeines ¢ hergeleitet werden”:

P(r,t;T) = AWD=BEDI(®) (4.33)
B(t,T) — (T — t))(b?m — T 2 2
b 4b
und  B,T) = %(1 ) (4.35)

"Dies ist auch aus der Eigenschaft von 7(t) als Markov-Prozess ableitbar.
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4.3. Short-Rate-Modelle

Folgerung 4.3.1

Liegt fiir die Short Rate ein Vasicek-Modell entsprechend (4.27) zugrunde, so lassen sich die
Preise der Nullkupon-Anleihen mit Nominalwert 1 und Riickzahlung des Nominalwerts zum
Ende der Laufzeit iber das Gleichungssystem (4.33)-(4.35) ermitteln (siehe auch [LL96],
[BM01], [MR97] und [Reb96]).

Bemerkung 4.3.2
Die Preise P(r,t;T) hdngen nur iber die (Rest-)Laufzeit T =T —t von t und T ab.

Folgerung 4.3.3 [DIE ZINSSTRUKTUR]
Nach Kapitel 4.2.1 Gleichung (4.4) ldasst sich mit (4.33) fir die stetigen Kassazinsen be-
ziehungsweise die Zinsstruktur folgern:

A(t,T)— B(t,T)r(t)

t,T) = —

InP(r,t;T) = —

4.
T3 (4.36)
Sind die Parameter des Vasicek-Modells b, m und o fest gewdhlt, kann damit die gesamte
Zinsstruktur T — R(t,t + 7) als lineare Funktion der Short Rate r(t) bestimmt werden.

Bemerkung 4.3.4 [VASICEK-MODELL ALS BEISPIEL EINES AFFINEN MODELLS]

Die Eigenschaft, dass die Logarithmen der Preise In P(r,t;T) bezichungsweise die stetigen
Kassazinsen R(t,T') linear abhdingig von der Short Rate r(t) sind, zeichnet die von Dar-
rell Duffie and Rui Kan [DK96] eingefiihrte affine Klasse von Zinsstrukturmodellen aus.
Zu dieser gehirt unter anderem das Vasicek-Modell sowie das CIR-Modell (siehe Kapitel

4.3.2).

Folgerung 4.3.5 [VERERBUNG DER NORMALVERTEILUNG]

Ist die Short Rate r(t), wie hier im Vasicek-Modell, normalverteilt, so sind die Preise
der entsprechenden Nullkupon-Anleihen P(r,t;T) lognormalverteilt (vergleiche (4.31) so-
wie Definition A.0.25) und die Normalverteilung tibertrdgt sich tiber (4.36) auf die stetigen
Kassazinsen R(t,T), die die Zinsstruktur bilden. Durch diese vererbte Normalverteilung
kann es zu negativen Werten sowohl der Short Rate als auch der Zinsstruktur kommen.

Anmerkung 4.3.6

An (4.36) lasst sich sehen, dass die Short Rate r(t) zwar das Niveau der Zinsstrukturkurve
zur Zeit t bestimmt, die Form der Zinsstrukturkurve allerdings nur von t selbst abhdngig
15t.
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4.3.2. Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell
Der zugrunde liegende Prozess, die Verteilung der Zuwichse der Short Rate

Die dem Cox-Ingersoll-Ross-Modell [CIR85] (kurz: CIR-Modell) zugrunde liegende stocha-
stische Differentialgleichung lautet

dr(t) = b(m — r(t)) dt + o/r({O)dW (t). (4.37)

Dabei bezeichnet W (t) einen Wiener-Prozess und b, m und o sind positive Konstanten.
Im Driftterm des CIR-Modells findet also ebenso wie beim Vasicek-Modell die Idee der
Mean Reversion Anwendung. Der die Short Rate beschreibende Prozess r(t) wird mit
der Mean-Reversion-Stérke b zum Mean-Reversion-Niveau m gezogen. (Vergleiche Kapitel
3.4 und Kapitel 4.3.) Dieser Mean-Reversion-Zug wird wiederum durch den stochasti-
schen Diffusionsanteil iiberlagert. Hier unterscheidet sich das CIR-Modell vom Vasicek-
Modell, dessen Diffusionskoeffizient unabhéingig vom Level der Short Rate ist. Der Prozess
des CIR-Modells ist nicht nur ein Mean-Reversion-Prozess, sondern dariiberhinaus ein
(Quadrat-) Wurzel-Prozess. (Fiir die Eigenschaften dieser Prozesse siehe Kapitel 3.4.) Da-
mit tiberwindet das CIR-Modell die grofle Schwiche des Vasicek-Modells, in dem aufgrund
der (vererbten) Normalverteilung (vergleiche 4.3.5) negative Werte in Bezug auf die Short
Rate als auch auf die gesamte (resultierende) Zinsstruktur auftreten konnen. Beim CIR-
Modell kann es durch die Proportionalitidt der Volatilitét zu +/7(t) fast sicher (vergleiche
Definition A.0.1) zu keinen negativen Werte mehr kommen — vorausgesetzt es gilt 7(0) > 0
fiir den Anfangswert sowie 2bm > o2 fiir die Parameter des Modells. Sobald die Short
Rate die Nulllinie erreicht (r(t) = 0), wird auch der gesamte Diffusionterm o+/7(t) auf
Null gesetzt und es kénnen infolge des Driftterms nach dem Mean-Reversion-Prinzip nur
noch Werte auftreten, die sich ndher am Mean-Reversion-Niveau befinden.
Das CIR-Modell weist auflerdem den bereits in Kapitel 4.3 erlduterten Level-Effekt auf,
der die Proportionalitéit der Volatilitat zur Short Rate beschreibt. So fiithrt eine steigende
Short Rate im CIR-Modell gleichzeitig zu einer Erhohung der Volatilitdt und im umge-
kehrten Fall zieht eine fallende Short Rate eine immer kleiner werdende Volatilitét nach
sich. Gerade bei Werten der Short Rate nahe Null spielt dieser Effekt eine grofle Rolle.
Denn durch die klein gehaltene Diffusion hat die Driftkomponente mehr Gewicht und be-
kommt eine entsprechend gréflere Chance, die Short Rate wieder nach ,oben“ in Richtung
des Mean-Reversion-Niveaus m > 0 zu ziehen.
Im Gegenzug fiir die zu jedem Zeitpunkt fast sicher positive Short Rate biiffit das CIR-
Modell jedoch an analytischer Umgénglichkeit ein. So exisiert fiir die stochastische Diffe-
rentialgleichung (4.37) keine geschlossene Losung, wie es fiir die stochastische Differential-
gleichung des Vasicek-Modells der Fall ist.
Aufgrund der stochastischen Differentialgleichung (4.37) sind die Zuwéchse dr(¢) normal-
verteilt:

dr(t) ~ N (b(m —r(t))dt,o?r(t)dt) .

Dabei sind Erwartungswert und Varianz vom aktuellen Wert r(¢) der Short Rate abhéingig.
Die Ubergangsdichte, die Verteilung der Short Rate
Wie bereits erwahnt, ist fiir die dem CIR-Modell zugrunde liegende stochastische Diffe-

rentialgleichung (4.37) wegen ihrer Komplexitit keine geschlossene Losung mehr bekannt
([Gla04]). Allerdings kann die Ubergangsdichte des Prozesses bestimmt werden, denn die
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Verteilung von r(t) bei gegebenen r(u) mit u < ¢ entspricht bis auf einen Skalierungsfaktor
einer Nichtzentralen Chi-Quadrat-Verteilung (siehe [Gla04]) mit einem zu r(u) proportio-
nalen Nichtzentralitédtsparameter. Fiir r(u) mit u < t gilt

r(t) ~ e1xinz g (cor(u))
mit
o2 (1 _ e—b(t—u)) 4pe—b—u)
) C2 =
4b 02 (1 — etlt=w)

und f = 4;’—'2“ Freiheitsgraden. Demnach ist () bei gegebenen r(u) verteilt wie c;-mal eine
Nichtzentrale Chi-Quadrat-Zufallsvariable mit f Freiheitsgraden und Nichtzentralitéitspa-
rameter cor(u). Fiir t — oo konvergieren die r(t) schliefllich dagegen, genauso wie g—i—mal
eine Nichtzentrale Chi-Quadrat-Zufallsvariable mit f Freiheitsgraden und Nichtzentrali-
tétsparameter 0 (also wie eine gewohnliche Chi-Quadrat-Zufallsvariable mit f Freiheits-
graden) verteilt zu sein. Diese Verteilung ist in dem Sinne stationdr, als dass fiir 7(0),
generiert aus dieser Verteilung, sdmtliche folgende 7(¢) mit ¢ > 0 dieselbe Verteilung ha-
ben.

Der Erwartungswert der Zufallsvariable r(t) zum Zeitpunkt ¢ entspricht dem des Vasicek-
Modells (siehe [BMO1]):

Ccl =

E[r(t)] = e (0) + m (1 - e*bf) p g (4.38)

Die Varianz ist gegeben durch
2 o2 2 2
a — _ t—oo O
] = ( bt _ 2bt) (1 _ 2bt> '
var [r(t)] = r(0) e + m2b e — mo
Die asymptotische Varianz des CIR-Modells stimmt also genau fiir m = 1 mit der des

Vasicek-Modells iiberein. Dem Level-Effekt entsprechend féllt die Volatilitéat fiir m < 1
kleiner und fiir m > 1 verhéltnisméafig grofler aus.

Die Bestimmung der Zinsstruktur

Wie das Vasicek-Modell gehort auch das CIR-Modell zur Klasse der affinen Zinsstruktur-
modelle, fiir die der Preis einer Nullkupon-Anleihe

Pr:T) = B [exp <— /t Tr(s)ds>]

gerade in der allgemeinen Form

P(r,t:T) = AGT)=BED)I(0)

wiedergegeben werden kann. Explizit ergibt sich fiir das CIR-Modell (vergleiche etwa
[Kwo98], [BM01],[LL96], [MRI7] oder [Reb96)):

P(rt;T) = AGD=BED) (4.39)
92 93 b+ (T—t)
mit  ALT) = b;“ In VGQ(T_t) — (4.40)
o (v +0b)(e7 1) +2y

20 — 1)
(v +0)(e?T=D — 1) + 2y

fiir v = Vb + 202 (4.42)
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Die analytische Herleitung kann analog zu der des Gleichungssystems des Vasicek-Modells
((4.33) bis (4.35)) erfolgen.

Lemma 4.3.7 [DIE ZINSSTRUKTUR]
Da mit Kapitel 4.2.1 Gleichung (4.4) folgt, dass

A(t, T)— B(t, T)r(t)
Tt

R(t,T) =— InP(r,t;T) = —

Tt
gilt, kann die gesamte Zinsstruktur 7 — R(t,t + 7) wieder als lineare Funktion der Short
Rate r(t) bestimmt werden, sofern die Parameter b, m und o des CIR-Modells fest gewdhlt
sind.

Bemerkung 4.3.8
Wie beim Vasicek-Modell hingen die Preise P(r,t;T) erneut blof8 tiber die (Rest-)Laufzeit
T=T—tvont undT ab.

Anmerkung 4.3.9
Auperdem bestimmt die Short Rate r(t) zwar wiederum das Niveau der Zinsstrukturkurve
zur Zeit t. Die Form der Zinsstrukturkurve ist aber auch hier nur von t selbst abhdngig.
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4.4. Mehr-Faktor-Modelle

Bei den bislang vorgestellten Short-Rate-Modellen (Kapitel 4.3) handelt es sich um Ein-
Faktor-Modelle. Thnen liegt die Annahme zugrunde, dass die gesamte Zinsstruktur bereits
durch die Sperzifizierung eines einzigen stochastischen Faktors festgelegt ist. Begriindet
werden kann diese Annahme durch die hohe Korrelation der Zufallsvariablen, die die Zins-
strukturkurven beschreiben. (Siehe dazu auch Kapitel 4.2 Bemerkung 4.2.7.) Dieser An-
satz tendiert allerdings dazu, das wahre Verhalten der Zinsstruktur zu sehr zu vereinfachen
([Kwo98]). So mangelt es zum Beispiel an der nétigen Flexibilitdt, Dynamiken von Zins-
strukturen angemessen zu beschreiben, die sich an ihren (beziiglich der (Rest-)Laufzeit)
entgegengesetzten Enden kontrér entwickeln ([Hau05]). Fiir das Vasicek-Modell kann fest-
gestellt werden (siehe [Gla04]):

Bemerkung 4.4.1

Wie in Kapitel 4.3.1 hergeleitet, ist der Preis einer Nullkupon-Anleihe im Vasicek-Modell
gegeben durch das Gleichungssystem (4.33) bis (4.35). Da A(t,T) sowie B(t,T) lediglich
von der (Rest-)Laufzeit T =T —t abhingen (vergleiche Bemerkung 4.3.2), lisst sich auch
schreiben:

P(rt;T) = eAM=BOr®
_ (B —nWPm - %) o?B(r)?

b2 4b
und B(r) = %(1 — e ')

mit A(T)

mit A(1) = A(t,T) und B(t) = B(t,T) fir T =T —t. Mit dem Ito-Lemma folgt dann

dP(r,t;T)

P iT) = r(t)dt — B(1)odW ().

Fir zwei Falligkeitsdaten Th und Ty ergibt sich daher (mittels (A.7) und (A.6)) der in-
stantane Korrelationskoeffizient

(dP(r,t;Tl) dP(r,t;T2)> __ B(m)oB(r)o
P(r,t;Ty) " P(r,t;Ty) \/B2(11)02\/B2(1)0?

mit 7, = T; —t fir i € {1,2}. Die Preise der Nullkupon-Anleihen sind somit instantan
wperfekt® korreliert.5 Dies widerspricht allerdings dem Wunsch, auch Zinsstrukturen mo-
dellieren zu kénnen, die sich an ihren entgegengesetzten Enden kontrdr entwickeln.

Hier setzen die Mehr-Faktor-Modelle an, mit denen es moglich ist, dieses Verhalten der
Zinsstruktur mittels ihrer verschiedenen stochastisch modellierten Faktoren zu beschrei-
ben. So ist es fiir Mehr-Faktor-Modelle moglich, eine instantane Korrelation vom Wert
kleiner 1 zwischen den Preisen der Nullkupon-Anleihen mit verschiedenen Falligkeitsdaten
zu haben (siche zum Beispiel die Ausfithrungen in Kapitel 4.4.1). Der Nachteil der Hinzu-
nahme weiterer Faktoren besteht allerdings darin, dass gleichzeitig die Moglichkeiten der
analytischen Handhabung und der Parameterschéitzung beeintrichtigt werden. So muss
im Mehr-Faktor-Fall etwa fiir die Bewertung von Nullkupon-Anleihen unter Umstidnden
auf numerische Methoden zuriickgegriffen werden, da im Gegensatz zum Ein-Faktor-Fall
keine Preisformeln mehr existieren. Bei der Parameterschéitzung ist es eine entsprechend

8Entsprechend Satz A.0.13 gilt p € [-1,1].
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groflere Anzahl an Parametern, die mittels der am Markt vorliegenden Daten zu schitzen
sind. Es hat sich herausgestellt (vergleiche etwa [FMWO03]), dass Modelle mit zwei bis drei
stochastisch modellierten Faktoren genau die Grenze in Bezug auf die Qualitéit der auf
ihnen basierenden Modellierung der Zinsstruktur sowie ihrer Handhabungs-Komplexitét
darstellen.

Im Folgenden sollen spezielle Mehr-Faktor-Modelle vorgestellt werden. Es handelt sich da-
bei um die Ubertragung des Vasicek- sowie des CIR-Modells auf den Mehr-Faktor-Fall.
Dabei liegt jeweils die Annahme zugrunde, dass die Short Rate 7(¢) von einer festen An-
zahl k von Teilraten r;(t) mit i € {1,...,k} bestimmt wird (vergleiche auch [Gla04]). Der
Vektor dieser Teilraten beschreibt am Markt beobachtbare 6konomische Vorgéinge. Die
Short Rate héngt somit nicht mehr von einer einzelnen sondern von einem ganzen System
stochastischer Differentialgleichungen ab. Im einfachsten Fall, von dem hier ausgegangen
wird, entspricht die Short Rate der Summe der einzelnen Teilraten

r(t) = Z ri(t). (4.43)

=1

Dabei wird angenommen, dass diese Teilraten unabhéngig voneinander und damit unkor-
reliert sind.

4.4.1. Der (unkorrelierte) Mehr-Faktor-Fall des Vasicek-Modells

Wird fiir die Modellierung der einzelnen unkorrelierten Teilraten eines durch (4.43) spezi-
fizierten Mehr-Faktor-Modells das Vasicek-Modell genutzt, so ergibt sich folgendes System
stochastischer Differentialgleichungen:

dTZ'(t) = bl(ml — Ti(t))dt + O'Z(Ilwl(t) fiir 1= 1, ‘e ,k. (444)

Bei den W;(t) handelt es sich dabei um k unabhingige, damit unkorrelierte, Wiener-
Prozesse. Die Parameter b;, m; und o; sind positiv und konstant. Wie im eindimensionalen
Fall gilt hier fiir die einzelnen Teilraten r;(t) > 0 fast sicher, wenn 2b;m; > 01-2 fir 7 €
{1,...,k} ist. In Matrix-Schreibweise kann dieses System dargestellt werden als:

dr(t) = B(m — r(t))dt + 2dW (t) (4.45)
mit einem k-dimensionalen Wiener Prozess W (t), zwei (k x k)-Diagonalmatrizen
b1 0 01 0
by g2
0 by 0 log%
sowie den k-dimensionalen Vektoren m und r(t).
Die Losung von (4.45) ist ein Gauss-Prozess, der durch

t t
r(t) = e Blr(0) —|—/ e Bl mds + / e BE=8naw (s)
0 0

gegeben ist (vergleiche [Gla04], [Hau05]). Ahnlich zum Ein-Faktor-Fall des Vasicek-Modells
gibt es fiir den Mehr-Faktor-Fall Preisformeln, in denen die Preise der Nullkupon-Anleihen
Exponentiale affiner Funktionen der Short Rate sind. Da die einzelnen Teilraten durch
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das einfache Vasicek-Modell beschriebene Prozesse sind, existieren Funktionen A;(7) und

B;(7), so dass
T
E¢ [GXP <—/ Ti(s)ds)] — Ai(T)=Bi(T)ri(t)
t

Zur néheren Einsicht konnen die Erlauterungen zur Zinsstrukturbestimmung mit zugrunde
gelegtem Vasicek-Modell herangezogen werden (Kapitel 4.3.1 Gleichung (4.30) und (4.33)).
Mit r(t) = Zle r;(t) entsprechend 4.43 sind ausreichend Informationen zur Bestimmung
der Zinsstruktur vorhanden, denn es lisst sich schlussfolgern (sieche [Hau05])

P(r,t;T) = E¢ [exp (— /tT r(s)ds)} = E@ [exp (— /thk:ri(t)ds>]
k T -
= E¢ [exp <—Z:;/t ri(t)d:s)
k

k T
HEQ [exp <—/ Ti(t)ds)] = HeAi(T)*Bi(T)T'i(t)
i=1 ¢ i=1

e by (Ai(T)=Bi(r)ri(t))

Der Preis einer Nullkupon-Anleihe lédsst sich dann in Abhéngigkeit von ¢, T und den

stochastischen Faktoren r;(¢) mit r(¢) = 2?21 ri(t) ermitteln iiber

P(r,t:T) = SR (Ai(n)=Bi(M)ri() — A -B(r)Tr(t)
~ k ~
mit A(r) => Ai(r) wund  B(r) = (Bi(r), Ba(r),..., B(7))"
=1
: (Bi(r) = 7)(bim; — 507)  02Bi(7)?
sowie Ai(7) = 02 PRE LA 1
und Bi(r) _ %(1 e
fiir 1=1,...,k.

Daraus resultiert fiir die Zinsstruktur

k (T (T
R(t,T) = —7 1_ . InP(r,t;T) = Z (— ;{Z(_ 72 + ?Z(_ zn(t)> . (4.46)
=1

Die instantane Korrelation der Preise zweier Nullkupon-Anleihen mit unterschiedlichen
Filligkeitsdaten T und T ergibt sich durch Anwendung des Ito-Lemmas (Kapitel 3.3,
Satz 3.3.3) auf

dP(r,t;T)

Bl o) — N0~ B) 2w (o).

Es folgt (siehe [Gla04]) . .
B(r1)'SX " B(r)
1B(m) T2 B(r2) T2
Damit kann die instantane Korrelation (im Gegensatz zum Ein-Faktor-Modell) Werte < 1
annehmen.
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4.4.2. Der (unkorrelierte) Mehr-Faktor-Fall des CIR-Modells

Bereits in ihrer Arbeit zum (Ein-Faktor-)CIR-Modell 1985 [CIR85] haben Cox, Ingersoll
und Ross eine Ubertragung ihres Modells auf den Mehr-Faktor-Fall umrissen. Realisiert
wurde diese Idee schliefllich 1992 von Chen und Scott [CS92] und [CS95].

Wie im bereits vorgestellten Mehr-Faktor Vasicek-Modell ist r(¢) durch eine Summe von &
Teilraten r(t) = Zle r;(t) gegeben. Die einzelnen Teilraten entspringen einer dem (Ein-
Faktor-)CIR-Modell entsprechenden stochastischen Differentialgleichung, so dass sich fol-
gendes System von stochastischen Differentialgleichungen ergibt (siche [Gla04], [Hau05]):

dri(t) = bz(ml —Ti(t))dt+0i\/Ti(t)dw/i(t) fiir 1= 1,...,](3. (447)

Die W;(t) sind dabei wieder k unabhéngige (unkorrelierte) Wiener-Prozesse und die b;,
m; sowie o; positive Konstanten. Wie im eindimensionalen Fall gilt auch hier r; > 0 fast
sicher fiir 2b;m; > 01-2 .

Auf dem gleichen Weg wie beim Mehr-Faktor-Fall des Vasicek-Modells ldsst sich mit
r(t) = Zle r;(t) zeigen, dass sich die Preise von Nullkupon-Anleihen tiber folgendes Glei-
chungssystem in Abhingigkeit von ¢, T und den Teilraten r;(¢) ermitteln lassen:

P(r,t;T) — X (A1) =Bi(r)ri(t) — JA()—B(r) Tr(t)
. By (1)
- - By (T
mit A(r) = ZAZ‘(T) und B(7) = 2,( )
1=1 :
By (7)
. 4 2bimZ 2h,;e(bithi)T/2
sowie i(7) o? (h + b;)(eM™ — 1) + 2h;
2(6}”7- )
B; =
und (1) " (hi + bi) (e —1) + 2k,
mit h; b? + 207
fiir i=1,...,k.

Daraus resultiert fiir die Zinsstruktur

k
R(t,T) = —Tl_ InP(r,t;T) = ( ?(_Tzn(t)> . (4.48)

=1
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Diskretisierung der Modelle

Fiir die numerische Realisierung eines stochastischen Prozesses wird ein diskretes Modell
bendétigt. Urspriinglich liegt das Modell des betrachteten stochastischen Prozesses aller-
dings meist in kontinuierlicher Form als stochastische Differentialgleichung vor. Um vom
kontinuierlichen Modell zum diskreten Modell zu gelangen, wird auf so genannte Diskre-
tisierungsschemata zuriickgegriffen. Dabei bezeichnet der Begriff der Diskretisierung im
Allgemeinen den Ubergang von einer (unendlichen) kontinuierlichen zu einer diskreten Be-
trachtungsweise an nur noch endlich vielen Gitterpunkten. In den meisten Féllen beziehen
sich diese Gitterpunkte auf die Zeit- und/oder die Raumachse, so dass das Modell an end-
lich vielen separaten Zeit- beziehungsweise Ortspunkten betrachtet wird.!

Wird von einer stochastischen Differentialgleichung ausgegangen, so ist das allgemein
bekannte stochastische Fuler-Maruyama-Schema das einfachste Diskretisierungsschema,
das zur approximativen Bestimmung einer Realisierung der stochastischen Differential-
gleichung eingesetzt werden kann (vergleiche auch [Gla04] und [KP99]). Auch im Rahmen
dieser Diplomarbeit wird dieses Schema zur approximativen Simulation stochastischer Dif-
ferentialgleichungen verwendet, da es — gerade im Hinblick auf eine einbezogene Korrelati-
on mehrerer stochastischer Prozesse — universell einsetzbar ist. Dabei muss stets im Auge
behalten werden, dass beim Euler-Maruyama-Schema, wie bei allen anderen Diskretisie-
rungsschemata, ein gewisser Diskretisierungsfehler nicht vermeidbar ist, der mit kleiner
werdender Schrittweite der Diskretisierung (Abstand zwischen den Gitterpunkten der Dis-
kretisierung) abnimmt.

Im Einzelfall bestehen exaktere Simulationsmoglichkeiten. So kann, falls die stochastische
Differentialgleichung iiber eine geschlossene Losung verfiigt (wie es beim Aktienkursmodell
fiir endliche Zeitzuwéchse der Fall ist (siehe (3.22))), diese Losung in diskretisierter Form
zur Simulation verwendet werden. Auflerdem ist es moglich, die Dichtefunktion des Pro-
zesses — falls bekannt — zur Simulation einzusetzen. Beim CIR-Modell kénnen die Zinsséitze
etwa mit Hilfe der Nichtzentralen Chi-Quadrat-Verteilung simuliert werden (siehe [Gla04]).

Trotz dieser Moglichkeit bietet es sich gerade im Hinblick auf eine Korrelation verschiede-
ner Prozesse an, das Euler-Maruyama-Schema anzuwenden. Dieses Schema verfiigt tiber
eine starke Konvergenz der Ordnung 0.5 und eine schwache Konvergenz der Ordnung
1 ([Gla04], [KP99]). Zwar existieren Diskretisierungsverfahren hoéherer Ordnung wie das
Milstein-Verfahren mit der starken Konvergenzordnung 1, jedoch werden diese Verfahren
in Bezug auf die Betrachtung mehrerer stochastischer Prozesse mit verschiedenen zugrun-
de liegenden Wiener-Prozessen deutlich komplizierter. Das Euler-Maruyama-Schema hin-
gegen bleibt fiir diese Modelle einfach zu handhaben. Daher werden Verfahren hoherer

'Demzufolge wird auch nur endlich viel Zeit- und Speicheraufwand fiir die numerische Realisierung bené-
tigt.
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Ordnung hier auer Acht gelassen und das Euler-Maruyama-Schema wird eingesetzt.

In den folgenden Abschnitten wird in Anlehnung an [Gla04] sowie [Deu04] beschrieben,
wie die Diskretisierung eines einzelnen stochastischen Prozesses sowie mehrerer korrelier-
ter stochastischer Prozesse mittels des Euler-Maruyama-Schema aussieht. In Tabelle 5.1
sind die fiir das Aktienkurs- und das CIR-Modell spezifizierten Diskretisierungsgleichungen
abgebildet.

5.1. Das Euler-Maruyama-Schema fiir einen einzelnen
stochastischen Prozess

Das Euler-Maruyama-Schema beruht auf zwei grundlegenden Diskretisierungsschritten.
Zum FEinen wird in Anlehnung an das klassische Euler-Schema eine Gittereinteilung der
Zeitachse vorgenommen, zum Anderen findet eine Ubertragung dieser Einteilung auf die
Wahrscheinlichkeitsachse statt.

Fiir die Gitterpunkte der Zeitachse wird eine konstante Zeitschrittweite At > 0 definiert.?
Damit handelt es sich um ein dquidistantes Zeitgitter mit den Gitterpunkten

(ti)ien, = {i - At]i € No} = {to,t1,t2,...} fiir feste Zeitschrittweite At > 0. (5.1)

Fiir die Einteilung der Wahrscheinlichkeitsachse werden die diskretisierten Zuwéchse eines
Wiener Prozesses definiert als

AW; = W (L) — W(tio1) = W(i- At) — W((i — 1) - At) = VAL Z; fiir i € Ng.  (5.2)

Dabei handelt es sich bei den Z; um unabhiingig standardnormalverteilte® Zufallszahlen.
Eine Approximation des Prozesses, der auf der stochastischen Differentialgleichung

dX(t) = a(X,t)dt + b(X,t)dW(t) mit dW(t) ~ Y (t)Vdt und Y(t) ~ N(0,1) (5.3)

mit zeitstetigem Wiener-Prozess W (t) und gegebenem Anfangswert X (0) beruht, ergibt
sich mit dem eben definierten Gitter iiber

X(tz) = X(ti_l) +a (X(ti_l),ti_l) At+b (X(ti_l),ti_l) AW; fiir i € Ng.

Dabei ist der Diskretisierungsfehler des Euler-Maruyama-Schemas von der Ordnung O(At).
Das heifit, die Differenz des exakten Wertes X,qx:(T) und des approximierten Wertes
X (T) zum Ende des betrachteten Zeitraums ist von der Ordnung O(At).* Je kleiner die
Zeitschrittweite At demnach gew#hlt ist, desto eher nidhern sich die diskreten Simulationen
an kontinuierliche Realisierungen an. Dabei darf nicht vergessen werden, dass eine Verfei-
nerung des Zeitgitters einen entsprechend grofleren rechnerischen Aufwand zur Folge hat.

5.2. Das Euler-Maruyama-Schema fiir mehrere korrelierte
stochastische Prozesse

Die Korrelation stochastischer Prozesse ldsst sich auf die Korrelation der zugrunde liegen-
den Wiener-Prozesse zuriickfithren. Um korrelierte Wiener-Prozesse zu erschaffen, fliefit

Die Schrittweite muss nicht zwingend konstant gewiihlt sein.
3Definition A.0.20.
“Driftterm O(At), Diffusionsterm O(v/At).

60
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DISKRETISIERTE SDGL NACH DEM EULER-MARUYAMA-SCHEMA
SZ‘ = S(ti), T, = T(ti), 1€ No

MODELL DISKRETISIERTE SDGL
Aktienkurs Si = Si—1 + Si—1 - (WAt + o AW;)
S
AlnS;
Aln S; ~ N(uAt, o0?At)
CIR TP = Ti—1 —|—b(m —Ti_l)At—i-U\/?“i_l""AWi
Ar;
Ari ~ N(b (m — Ti—l) At, 0'27'1‘_1At)

i, b, m und o positive Konstanten, AW, = v/ AtZ; diskretisierter Wiener-Prozess

mit unabhingig standardnormalverteilten Zufallszahlen Z; und festem At > 0

Tabelle 5.1.: Diskretisierte stochastische Differentialgleichung nach dem Euler-Maruyama-
Schema.

die Cholesky-Zerlegung der entsprechenden (positiv definiten) Kovarianzmatrix in die Zu-
wichse der Wiener Prozesse ein (siehe [Gla04] und [Deu04]). Ist eine Kovarianmatrix 3
gegeben, so wird zunéichst die Cholesky-Zerlegung derselben bestimmt, so dass

»=0CCT. (5.4)
Fiir einen Vektor Z von k unabhéngig normalverteilten Zufallsvariablen ist dann durch

zhor — (zp) —C.Z 5.5
J j=1,...k (5:5)
ein Vektor korrelierter normalverteilter Zufallsvariablen gegeben. Deren Kovarianzen ent-
sprechen denen der Kovarianzmatrix . Mit Hilfe dieser korrelierten Zufallszahlen kann
nach (5.2) der Vektor der diskretisierten Zuwéchse der korrelierten Wiener Prozesse fiir
festen Zeitzuwachs At > 0 ermittelt werden:

AWk = /AtzkoT. (5.6)
Fiir festes 7o sind die AW;?%"T fir j € {1,...,k} dann entsprechend der Kovarianzmatrix

At - ¥ untereinander korreliert. Fiir festes j handelt es sich um unabhéngig normalver-
teilte Zufallsvariablen mit Mittelwert 0 und Varianz A¢. Damit werden alle zu diskretisie-
renden Zuwéchse angetrieben durch unabhéngig standardnormalverteilte Zufallsvariablen
(Zj,i)je{l,...,k},ieNm wobei die Zufallszahlen fiir festes ¢ korreliert sind entsprechend der
Kovarianzmatrix ». Um die diskretisierten Werte fiir den gesamten Prozess zu erhalten,
werden schliefSlich lediglich die korrelierten Wiener-Prozesse anstelle der unkorrelierten
verwendet:

Xj(ti) = Xj(tifl) + a; (Xj(tifl), tifl) At + bj (Xj(tz;l), tifl) AW]{?W (57)

mit AW = /ALZFo fir j € {1,...,k} und i € No.
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Kapitel 5. Diskretisierung der Modelle

Satz 5.2.1 [DISKRETISIERUNG ZWEIER KORRELIERTER STOCHASTISCHER PROZESSE]
Fiir zwei iber eine Kovarianzmatriz

N = < 0—% p0—120_2 >
pPo102 gy
korrelierte stochastische Prozesse (p bezeichnet dabei den Korrelationskoeffizienten der

beiden Prozesse, o1 und oy die einzelnen Varianzen) wird durch Cholesky-Zerlegung mit
¥ = CCT die Diagonalmatriz

“= < ;’12 \/1—07P202 > (58)

berechnet. Damit ist es mdglich, die beiden korrelierten Prozesse mit

AWlkgr‘r‘ = vV Atzﬁ(grr‘ =V At(CLl . Zl,i + CLQ . Zl,i)
= VAt g1 Zl,i
und AW = VAtZETT = VAH(Coy - Zoi+ Can - Zo)
= VAt('P'U2'Z1,i+' 1—02'02'Z2,z'>

einzeln tber (5.7) zu simulieren, denn nach (5.5) gilt fir festes iy

0 AR
Zkorr _ (qurr) —C.-7 = g1 . 1,i0 .
20 7520 G=1,. .k 20 JZep) MUQ Z2,7:0

Beweis: Im Rahmen der Cholesky-Zerlegung wird nach einer Dreiecksmatrix gesucht, fiir

die
ccC :(Cll 0),<011 021> >
C21 €22 0 c2

gilt. Durch Losen der Matrixmultiplikation auf der linken Seite ergibt sich

2 2
c1q 0 B o1 po102
2 2 = 2 .
C11C21 €5 + €59 pPo102 o1

Daraus folgt

2 2
Cll == 0-1 : Cl]_ = Ul
C11C21 = pO102 = C21 = PO2

2 2 _ 9 _ /.2 2 _
C31 + o =05 = co2=1\/05 —p?cs =/1— p’os.

Tabelle 5.2 zeigt die Diskretisierung des korrelierten Systems von stochastischen Differen-
tialgleichungen. Mit diesem System wird auch in Kapitel 9.6 gearbeitet wird.
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5.2. Das Euler-Maruyama-Schema fiir mehrere korrelierte stochastische Prozesse

DISKRETISIERTE FORM EINES KORRELIERTEN SDGL-SYSTEMS
NACH DEM EULER-MARUYAMA-SCHEMA
SZ' = S(ti), T, = T(ti), 1€ N(]

MODELL- DISKRETISIERTE SDGL
KOMPONENTE

Zinszuwéchse Ary=b(m —r(ti—1)) At + oo/r(tic1) TVALZy
nach dem CIR-
Modell

Logarithmische AlnS; = pAt + o1V AL (pZLi ++/1 - p2ZQ7i>
Aktienkurszu-
wiachse

i, o1, b, m und o9 positive Konstanten, Korrelationskoeffizient p € [—1, 1], unabhéingig

standardnormalverteilte Zufallszahlen Z;; fiir j € {1,2} und ¢ € Ny, festes At > 0

Tabelle 5.2.: Diskretisierte stochastische Differentialgleichung nach dem Euler-Maruyama-
Schema.
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Kapitel 6.

Die Simulation der Modelle

6.1. Aktienkurse

In vorigen Kapitel wurde auf eine mogliche Diskretisierung einer stochastischen Differen-
tialgleichung mittels des Euler-Maruyama-Schemas eingegangen. Geht es lediglich um die
Simulation eines einzelnen Aktienkurses, so ist es moglich, statt der stochastischen Diffe-
rentialgleichung die bekannte geschlossene Losung zu diskretisieren und so eine exaktere
Simulation zu erhalten. Da in Kapitel 9.6 allerdings ein Finanzmodell betrachtet wird,
das einen Korrelationsterm beinhaltet, muss auf die mittels des Euler-Maruyama-Schemas
diskretisierte Form der stochastischen Differentialgleichung zuriickgegriffen werden.

Fiir die Simulation einer diskretisierten Losung beziehungsweise einer diskretisierten sto-
chastischen Differentialgleichung ist es notwendig, standardnormalverteilte Zufallszahlen
zu erzeugen, um die Zuwéchse des den gesamten Prozess stochastisch antreibenden Wiener-
Prozesses zu erstellen. Entsprechend der Ausfiihrungen in Kapitel 5 zur Diskretisierung
entsprechen die Zuwéchse eines Wiener-Prozesses gerade dem Produkt unabhéngig stan-
dardnormalverteilter Zufallszahlen mit einem festen Faktor At, dem Zeitzuwachs:

AW; = VALZ;.

Generierung standardnormalverteilter Zufallszahlen

Die folgenden Ausfithrungen sind an [Gla04] orientiert. Als Grundlage fiir die Generierung
unabhéngig standardnormalverteilter Zufallsvariablen werden auf dem Einheitsintervall
(0,1) gleichverteilte Zufallszahlen generiert. Aus diesen werden mittels Transformation
standardnormalverteilte Zufallszahlen gewonnen.! Fiir die Transformation wird die Idee
der Invertierung der kumulativen Normalverteilung verwendet. In Tabelle 6.1 findet sich
eine grobe Skizzierung eines Algorithmus, der eine standardnormalverteilte Zufallszahl
zuriickgibt. Abbildung 6.1(a) zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichte der Standardnormalver-

GENERIERUNG EINER STANDARDNORMALVERTEILTEN ZUFALLSZAHL

INPUT: u~U(0,1) Realisierung einer auf dem Einheitsintervall gleichverteilten
Zufallsvariable
x =& (u); Transformation mittes inverser (kumulativer) Normalver-
teilung (Riickgriff auf Niherungsverfahren)
OUTPUT: x~ N(0,1) Standardnormalverteilte Zufallszahl

Tabelle 6.1.: Algorithmus zur Generierung einer standardnormalverteilten Zufallszahl.

"Vergleiche hierzu zum Beispiel [Gla04] und [Sey00].

65



Kapitel 6. Die Simulation der Modelle

teilung und die ihr entsprechende kumulative Normalverteilung. Dabei entspricht die ku-
mulative Normalverteilung ®~!(u) gerade dem Integral von —oo bis u iiber die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der zugrundeliegenden Normalverteilung ®(x). Da fiir dieses Integral
keine geschlossene Losung existiert, wird auf Naherungsverfahren zuriickgegriffen. Dabei
sollte im Idealfall ®(®~!(u)) = u fiir alle u € [0, 1] gelten. Fiir die Transformation wird die

09

08

0.7

0.6

05F

0.4r 1 -1

03t 1 b

0.2 1 -3r

01} : : i -at

(a) Wahrscheinlichkeitsdichte der Standard- (b) Inverse (kumulative) (Standard-) Nor-
normalverteilung und die entsprechende ku- malverteilung und das Prinzip des Transfor-
mulative Normalverteilung. mationsverfahrens.

Abbildung 6.1.: Zur Generierung standardnormalverteilter Zufallszahlen mittels der inver-
sen (kumulativen) Normalverteilung.

inverse (kumulative) Normalverteilung, wie in Abbildung 6.1(b) dargestellt, benttigt. Zur
Néherung wird das von Moro [Mor95] erweiterte Approximationsverfahren von Beasley
und Springer [BS77] verwendet. Dieses Verfahren basiert auf der urspriinglich von Beasley
und Springer verwendeten rationalen Approximation fiir 0.5 < u < 0.92

3 ai(u — 0.5)%H!

O (u) ~ 3 Y

und einer von Moro vorgeschlagenen Tschebyscheff- Approximation fiir 0.92 < u < 1

8
ZCZ log(—log(1 —u)))".

=0

Die Konstanten a;, b; und ¢; dieser Teilapproximationen sowie ein Algorithmus des Verfah-
rens sind in Tabelle 6.2 abgebildet. Durch Ausnutzung der Punktsymmetrie der inversen
(kumulativen) Normalverteilung (siehe Abbildung 6.1(b)) (®~1(1 — u) = —®~(u) fiir
€ (0,1)) ist es moglich, analog zum ersten Teil der Funktion im Intervall [0.5,1) auch
den zweiten Teil der Funktion in (0,0.5] mit den oben angefiithrten Approximationen zu
néhern. Dabei werden auch die Polstellen bei 0 und 1 durch die von Moro eingefiihrte
Tschebyscheff-Approximation gut approximiert. Neben seiner hohen Genauigkeit spricht
die relativ kurze Rechenzeit fiir die Verwendung dieses Approximationsverfahrens.
In Tabelle 6.3 ist ein Algorithmus zur Generierung eines Aktienkurses auf Basis der diskre-
tisierten stochastischen Differentialgleichung fiir die logarithmischen Zuw#chse abgebildet.
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6.1. Aktienkurse

DAS APPROXIMATIONSVERFAHREN NACH

Berechne Approximation von ®~!(u) mit u € (0,1)

MORO

INPUT: ue 0,1)
Initialisierung: ap = 2.50662823884; a; = —18.61500062529;
ag = 41.39119773534; ag = —25.44106049637;
by = —8.47351093090; by = 23.08336743743;
by = —21.06224101826; b3 = 3.13082909833;
co = 0.3374754822726147; c¢; = 0.9761690190917186;
co = 0.1607979714918209; c¢3 = 0.0276438810333863;
¢y = 0.0038405729373609; c5 = 0.0003951896511919;
cg = 0.0000321767881768; c7 = 0.0000002888167364;
cg = 0.0000003960315187;
y =u—0.5;
Fallunterscheidung: if |y| < 0.42
r=y%
=y (((as-r+az) -r+ay)-r+ap) .
((((bg =T +ba)-r+by)-r+by)-r+1))’
else
r=u;
ify>0
r=1—u;
r = log(— log(r));
x=co+r-(c1+r-(ca+r-(cg+r-(ca+r
(cs +r-(co+7-(c7+705)))))));
ify <0
x = —u;
OUTPUT: x Approximation von ®~*(u)

nach dem Approximationsverfahren von Moro.

Tabelle 6.2.: Algorithmus zur Berechnung der inversen (kumulativen) Normalverteilung

SIMULATION EINES AKTIENKURSES
S; = S(t;) fiw i € {0,...,N — 1}

INPUT:

At und Sy > 0, p, 0 und Zeitschrittanzahl N

Schleife: fori=1,2,...,N
Ziehe Z ~ N(0,1);
AW = AtZ;
Aln S; = pAt + c AW,

S, =81+ Si_lAIHSi;

OUTPUT: &S, So, ..., Sy

Tabelle 6.3.: Algorithmus zur Simulation eines Aktienkurses.
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6.2. Short Rate

Zur Beschreibung der Zuwichse der Short Rate wird im Rahmen dieser Arbeit das CIR-
Modell verwendet. Entsprechend der Diskretisierung mittels des Euler-Maruyama-Schema
ist in Tabelle 6.4 ein Algorithmus zur Simulation angegeben. Fiir die Generierung der
benétigten standardnormalverteilten Zufallszahlen kénnen die in den Tabellen 6.1 und 6.2
dargestellten Algorithmen verwendet werden.

SIMULATION EINER SHORT RATE NACH DEM CIR-MODELL
T = 22;10 Arg mit Ar; =1 —r; und r; = r(¢;) firi € {0,...,N — 1}

INPUT: At und r¢ > 0, b, m, o und Zeitschrittanzahl N
Schleife: fori=1,2,...,N

Ziehe Z ~ N(0,1);

AW = \/EZ;

Ar; =b(m —r;_1)At + o\ /Ti_1AW;

TP =711+ Arg;
OUTPUT: 1, T2, «vvy TN

Tabelle 6.4.: Algorithmus zur Simulation einer Short Rate nach dem CIR-Modell.

6.3. Ein korreliertes Finanzmodell (Aktienkurs und Short Rate)

Soll das in Kapitel 5 Tabelle 5.2 vorgestellte korrelierte Finanzmodell simuliert werden, so
kann auf die den letzten Kapiteln entsprechende Simulation der einzelnen Faktoren (Akti-
enkurs oder Short Rate) zuriickgegriffen werden. Lediglich bei der Generierung des Wiener
Prozesses fiir den Aktienkurs muss die diskretisierte Gleichung durch die aus Tabelle 5.2
ersetzt werden. Tabelle 6.5 zeigt einen entsprechenden Algorithmus.

SIMULATION EINES KORRELIERTEN FINANZMODELLS
(AKTIENKURS & SHORT RATE NACH DEM CIR-MODELL)
S; = S(t;) und r; = Z;;lo Arg mit Ar; = ripq — 1 sowie r; = r(t;) fir i € {0,...,N — 1}

INPUT: At und Sy >0, rg > 0, p, o1, b, m, oo, p und N
Schleife: fori=1,2,...,N

Ziehe Z; ~ N(0,1);

Ziehe Z3 ~ N(0,1);

AW, = VALZ;

AW, = VAL (p2Zy + /T= 172,

Ary =b(m — ;1) At + o\ /Ti 1 AW;

Aln S; = pAt + o AWsy;

TP =711+ Arg;
S =Si—1+ 5_1AInS;;
OUTPUT: Korrelierte Raten r1, ry, ..., ry und Sy, S2, ..., SN

Tabelle 6.5.: Algorithmus zur Simulation eines korrelierten Finanzmodells bestehend aus
einem Aktienkurs und einer Short Rate nach dem CIR-Modell.
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Kapitel 7.
Dichte-Approximationen

Das spiter in Kapitel 8.4 vorgestellte Histogramm-Matching-Verfahren zur Parameter-
schitzung basiert auf dem Vergleich von Dichte-Approximationen in Form von Histogram-
men. In diesem Kapitel sollen daher Dichte-Approximationen (verschiedener Dimensionen)
auf Grundlage unterschiedlicher Basisfunktionen vorgestellt werden.

In 7.1 wird die Dichte-Approximation mittels des Tensorprodukt-Ansatzes erkldrt, be-
vor in 7.2 der Diinngitter-Ansatz fiir Dichte-Approximationen vorgestellt wird (vergleiche
[BGO4], [GSZ92], [Gar04], [Mer05]).

Im Folgenden seien N Datenpunkte x; € R (1 < j < N) der endlichen Dimension d gege-
ben, auf deren Grundlage mittels der vorgestellten Dichte-Approximationen eine moglichst
gute Niherung p(z) mit z = (z1,...,24)7 € R? fiir die zugrunde liegende (unbekannte)
wahre Dichtefunktion gesucht wird.

7.1. Der Tensorprodukt-Ansatz

Gemifl dem Tensorprodukt-Ansatz wird die zu approximierende Dichtefunktion mittels
einer endlichen Anzahl von Basisfunktionen ¢ ;(x) und Gewichtskoeffizienten w;; auf Q C
R? diskret dargestellt durch:

nll nld

ol (z) = Z “' Z wyi - 1i(2) fir z € (2. (7.1)

i1=1 ig=1

Der (Multi-)Index = (I1,...,1l3)" € N fasst die Verfeinerungslevel beziiglich der einzelnen
Richtungen r € {1,2,...,d} zusammen. Diese Verfeinerungslevel bestimmen insbesondere
iiber den (Multi-)Index i = (i1,...,44)7 die Anzahl der Gewichte und Basisfunktionen.

Die Tensorprodukt-Basis

d
01i(z) = [ [ et (@r) = 100 (31) - Proin (x2) - -+ @104 (w) (7.2)
r=1
setzt sich aus n;, eindimensionalen Funktionen ¢, ; (x,) pro Richtung r € {1,2,...,d}

zusammen (1 <, <mny, ).

Anmerkung 7.1.1 [DiIE FORM DER TENSORPRODUKT-BASIS]

Dienen die duferen Grenzen des Trdgers ) der Tensorprodukt-Basis auch als Stiitzstellen
fir die eindimensionalen Basisfunktionen ¢y, ; (x,), so wird von einer geschlossenen Form
der Tensorprodukt-Basis gesprochen. Andernfalls handelt es sich um eine offene oder um
eine halboffene Form der Tensorprodukt-Basis — je nachdem ob zumindest eine der beiden
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gegentiberliegenden Grenzen Stiitzstelle ist.

In Abbildung 7.2(a) ist eine halboffene Form, in Abbildung 7.4(a) eine offene und in Ab-
bildung 7.4(b) eine geschlossene Form der Tensorproduktbasis dargestellt. Um welche Ba-
sisfunktionen es sich dabei genau handelt, wird in Kapitel 7.1.1 erldutert.

Fiir die weiteren Ausfithrungen werden folgende Annahmen getroffen:

Annahme 7.1.2 [ANZAHL DER EINDIMENSIONALEN BASISFUNKTIONEN UND GEWICHTS-
KOEFFIZIENTEN PRO RICHTUNG r € {1,2,...,d}]
Es seing, = O(2) mit

2l 41 mitl. >0 bei geschlossener Form der Basis,
ny, =} 2k mit I, >0  bei halboffener Form der Basis, (7.3)
2 — 1 mitl, >1 bei offener Form der Basis.

Damit kommt es zu einer ungefihren Verdopplung der Anzahl der eindimensionalen Ba-
sisfunktionen ¢y, ;, (z,) von Verfeinerungslevel zu Verfeinerungslevel. Eine Erhihung des
Verfeinerungslevels beziiglich einer Richtung r € {1,2,...,d} fihrt dann auflerdem zu einer
(ungefihren) Verdopplung der Anzahl (ngl ny,.) der mehrdimensionalen Basisfunktionen

pri(z) = Hg:1 @1, . (zr) und der entsprechenden Gewichtskoeffizienten wy ;.

Annahme 7.1.3 [SCHRITTWEITE IN RICHUNG r € {1,2,...,d}]
Es bezeichne b, die Breite des Triger-Intervalls der Tensorprodukt-Basis ¢y ;(x) beziiglich
der Richtung 1 <r <d. Dann ist die Schrittweite in Richtung r gegeben durch

nlb’;l bei geschlossener Form der Basis,
T
hi, = 7% bei halboffener Form der Basis,
b . .
7, 1 bei offener Form der Basis.

Also ist mit (7.3) stets

(7.4)

7.1.1. Die Wahl der Basisfunktionen

Zur Vereinfachung wird im Folgenden davon ausgegangen, dass sich das Gebiet, in dem
sich die N Datenpunkte befinden und auf dem die Basisfunktionen definiert sein sollen,
auf den d-dimensionalen Einheitswiirfel (Abbildung 7.1 !) skaliert werden kann. Das heifit,
von jetzt an wird

Q=10,1)¢

als Trégergebiet fiir die Tensorprodukt-Basis angenommen. Dies impliziert, dass b, = 1
und somit nach (7.4)

hy,. = 2 lr

fiir alle Richtungen 1 <r < d gilt.

!Dieses Bild basiert auf dem Bild ,,Parallelprojektionen der 0- bis 5-dimensionalen Wiirfelanaloga® aus der
freien Enzyklopéddie Wikipedia und steht unter der GNU-Lizenz fiir freie Dokumentation. Der Urheber
des Bildes ist Karl Bednarik (22.11.2002).
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Abbildung 7.1.: Parallelprojektionen der 0- bis 5-dimensionalen Wiirfelanaloga.

7.1.2. Die Basis der charakteristischen Funktionen

Das Tragergebiet Q2 wird in jede der Richtungen r € {1,2,...,d} in n;. disjunkte Einzel-
intervalle I;, ;. der festen Breite h;, unterteilt:

i hy, (ie +1) - by ), 0 <1 -1
Ilr’ir — {[’L lr (2 + ) l'r) ? <nlr (75>

[(nlr - 1) ' h’lr’nlr : hlr] = [(nlr - ]‘) : h’lr’ ]‘]’ 7:7' = nlr - 1

Da hier lediglich die ,linken“ &ufleren Grenzen als zusétzliche Stiitzstellen fiir die Tensorpro-
dukt-Basis dienen und es sich damit um eine halboffene Form der Basis handelt, gilt ent-
sprechend (7.3)

ny,. = 2lr.

Die der Tensorprodukt-Basis iiber (7.2) zugrunde liegenden eindimensionalen Basisfunktio-
nen ¢y, ;, (7,) werden nun als die charakteristischen Funktionen xj, , (z,) der Teilintervalle
aus (7.5) gewéhlt:

. 1, z,€ Ilr i
solr,ir (xr) : [07 ]‘] - R mit SDZ’I‘aZ'T (xr) = XILT ir (xr) = { i !
’ 0, sonst

fir [, € Nund 0 <4, < ny,. So ergibt sich beziiglich der Richtung r ein eindimensionales
halboffenes Gitter G, mit dquidistanter Schrittweite h;, und den n;, Stiitzstellen

Ty, = ir -y, fiir 0<i.<my, —1=2"—1.

7‘71;7‘
Das Gesamtgitter ist ein Rechtecksgitter mit Schrittweite h;, = 27! in Richtung r, das
sich aus den Punkten

Lli = (xll,ilvle,iQa oo 7l'ld,id)T

zusammensetzt. Dabei wird deutlich, dass der (Multi-)Index i gerade den Ort des Gitter-
punktes bestimmt. Dieses Gitter

G =Gy x...x Gy ={xy | ir=0,1,...,2" =1, r€{0,1,...,d}}

ist zwar in Bezug auf die einzelnen Richtungen dquidistant, kann aber abhéngig von den
Verfeinerungsleveln [y, o, ..., 5 unterschiedliche Schrittweiten fiir die verschiedenen Rich-
tungen haben.

Abbildung 7.2 veranschaulicht die eindimensionale Tensorprodukt-Basis der charakteristi-
schen Funktionen zum Verfeinerungslevel [; = 2.
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1
(0} [0}
1
(0} (0}
1
©2,0 ©2,1 2,2 ©2,3
o : °
1
0 1
N 0 0
§A+1) -1 sd+1) -1
=1 =1 =1 =z 1
Irp I, Ioo I3 0 0
(a) Veranschaulichung des Einzugsbereichs der Stiitz- (b) Die eindimensionalen charakteri-
stellen und des Aufbaus der Gewichtskoeffizienten stischen Basisfunktionen s ;(x2,;) fiir
mittels exemplarischer Datenpunkte. i = 0,...,3 und ihre Summe (siehe
(7.12)).

Abbildung 7.2.: Die eindimensionale Tensorprodukt-Basis der charakteristischen Funktio-
nen zum Verfeinerungslevel [; = 2.
7.1.3. Die Basis der stiickweise linearen Hutfunktionen
Das Tragergebiet wird in jeder Richtung r in sich iiberlappende Einzelintervalle unterteilt:
Iy, = (i = 1) -, (i +1) - g, ] N[0, 1],
Auf diesen Intervallen werden die eindimensionalen Basisfunktionen definiert als

1 .
1- \m X — |, xr €1,

@lr,ir(xr) = {

0, sonst

i * Ly Tr € [(ZT - 1) ) h‘l'r’ iy - hl'r] N [0’ 1]
= 1_(i'xr_ir)7 Ty € [iT'hlr7(iT+1)'h‘lr]m[O?l]

0, sonst

mit 0 < i, < 20 fiir die geschlossene Form der Tensorprodukt-Basis und 1 < 7, < 2l fiir
die offene Form (vergleiche Abbildung 7.3).

Im geschlossenen Fall sind es demnach genau n;, = 2;, + 1 Funktionen, wihrend es im
offenen lediglich n;, = 2;, — 1 sind. Ferner gilt fiir die Schrittweiten entsprechend (7.4)

im geschlossenen Fall
hl = nlrl_ = 27ZT.
im offenen Fall

nlr—i—l
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0 0
1 1
OM 0 0
1 1
7m7 7m7
1 1
0 0 0 0
1
0 0

O PO

Abbildung 7.3.: Dargestellt sind links die stiickweise linearen Hutfunktionen, die zusam-
men die offene, rechts diejenigen, die die geschlossene eindimensionale
Tensorprodukt-Basis zum Verfeinerungslevel [ = 2 bilden.

Auch hier ergibt sich ein (je nach Wahl der Basis geschlossenes oder offenes) Gitter Gj,
bestehend aus den []%_, ny, Stiitzstellen xy; = (1,4, Tipin, - - - » L1p0,) T it

fir0<i, <my, —1= 2lr im geschlossenen Fall
=1 Ny, und
fiir 1 < i, <mny, +1=2" im offenen Fall.

x

rylr

Bei dem resultierenden Gesamtgitter

Gl= G, % ... x Gy, — {{x“ ] z:r =0,1,...,2 rel,...,d} 1m geschlossenen Fall
{z1; | ir = 1,...,2 —1, r€1,...,d} im offenen Fall

handelt es sich wieder um ein in Bezug auf die einzelnen Richtungen dquidistantes Recht-

ecksgitter, dessen Schrittweiten h;, in die einzelnen Richtungen sich jedoch in Abhéngigkeit

von den Verfeinerungsleveln unterscheiden kénnen.

Abbildung 7.4 veranschaulicht den Einzugsbereich der Stiitzstellen und die resultierenden

Gewichte der stiickweise linearen Hutfunktionen im Eindimensionalen zum Verfeinerungs-

level 2.

Die ¢ i(x) bilden eine nodale Basis (Knotenbasis) fiir den Raum V; der iiber G stiickweise

d-linearen Hutfunktionen

olr fir r € {1,2,...,d}} im geschlossenen Fall,
2lr — 1 fiir r € {1,2,...,d}} im offenen Fall.

Abbildung 7.5 zeigt die eindimensionalen (offenen) nodalen Basen von Vi, V5 und V3.
Beispiele fiir zweidimensionale nodale Basen finden sich in Abbildung 7.6. Dabei sind
hier, obwohl nicht zwingend vorgeschrieben, die Verfeinerungslevel in beide Richtungen
identisch.
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9 8 11 1 2
36 36 36 36 36 36 36 36
I ——
Lo
Iy Lo
|
Iy I
e — | e — |
I3 I3
|
L
(a) Der offene Fall. (b) Der geschlossene Fall.

Abbildung 7.4.: Veranschaulichung des Einzugsbereichs der Stiitzstellen und des Aufbaus
der Gewichtskoeffizienten der stiickweise linearen Hutfunktionen im Ein-
dimensionalen mittels exemplarischer Datenpunkte.

A

P11 P2,1922 P23 P31 ... P37

Abbildung 7.5.: Stiickweise lineare Hutfunktionen als Basisfunktionen in einer Dimension
(41,4, fiir feste Richtung r) zum Verfeinerungslevel 1, 2 und 3 (skaliert auf

[0,1]).
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0\
AN

¥ \““\ “ \\\
“‘5‘0‘0%9;,@@@?‘0‘.‘}&“\&
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‘ ,)“\?}“ “\\
N?NO\»‘“&
L

(a) Zweidimensionale Basisfunktion ¢;1 zum (b) Zweidimensionale Basisfunktionen ¢y ;
Verfeinerungslevel I = (1,1)7. Die rote Funkti- zum Verfeinerungslevel [ = (2,2)7 fiir i =
on entspricht der eindimensionalen Basisfunk- (i1,d2)" mit 1 <, <3 (1< 7r<2).

tion ¢y, 1 der ersten Richtung, die griine Fun-
tion die der zweiten Richtung (¢i,,1).

Abbildung 7.6.: Stiickweise lineare Hutfunktionen als Basisfunktionen in zwei Dimensionen
(skaliert auf [0, 1] x [0, 1]).

7.1.4. Die Bestimmung der Gewichtskoeffizienten

Von folgenden Eigenschaften der Tensorprodukt-Basis, die insbesondere fiir die Bestim-
mung der Gewichtskoeffizienten mafigeblich sind, wird im Weiteren ausgegangen:

e Jeder Punkt wird durch die Tensorprodukt-Basis (hochstens) einfach gewertet:

nll nld nll nld
ST @ =) i () P (2) - g (wa) <1 (7.6)
=1 ig=1 =1 ig=1

Gleichheit gilt nur fiir die geschlossene Form der Tensorprodukt-Basis. Ansonsten
kann es abhingig von der Wahl der Funktionen ¢, ; (x,) dazu kommen, dass Da-
tenpunkte, die im Auflersten Einzugsgebiet der Basisfunktionen liegen, nur anteilig
gewertet werden (siehe dazu auch Abbildung 7.4). Unter der Voraussetzung, dass
alle N Datenpunkte im Einzugsbereich der Basisfunktionen liegen, gilt mit (7.6)

N Ty ny,
YD > wule)=N<N. (7.7)

j=lii=1  ig=1

Dabei bezeichnet N den tatsichlich gewerteten Anteil der N Datenpunkte. Fiir den
geschlossenen Fall gilt gerade N = N.

e Die Integration einer einzelnen Basisfunktion iiber ein Gebiet 2, das ihr Triger-
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Intervall I;; C Q vollstindig enthilt?, fithrt zu

/cpl,i(x) de = / / V1 i (@) -y (xg) day .. dag
Q 951 Qq

= (bl'b2‘...'bd).2*ll.2*[2"”'271(1
= (by-ba-... bg)- 9—(hi+lz2+...+la)
p.o-ll s

mltb:blbgbd

Anmerkung 7.1.4

Diese Figenschaften sind, wie leicht nachzuvollziehen ist, sowohl von der Tensorprodukt-
Basis der charakteristischen Funktionen als auch der stiickweise d-linearen Hutfunktionen
erfillt.

Um die Gewichtskoeflizienten fiir die Tensorproduktbasis geeignet zu wéhlen, spielt zu-
sitzlich folgende Dichte-Figenschaft eine entscheidende Rolle:

Satz 7.1.5
Fiir eine beliebige Dichtefunktion p(x) gilt

o0

p(z) >0 sowie / p(z) dz = 1(vergleicheA.3). (7.9)

—00

Da es sich bei der zu approximierenden Funktion um eine Dichtefunktion handelt, muss
diese Eigenschaft erfiillt sein. Mit den am Anfang des Kapitels aufgefiihrten Eigenschaften
der Tensorproduktbasis wird folgendes Resultat erhalten:

Satz 7.1.6
Die Dichteeigenschaft (7.9) ist im Produkt-Ansatz genau dann erfillt, wenn die Gewichts-
Koeffizienten wy; gewdhlt sind als

LR S (7.10)
b N

Wi,i

2Das heift, fiir jede Richtung 1 < 7 < d gilt, dass das jeweilige Triger-Intervall I;_;_ in €, enthalten ist:
Iy, CQp fiir 1 <r <d.
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Beweis: Mit (7.10) gilt

/p;’A(w) dz 2 /Z"'Zwl,i'%(%) di

(110) < da ol N
=0 D> T > vy b2l
i1=1 z‘:lb'N =1
d J

w 2.5
N
= 1 (7.11)
g

Anmerkung 7.1.7 [AUSSAGEN DIE CHARAKTERISTISCHE BASIS BETREFFEND]

In die Wertung durch die charakteristische Basis gehen nur diejenigen Datenpunkte ein,
die sich im gesamt betrachteten Quader Q = [0,1]¢ befinden (siehe dazu Abbildung 7.2(b)
unten). Es gilt

iy Mg
1, zel,
S pile) = {O (7.12)

P ,  sonst.

Die betroffenen Datenpunkte werden quasi ,gezdhlt* und die 2l Gewichte wy; der charak-
teristischen Basis stellen dementsprechend die mit 21!l skalierten relativen Hiufigkeiten der
sich im jeweiligen Teil-Quader Qu; = Iy, iy X L1, 5, X ... X Ij_; befindenden Datenpunkte
dar (siehe dazu Abbildung 7.2(a)).

Anmerkung 7.1.8 [AUSSAGEN DIE STUCKWEISE d-LINEAREN HUT-BASIS BETREFFEND]|
Auch hier gehen nur die im betrachteten Gebiet liegenden Datenpunkte in die Wertung ein.
Allerdings wird der einzelne Datenpunkt nicht mehr nur einfach von einer der Basisfunk-
tionen ,gezdhlt (wie es bei den charakteristischen Funktionen der Fall ist), sondern er

wird anteilig entsprechend seiner Lage von allen umliegenden Basisfunktionen ausgewertet
(vergleiche Abbildung 7.4).

Mit Hilfe dieser ermittelten Gewichte und der vorher festgelegten Basisfunktionen ldsst
sich nun mit (7.1) eine Approximation der wahren Dichte angeben.

In Abbildung 7.7 sind Beispiele ein- und zweidimensionaler Dichte- Approximationen mit-
tels des Tensorprodukt-Ansatzes auf Grundlage charakteristischer und stiickweise linearer
Funktionen abgebildet.
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03 +H
0.2 —

01t g

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6

(a) Eindimensionale Dichte-Approximationen (ro-
tes Histogramm: charakteristische Basisfunktionen,
griine Kurve: stiickweise linearer Basisfunktionen ).

03 0.25

025 02

03 02
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0.1
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0.1
0.1

0.05 0.05

(b) Zweidimensionale Dichte-Approximation (¢) Zweidimensionale Dichte-Approximation
auf Grundlage charakteristischer Basisfunktio- auf Grundlage stiickweise linearer Basisfunk-
nen tionen

Abbildung 7.7.: Dichte-Approximationen mittels des Tensorprodukt-Ansatzes auf Grund-
lage charakteristischer und stiickweise linearer Funktionen. Zugrunde lie-
gen dieselben Datenpunkte.
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7.2. Der Diinngitter-Ansatz

Beim Tensorprodukt-Ansatz fiithrt eine Erhohung der Dimension zu einem gleichzeitigen
exponentiellen Anstieg der Anzahl von Basisfunktionen. Diese mit der Zahl der Dimensio-
nen exponentiell wachsende Komplexitit wird auch als der ,,Fluch der Dimension“ bezeich-
net. Um diesen zu ,brechen, konnen diinne Gitter eingesetzt werden. Beispielsweise ist
entsprechend Anmerkung 7.1.2 beim Tensorpodukt-Ansatz die Anzahl der Basisfunktionen
pro Richtung r € {1,...,d} in Abhingigkeit vom Verfeinerungslevel [, durch n;, = O(2"")
gegeben. Damit ergibt sich mit festem Level [ = [, fiir alle Richtungen r die Gesamtanzahl
n =0 (2l)d der Basisfunktionen. Fiir ein festes Level kommt es demzufolge bei einer
Erhohung der Dimension zum exponentiellen Anstieg der Anzahl von Basisfunktionen.

Beim nun vorgestellten Diinngitter- Ansatz liegen zwar die selben Basisfunktionen wie beim
Tensorprodukt-Ansatz zugrunde; aber bei der Differenzentechnik wird lediglich eine Aus-
wahl dieser Basisfunktionen zum Aufbau des diinnen Gitters verwendet. Es werden ins-

gesamt nur n = O ( 2! (log 21)d_1 Basisfunktionen verwendet. Damit bietet sich der Ein-

satz des Diinngitter- Ansatzes gerade in Bezug auf hohere Dimensionen an, denn einerseits
verspricht dieser Ansatz ungefahr dieselbe Genauigkeit der Dichte-Approximation beziig-
lich desselben Levels bei kleinerem Aufwand. Andererseits ermoglicht die Verwendung des
Diinngitter- Ansatzes bei gleichem Aufwand den Einsatz eines feineren Gitters fiir die Dich-
teapproximation.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Kombinationstechnik zur Generierung von diinnen
Gittern angewendet. Die Kombinationstechnik basiert auf vollen Produktgittern mit dqui-
distanter Schrittweite beziiglich aller Richtungen.

7.2.1. Herleitung der Diinnen Gitter iiber die Differenzen der
eindimensionalen nodalen Basisfunktionen

In 7.1.3 wurde mittels der stiickweisen d-linearen Hutfunktionen eine nodale Basis fiir den
Raum V; besprochen. Jetzt soll eine weitere auf den stiickweisen d-linearen Hutfunktionen
basierende Basis vorgestellt werden, die V; aufspannt. Es handelt sich um eine so genannte
hierarchische Basis. Diese Basis wird fiir den offenen Fall eingefiihrt. Der geschlossene Fall
wird weitgehend analog entwickelt.

T, :={ie N¢ | 1 <4, < 2" — 1, i, ungerade fiir r € {1,2,...,d}} (7.13)

sei die Menge der ungeraden Indizes, die im Folgenden verwendet wird. Die hierarchische
Basis von V] ist definiert als

BL:{SDE,Q(Q) |Z€Ib ngrglrv TG{l,Q,...,d}}.

Im Unterschied zu den nodalen Basen bilden die hierarchischen Basen eine aufsteigende
Folge von Mengen. Bei einer Erhohung des Verfeinerungslevels beziiglich einer der Rich-
tungen r € {1,2,...,d} wird die Basis nicht komplett ausgetauscht, sondern es kommen
neue Funktionen hinzu. In Abbildung 7.8 findet sich eine Gegeniiberstellung von einer ein-
dimensionalen hierarchischen Basis zum Verfeinerungslevel [ = 3 zu einer entsprechenden
nodalen Basis.

Mit Hilfe der in (7.13) definierten Indexmengen koénnen die Differenzenrdume

d
Wi =Vi\ [ Vi,
r=1
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Y

07 Differenz: }—{
05
o4 } Differenz: A{ 04

02 }—{ 0.2
0.1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 m 0

0 02 04 06 08 1
(a) Nodale Basis be- (b) Teleskopsumme - Differen- (c) Hierarchische Basis:
stehend aus den Funk- zenberechnung. Bs ={ ¢11, , ,
tionen ¥3,1, ¥3,2, 3,3, ¥3,1, ¥3,3, ¥3,5, P3,7 }

$3,4; 3,5, P3,6, P3,7-

Abbildung 7.8.: Eindimensionale Basen zum Verfeinerungslevel [ = 3.

aufgespannt werden. Fiir diese Definition muss zusétzlich angenommen werden, dass V} =
@, falls [, = —1 fir mindestens ein r € {1,2,...,d} gilt. Dabei bezeichnet 0 den d-
dimensionalen Nullvektor und e, den r-ten d-dimensionalen Einheitsvektor. Es gilt

Wy = span{py;(z) | i € I;}.

Mit diesen Differenzenrdumen lésst sich nun eine Definition der Rdume V] als direkte
Summe ihrer Teilrdume (,Multilevel-Teilraumzerlegung®) angeben:

l lq
Vi= D D W) = D Wa

k1=1 kq=1 k<l
dabei gilt fiir zwei d-dimensionale (Multi-)Indizes a und b, dass
a<b & Vicj<q aj < b;

Mittels Abbildung 7.8(b) ist zu sehen, dass diese Diinngitter-Herleitung der Zerlegung einer
Folge von vollen Basen in ihre Teleskopsummenglieder entspricht. Dabei werden fiir die
Differenzen die jeweils (von der Hohe ihrer Verfeinerungslevel her) aufeinanderfolgenden
Basen voneinander abgezogen. Die Summe dieser einzelnen Glieder fiihrt gerade wieder
auf das entsprechende volle Gitter.

In Abbildung 7.9 finden sich zwei Tableaus. Das linke zeigt die zweidimensionalen V;, das
rechte die Differenzenrdume W;. Durch Addition der entsprechenden Differenzenrdaume
des rechten Schemas ergeben sich die Rdume Vj, fiir festes k£ im linken Schema. Zum
Beispiel ergibt sich ‘/(273) durch W(l,l) ©® W(LQ) ©® W(I,S) ©® W(2,1) ©® W(Q’Q) ©® W(273). Das
volle zweidimensionale Gitter zum Verfeinerungslevel [ = (3,3) kann entweder mittels V;
direkt in 7.9(a) abgelesen oder mittels Addition aller in 7.9(b) {iber der entsprechenden
Diagonale liegenden W erhalten werden.

80



7.2. Der Diinngitter-Ansatz

(a) Vollgitter-Schema. (b) Diinngitter-Schema.

Abbildung 7.9.: Vergleich der zweidimensionalen Schemata des vollen Gitters
(Tensorprodukt-Ansatz) und des diinnen Gitters bis zum Verfeine-
rungslevel [ = (I1,12)" = (3,3)". Eingezeichnet sind die Stiitzstellen und
ihr jeweiliger Einzugsbereich.

[ J
° ° S
[ ]
@ O O @ O O @ | | ieeieiieiieiiiiiiiiiiiiiie
o
[ ] [ J [ 2
[ ]
(a) Verfeinerungslevel 3. (b) Verfeinerungslevel 4.

Abbildung 7.10.: (Offene) Diinne Gitter verschiedener Verfeinerungslevel.
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7.2.2. Die Kombinationstechnik zur Erstellung von Diinnen Gittern

Fiir zwei Dimensionen lésst sich anhand der Darstellungen in den Abbildungen 7.9(a) und
7.10(a) leicht nachvollziehen, dass die diinnen Gitter zum Verfeinerungslevel [ sich durch
Subtraktion der Gitter G; auf der Superdiagonalen (der oberen Nebendiagonale) von der
Summe derer auf der Hauptdiagonalen ergeben (siehe Abbildung 7.11(c)).

(a) Bildung des Vollen Git- (b) Bildung des Diinnen (¢) Bildung des Diinnen
ters zum Verfeinerungsle- Gitters zum  Verfeine- Gitters zum Verfeinerungs-
vel [ = (2,3) mittels rungslevel | = 3 mittels level | = 3 auf Grundla-
des Differenzen-Schemas in des  Differenzen-Schemas ge der Kombinationstech-
7.9(b). in 7.9(b). nik mittels des Vollgitter-

Schemas in 7.9(a).

Abbildung 7.11.: Bildung zweidimensionaler Gitter mittels der in 7.9 abgebildeten Sche-
mata.

Allgemein wird die Diinngitter-Kombinationslésung (zum Verfeinerungslevel 1) f; auf dem
Diinngitter-Raum V; = @| k|<l Wi, durch folgende Uberlagerungen der Losungen von vollen
Gittern erhalten: -

D S (M I

I<|k|<i+d—1
d—1 d—1

= (—=1)¢ fi(z). (7.14)
q;) ( q )lkzl:—q :

Dabei stellen die Funktionen f;(z) diskrete lokale Losungen dar, die gerade in den Réumen
V] der stiickweise d-linearen Funktionen auf dem Gitter G existieren. Insbesondere gilt sind
die fi(z) (mittels eines Finite Elemente-Ansatzes) gegeben als

2l 2ld

file) =" i duila).

i1=1 ig=1

7.2.3. Die Gewichtskoeffizienten im Diinngitter-Ansatz

Satz 7.2.1 [DUNNGITTER-DICHTE-APPROXIMATION MITTELS DIFFERENZENBILDUNG]|
Mit den durch

1 1
Az) =Y (—)EEETE —1)pM4 (2). (7.15)
k=0 ka=0 Skalierung
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definierten Differenzen ergibt sich die Diinngitter-Dichte-Approximation tber
P = Y =1 (). (7.16)
|k|<l+d—1 Skalierung

Satz 7.2.2 [DIE KOMBINATIONSTECHNIK IN DER DICHTE-APPROXIMATION]
Wird (7.14) fir fi(z) = pP%(z) und fi(z) = pfA(g) angewendet, so ergibt sich

PlDG@) = Z (_I)Hdk1<‘Z|__1l>pIZA1(x>
I<|k|<l+d—1 =
d—1
- Se("Y) T bt (r.17)
q=0 |k|=l—q

Mittels der Kombinationstechnik (7.17) ldsst sich feststellen, dass die in (7.10) fiir den
Tensorprodukt-Ansatz definierten Gewichte auch fiir den Diinngitter-Ansatz Giiltigkeit
haben:

Satz 7.2.3

Mit den Gewichten
ol XN

Wy, = — = i\ 7.18
Li b-N;W’( ;) (7.18)

ist die Dichteeigenschaft (7.9) fir den Dinngitter-Ansatz erfillt. Es gilt
/plDG(w) dz = 1.

Beweis: Mit (7.17) und (7.18) ist:

[ = [ d_1<—1>q(d;1> S i@ de

4=0 lk|=i—q
d—1
d—1
- Se(U) Y [htwoa
q=0 |k|=l—q
d—1
(7.11) (—1)7 (d - 1> )
4=0 b7 k=i
- 1

Satz 7.2.4
Auch die Differenzenbildung (7.16) erfillt die Dichteeigenschaft. Es gilt

[i@ = Y @) e =
|k|<l+d—1 Skalierung
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Beweis:

[wa = [ Y @-vimwe

|k|<l+d— 1 Skalierung

- /Ak

L <l+d 1 Skalierung

1 1
_ L qy-1 1)zl . (2lkl-lpl
> -ty ey (e D

——— —
|k|<l+d—1 Skalierung p1=0 Pa=0 Skalierung

mit
1

/Az(x) dr = /Z C3 ()R )P () dg

p1=0 Pa=0 Skalierung
1 1
- Z Z 1)l (2li-lel — 1)/pPA(x) dx
L) ax
1=0 a=0 Skalierung
(71D Z Z L
— — h/_/
- - Skalierung

84



7.2. Der Diinngitter-Ansatz
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(a) Hierarchische Ba-~
sisfunktion fiir [ =
(1,1) : (p1,1 - p1,1).

(b)  Hierarchische
Basisfunktion  fiir
L= (1,2) : (p11-
w21+ 1,2 P2,2).

(¢)  Hierarchische (d)  Hierarchische
Basisfunktion  fiir Basisfunktion
L = (2,1) : (@2’1 . fiir L = (2,2)

(2,1 - w21 + @2,2 -
Y22 + @23 Y23+
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(e) Nodale Basisfunktion
fir h = 1,10 = 1: (p1,1 -
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(h) Zusammenstellung der nodalen Basisfunk-
tionen die fiir die Bildung eines Vollen Gitters
nach Abbildung 7.11(a) fiir [ = (2, 2) gebraucht
werden.

(f) Nodale Basisfunktion
fir h = 1,1 = 2: (p1,1 -
©1,1)- P21+ P1,2 - P2,2).

(g) Nodale Basisfunktion
fiir L = 2, la = 1: (@2,1 .
011+ P22 @12)

4 ‘»’ Y \‘
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00

(i) Zusammenstellung der nodalen Basisfunk-
tionen die fiir die Bildung eines Diinnen Gitters
nach Abbildung 7.11(b) fiir [ = (2, 2) gebraucht
werden.

Abbildung 7.12.: Die zweidimensionalen nodalen und hierarchischen Basisfunktionen fiir
die Bildung eines Vollen sowie eines Diinnen Gitters nach den in Ab-
bildung 7.11 veranschaulichten Methoden fiir [ = (2,2). Die Kombina-
tionstechnik verwendet die in 7.12(e) bis 7.12(g) dargestellten nodalen
Basisfunktionen.
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Kapitel 8.
Die Parameterschatzverfahren

In Kapitel 4 wurden stochastische Modelle zur Beschreibung von Aktienkursen und Zins-
sétzen vorgestellt und diskutiert. Fiir eine addquate Beschreibung derselben ist im An-
schluss an die Auswahl eines Modells die Festlegung der Parameter ausschlaggebend. Ziel
ist es, mittels der in Kapitel 6 beschriebenen Verfahren simulierte Datensétze generieren
zu konnen, die die am Markt beobachteten Daten moglichst gut approximieren.

In einem ersten Ansatz wird versucht, iiber theoretische Betrachtungen zu ,,optimalen® Pa-
rameterwerten fiir ein Modell zu gelangen. Dementsprechend ist auch die fiir das Vasicek-
sowie das CIR-Modell geltende Parameterbeschrinkung 2bm > o2 hergeleitet (vergleiche
die Modellbeschreibungen im Kapitel 4.3), da Zinssétze in der Realitét lediglich nichtnega-
tive Werte annehmen. Weil in Bezug auf die vorliegenden 6konomischen Modelle keine kon-
kreten Parameterwerte aus der Realitdt ableitbar sind, muss auf eine Stichproben-Analyse
(in Form historischer Daten) zuriickgegriffen werden. Bei einer Parameterschéitzung auf
Basis einer Stichprobe muss beachtet werden, dass aufgrund des endlichen Umfangs der
Stichprobe nur ein ,best fit“ und keine genaue Bestimmung der gesuchten Parameterwerte
moglich ist. Die Giite einer solchen ,best fit“-Schéitzung wird mafigeblich vom Grad der
Reprisentativitdt der Stichprobe bestimmt. Neben der Quantitit ist dabei auch die Qua-
litdt der Stichprobe ausschlaggebend.

Auf die Stichproben-Problematik werden wir in Kapitel 8.1 eingehen. In Kapitel 8.2 wer-
den die innerhalb dieser Arbeit zum Einsatz kommenden parameterspezifischen Parame-
terschétzverfahren beschrieben. Sie nutzen die speziellen Eigenschaften einzelner Parame-
ter zu ihrer Schiitzung auf Grundlage historischer Daten. In Kapitel 8.3 wird ein Uber-
blick {iber die allgemeineren Parameterschitzverfahren gegeben. Hier muss zwischen den
Prozess-spezifischen und den génzlich allgemein gehaltenen Verfahren unterschieden wer-
den. Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Histogramm-Matching-Verfahren, das auf
den Dichte-Approximationen aus Kapitel 7 basiert, gehort zu der allgemein gehaltenen
Verfahrensgruppe und ist damit prinzipiell universell einsetzbar. Es wird in Kapitel 8.4 ge-
nau erkldrt. Das zum Vergleich herangezogene Maximum-Likelihood-Verfahren (vergleiche
[Lo86], [Se97], [FMWO03]) hingegen gehort zu der Gruppe der Prozess-spezifischen Para-
meterschitzverfahren. Es wird in Kapitel 8.5 im Hinblick auf das CIR-Modell beschrieben.
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Abbildung 8.1.: Ausschnitte der Zeitreihen des Tagesgeldsatzes am Frankfurter Bankplatz

(Quelle: [Zei]).

Die fiir die Parameterschiatzung verwendete Stichprobe sollte die Verhéltnisse der Grund-
gesamtheit zutreffend widerspiegeln. In Bezug auf die Erfiillung dieses Anspruch der Re-
prdasentativitdt sind sowohl Quantitéit als auch Qualitéit der Stichprobe entscheidend:

o Quantitdt der Stichprobe: Das schwache Gesetz der groflen Zahlen sowie der Zentrale

Grenzwertsatz (siche Satz A.0.8 und Satz A.0.23) zeigen, dass ein sicherer Riick-
schluss auf statistische GesetzméfBigkeiten der Grundgesamtheit nur mittels eines
angemessen groffen Umfangs der Stichprobe sicher moglich ist.

Allerdings sind dem Auflésungslevel der Daten durch die Bedingungen in der Realitét
gewisse Grenzen gesetzt. Wird etwa die in Abbildung 8.1(a) dargestellte Wertetabelle
der Zeitreihe der Tagesdurchschnitte des Tagesgeldsatzes am Frankfurter Bankplatz
(als Approximation der Short Rate) betrachtet, fallen direkt die nicht vorhandenen
Datenwerte (zum Beispiel fiir den 14.05.2006) ins Auge. Diese Liicken in der Zeitrei-
he entstehen durch Wochenenden und Feiertage, an denen auch Borsen und Banken
geschlossen bleiben. Verursacht durch diese Umsténde kénnen Daten aus der Fi-
nanzwelt hochstens auf monatlichem Auflésungslevel ohne Liicken in den Zeitreihen
betrachtet werden (sieche Abbildung 8.1(b)).

Qualitdt der Stichprobe: Neben dem quantitativen Aspekt darf die Qualitit einer
Stichprobe nicht aufler Acht gelassen werden. Die Stichprobe sollte von einem #hnli-
chen 6konomischen Umfeld geprigt sein, wie es fiir die mit Hilfe des Modells zu ge-
nerierenden Daten anzunehmen ist. Wie anhand von Abbildung 8.1(b) zu erkennen
ist, muss daher je nach Zeitreihe bei der Festlegung des historischen Datenfensters
darauf geachtet werden, nicht zu weit in die Vergangenheit zuriickzublicken. Darge-
stellt ist die Zeitreihe der Monatsdurchschnitte der Tagesgeldsédtze am Frankfurter
Bankplatz seit Ende 1959.1 Deutlich zu erkennen ist, dass die Marktsituation vor

'Informationen der Deutschen Bundesbank ([Zei]): ,,Geldmarktsiitze werden im Allgemeinen nicht offiziell
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1979 eine deutlich hohere Volatilitdt der Zinssdtze hervorgerufen hatte, als es da-
nach der Fall war. Dies liegt vor allem am Europdischen Wahrungssystem (EWS),
das 1979 als Nachfolger des Européischen Wechselkursverbundes eingefithrt wurde
und bis einschliefllich 1998 die Grundlage der Wahrungspolitik zwischen den Lén-
dern der Européischen Gemeinschaft gebildet hat (fiir ndhere Informationen siehe
zum Beispiel [EuL]).? 3 Aufgrund dieses Einschnitts der historischen Zeitreihe ist es
nicht sinnvoll, fiir die Parameterschéitzung von Short-Rate-Modellen Tagesgeldsét-
ze vor 1979 zu verwenden. Der Zeitrahmen der Stichprobe ist somit in etwa auf die
letzten 30 Jahre beschrankt. Damit ist wegen der Beschrinkung des Auflosungslevels
der mogliche Umfang der Stichprobe (die Quantitit) begrenzt.

Es bleibt zu priifen, inwieweit Quantitdt sowie Qualitdt der historischen Stichprobe im
konkret vorliegenden Fall Probleme bei der Parameterschitzung verursachen (siehe Kapitel
9.6 und 10).

festgesetzt oder notiert. Die hier angegebenen Sétze sind ungewichtete Monatsdurchschnitte, die auf
Angaben vom Frankfurter Bankplatz basieren.“ Beginnend mit Mérz 1970 wurden die Reihen auf
eine neue, verbreiterte Erhebungsgrundlage gestellt. Bis Juni 1990 wurden sie nach der Deutschen
Zinsmethode 360/360 Tage berechnet, ab Juli 1990 nach der Zinsmethode act/360 ermittelt.“

2Das EWS zielte darauf ab, in Europa durch die Einfiihrung fester, jedoch anpassungsfihiger Wechselkurse
eine wihrungsstabile Zone zwischen den beteiligten Léndern zu schaffen.
1999 wurde das EWS innerhalb der Mitgliedsdldnder der Wahrungsunion durch die Einfithrung des Euro
abgelost. In den iibrigen EU-Léandern trat das EWS II mit dazugehorigem Wechselkursmechanismus I1
an seine Stelle.

3Mit der Absicht, die Preise stabil zu halten, setzen Notenbanken die Leitzinsen als geldpolitische Mittel
ein. Diese haben direkte Auswirkung auf die Tagesgeldsitze.
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8.2. Parameterspezifische Parameterschatzverfahren

In diesem Kapitel werden Parameterschitzverfahren vorgestellt, die die analytischen Ei-
genschaften einzelner Parameter fiir eine Schétzung derselben ausnutzen. Solche Verfahren
sind parameterspezifisch und lassen sich daher nicht beliebig auf andere Parameter iiber-
tragen. Im Rahmen dieser Arbeit kommen folgende auf historischen Stichproben basierende
parameterspezifische Schitzverfahren zur Anwendung;:

1. Die Schitzung des Driftparameters p des Aktienkurs-Modells iiber die historische
mittlere Rendite (skalierter Mittelwert der logarithmischen Kursinderungen),

2. Die Schitzung des Diffusionsparameters o des Aktienkurs-Modells iiber die histori-
sche Volatilitét,

3. Die Schitzung des Mean-Reversion-Niveaus m der Short-Rate-Modelle, denen ein
Mean-Reversion-Prozess zugrunde liegt, iiber den historischen Mittelwert.

Zu 1.: Die diskretisierten logarithmischen Kursinderungen AlnS; = pAt + c AW, sind
normalverteilt mit N(uAt, 02At) (vergleiche Kapitel 4.1 sowie Tabelle 5.1). Der Erwar-
tungswert ist demnach nur von dem zu schéitzenden Parameter u sowie dem entsprechend
der Diskretisierungsannahmen (siehe Kapitel 5) konstanten Zeitzuwachs At abhéngig. Die
Schitzung des Parameters p kann daher iiber eine Approximation des Erwartungswertes
erfolgen. Da es sich bei den logarithmischen Kursidnderungen A ln.S; um eine normalver-
teilte Zufallsvariable handelt, ist es moglich, den Erwartungswert iiber den Mittelwert der
vorliegenden historischen Stichprobe zu approximieren (vergleiche das schwache Gesetz
der grofien Zahlen (Satz A.0.8)).

Fiir eine Stichprobe von N +1 historischen Aktienkurswerten Sy, ..., Sy mit S; = S(i-At)

ergibt sich ein unverzerrter Schiatzwert i des Driftparameters mit z; = In (%) fiir
1=1,..., N iiber

ﬂziE {111(5@;(;)&))] Alt T= K Jifﬁ

Zu 2.: Ein Schétzwert des Diffusionsparameters o kann analog iiber eine Approximation
der Varianz erfolgen, denn diese ist ebenfalls nur vom zu schéitzenden Parameter o sowie
dem konstanten Zeitzuwachs At abhéngig. Die Varianz kann als historische Varianz mit
Hilfe des Mittelwertes der historischen Aktienkurswerte iiber

&2=$var [m(W)] Alt Nl_l N(x-—j:)2

unverzerrt geschétzt werden.
In Tabelle 8.1 ist ein Schiatzalgorithmus fiir den Drift- sowie den Diffusionsparameter des
Aktienkurs-Modells entsprechend 1. und 2. angegeben.

Zu 3.: Zur Schitzung des langfristigen Mean-Reversion-Niveaus m von Short-Rate-Modellen,
denen ein Mean-Reversion-Prozess zugrunde liegt, kann der Mittelwert der historischen Da-
tenwerte verwendet werden. Fiir eine Stichprobe von N + 1 historischen Daten rg,...,rn
mit r; = r(i - At) ergibt sich

N
NiT
1:0
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In Tabelle 8.2 ist ein entsprechender Schitzalgorithmus angegeben.

Da sowohl fiir das Vasicek- als auch fiir das CIR-Modell E [r(t)] 2% m gilt (vergleiche
(4.29) und (4.38)), liefert diese Schétzung fiir einen ausreichend grofien Umfang der histo-
rischen Stichprobe entsprechend des schwachen Gesetzes der grofien Zahlen (Satz A.0.8)

gute Ergebnisse. Eine numerische Analyse dieser Schitzung folgt in Kapitel 9.1.

’ HISTORISCHE SCHATZER FUR DIE PARAMETER DES AKTIENKURS-MODELLS ‘
INPUT: Historische Aktienkurswerte S, ..., Sy mit S; = S(i - At), At

Initialisierung: Relative historische Aktienkurswerte: x; = Sgii‘l (i=1,...,N);

ar =z1; by =0;
Schleife: firi=2,...,N
ai =aj—1+ (¥; —ai—1) /4
bi =bi1+ (i — 1) (x; —a;i—1)%/i;
by =bn/(N —1);
OUTPUT: Driftparameter 1 = ﬁa’s = éa]v,
Diffusionsparameter & = /s2/At = \/bx /At

Tabelle 8.1.: Schétzalgorithmus fiir den Drift- und den Diffusionsparameter des
Aktienkurs-Modells mittels historischer Stichprobe.

MITTELWERT-SCHATZER FUR DAS MEAN-REVERSION-NIVEAU

INPUT: Historische Short-Rate-Daten 7, ..., ry mit r; = (i - At), At
Initialisierung: mo = T0;
Schleife: firi=1,...,N

m; = Mi—1 + 1y;
my =my/(N +1);
OUTPUT: Mean-Reversion-Niveau m = 7 = my

Tabelle 8.2.: Schitzalgorithmus fiir das Mean-Reversion-Niveau von Short-Rate-Modellen
mittels historischer Stichprobe.
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8.3. Allgemeinere Parameterschatzverfahren

Parameterspezifische Parameterschitzverfahren (Kapitel 8.2) existieren nur fiir eine kleine
Anzahl an Modellparametern. Fiir die Schiatzung aller iibrigen Parameter muss daher auf
allgemeinere Parameterschitzverfahren zuriickgegriffen werden. In dieser Arbeit werden
zwei dieser allgemeineren auf historischen Stichproben basierenden Parameterschétzver-
fahren analysiert:

e Das Histogramm-Matching- Verfahren. Es basiert auf den in Kapitel 7 beschriebenen
Dichte-Approximationen in Form diskreter Histogramme. Die Schitzung der Para-
meter erfolgt iiber den Vergleich eines — auf Grundlage der historischen Stichprobe
erstellten — , historischen“ Histogramms mit ,,simulierten Histogrammen, die fiir die
verschiedenen Parameterséitze des Parametersuchraums generiert werden. Der ge-
schitzte Parametersatz ist derjenige, fiir den der Histogramm-Vergleich die kleinste
Abweichung liefert.

e Das Mazimum-Likelihood- Verfahren (vergleiche [Lo86], [Se97], [FMWO03]). Dabei
wird die Ubergangsdichte des diskretisierten Modells beziehungsweise eine Appro-
ximation derselben als Likelihood-Funktion fiir die Schiatzung der Parameter mittels
der historischen Stichprobe verwendet.

Wihrend beim Maximum-Likelihood-Verfahren die Kenntnis der Ubergangsdichte, einer
Approximation der Ubergangsdichte oder einer gleichwertigen Prozess-Information fiir
die Festlegung der Likelihood-Funktion unverzichtbar ist, funktioniert das Histogramm-
Matching-Verfahren auch ohne nidhere Prozess- beziehungsweise Parameter-Informationen.
Damit ist das Histogramm-Matching-Verfahren grundsétzlich das allgemeinere der beiden
Verfahren. Zusétzlich kann durch eine parameterspezifische Skalierung eine erhebliche Ver-
besserung der Schétzgiite erreicht werden (vergleiche 8.4.1 und 9.2). Da die Verfahren in
Kapitel 9 im Hinblick auf eine Schitzung der Parameter b und o des CIR-Modells analy-
siert werden sollen, werden in den folgenden Kapiteln jegliche Verfahrensspezifizierungen
in Bezug auf das CIR-Modell vorgestellt.

Sollen diese allgemeinen Parameterschétzverfahren auch fiir den in Kapitel 4.4 vorgestell-
ten Mehr-Faktor-Fall des CIR-Modells eingesetzt werden, so muss zunichst die Hiirde
der nicht am Markt beobachtbaren Teilraten der Short Rate iiberwunden werden. Diese
Problematik sowie ihre Auswirkungen hinsichtlich einer moglichen Schitzung mittels der
Histogramm-Matching-Verfahren werden in Kapitel 8.6 néher ertrtert.

Im Rahmen der Parameterschitzung mittels der Maximum-Likelihood-Methode existie-
ren, abgesehen von dem hier betrachteten Maximum-Likelihood-Verfahren auf Grundlage
der approximierten Ubergangsdichte des diskretisierten Modells, zahlreiche andere Ansiit-
ze, die auf weiteren Approximationsmoglichkeiten der wahren Likelihoodfunktion basieren
(siehe unter anderem [Ped95], [SC97], [KPS04], [Pou99] und [ASKO02]). AuBlerdem gibt es
Verfahren, die auf der Generalisierten beziehungsweise der effizienten Momentenmethode
basieren (siche etwa [GT96]). Diese haben zwar dieselbe asymptotische Effizienz wie die
Maximum-Likelihood-Methode, allerdings versagen sie bei Parameterschitzung anhand
kleiner Datenmengen (vergleiche [DS01]). Neben diesen parametrischen Schétzmethoden
gibt es auch einige nichtparametrische Ansétze (siehe etwa [AS02], [Sta97]).
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8.4. Das allgemeine Histogramm-Matching-Verfahren

In Kapitel 7 wurden Dichte-Approximationen auf Grundlage verschiedener Basisfunktio-
nen vorgestellt. Dabei wurde fiir den mehrdimensionalen Fall sowohl der Tensorprodukt-
als auch der Diinngitter-Ansatz beschrieben.

Wird die Dichte mittels charakteristischer Basisfunktionen approximiert, ergibt sich die
allgemein bekannte Form eines Histogramms. In diesem Zusammenhang wird ab jetzt
von naiven Histogrammen gesprochen. Die Resultate der anderen Dichte- Approximationen
werden in dieser Arbeit ebenfalls als Histogramme bezeichnet — auch wenn sie nicht die
typische Histogramm-Form haben.

In diesem Kapitel wird das allgemeine Histogramm-Matching-Verfahren beschrieben. Es
nutzt das Prinzip der Dichte-Approximation zur Schitzung der Parameter eines diskreti-
sierten Modells mittels einer historischen Stichprobe. In Kapitel 8.4.1 werden die mogli-
chen, fiir die Parameter des CIR-Modells spezifischen Skalierungen erkléirt und diskutiert.
Bei den numerischen Analysen wird sich herausstellen, dass diese Skalierungen zu einer
tatséichlichen Verbesserung der Schitzungen fiithren (siehe Kapitel 9.2). In Kapitel 8.4.2
wird ein iteratives Histogramm-Matching-Verfahren auf Grundlage der Vergleiche eindi-
mensionaler Histogramme, in Kapitel 9.4 ein paralleles Histogramm-Matching-Verfahren
basierend auf den Vergleichen mehrdimensionaler Histogramme beschrieben. In diesem
Zusammenhang ist auch das (Diinngitter-)Histogramm-Matching-Verfahren einzuordnen,
das auf der Approximation mehrdimensionaler Dichtefunktionen mittels des Diinngitter-
Ansatzes beruht. Die verschiedenen Histogramm-Matching-Verfahren basieren alle auf dem
in Tabelle 8.3 angegebenen und im Anschluss ndher erlduterten allgemeinen Histogramm-
Matching-Verfahren. Eine genaue Analyse der Verfahrensparameter erfolgt in Kapitel 9.
Das Histogramm-Matching-Verfahren basiert auf dem Vergleich des so genannten histori-
schen Histogramms, das aus dem historischen Datensatz (der Stichprobe) generiert wird,
mit den simulierten Histogrammen, die aus simulierten Datenséitzen aufgebaut werden.
Fiir jeden Parametersatz (eines gegebenen Suchraums) wird ein simuliertes Histogramm
erstellt und mit dem historischen Histogramm verglichen. Der geschétzte Parametersatz
ist derjenige, dessen simuliertes Histogramm die kleinste Abweichung zum historischen Hi-
stogramm aufweist. Dabei liegt die Annahme zugrunde, dass die Histogramme die wahren
Dichtefunktionen gut approximieren und infolgedessen aus einer relativ kleinen Abwei-
chung der Histogramme auch auf eine entsprechende gute Ubereinstimmung der Parameter
geschlossen werden kann. Eine genaue Ubereinstimmung der Histogramme ist allerdings
erst fiir eine sehr grofie Datenanzahl (N — oo) moglich. Sie ist aufgrund des unzureichen-
den Umfangs historischer Stichproben auszuschlieen. Es wird daher nach einem ,,best fit“
beziiglich der Histogramm-Abweichungen gesucht.
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ALLGEMEINES HISTOGRAMM-MATCHING-VERFAHREN

Bezeichnungen: Dat - Datensatz; H - Histogramm;

hist - historische Datenquelle; sim - simulierte Datenquelle.

INPUT: (1) Stichprobe Datp;st.
Initialisierung: (2) Wihle die Intervallgrenzen und die Anzahl der Teilintervalle
Ky

pro Richtung r € {1,...,d} (Teilintervallbreite h, = Z—;)
(3) Wéhle den Parametersuchraum © (und den

Startparametersatz fsqpt).

4) Ermittle Hyjs¢ aus Datpist.

Schleife: 5) Starte mit fg44,+ und durchlaufe den Parametersuchraum ©:

Ermittle Hgjpm (6) aus Datgim (0).

Ermittle die Abweichung der Histogramme:

HHsim(Q) - HhistHQ‘

OUTPUT: (9) Parametersatz 0, bei dem die kleinste Histogramm- Abweichung
auftrat (,best fit*): 6 = arg ming ||Hgim(0) — Hyist ||

(4)
(5)
(6) Simuliere Datgim (0) entsprechend aktuellem 6.
(7)
(8)

Tabelle 8.3.: Algorithmus des allgemeinen Histogramm-Matching-Verfahrens.

Bevor das in Tabelle 8.3 beschriebene Histogramm-Matching-Verfahren spezifiziert wird
(siehe Kapitel 8.4.1 bis 8.4.3), werden die einzelnen Unterpunkte umrissen:

Zu (1): Die Problematik der Auswahl einer repréisentativen Stichprobe in Form histori-
scher Daten Datp;s¢ wurde bereits in Kapitel 8.1 erlautert. Unter Umsténden kann ei-
ne parameterspezifische Skalierung der historischen sowie der entsprechenden simulierten
Datenwerte zu besseren Resultaten der Parameterschitzung fithren. Die Skalierungen des
historischen Datensatzes sind vor der Festlegung der Intervallgrenzen und der Teilintervall-
breite durchzufiihren. In Kapitel 8.4.1 wird die Skalierung beziiglich der Parameterwerte
des CIR-Modells beschrieben. Eine numerische Analyse findet sich in Kapitel 9.2.

Zu (2): Die Intervallgrenzen beschrinken das Grundintervall der zu erstellenden Histo-
gramme. Sie werden anhand der historischen Stichprobe festgelegt. In Kapitel 9.3.4 wird
untersucht, inwieweit es sinnvoll ist, fiir diese Festlegung der Intervallgrenzen nur einen
gewissen Prozentsatz der historischen Datenwerte einzubeziehen, um so ,,Ausreifiler” (Da-
tenwerte, die weit von den {ibrigen abweichen) auszuschliefien und das Verfahren effizienter
zu gestalten. Je schmaler das betrachtete Grundintervall der Histogramme beziiglich der
Richtung r ist (b,), desto geringer féllt auch die fiir eine kleinere Teilintervallbreite h, = Z—:
benétigte Anzahl k,. der Teilintervallen fiir die Richtung r aus. In Kapitel 9 werden Analy-
sen iiber die sinnvolle Festlegung dieser Teilintervallbreiten beziehungweise die Festlegung
der Anzahl der Teilintervalle durchgefiihrt.

Zu (3): Bei der Definition des Parametersuchraums © ist darauf zu achten, mit welchen
Parameterwerten Daten generiert werden konnen, die den real zu beobachtenden Werten
nicht widersprechen und den Voraussetzungen der Modelle geniigen. Zum Beispiel werden
die entsprechend des CIR-Modells generierten Zinsraten fiir zu grofie Parameterwerte der
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Mean-Reversion-Stérke b (b- At > 1) oft direkt iiber das Mean-Reversion-Niveau gezogen.
Da dieses Verhalten verglichen mit realen Beobachtungen nicht sinnvoll erscheint, wird
der Parametersuchraum auf Werte mit b - At < 1 eingeschriinkt. Auflerdem ist darauf zu
achten, dass die Beschrinkung 2bm > o2 (vergleiche Kapitel 4.3.2) einzuhalten ist, um
negative Werte der generierten Short Rate zu verhindern.

Zu (4): Der Aufbau der Histogramme mittels Dichte-Approximationen wurde in Kapitel 7
erkldrt. Je nach Spezifizierung des Verfahrens handelt es sich um ein- oder mehrdimensio-
nale Histogramme. Dariiber hinaus steht die Wahl der Basisfunktionen offen und beziiglich
der mehrdimensionalen Dichte-Approximationen kann einerseits auf den Tensorprodukt-,
andererseits auf den Diinngitter-Ansatz zuriickgegriffen werden.

Zu (5): Das Durchlaufen des Parametersuchraums kann auf verschiedene Arten erfolgen.
Die unkomplizierteste Methode ist das simple ,,Durchforsten” des gesamten Suchraums,
dabei entspricht der Startparametersatz der unteren Grenze des Suchraums. Diese Me-
thode ist zwar einfach und robust, jedoch steigt dabei der Aufwand exponentiell mit der
Anzahl an Parametern. Um genauere Ergebnisse zu erlangen, kann adaptive Verfeinerung
eingesetzt werden. Das Verfahren ist dann weiterhin relativ einfach, allerdings muss ein
Verfeinerungs- oder Stoppkriterium (Anderung der in (8) ermittelten Abweichung sinkt un-
ter einen gewissen Schwellwert €) vorgegeben werden. Ferner besteht die Moglichkeit, das
Newton-Verfahren fiir die Suche nach den optimalen Parameterwerten durch Minimumsu-
che einzusetzen. Das Newton-Verfahren verfiigt gegeniiber den anderen beiden zwar iber
eine hohere Genauigkeit und Schnelligkeit. Allerdings ist es weniger robust und benétigt
dariiber hinaus eine Ableitung.

Zu (6): Die Simulationen werden auf Grundlage des diskretisierten Modells generiert. Dabei
wird im Rahmen dieser Arbeit das Euler-Maruyama-Schema verwendet (vergleiche Kapitel
5). Der Simulationszeitraum 7" entspricht dabei dem historischen Zeitraum, die Anzahl der
zu simulierenden Zeitschritte N —1 stimmt mit der der historischen Stichprobe iiberein. Um
ein moglichst glattes Vergleichshistogramm Hg;p,, und damit auch eine entsprechend glatte
Fehlerkurve beziiglich der Histogrammabweichungen zu erhalten, wird pro Parametersatz
nicht blof} ein Datensatz fiir die Ermittlung des zugehorigen Histogramms generiert. Viel-
mehr wird eine gréflere Anzahl von Datensitzen simuliert und mit Hilfe einer Mittelung
fiir die Erstellung der simulierten Histogramme verwendet. Welche Anzahl dabei sinnvoll
ist und inwieweit das mit dem Datensatzumfang N zusammenhéngt, wird ebenfalls in Ka-
pitel 9 erldutert.

Zu (7): Entsprechend (4).
Zu (8) und (9): AbschlieBend soll die fiir den Vergleich der Histogramme notwendige Er-

mittlung der Histogramm-Abweichungen erldutert werden. Auf Grundlage der Ls-Norm
ergibt sich der geschéitzte Parametersatz allgemein iiber

6= argmein [Hsim (¢) — Hnist || -

Wie auch Tabelle 8.3 bezeichnet Hpist dabei das historische Histogramm, wiahrend Hgjm (6)
die simulierten Histogramme in Abhéngigkeit vom aktuellen Parametersatz 6 darstellt.
Die exakte Ermittlung der Histogramm-Abweichungen hingt von den zugrunde liegenden
Basisfunktionen der Dichte-Approximationen sowie der Anzahl an Dimensionen ab:
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96

e Fiir Histogramme auf Grundlage charakteristischer Basisfunktionen, der naiven Form

von Histogrammen, kann der Fehler iiber die Lo-Norm der relativen Haufigkeiten pro
Teilintervall bestimmt werden. Fiir eindimensionale Histogramme wird die Abwei-
chung iiber

k
[ Haim(®) ~ Histlly = || > (k5™ = bi)°

=1

ermittelt, fiir zweidimensionale Histogramme mittels

k1 ko

-l = 55 (o)

i=1 j=1

Dabei bezeichnet k die Anzahl der Teilintervalle im eindimensionalen Histogramm,
k1 und ko die Anzahlen der Teilintervalle beziiglich der verschiedenen Richtungen
der zweidimensionalen Histogramme. Die h; beziehungsweise h;; geben die relativen
Haufigkeiten der sich im Intervall I; beziehungsweise I;; befindenden Datenwerte an.

Bei eindimensionalen Histogrammen, die auf stiickweise linearen Basisfunktionen
griinden, kann auf den Vergleich der Geraden in den einzelnen Teilintervallen zuriick-
gegriffen werden. Um eine Fallunterscheidung beziiglich sich schneidender Geraden
zu umgehen, wird eine zweifache Lo-Norm verwendet:

k 2
. . . — sim x) — hist T 2 T .
||H51m(9) thst||2 Z_Zl (\//L (gz ( ) g; ( )) d )

Dabei bezeichnet k die Anzahl der Teilintervalle und g; die fiir das i-te Intervall I;
ermittelbare Gerade. Durch die innere Lo-Norm entfillt die Fallunterscheidung, die
entsprechend der Lage der Geraden zueinander zu treffen wire.

Analog kann in zwei Dimensionen die Abweichung der Histogramme iiber den Ver-
gleich der fiir die einzelnen Teilquader I;; ermittelbaren Ebenen erfolgen. Auch hier
unterbindet eine zusétzliche Lo-Norm die Notwendigkeit einer Fallunterscheidung
beziiglich der Lage der Ebenen zueinander:

ki ke 2 2
| Him (0) — st |l = ZZ<\/ /I (sim (@) — elisi(a, 1)) dxdy).
ij

i=1 j=1

k1 bezeichnet dabei die Anzahl der Teilintervalle in Bezug auf die erste, ko diejenige
beziiglich der zweiten Richtung. Desweiteren beschreiben die e;; die im Teilquader
I;; aufgespannten Ebenen. Die Funktionsgleichungen der zum Vergleich eingesetzten
Geraden beziehungsweise Ebenen sind fiir das jeweilige Teilintervall (-quader) mit
Hilfe der durch die Dichte-Approximation ermittelten Werte zu bestimmen.

e Fiir das mehrdimensionale Diinngitter-Histogramm-Matching (auf Grundlage stiick-
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weise linearer Basisfunktionen) kann die Abweichung nach (7.7) tiber

Z 902931m Z stghISt

=1
Z ©i < sim hlst> Z (;Dz

||Hsim - Hhist||2 = ||f51m - fhlst||2 =

51m hlst

2

§ : sim hist
S : g; —9;
=1
sim hlst

scz

durch einen Vergleich der Gewichtskoeffizienten nach oben mit einer Konstanten C'
abgeschiitzt werden. Dabei ist ny, die Anzahl der Gewichtskoeffizienten. Hier wird
auch der Vorteil des Diinngitter-Verfahrens deutlich. Wird eine fiir alle Richtun-
gen konstante Anzahl k der Teilintervalle festgelegt, so sind es in Bezug auf den
Diinngitter-Ansatz lediglich O(k log k?) statt Hle k, (Tensorprodukt-Ansatz) Aus-
wertungen pro Histogramm-Abweichung.
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8.4.1. Skalierungen fiir das Histogramm-Matching-Verfahren

In Kapitel 5 wurde festgestellt, dass die mittels des Euler-Maruyama-Schemas diskretisier-
ten Zuwéchse des CIR-Modells normalverteilt sind mit Erwartungswert

E [A’l“l] = b(m — Tl',l)At (81)
und Varianz

var [Ar;] = o%ri_1At. (8.2)

Damit hiingen sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz der Ubergangsdichten des
diskretisierten CIR-Modells vom Wert r;_1 = r(¢;—1) der Short Rate zum vorausgegange-
nen Diskretisierungszeitpunkt ¢;_; ab.

180 01
1(1)=0.005 ——
160 | r(t)=0.02

(a) Die Dichtefunktionen der unskalierten
Zuwiichse (Ubergangsdichten des diskretisier-
ten CIR-Modells) fiir feste Ausgangwerte der
Short Rate.

(b) Approximation der ,Uberlagerung der
Ubergangsdichten“ des diskretisierten CIR-
Modells (siehe 8.2(a)) in Form eines naiven

Histogramms basierend auf entsprechend ge-
nerierten Datenséitzen (Datensatzumfang N =
300, Simulationsanzahl M = 500).

Abbildung 8.2.: Die Dichtefunktionen beziiglich der unskalierten Zuwichse des CIR-
Modells fiir b = 1.0, ¢ = 0.15, m = 0.05 und At = 0.1.

Die Ubergangsdichten fiir festen Ausgangswert ;1 = r(t;—1)

In Abbildung 8.2(a) sind die Dichtefunktionen der diskretisierten Zuwéchse Ar; des CIR-
Modells fiir die festen Ausgangswerte r;_1 € {0.005,0.01,0.02,...,0.10} mit iibereinstim-
mendem Mean-Reversion-Niveau m = 0.05, Parameterwerten b = 1.0 und o = 0.15 sowie
dem konstanten Zeitzuwachs At = 0.1 abgebildet. Sie entsprechen den Ubergangsdichten
des diskretisierten CIR-Modells. Es ist zu erkennen, dass sowohl die Erwartungswerte als
auch die Varianzen dieser normalverteilten Dichtefunktionen in Abhéngigkeit von den Aus-
gangswerten r;_; variieren. Stimmt der Ausgangswert mit dem Mean-Reversion-Niveau
m des Modells iiberein (r;—; = 0.05 (gelbe Kurve)), betridgt der Erwartungswert genau
E[Ar;] = 0. Ist r;_; grofer als das Mean-Reversion-Niveau (r;—; > 0.05 (zum Beispiel
ri—1 = 0.06 (schwarze Kurve))), rutscht der Erwartungswert der Dichtefunktion nach links
ab. Hier wird die Mean Reversion sichtbar: Die Wahrscheinlichkeit fiir einen negativen
Zuwachs wird aufgrund des negativen Mean-Reversion-Zugs grofer (siehe die Verlagerung
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des Mittel- beziehungsweise Erwartungswertes). Basierend auf einem hohen Diffusionsan-
teil kann es dennoch zu einem positiven Zuwachs kommen (siehe die Breite der einzelnen
Dichtefunktionen). Analog sind die Verschiebungen fiir r;_; < m (zum Beispiel r;_; = 0.04
(tiirkisfarbene Kurve)) nach rechts zu deuten.

Auch der Level-Effekt (siehe Kapitel 4.3) ist wiederzuerkennen: die Varianz der einzelnen
Dichtefunktionen (betrachte die Breite und Hohe der einzelnen Dichtefunktionen) verhilt
sich proportional zum Level r;_1, dem Ausgangswert der Short Rate.

An dieser Stelle ldsst sich festhalten, dass auf Grundlage der Zuwéchse fiir einen konstanten
Ausgangswert r;_1 die Histogramme die Approximation einer einzelnen Dichtefunktion aus
Abbildung 8.2(a) darstellen wiirden. Da die Erwartungswerte der einzelnen Dichtefunktio-
nen aus Abbildung 8.2(a) fiir festes r;_; und bekanntes m mit (8.1) nur vom Parameter
b, die Varianz nach 8.2 vom Parameter ¢ abhéngen, konnten diese Parameter sehr gut
mittels des Histogramm-Matching-Verfahren geschétzt werden. Fiir eine solche Schéitzung
anhand der einzelnen Dichtefunktionen liegen allerdings zu wenig Daten mit dem selben
Ausgangswert vor.

Die Uberlagerungsdichte fiir variierende Ausgangswerte r;_; = r(ti—1)

Fiir den Aufbau der approximativen Histogramme (siehe etwa Abbildung 8.2(b)) werden
alle beobachteten beziehungsweise generierten Zuwiéchse des CIR-Modells verwendet. Folg-
lich variiert der Ausgangswert fiir nahezu jeden Zuwachs. Die Histogramme approximieren
also keine einzelne Ubergangsdichte (siche Abbildung 8.2(a)) sondern eine Uberlagerung
verschiedener Ubergangsdichten, denn die Werte entspringen je nach Ausgangswert den
einzelnen Dichtefunktionen. Aufgrund der Mean-Reversion-Eigenschaft kann dabei davon
ausgegangen werden, dass (abhéngig von der Hohe der Mean-Reversion-Stérke b) Zuwiéch-
se um 0 geh&uft auftreten, da die Short Rate immer wieder zuriick zum Mean-Reversion-
Niveau m und damit zum Zuwachs 0 des Mean-Reversion-Terms gezogen wird.* Die Werte
fiir die Uberlagerung stammen also vor allem von den nahe um 0 liegenden einzelnen Dich-
tefunktionen aus Abbildung 8.2(a). Nur in seltenen Fillen treten Werte entsprechend der
weiter entfernt liegenden Dichtefunktionen auf.

So ist auch das approximative Histogramm aus Abbildung 8.2(b) zu erkldren. Dabei lie-
gen das selbe Mean-Reversion-Niveau m = 0.05, die selben Parameterwerte b = 1.0 und
o = 0.15 sowie der selbe konstante Zeitzuwachs At = 0.1 wie bei den einzelnen Dichte-
funktionen aus Abbildung 8.2(a) zugrunde (Anfangsrate ro = 0.0499, Datensatzumfang
N = 300, Simulationsanzahl M = 500). Aufgrund der Konzentrierung der Werte der
Short Rate um das Mean-Reversion-Niveau ist das Histogramm nach links und rechts
beschriankt. Durch die verschiedenen Formen der einzelnen Dichtefunktionen (bestimmt
durch die Erwartungswerte und die Varianzen) kommt es zu einer leicht schiefen Kurve.
Mit (8.1) und (8.2) ist klar, dass sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz dieser
so genannten Uberlagerungsdichte nicht nur von den Parametern b und o sondern auch
von der Verteilung der r;_; abhingen. Durch die Uberlagerung sind die Auswirkungen der
einzelnen Parameter an den approximativen Histogrammen nur schwach zu erkennen. Dies
gilt vor allem fiir den Parameter b. Die Parameterschétzung mittels Histogramm-Matching-
Verfahren, die auf diesen Uberlagerungsdichten beruht, kann demnach unprizise sein. An
dieser Stelle konnen Skalierungen eingesetzt werden: mit dem Ziel, die Zuwéchse derart zu
skalieren, dass die Auswirkungen der einzelnen Parameter wieder gut an den Histogram-
men zu erkennen sind und sich daher auch die Parameter besser schéitzen lassen.

“Vergleiche auch die nichtzentrale Chi-Quadrat-Verteilung der Short Rate nach dem CIR-Modell.
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Die Skalierung der Zuwichse beziiglich des Parameters b

Da fiir die Lage der Erwartungswerte E[Ar;] der einzelnen Ubergangsdichten unter ande-
rem auch der Parameter b verantwortlich ist, bietet es sich an, die Zuwéchse Ar; so zu
skalieren, dass diese Erwartungswerte nur noch von b und nicht mehr vom Ausgangswert
r;_1 abhéngig sind. Fiir den Parameter b werden daher fortan die folgenden skalierten
Zuwichse betrachtet

Ari O'2 Ti—1
—  __ ~N|(b, . 8.3
(m—ri—1) At < (m —m1)2'At> (83)

Damit hat auch der Parameter o keinerlei Einfluss mehr auf die Lage des Erwartungswer-
tes der Uberlagerungsdichte. Dieser stimmt nun genau mit dem Erwartungswert E [Ar;]
der einzelnen Ubergangsdichten {iberein und ist damit lediglich noch von b abhéngig.

e ;% 002
\@//"- 0.01
1
2 0
(a) Skalierte Ubergangsdichten der Zuwichse (b) Uberlagerung der Ubergangsdichten in ap-
des diskretisierten CIR-Modells fiir verschiede- proximativer Histogrammdarstellung (Daten-
ne vorausgehende Werte der Short Rate. satzumfang N = 300, Simulationsanzahl M =
500).

Abbildung 8.3.: Die Dichtefunktionen der beziiglich des Paramters b nach (8.3) skalierten
Zuwéchse fiir b = 1.0, 0 = 0.15, m = 0.05 und At = 0.1.

In Abbildung 8.3(a) sind Ubergangsdichten der skalierten Zuwéchse fiir feste Ausgangwer-
te r;_1 abgebildet. Abbildung 8.3(b) zeigt ein approximatives Histogramm der skalierten
Zuwichse, das eine Uberlagerung einzelner Ubergangsdichten darstellt. Durch die Skalie-
rung liegt der Erwartungswert der Uberlagerungsdichte ebenso wie die Erwartungswert
E [Ar;] der einzelnen Ubergangsdichten iiber dem wahren Wert von b. Gleichzeitig hat der
Parameter b bei dieser Skalierung (iiber die Ausgangswerte r;_1) kaum noch Einfluss auf
die Breite der Uberlagerungsdichte (vergleiche die Varianz in (8.3)). Beim Histogramm-
Matching-Verfahren ist daher fiir die Schitzung des Parameters b vor allem die Lage des
Erwartungswertes maflgeblich.

Die Skalierung der Zuwichse beziiglich des Parameters o
Fiir den Diffusionparameter o bringt eine Skalierung nur leichte Besserung. Entsprechend

der Uberlegungen zum Parameter b soll erreicht werden, dass die Varianzen var [Ar;] der
einzelnen Ubergangsdichten schlieBlich unabhéngig von r;_; sind, so dass ¢ allein fiir diese
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Varianzen ausschlaggebend ist. Dies wird durch eine Skalierung entsprechend

Ari oy (bmzri) VAL ) (8.4)
T'Z'At \/7'7

erreicht. Die Breite der Uberlagerungsdichte wird durch die Skalierung zu einem groBen Teil
vom Parameter o beziehungsweise der Varianz var [Ar;] der einzelnen Ubergangsdichten
bestimmt.?

1(1)=0.005 ——

e —
)=0.02 —— ]

;8:0 03 —— 0.045 -

1()=0.04 -

1()=0.05 —]
=006 ——

;f&:o 07 —— 004

1()=0.08 —— -

1()=0.09 —— u

1(9=0.10 ——

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Skalierte Ubergangsdichten der Zuwichse (b) Uberlagerung der Ubergangsdichten in ap-

des diskretisierten CIR-Modells fiir verschiede- proximativer Histogrammdarstellung (Daten-

ne vorausgehende Werte der Short Rate. satzumfang N = 300, Simulationsanzahl M =
500).

Abbildung 8.4.: Die Dichtefunktionen der beziiglich des Paramters o nach (8.4) skalierten
Zuwéichse fiir b = 1.0, 0 = 0.15, m = 0.05 und At = 0.1.

5Zusitzlich wird die Varianz natiirlich durch die Lage der einzelnen Mittelwerte der Ubergangsdichten
beeinflusst. Allerdings befinden sich diese r,_1 und damit auch die Erwartungswerte aufgrund des
Mean-Reversion Prinzips in einem gewissen Bereich.
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8.4.2. Das iterative Histogramm-Matching-Verfahren

Um alle Parameter des CIR-Modells auf Grundlage eindimensionaler Histogramm-Match-
ing-Verfahren schétzen zu kénnen, muss auf ein iteratives Verfahren zuriickgegriffen wer-
den. In Tabelle 8.4 ist ein iterativer Schitzalgorithmus fiir das CIR-Modell mittels eindi-
mensionaler Histogramm-Matching-Schétzungen angegeben.

Als Startwert kann einerseits eine Schiitzung von o als Varianz der mit /r skalierten
historischen Zuwéchse iiber

dr

NG

o= Va,r[

|

herangezogen werden. Andererseits kann ein Startwert fiir den Parameter b iiber eine
Schétzung des Erwartungswertes der mit (m—r) skalierten historischen Zuwéchse bestimmt
werden:

b=E [(mdiTJ /dt.

Das Abbruchkriterium orientiert sich an den Verdnderungen der geschitzten Werte. An
dieser Stelle besteht zusétzlich die Moglichkeit einer adaptiven Verfeinerung der eindimen-
sionalen Parametergitter.

ITERATIVER SCHATZALGORITHMUS FUR DAS CIR-MODELL MITTELS
EINDIMENSIONALER HISTOGRAMM-MATCHING-VERFAHREN

INPUT: Historische Short-Rate-Daten rg, ..., ry, Zeitzuwachs At
Initialisierung: Schitze das historische Mean-Reversion-Niveau m (Algorithmus in Ta-
belle 8.2);
Schétze Startwert
breu (Mittelwert der beziiglich b skalierten historischen

Datenzuwéchse) gehe pu (1);

oder ey (Standardabweichung der beziiglich o skalierten histo-
2);
Eindimensionales Histogramm-Matching-Verfahren (Tabelle 8.3):

gehe zu
¢ (

rischen Datenzuwichse)

(1) Onew auf Grundlage des Startwertes byey;
(2) bnew auf Grundlage des Startwertes op,ey;
Schleife: DO

Talt = Onew UNd bait = bpeu;
Eindimensionales Histogramm-Matching-Verfahren:
(1) Onew auf Grundlage des Startwertes by,eq;
(2) bnew auf Grundlage des Startwertes o,cy;
WHILE (|bnew — bait] > eb && |0nenw — 0art| > €0);
OUTPUT: Geschiitzte Parameter b = bnew und 6 = opeq

Tabelle 8.4.: Tterativer Schétzalgorithmus fiir das CIR-Modell mittels eindimensionaler
Histogramm-Matching-Verfahren (Reihenfolge von (1) und (2) héngt von der
Wahl des Startwertes ab).
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8.4.3. Paralleles (Diinngitter-)Histogramm-Matching-Verfahren

Die in 8.4.1 eingefithrten Skalierungen erméglichen den Aufbau eines zweidimensiona-
len Histogramms, fiir das pro Achse die in Bezug auf einen zu schitzenden Parame-
ter skalierten Zuwéchse einzuordnen sind. Demnach existiert bei einer Parallelschéitzung
fiir jeden der beiden Parameter des CIR-Modells eine Achse. Tabelle 8.5 zeigt einen
parallelen Schéitzalgorithmus fiir das CIR-Modell mittels (paralleler) zweidimensionaler
Histogramm-Matching-Verfahren. Werden die zweidimensionalen Histogramme auf Grund-
lage des Diinngitter-Ansatzes erstellt (vergleiche Kapitel 7), so wird vom Diinngitter-
Histogramm-Matching-Verfahren gesprochen. Hier besteht, wie beim iterativen Verfahren,
zusétzlich die Moglichkeit einer adaptiven Verfeinerung des zweidimensionalen Parameter-
gitters.

PARALLELER SCHATZALGORITHMUS FUR DAS CIR-MODELL MITTELS
ZWEIDIMENSIONALER HISTOGRAMM-MATCHING-VERFAHREN

INPUT: Historische Short-Rate-Daten rq, ..., ry, Zeitzuwachs At
Initialisierung: Schétze das historische Mean-Reversion-Niveau m (Algorithmus in Ta-
belle 8.2);

Zweidimensionales Histogramm-Matching-Verfahren fiir 0,c, und b,y
(Tabelle 8.3, Kapitel 8.4);

OUTPUT: Geschiitzte Parameter b = bpew UNd G = 0peq;

Tabelle 8.5.: Paralleler Schitzalgorithmus fiir das CIR-Modell mittels zweidimensionaler
Histogramm-Matching-Verfahren.
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8.5. Das (diskretisierte) Maximum-Likelihood-Verfahren

Als Vergleichsverfahren fiir die vorgestellten Histogramm-Matching-Verfahren wird die
Maximum-Likelihood-Schétzung des diskretisierten CIR-Modells eingesetzt. Diese Schétz-
methode beruht auf der bereits 1986 von Andrew W. Lo [Lo86] vorgestellten Maximum-
Likelihood-Schitzung generalisierter [t6-Prozesse mittels diskret generierter Daten. Auf-
gegriffen worden ist diese Idee unter anderem von Michael Sgrensen, der sich mit der
Spezifizierung verschiedener Schéitzfunktionen beziiglich der diskret beobachteten Daten
beschiftigt hat. Die Arbeitsgruppe Tom Fischer, Angelika May und Brigitte Walther refe-
renzieren Sgrensen [S¢97] in ihrer Arbeit zur ,Anpassung eines CIR-1-Modells zur Simu-
lation der Zinsstrukturkurve* [FMWO3]. Nach Lo ist die Likelihood-Funktion als Losung
einer besonderen funktionalen partiellen Differentialgleichung charakterisiert. Insbesonde-
re wird bei dieser Form der Schitzung davon ausgegangen, dass die Zustandsvariable, im
vorliegenden Fall die Short Rate, direkt am Markt zu beobachten ist. Ansonsten, so merkt
Lo an, werde die zugrunde liegende Analysis stark verkompliziert (sieche dazu auch die in
Kapitel 8.6 erlduterte Problematik im Zwei-Faktor-Fall des CIR-Modells). Dabei wird eine
Approximation der wahren Likelihood-Funktion verwendet. Statt der tatséchlichen Dichte-
funktion, die beziiglich des CIR-Modells auf einer Nichtzentralen Chi-Quadrat-Verteilung
beruht, werden die Ubergangsdichten der (mittels des Euler-Maruyama-Schemas) dis-
kretisierten stochastischen Differentialgleichung eingesetzt. Dadurch ergibt sich die fiir
die weitere Verwendung vorteilhafte relativ einfache (asymptotische) Normalverteilung.
([Se97],[FMWO03])

Das Verfahren

Bei einer Maximum-Likelihood-Schitzung wird zunéchst auf Basis der beobachteten dis-
kreten Datenwerte x = (z1,---,zn) mit ; = x(t;) ein statistisches Modell gesucht,
das den Zufallsmechanismus, der den beobachteten Daten zugrunde liegt, bis auf einen
unbekannten Parametersatz § € © C R¥ moglichst gut wiedergibt (siehe [See05]). Auf
Grundlage dieses statistischen Modells wird eine Likelihood-Funktion in Form einer Dich-
terepriasentation gesucht, die das Verhalten und sémtliche Informationen des Prozesses
beschreibt. Mit Hilfe von Maximierung werden dann die fiir den vorgegebenen Datensatz
optimalen Parameterwerte in Bezug auf das Modell bestimmt.

Die Likelihood-Funktion

Das statistische Modell ist im vorliegenden Fall durch die stochastische Differentialglei-
chung des CIR-Modells gegeben. Im Idealfall kann die Likelihood-Funktion durch die
exakte Dichtefunktion des beschriebenen Prozesses definiert werden, wenn das Modell
durch eine stochastische Differentialgleichung gegeben ist. Dann wird auch von der wah-
ren Likelihood-Funktion (engl. true mazimum likelihood estimator) gesprochen. Ansonsten
bietet sich der Einsatz der Ubergangsdichten fiir die Likelihood-Funktion an; denn wenn
es sich, wie im vorliegenden Fall, bei dem durch die stochastische Differentialgleichung
beschriebenen Prozess X (¢) um einen Markov-Prozess handelt, kann die Dichtefunktion
als das Produkt der einzelnen (bedingten) Ubergangsdichten betrachtet werden ([Lo86]):

N

p(X) = p1(X1) [ [ p(Xi, tal Xim1, tin). (8.5)
=2
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Die Ubergangsdichten enthalten simtliche den Prozess betreffende Informationen (siche
Kapitel 3.5) und kénnen als Basis einer Maximum-Likelihood-Schétzung dienen. Die ent-
scheidende Aufgabe besteht in ihrer Bestimmung. Die Ubergangsdichten sind durch die
Losung einer entsprechenden funktionalen partiellen Differentialgleichung charakterisiert.
Doch die Losung dieser partiellen Differentialgleichung ist oft mithsam, denn die Dichte-
funktionen sind nicht immer gut analytisch handhabbar. Oft wird dann auf eine Losung
entsprechend ,educated guesses“ (fundierter Vermutungen) zuriickgegriffen ([Lo86]). Ei-
ne moglichst gute Approximation der Ubergangsdichten wird gesucht. Im Fall des CIR-
Modells kann, so auch [FMWO03], eine Approximation der Ubergangsdichten mittels Nor-
malverteilung mit Erwartungswert 7,_; +b(m — r;_1) At = r;_1+ (a—b-7;_1)At und Va-
rianz o2r;_1 At verwendet werden. Aufgrund dieser Approximation sind derartige Schiit-
zer allerdings verzerrt (demnach nicht erwartungstreu). Die approximierten Likelihood-
Funktionen konvergieren jedoch fiir eine grofle Anzahl simulierter Pfade und eine kleine
Schrittweite h = At (grofle Beobachtungsdichte) gegen die wahre Likelihood-Funktion. Thr
Einsatz ist somit gerechtfertigt.([FMWO03])

Die Normalverteilung als Approximation der wahren Ubergangsdichten des
CIR-Modells

Wie bereits erldutert, kann beim CIR-Modell auf die Moglichkeit einer approximierten
Likelihood-Funktion mittels normalverteilter Ubergangsdichten mit Mittelwert i = r;—1 +
(@ — b-7;_1)At und Varianz 62 = o2r; 1At zuriick gegriffen werden. Die Likelihood-

Funktion Ly : © — [0, 00) ist dann entsprechend (8.5) gegeben durch

0 = Tl gz [

N 1 NN 1 1 (Ti - (T¢_1 + (a —b- T’i_l)At))Q
- [\/ﬂg\/&] 131 i [_ TIPS

i=1

(8.6)

fiir den Parametersatz 6 = (a,b,0?) € ©. Statt dieser Likelihood-Funktion wird im Fol-
genden jedoch die Log-Likelihood-Funktion Iy : © — R¥ U {00} mit

N
IN(#) = —NIn(v2r)— %IH(JQAt) + Zln ( ! >
i=1

V7Ti—1

N
1 (ri —(ric1+(a—10- T‘ifl)At))z
_20'2At zz; Ti—1 (87)
fir Ly(0) > 0 und In(0) = —oo fiir Ly(A) = 0 verwendet. Sie iibernimmt — als streng

monotone Transformation der Likelihood-Funktion — deren Eigenschaft, fiir den jeweils
fest gewihlten Parametersatz 6 ein Stiitzbarkeitsmafl in Bezug auf die beobachteten Da-
ten darzustellen. Gesucht wird der Parametersatz 6 = {a,b,0%} € © C R*, mit dem
die Likelihood-Funktion beziehungsweise die entsprechende Log-Likelihood-Funktion ma-
ximiert wird:

Ly(f) = max Ln(0)  bezichungsweise Iy(0) = max In(6).
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Um die Log-Likelihood-Funktion beziiglich ihrer Parameterwerte zu maximieren, werden
die entsprechenden partiellen Ableitungen gebildet:

8ZN(9) n 1 1 ~ (Ti — (7“2‘_1 + (a —b- T’i_l)At))2
- P AE—(—1).
do? 2 ooar S =1 2022 At ; Tio1
B n 1 " (Ti — (’r‘i,1 =+ (CL —b- ’I“Z‘,l)At))z
= T2 T ogiAg Z Ti—1 (88)

1=

din(0) _ 32 #(n_(ri_l+(a—b‘m_1)At))'(—At)

Oa P 202Atr,,
N |
Y oy (= it 0= i) A) (8.9)
Oln(6) - 1
= =2 (i — (ri- —b-ri1)At)) - (ri-1A
m 2 202Atri_1(r (ric1 4 (a —b-1i—1)At)) - (ri—1At)
1
= Z—ﬁ(m—(ri_1+(a—b-ri_1)At)). (8.10)
i=1
In(0
Aus 0 8N (2) = 0 ergibt sich fiir den Parameter o2 > 0:
o
N n 1 " (T’i—(Tz‘_l—i-(a—b-Y’i_l)At))Q
0 = 20’2 + 20’4At ; ri—1
e o= S Lt (0 ber)AD)? (8.11)
nAt i—1 rs—1 ! o " ' '
In(6)

Das Auflésen von = 0 nach a ergibt mit o2 > 0:

ob

0 = Z —i(n‘ — (7"1'—1 + (CL —b- T'Z‘_1>At))

2
=1
S 0= (ri—rii1)+ Y (—aAt)+ > (bri1At)
i=1 i=1 i=1
1 n
® o= (rn—ro)—l—bAt§ril . (8.12)
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Oln (6
Das Einsetzen von (8.12) in g( ) = 0 fithrt zu
a
0 = Zz; —0_2”71 Ty —Ti—1 — TAt (Tn — 7"0) + bAt; Tji—1| — bTi_l At
L "1 1 T
i — Ti—1 i—1
= E—— — A
“ 0 Z Tio1 ZTH RyNAY ZTJ ! t+zbm 1
=1 =1
n n n n
T 1 1 bAt 1
& 0 = —1)—=(rp,—7r - — T + bAtn
;(Ti—l > n( ! 0);%‘—1 noo=\ ri- 1; 7
n n n n
T 1 1 1 1
& 0 = —-—n—— - — bAt | — — _
1 r
*(Tn - TO) Z?:l e ?:1 - :
& b= 1 ’*11 (8.13)
At < —(22ieri-1) <2?1 >>
Ti—1
Fiir den Parameter a ldsst sich aus 8.12 und 8.13 schlieflen
1 1 T;
1 —(rn —10) 21y o >oic1 71 +n n
n Ti—1 Ti—1
a = —— |(rp—ro) + AtZri_l
nAt 1 n n 1 A
At (n—— 02t mi-1) | 2oim =1
n Ti—1
(4w =10} [ (S = L5 L
Ti—1
= a = 1
1
At (S - S
Ti—1
(8.14)
1 1 T3
—(rn —710) Doy —— — Dy +n
n n Ti—1 Ti—1
1 1
N > e
Ti—1
_ T
n(rn — 7o) (Z?:l ri-1) T Z? 1. —+n
& a = 0 L (8.15)
At [”2 (Zz 17— 1)_1 —Z? 1. 1]
11—

Preisanpassung im Fall realer Daten

Werden die Parameter des Short-Rate-Modells anhand realer (am Markt beobachtbarer)
Daten geschétzt, so steht noch aus, den bereits in Kapitel 4.2.1 erlduterten Maflwechsel
vom realen zum &quivalenten risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafl zu spezifizieren. In
diesem Zusammenhang muss der Marktpreis des Risikos (Definition 4.2.24) direkt ermittelt
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werden (vergleiche Folgerung 4.2.15). Andernfalls sind die von diesem Marktpreis beein-
flussten, unter dem realen Wahrscheinlichkeitsmafl geschétzten Parameter so anzupassen,
dass die reale und die auf Grundlage des Short-Rate-Modells generierte Zinsstruktur fiir
den aktuellen Zeitpunkt ¢ = 0 moglichst gut iibereinstimmen. Diese Anpassung kann {iber
die Preise der entsprechenden Nullkupon-Anleihen erfolgen.® Sind die theoretischen Prei-
se, die basierend auf den im realen Wahrscheinlichkeitsraum geschétzten Parametern und
einer Ndaherung fiir 7(0) (etwa durch den aktuellen Ein-Tages-Zinssatz [FMWO03]) ermit-
telt werden, durch P; = P(0,7;,7(0)) gegeben (vergleiche (4.24)) und sind die entspre-
chenden realen Preise mit PJ = P(O,Tj,r(O)) bezeichnet, so kann eine Anpassung (engl.
Fitting) der theoretischen an die realen Preise mittels der Methode der kleinsten Quadrate
erfolgen.([FMWO03])

Im CIR-Modell ist lediglich der Parameter a(= b - m) vom Mafiwechsel betroffen; es gilt:
a = a— \o mit Ay = L\/;) ([CIR85], [FMWO03]). Der entsprechende Parameter a der
theoretischen Welt kann durch die Methode der kleinsten Quadrate ermittelt werden:

k

A\ 2

a = argngnzl (P] —PJ) .
]:

Dabei werden lediglich die aktuellen Preise beriicksichtigt. Um auch historische Daten
einzubeziehen, kann folgende Schitzung verwendet werden:

N k

a= argmainz Z (P(ti,Tj,T(tz‘)) — P(ti,v'j,r(ti))f .

i=1 j=1

Die theoretischen Preise beziiglich des CIR-Modells sind durch (4.39) gegeben.

SFiir das Verhéltnis der stetigen Kassazinsen, die entsprechend Definition 4.2.5 die Zinsstruktur bilden,
und der Preise der Nullkupon-Anleihen vergleiche (4.4).
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8.6. Die Schatzproblematik des Zwei-Faktor-Falls des
CIR-Modells

Entsprechend der in Kapitel 4.4 vorgestellten Mehr-Faktor-Modelle setzt sich die Short Ra-
te im Zwei-Faktor-Fall als Summe zweier unkorrelierter Teilraten r(t) = Z?Zl ri(t) (4.43)
zusammen. Die diskretisierten stochastischen Differentialgleichungen dieser Teilraten sind
durch

Ari; = bi(my—7ri—1) At +o1/m,i—1 AWy,
Arg; = ba(ma—rgi1) At + 092, 1AW,

basierend auf zwei unabhéngigen (unkorrelierten) diskretisierten Wiener-Prozessen AW ;
und AWs; fiir i € Ny gegeben (vergleiche Kapitel 4.4.2 (4.47) sowie Kapitel 5, Tabelle 5.1).
Dabei sind by, by, mi, my sowie o1 und o9 positive Konstanten. Wie im eindimensionalen
Fall des CIR-Modells (vergleiche Kapitel 5, Tabelle 5.1) sind diese diskretisierten Zuwichse
der beiden Teilraten normalverteilt entsprechend

Arl,i ~ N(b1 (m1 — 7“171‘_1) At, O'%’f‘lﬂ'_lAt)

AT’QJ' ~ N(b2 (mg — 7’271'_1) At, U%TQyi_lAt).
Wiéhrend fiir den Ein-Faktor-Fall der Short-Rate-Modelle der Tagesgeldsatz als Approxi-
mation der Short Rate zur Schéitzung herangezogen werden kann, ist dies fiir den Mehr-

Faktor-Fall nicht méglich. In Kapitel 4.2.1 (4.4) wurde dargelegt, dass sich die Zinsstruktur
iiber

1
R(t,T) = — " In P(r,t;T)

T _
aus der Short Rate bestimmen ldsst. Fiir den Mehr-Faktor-Fall des CIR-Modells mit k&
Teilraten bedeutet dies nach (4.48)

BT = (- 247 200

j=1

2h‘e(b-+hj)T/2
(h]—f—b )(e hT—l)—f—?hj
2(ehj7- )
(h +bj)(ehi™ — 1) + 2h;

mit hj(bj,O'j) :1/b§+20'j.

Dementsprechend ist fiir die Schitzung der Short Rate im Falle zweier Teilraten r = 11419
(k = 2) die Zinsstruktur fiir zwei verschiedene Filligkeitsdaten zu betrachten:

- R(t, Tl), R(t, Tz) fir k = 2.

ijmj
2

9;

mit A]’(T;bj, mj,aj) =

und Bj(1;bj,0/)

Die Zuwéchse dieser Zinssétze mit den Falligkeitsdaten 77 und 75 lassen sich iiber

2
AR(i,Tl) _ Z <_ Aj(Tl) + Bj(Tl)Arj,i) (8.16)

- T1 T1
J=1
2
A B;
AR(i,Ty) = Z(— J:JQ)JF JT(QTQ)AW,Z) (8.17)
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bestimmen. Da die A;(7;b;,m;,0;) und B;(7;b;,0;) allerdings auch von den unbekannten
(zu schitzenden) Parametern mj, b; und o; fiir j = 1,2 abhéngen, kénnen die am Markt
beobachteten Zinssétze R(t,T1) und R(t,T3) nicht fiir die Teilraten der Short Rate trans-
formiert werden. Eine Schitzung der Parameter kann somit nicht direkt iiber die beiden
Teilraten erfolgen.

Eine weitere Ansatzmoglichkeit besteht darin, die Parameter iiber die R(¢,77) und R(¢,T3)
zu schitzen. Das heifit, die Histogramme werden nicht fiir die diskreten Zuwéchse Ar; der
Short Rate generiert, sondern fiir diejenigen der beiden Kassazinssitze: AR(i,T1) und
AR(i,Ty). AuBerdem wird nicht mehr die Uberlagerung der Ubergangsdichten der diskre-
tisierten Zuwiichse der Short Rate approximiert, sondern die der Ubergangsdichten der
diskretisierten Zuwichse der beiden Zinsséitze R(t,T1) und R(t,T>). Diese diskretiserten
Zuwichse sind normalverteilt entsprechend

2
(=A;(m1) + Bj(m)bj (mj — ;1) At) Z( i (T1)o5 T 1At)

1

]

AR(i,Ty) ~ N

2

1

<.
Il
—_

J

(—Aj(m2) + Bj(12)bj (mj —rj;—1) At) i( 5(72) (72731 lAt)

-
1 2 =1

Mw

AR, Ty) ~ N

<.
Il

Damit sind, wie auch bei den diskretisierten Zuw#chsen Ar; der Short Rate, sowohl die
Erwartungswerte E[AR(i,71)] und E[AR(i,T>)] als auch die Varianzen var [AR(i,T})]
und var [AR(i,T)] der Verteilungen von den jeweils vorausgehenden Werten r;; 1 der
Teilraten fiir j = 1,2 abhéngig. Zudem kommt erschwerend hinzu, dass die zu schiatzenden
Parameter by, b2, 01 und oy sowohl in die Erwartungswerte als auch in die Varianzen
einfliessen. Auch die Mean-Reversion-Niveaus m; und ms der beiden Teilraten sind in den
Erwartungswerten enthalten. Es gelten insgesamt folgende Abhéngigkeiten:

E(my,ma,b1,b2,01,09,71-1,72,i—1) sowie var(bi,be,01,02,71,i—1,72i-1)

Die Schitzungen des Ein-Faktor-Falls des CIR-Modells mittels der Histogramm-Matching-
Verfahren basierten bisher auf einer Mittelwertschétzung fiir das Mean-Reversion-Niveau
m. Diese Schéitzung ist fiir die beiden Mean-Reversion-Niveaus m; und ms auf Grund
nicht am Markt beobachtbarer Teilraten nicht moglich. Daher miissen auch diese Para-
meter mittels der Histogramm-Matching-Verfahren geschéitzt werden. Die Schiatzung der
Parameter iiber die Histogramm-Matching-Verfahren gestaltet sich allerdings schwierig.
Fiir die Schitzung der Parameter des Ein-Faktor-Falls des CIR-Modells wurden in Kapitel
8.4.1 Skalierungen eingefiihrt, aufgrund derer es moglich ist, die Parameter einzeln iiber
den Erwartungswert beziechungsweise die Varianz zu schétzen. Zudem erlauben diese Ska-
lierungen den Aufbau zweidimensionaler Histogramme, die fiir eine parallele Schitzung
der Parameter genutzt werden konnen. Wie in Kapitel 9.2 dargelegt, fithrt die Einfiih-
rung der Skalierungen zu einer deutlichen Besserung der Schiitzergebnisse. Werden jetzt
die Zuwichse der Kassazinsen ((8.16) und (8.17)) betrachtet, so ist eine solche Skalierung
nicht mehr méglich. Es gelingt nicht, den Erwartungswert beziehungsweise die Varianz
so zu skalieren, dass sie unabhéngig von den zuletzt erreichten Werten der Teilraten ist.
Das hat einerseits zur Folge, dass keine Verbesserung der Schitzung erreicht werden kann;
anderereseits entfillt die Moglichkeit, mehrdimensionale Histogramme fiir die Schétzung
nutzen zu kénnen.

Demnach miissten alle Parameter aus dem Vergleich der beiden eindimensionalen Histo-
gramme fiir die Zuwéchse AR(¢,T1) und AR(i,T>) geschéitzt werden.
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Die einzelnen Parameter kénnen allerdings in einer parallelen Schétzung mittels eindi-
mensionaler Histogramm-Matching-Verfahren kaum gefasst werden. Dies liegt daran, dass
die Erwartungswerte E[AR(i,71)] und E[AR(i,T2)] der Verteilungen der diskretisierten
Zuwichse sowohl von allen sechs Parameterwerten mi, ms, b1, b2, 01 und o9 als auch den
vorhergehenden Werten 71 ;1 und ry;_1 der Teilraten abhéingen — und auch bei den Vari-
anzen var [AR(i,Th)] und var [AR(i, T»)] eine Abhéingigkeit von fast allen Parameterwerten
b1,b2,01 und o9 (bis auf die Mean-Reversion-Niveaus) und den vorhergehenden Werten
r1,—1 und r9;_1 der Teilraten besteht.
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8.7. Schatzung eines korrelierten Finanzmodells

Die Parameterschitzung fiir die einzelnen stochastischen Prozesse erfolgt zuerst getrennt.
Im Anschluss konnen die Korrelationskoeffizienten mittels der diskretisierten stochasti-
schen Differentialgleichungen, den geschitzten Parameterwerten und den historischen Da-
tenwerten ermittelt werden. Ein Algorithmus fiir den Korrelationskoeffizienten zweier sto-
chastischer Prozesse ist in Tabelle 8.6 angegeben.

SCHATZER FUR DEN KORRELATIONSKOEFFIZIENTEN
ZWEIER STOCHASTISCHER PROZESSE
INPUT: Historische Daten der Prozesse xg,...,zy und yo,...,yn,
Zeitschrittweite At,
die stochastischen Differentialgleichungen dx und dy,

Parameterschétzwerte é;

Initialisierung: Ermittlung der historischen Zuwiéchse:
214 = Lj — Ti—1 und 224 = Yi — Yi—1 fir 1 = 1,...,N;
Schleife: firi=1,...,N

Herausfiltern der historischen (korrelierten) Zufallszahlen

w1, und wsy; durch Einsetzen der Parameterschitzwerte;

Initialisierung: D1 = Wi,1 - Wa,1;
Schleife: firi=2,...,N
Pi = Pi—1 + W1, - Wa;
pN = pN/N;
OUTPUT: Korrelationskoeffizient p = py;

Tabelle 8.6.: Schitzalgorithmus fiir den Korrelationskoeffizienten zweier stochastischer
Prozesse.
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Numerische Ergebnisse

9.1. Schatzung des Mean-Reversion-Niveaus

Die in Kapitel 8.2 erlauterte Schitzung des Mean-Reversion-Niveaus iiber den Mittelwert
der historischen Daten (vergleiche Tabelle 8.2) liefert, wie bereits fiir grofies N zu erwarten

ist (da E[r(t)] Z% m nach (4.38)), fiir das CIR-Modell gute Ergebnisse. Im Vergleich zu
den mittels des Maximum-Likelihood-Verfahrens erlangten Schétzwerten (vergleiche Ka-
pitel 8.5) liefert die Mittelwertschitzung die genaueren Schitzergebnisse. In Abbildung 9.1
sind die relativen Lo-Fehler W der beiden Verfahren in Abhéngigkeit vom Datensatz-
umfang N abgebildet. Zur Erstellung dieser Kurven wurde je Datenumfang N iiber 100
Schitzungen gemittelt. Beide Verfahren sind von der Ordnung % Die Kurve der Mittel-

wertschéitzung liegt leicht unter der der Maximum-Likelihood-Schétzung.

Maximum-Likelihood
Mittelwert historischer Daten
Ordnung 1/2 ——
3 1
=
[7}
'8
&
3
2
8
[}
x
. . .
100 200 400 800 1600

Datensatzumfang N

Abbildung 9.1.: Relativer Lo-Fehler beziiglich der verschiedenen Schitzmethoden des
Mean-Reversion-Niveaus des CIR-Modells in Abhéngigkeit vom Daten-
satzumfang N (Mittelung iiber 100 Schitzungen, wahre Parameterwerte
m = 0.05 (b=1.0, 0 = 0.15), At =0.1).
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9.2. Skalierungen

Die in Kapitel 8.4.1 fiir das CIR-Modell erérterten parameterspezifischen Skalierungen fiih-
ren zu einer deutlichen Verbesserung der Schitzergebnisse. In Abbildung 9.2 sind die rela-
tiven Lo-Fehlerkurven der eindimensionalen Histogramm-Matching-Verfahren auf Grund-
lage einerseits der unskalierten andererseits der skalierten Datenwerte abgebildet. Die Ver-
fahren sind entsprechend der Diskretisierung mittels des Euler-Maruyama-Schemas von
der Ordnung % Die Fehlerkurven der skalierten Schéitzungen sind um eine Konstante nach
unten verschoben.

100

T T T T
Parameter b: Unskaliert
Parameter b: Skaliert
Parameter o: Unskaliert
Parameter o: Skaliert
Ordnung 1/2

10

0.1

Relativer L,-Fehler

100 2:)0 3:)0 4;)0 5‘00 6‘00 7‘00 8:)0 9:301000
Datensatzumfang N

Abbildung 9.2.: Relativer Lo-Fehler beziiglich der eindimensionalen Histogramm-
Matching-Verfahren auf Grundlage der unskalierten sowie der parameter-
spezifisch skalierten Datenwerte in Abh#ngigkeit vom Datensatzumfang
N (Mittelung iiber 100 Schitzungen, wahre Parameterwerte b = 1.0,
o = 0.15, m = 0.05, Simulationsanzahl M = 500, Teilintervallanzahl
k = /N, Anfangsrate 0.0499, konstanter Zeitzuwachs At = 0.1).
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9.3. Verfahrensparameter des eindimensionalen
Histogramm-Matching-Verfahrens

Zunéchst werden die Verfahrensparameter des eindimensionalen Histogramm-Matching-
Verfahren analysiert, die auch von den in Kapitel 8.4.2 vorgestellten iterativen Histogramm-
Matching-Verfahren verwendet werden. Im Anschluss werden die Verfahrensparameter fiir
die in Kapitel 9.4 erdrterten parallelen Histogramm-Matching-Verfahren auf Grundlage
zweidimensionaler Histogramme untersucht.

Die Analysen beziiglich des eindimensionalen Histogramm-Matching-Verfahrens basieren
auf der Annahme, dass nur der zu schitzende Parameter unbekannt ist. Erst bei der Kon-
vergenzuntersuchung zu den vorgestellten iterativen Histogramm-Matching-Verfahren wird
von der grundsétzlichen Unkenntnis aller Parameter (CIR-Modell: m, b und o) ausgegan-
gen.

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf den Einsatz von Histogrammen auf Grund-
lage charakteristischer Basisfunktionen. In 9.3.6 werden die Auswirkungen eines Basis-
wechsels hin zu den stiickweise linearen Basisfunktionen dargelegt. Die zuvor basierend auf
den charakteristischen Basisfunktionen durchgefiihrten Analysen der Verfahrensparameter
fithren allerdings fiir die stiickweise linearen Basisfunktionen zu weitgehend {ibereinstim-
menden Resultaten und werden daher nicht noch einmal getrennt aufgefiihrt.

Wie bereits in Kapitel 8 festgestellt wurde, haben folgende Verfahrensparameter einen
entscheidenden Einfluss auf den Erfolg der Histogramm-Matching-Verfahren:

e Der Datensatzumfang N . Er entspricht der Anzahl der historischen Datenwerte und
bestimmt gleichzeitig den Umfang der — fiir die Erstellung der simulierten Histo-
gramme — generierten Datensétze.

e Die Simulationsanzahl M. Es handelt sich dabei um die Anzahl der pro festgehal-
tenem Parametersatz fiir die Erstellung des simulierten Histogramms generierten
Datensétze.

e Die Intervallgrenzen. Sie bestimmen, wieviel Prozent der (historischen) Datenwerte
fiir die Erstellung der Histogramme einbezogen werden. Durch die Wahl der Inter-
vallgrenzen ist die Breite b des Trigerintervalls der Histogramme festgelegt.

e Die Anzahl der Teilintervalle k. Nach Festlegung der Intervallgrenzen ist sie fiir
die Breite h der Teilintervalle entscheidend. Es gilt h = %. Diese Breite ist derart
auszubalancieren, dass weder ein ,,Under-“ noch ein Overfitting-Effekt auftritt, der
eine gute Schiatzung unmoglich machen wiirde.

Im Folgenden werden Analysen hinsichtlich dieser Verfahrensparameter durchgefiithrt — mit
dem Ziel, geeignete Werte beziehungsweise Regeln fiir eine Wahl dieser Verfahrenspara-
meter zu finden, die auch — jeweils im Anschluss — verwendet beziehungsweise angewendet
werden.
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Dabei liegen in der Regel folgende Werte zugrunde:

Wahrer Parameterwerte: m | 0.05

b 1.0

o | 0.15
Anfangswert der Short Rate ro | 0.0499
Verfahrensparameter:
(Konstanter) Zeitzuwachs (9.3.1) At | 0.1
Datensatzumfang (9.3.2) N | variiert
Simulationsanzahl (9.3.3) M {25'600/]\7 N <512

100 N > 512

Prozentsatz der hinsichtlich der

Wahl der Intervallgrenzen nicht

beachteten historischen Daten (9.3.4) p {5% bezﬁgl?ch des Parameters b

1%  beziiglich des Parameters o

VN beziiglich des Parameters b

4 beziiglich des Parameters o
beim Einsatz charakteristischer

Anzahl der Teilintervalle (9.3.5) k Basisfunktionen

5 beziiglich des Parameters o
beim Einsatz stiickweise linearer

Basisfunktionen

Anzahl der Schitzungen,
iiber die gemittelt wird: 100

Abweichungen von diesen Werten werden an der entsprechenden Stelle kenntlich gemacht.

9.3.1. Der diskretisierte Zeitzuwachs At

Bevor der Stichprobenumfang N néher betrachtet wird, soll kurz die Rolle des diskretisier-
ten Zeitzuwachses At erldutert werden. Im Rahmen dieser Arbeit wird mit einem fiir alle
Datensatzumfinge N konstanten Zeitzuwachs At = - gearbeitet. T entspricht der Anzahl
von Jahren, die der betrachtete (beziechungsweise der entsprechend zu generierende) Zeit-
raum umfasst. Fiir festes IV und festes 7 ergibt sich somit ein Zeitgitter, bei dem zeitlich
aquidistant entfernte Datenwerte (etwa auf monatlicher Basis fiir At = %) beobachtet
und generiert werden. Eine Steigerung von N zieht fiir festes 7 einen kleiner werdenden
Zeitzuwachs At = 5 nach sich. Diese Verfeinerung der Datenauflosung (monatlich, téglich,
miniitlich,...) beziehungsweise des Zeitgitters fiithrt zu einer Verbesserung der Approxima-
tionsgiite der Diskretisierung (hier: Euler-Maruyama-Schema, vergleiche Kapitel 5). Um
die weiteren Betrachtungen losgelost von der Diskretisierungsgiite fiir At zu machen, wird
der Zeitzuwachs konstant fiir alle N gewéhlt. Dies wird erreicht, indem 7 fiir konstantes
At (: %) an N angepasst wird. Entsprechend der am Markt beobachtbaren Daten wird
im Folgenden von At ~ 1—12 ausgegangen. Fiir die Analysen der Verfahren ist

At =0.1

gewahlt.
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9.3.2. Der Datensatzumfang N

Wie bereits in Kapitel 8 festgestellt, hat sowohl die Qualitédt als auch die Quantitéit der
betrachteten Stichprobe in Form historischer Daten entscheidenden Einfluss auf die Giite
der Schitzwerte. Der Umfang N des historischen Datensatzes ist ausschlaggebend fiir die
Giite der historischen Dichteapproximation in Form des historischen Histogramms. Damit
tragt der Verfahrensparameter N mafigeblich zum Erfolg oder Misserfolg der Parameter-
schitzung mittels der Histogramm-Matching-Verfahren bei.

In Abbildung 9.3(a) sind zum Vergleich zwei (naive) historische Histogramme abgebildet,
denen eine unterschiedliche Anzahl historischer Daten zugrunde liegt. Das rote Histogramm
baut auf einem Datensatz des Umfangs N = 100 auf, das griine basiert auf N = 1.000 Da-
tenwerten. Dabei gilt fiir beide Datenséitze At = 0.1. Im Vergleich der beiden Histogramme
mit dem blauen Histogramm, das eine hinreichend gute Approximation der wahren Dich-
tefunktion darstellt, schneidet das griine Histogramm deutlich besser ab. Je hoher der
Datensatzumfang NV ist, desto besser kann die wahre Dichtefunktion approximiert werden.
Abbildung 9.3(b) zeigt die Histogramm-Abweichungen fiir die Schéitzung des Parame-

N=100 ——
N=1000
M=500 wahre Parameterwerte T——

N=1.000 ——
N=100 ———

Relative Haeufigkeiten

°
°
S
I
|
I
Histogramm-Abweichung (L,-Norm)

0
0 5 10 15 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
Skalierte Zuwaechse fuer b Parametersuchraum fuer o

(a) Historische Histogramme der fiir b skalier- (b)  Histogramm-Abweichungskurven  (L2-

ten Zuwéchse des CIR-Modells fiir N = 100 Norm) fiir N = 100 (griin) und N = 1.000

(rot) und N = 1.000 (griin) sowie ein simulier- (rot). Der wahre Parameterwert entspricht

tes Histogramm mit N = 300 und M = 500 o = 0.15, die Anzahl der fiir die simulierten

(blau). Histogramme generierten Datensétze ist
M = 500.

Abbildung 9.3.: Analyse des Datensatzumfangs N, Abbildungen auf Grundlage des naiven
eindimensionalen Histogramm-Matching-Verfahrens.

ters ¢ aus dem CIR-Modell mittels des naiven eindimensionalen Histogramm-Matching-
Verfahrens fiir verschiedene Datensatzumfiange N. Die griine Kurve basiert auf einem hi-
storischen Datensatz des Umfangs N = 100. Die rote ist auf Grundlage von N = 1.000
historischen Datenwerten entstanden. Die rote Kurve ist spitzer und trifft den wahren
Parameter (o = 0.15) besser. Dies liegt darin begriindet, dass ein — aufgrund des hohe-
ren Datensatzumfangs N (vergleiche die Erlduterungen zu Abbildung 9.3(a)) — glatteres
historisches Histogramm sich hinsichtlich der simulierten Histogramme besser einordnen
l&sst.
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9.3.3. Die Simulationsanzahl M

Fiir die Erstellung der simulierten Histogramme werden M einzelne Datensétze des Um-
fangs N generiert, iiber die anschlieBend gemittelt wird. Damit héingen die simulierten Hi-
stogramme ebenso wie die historischen Histogramme beziiglich ihrer (Dichte-)Approxima-
tionsgiite von N, aber auch von der Simulationsanzahl M ab. Vielmehr kénnen simulierte
Histogramme, die auf einem unbefriedigenden Datenumfang N basieren, mittels ausrei-
chend grofler Simulationsanzahl M ausgeglichen (geglédttet) werden. Je mehr Datensétze
fiir den Aufbau der simulierten Histogramme verwendet werden (je hoher also M ist),
desto besser approximieren die simulierten Histogramme die wahren Dichtefunktionen.
Damit wird die vom Parametersatz abhingende Kurve der Histogramm-Abweichungen
glatter und spitzer.

In Abbildung 9.4 sind zwei Histogramm-Abweichungs-Kurven dargestellt, denen das sel-
be historische Histogramm zugrunde liegt. Die Erstellung ihrer simulierten Histogramme
basiert allerdings auf unterschiedlichen Mengen generierter Datensétze. Fiir die simulier-
ten Histogramme der roten Kurve wurde lediglich ein Datensatz pro Parametersatz ge-
neriert. Fiir die simulierten Histogramme der griinen Kurve wurde je Parametersatz iiber
M = 1.000 Datensitze gemittelt. Die Anzahl der Zeitschritte ist mit NV = 500 geniigend
hoch gewihlt, um den Effekt nicht durch ein unzureichend glattes historisches Histogramm
zu verwischen.
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Abbildung 9.4.: Analyse der Simulationsanzahl M, Histogramm-Abweichungskurven (Ls-
Norm) auf Grundlage eines historischen Datensatzes des Umfangs N =
500 und simulierter Histogramme, die auf einer unterschiedlichen Anzahl
von generierten Datensétzen basieren: M =1 (rot) und M = 1.000 (griin).
Der wahre Parameterwert entspricht ¢ = 0.15.

Fiir die Erstellung glatter simulierter Histogramme ist also entsprechend dieser Feststel-
lungen sowie denen des vorausgehenden Abschnitts die Grofle N - M entscheidend.

In Abbildung 9.5 ist der relative Lo-Fehler des naiven eindimensionalen Histogramm-
Matchings fiir den Parameter b und den Parameter o des CIR-Modells in Abhéngigkeit
vom Datensatzumfang N und der Simulationsanzahl M abgebildet.

Fiir glatte Fehlerkurven ist iiber 100 Schitzungen gemittelt worden. Auflerdem wurden,
um die Kurve entlang der Achse der Simulationsanzahl M noch mehr zu glitten, in Bezug
auf festes N die fiir die simulierten Histogramme generierten Datenséitze bei jeder Er-
héhung von M erhalten. Das heift, die fiir niedrigeres M simulierten Datensétze werden
jeweils weiterverwendet und lediglich die noch fehlende Anzahl wird neu generiert. Fiir eine
hohere Glattheit der Kurven entlang der Achse beziiglich des Datensatzumfangs werden
die historischen Datensétze aufeinander aufgebaut. Bei einer Erhohung von N werden die
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9.3. Verfahrensparameter des eindimensionalen Histogramm-Matching-Verfahrens

bereits generierten historischen Zeitschritte jeweils weiterverwendet — nur die ausstehende
Zeitschrittanzahl wird neu dazu generiert.

Fiir festes N ist eine Séttigung der Fehlerkurven in den Abbildungen 9.5(a) und 9.5(b) zu
beobachten. Die simulierten Histogramme erreichen einen Glattheitsgrad, der nicht weiter
zu verbessern ist. Je grofler NV ist, desto schneller tritt diese Sattigung ein, denn um ausrei-
chend glatte simulierte Histogramme fiir den Vergleich zu erstellen, werden (entsprechend
der Grofle N - M) fiir einen hoheren Datensatzumfang N weniger Datensiitze benotigt.
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Simulationsanzahl M

(a) Fiir den Parameter b. (b) Fiir den Parameter o.

Abbildung 9.5.: Analyse der Simulationsanzahl M, relativer Lo-Fehler (eindimensionales
naives Histogramm-Matching) in Abhéngigkeit von M und N.

Als ,Faustregel“ fiir die anschliefenden Berechnungen lisst sich die Simulationsanzahl M
in Abhéngigkeit von NN iiber

25.600/N N < 512
M = { / (9.1)

~ 1100 N > 512

wéihlen. Alternativ konnte M fiir beliebiges IV konstant sehr hoch gewéhlt werden. Dies
wiirde aber einen gréfleren Rechenaufwand bedeuten.

9.3.4. Die Intervallgrenzen

Um mégliche ,,Ausreiler* (einzelne Datenwerte an den Réndern, die stark von den iibrigen
abweichen) von vornherein von den Betrachtungen auszuschlieflen und eine Verschlechte-
rung der Giite des Histogramms beziehungsweise unnétigen Aufwand zur Garantierung
dieser Giite zu verhindern, wird nur ein gewisser Anteil der Datenwerte, bestimmt durch
die Wahl der Grenzen des Grundintervalls der Histogramme, einbezogen. Diese Grenzen
werden in Abhéngigkeit des (skalierten) historischen Datensatzes so gewiihlt, dass ein fe-
ster Prozentsatz der kleinsten und grofiten Datenwerte ausgeschlossen wird. Alternativ
konnte die Auswahl des einbezogenen Prozentsatzes sukzessive vom hochsten Teilinter-
vall aus erfolgen. Dabei wiirden parallel das Gebiet der sich links beziehungsweise rechts
anschlieBenden Teilintervalle nach und nach einbezogen, bis der erwiinschte Prozentsatz
erreicht ist. Diese Hinzunahme von Teilintervallen endet auf der jeweiligen Seite, sobald
sich dort kein Teilintervall mehr anschlief3t.

In Abbildung 9.6 sind die relativen Lo-Fehler des eindimensionalen naiven Histogramm-
Matching-Verfahrens fiir die Parameter b und ¢ des CIR-Modells in Abhéngigkeit von N
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und dem nicht in die Beobachtungen eingeschlossenen Prozentsatz der historischen Daten
je Seite dargestellt. Fiir den Parameter b (Abbildung 9.6(a)) ist ein starker Abfall des Feh-
lers bis zur 2%-Quote festzustellen. Fiir den Parameter o hingegen ist in Abbildung 9.6(b)
kein solch starker Abfall zu erkennen. Dies liegt darin begriindet, dass durch die Skalie-
rungen die Datenwerte fiir den Parameter b vor allem an den Seiten stirker auseinander
gezogen werden und ein ,, Ausreifler* deswegen sehr weit von den iibrigen Datenwerten ab-
weicht. Fiir den Parameter b werden im Folgenden 90% des historischen Datensatzes in die
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(a) Fiir den Parameter b. (b) Fiir den Parameter o.

Abbildung 9.6.: Analyse der Wahl der Intervallgrenzen, relativer Lo-Fehler (eindimensio-
nales naives Histogramm-Matching) in Abhingkeit vom Prozensatz der
am Rand jeweils nicht beachteten historischen Daten und V.

Betrachtung und fiir die Wahl der Intervallgrenzen einbezogen. Dies erscheint sinnvoll, da
auch nach der 2%-Marke meist noch ein leichter Abfall des Fehlers bis zu 5% beobachtbar
bleibt. Im Gegensatz zu den Auswirkungen der Skalierung beziiglich des Parameters b lie-
gen die Datenwerte nach der Skalierung fiir o dicht beieinander. ,, Ausreifler” entfernen sich
nur in Ausnahmefillen weiter. Die starke unregelméfliige Erhohung des relativen Lo-Fehlers
in Abbildung 9.6(b) bei N = 400 und einer Beachtung aller Daten (Prozensatz der jeweils
nicht beachteten historischen Daten betriagt 0) ist auf ebensolche extremen ,Ausreifier*
zuriickzufithren. Um auch diesen vereinzelten ,, Ausreiflern gerecht zu werden, bietet es
sich an, in Bezug auf den Parameter o ungefihr 1% der historischen Daten pro Seite von
den Betrachtungen und der Wahl der Intervallgrenzen auszuschlieffen. Demnach werden
fiir 0 im Folgenden 98% der skalierten historischen Daten fiir den Aufbau des historischen
Histogramms und die Wahl der Intervallgrenzen verwendet. Die Intervallgrenzen fiir die
auf den skalierten Datenwerten basierenden Histogramme werden ab jetzt anhand des hi-
storischen Datensatzes entsprechend eines an den Seiten nicht beachteten Prozentsatzes
von

(9.2)

B {5% beziiglich des Parameters b

1%  beziiglich des Parameters o

festgesetzt.

9.3.5. Die Anzahl k der Teilintervalle

Nachdem die Intervallgrenzen mittels der historischen Daten festgelegt sind und somit die
Breite b des Grundintervalls gegeben ist, hangt die Breite h der Teilintervalle lediglich
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noch von der Anzahl k der Teilintervalle ab (h = 2). Die Breite der Teilintervalle muss so
mausbalanciert* werden, dass sich keine zu starke Verdichtung der Datenwerte innerhalb
eines einzelnen Teilintervalls (h zu grof}) ergibt. Auflerdem ist auszuschlieen, dass infolge
einer zu feinen Intervalleinteilung nur noch einzelne oder gar keine Datenwerte mehr in
den einzelnen Teilintervallen liegen. Dann wird von Overfitting beziiglich der einzelnen
Datenwerte gesprochen.

In den Abbildungen 9.7 und 9.8 sind die relativen Lo-Fehler des eindimensionalen Histo-
gramm-Matching-Verfahrens fiir die Parameter b und o des CIR-Modells in Abhéngigkeit
von der Anzahl k von Teilintervallen dargestellt. Dabei sind die Intervallgrenzen festgehal-
ten, so dass die Anzahl der Teilintervalle Riickschliisse auf die Teilintervallbreite zulésst.

Relativer L,-Fehler 12 Relativer Lp-Fehler

Intervallanzahl k Intervallanzahl k

(a) Fiir den Parameter b. (b) Fiir den Parameter o.

Abbildung 9.7.: Analyse der Anzahl k der Teilintervalle, relativer Lo-Fehler (eindimensio-
nales naives Histogramm-Matching) gegen die Anzahl der Teilintervalle &k
(legt die Teilintervallbreite fest) und N.

Fiir den Parameter b ist eine Abhéngigkeit der Teilintervallbreite h und des Datensatzum-
fanges N in Bezug auf das Verhalten der Fehlerkurve zu erkennen (siehe Abbildung 9.7(a)
und 9.8(a) fiir die Fehlerkurven auf Grundlage der charakteristischen Basisfunktionen so-
wie 9.8(c) fiir Fehlerkurven auf Grundlage der stiickweise linearen Basisfunktionen). Fiir
optimale Fehlerwerte gilt k = % ~ V/N. Bei einem hoheren Datensatzumfang N kann die
Breite der Teilintervalle kleiner gewihlt werden, denn dann existieren mehr Datenwerte,
die dem Overfitting-Effekt entgegenwirken.

Fiir den Parameter o ist ein solcher Zusammenhang nicht zu erkennen (siehe Abbildung
9.7(b) und 9.8(b) fiir die Fehlerkurven auf Grundlage der charakteristischen Basisfunktio-
nen sowie 9.8(d) fiir Fehlerkurven auf Grundlage der stiickweise linearen Basisfunktionen).
Der Fehler ist sogar am geringsten fiir Histogramme mit sehr kleiner Anzahl von Teilin-
tervallen. Das ldsst sich dadurch erklidren, dass der Parameter o im Wesentlichen iiber
die Varianz der approximierten Dichtefunktion entscheidet. Ist der Parameter o grofier als
der wahre Wert gewéhlt, so fliefit ein entsprechend kleinerer Prozentsatz von Daten in das
Histogramm ein. Die Schétzung erfolgt — insbesondere fiir die Teilintervallanzahl Eins —
lediglich iiber diesen Prozentsatz der sich im Grundintervall befindenden Daten und nicht
iiber eine wirkliche Approximation der Dichtefunktion. Erst ab einer Teilintervallanzahl
grofler Eins erfolgt die Schiatzung tatséchlich iiber eine Approximation der Dichtefunkti-
on. Bei einer Anzahl von zwei Teilintervallen fillt die ,,Spitze* der Dichteapproximation
teilweise in das rechte und teilweise in das linke Teilintervall. Dadurch ist der Fehler des
Histogramm-Matching-Verfahrens sehr grofl. Erst bei drei Teilintervallen stabilisiert sich
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Abbildung 9.8.: Analyse der Anzahl k der Teilintervalle, relativer Lo-Fehler (eindimensio-
nales Histogramm-Matching, verschiedene Basisfunktionen) in Abhéngig-
keit der Anzahl der Teilintervalle k (legt die Teilintervallbreite fest) fiir
verschiedene Datensatzumfinge N.
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die Lage der ,,Spitze“. Sie liegt dann meist im mittleren Teilintervall. Die Schitzung mittels
dreier Teilintervalle erfolgt sowohl iiber den eingeschlossenen Prozentsatz als auch iiber die
Verteilung auf die drei Teilintervalle. Die Varianz scheint dadurch sehr gut zu ,,fassen® zu
sein. So ist o iiber diese Aufteilung besser zu schétzen als iiber eine feinere Intervallauftei-
lung. Bei ndherer Betrachtung der Fehlerkurven scheint es fiir den Parameter o sinnvoll,
die Anzahl an Teilintervallen konstant fiir alle N zu wéhlen (k = 4 fiir die naiven Histo-
gramme und k = 5 fiir die Histogramme auf Grundlage stiickweise linearer Funktionen).
Basierend auf diesen Erkenntnissen wird im Folgenden die Anzahl k& von Teilintervallen
festgelegt auf

VN beziiglich des Parameters b

k=<4 beziiglich des Parameters o beim Einsatz charakteristischer Funktionen
5 beziiglich des Parameters ¢ beim Einsatz stiickweise linearer Funktionen.
(9.3)

0.3.6. Die Basisfunktionen

Wie in Kapitel 7 erlautert, kann die wahre Dichtefunktion sowohl mit naiven Histogrammen
auf Grundlage charakteristischen Basisfunktionen als auch mit Histogrammen basierend
auf stiickweise linearen Funktionen approximiert werden. Bei den bisherigen Analysen sind
meist die charakteristischen Funktionen als Basisfunktionen zum Einsatz gekommen. In
Abbildung 9.8 sind neben den Fehlerkurven der eindimensionalen Histogramm-Matching-
Verfahren auf Grundlage der charakteristischen Basisfunktionen auch diejenigen basierend
auf den stiickweise linearen Funktionen abgebildet.

Abbildung 9.9 zeigt die relativen Lo-Fehlerkurven beziiglich des eindimensionalen Histo-
gramm-Matching-Verfahrens auf Grundlage der charakteristischen sowie der stiickweise
linearen Funktionen in Abhéngigkeit vom Datensatzumfang N. Alle Fehlerkurven haben
die selbe Ordnung. Dabei liegen die Fehlerkurven der stiickweise linearen Basisfunktionen
meist leicht unter denen der charakteristischen Basisfunktionen. Hier ist keine wesentliche
Verbesserung des eindimensionalen Histogramm-Matching-Verfahrens durch den Einsatz
der stiickweise linearen Basisfunktionen festzustellen. Interessant bleibt die Frage, ob dies
auch fiir den Einsatz beim iterativen Histogramm-Matching-Verfahren und dem paral-
lelen (zweidimensionalen) Histogramm-Matching-Verfahren so bleibt (siehe Kapitel 9.3.7
Tabelle 9.1 und Kapitel 9.4 Abbildung 9.14). Wie sich herausstellen wird, zeigen die stiick-
weise linearen Basiskfunktionen bei den iterativen Verfahren eine groflere Wirkung. Der
Verbesserungseffekt ,,vervielfacht sich dabei dadurch, dass die jeweiligen Schéatzwerte fiir
die Schitzung des néchsten Parameterwertes ,, mitgenommen® werden. Da anzunehmen ist,
dass fiir eine Dichteapproximation mittels stiickweise linearer Basisfunktionen die Verfah-
rensparameter nur leicht von denen der charakteristischen Funktionen abweichen, werden
diese hier nicht gesondert untersucht.
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Abbildung 9.9.: Analyse der Basisfunktionen, relativer Lo-Fehler (eindimensionales
Histogramm-Matching, verschiedene Basisfunktionen) in Abhingigkeit
vom Datensatzumfang N. (Mittelung tiber 100 Schitzungen, wahre Pa-
rameter b = 1.0, ¢ = 0.15, m = 0.05, Anfangswert ro = 0.0499 und
konstanter Zeitzuwachs At = 0.1, Simulationsanzahl nach (9.1), Wahl der
Intervallgrenzen nach (9.2) und Anzahl der Teilintervalle nach (9.3))).

9.3.7. Die lterationsanzahl und die Startwertwahl des iterativen
Histogramm-Matching-Verfahrens basierend auf eindimensionalen
Histogrammen

In Tabelle 9.1 sind die La-Fehler des in Kapitel 8.4.2 vorgestellten iterativen Histogramm-
Matching-Verfahrens in Abhéngigkeit von der Wahl der Basisfunktionen, der Wahl des
Startwertes (b oder o (vergleiche Kapitel 8.4.2), Tabelle 8.4), der Anzahl von Iterationen
sowie dem Datensatzumfang N abgebildet.

Fiir eine steigende Anzahl von Iterationen ist keine systematische Besserung des Fehlers zu
erkennen. Unter der Voraussetzung, dass die simulierten Histogramme ausreichend glatt
sind, wiirde ein erneuter Vergleich des historischen Histogramms mit den simulierten Histo-
grammen keine wesentliche Verdnderung bringen. Daher geniigt beim iterativen Verfahren
fiir eine ausreichend hohe Simulationsanzahl M (vergleiche die Untersuchungen in 9.3.3)
eine einzige Iteration. Das heif3t, fiir jeden zu schéitzenden Parameter wird nur einmal ein
eindimensionales Histogramm-Matching-Verfahren gestartet.

In Bezug auf die Wahl der Startwerte scheint, unabhéngig von der Wahl der Basisfunk-
tionen, fiir die Schiatzung des Parameters o der Startwert b bessere Ergebnisse zu liefern.
Fiir die Schétzung des Parameters b hingegen bringt o als Startwert die genaueren Schét-
zergebnisse hervor.

Beziiglich der Wahl der Basisfunktionen ldsst sich feststellen, dass die stiickweise linearen
Basisfunktionen meist zu einem kleineren Fehler fithren als die charakteristischen Basis-
funktionen. Diese Beobachtung unterstiitzt die Resultate aus Kapitel 9.3.6.
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RELATIVE Lo-FEHLER DES ITERATIVEN HISTOGRAMM-MATCHING-
VERFAHRENS (siehe Kapitel 8.4.2)

b ALS STARTWERT | o ALS STARTWERT
Anzahl der Iterationen
N 1 | 2 | 3 [ 4 | 5 | 1 2

CHARAKTERISTISCHE BASISFUNKTIONEN

PARAMETER b

100 | 7.59523 | 7.92445 | 7.81425 | 7.91458 | 7.71059 7.65261 7.58081
200 | 3.85681 | 3.74374 | 4.04081 | 3.99805 | 3.90512 3.66998 3.80173
400 | 2.57391 | 2.66927 | 2.53414 2.6487 2.82013 2.60408 2.57694
800 1.9685 1.97642 | 1.95256 | 1.98037 | 2.05015 1.94454 1.94856
1600 | 1.31696 | 1.38067 | 1.34629 | 1.34048 | 1.39194 1.25 1.31696
PARAMETER o
100 | 0.651121 | 0.66233 | 0.681604 | 0.682622 | 0.650587 | 0.668383 | 0.657225
200 | 0.702031 | 0.693772 | 0.719085 | 0.702476 | 0.702031 || 0.694372 | 0.720002
400 | 0.736122 | 0.752727 | 0.746566 | 0.750555 | 0.749398 || 0.756913 0.75783
800 | 0.573004 | 0.66065 | 0.637541 | 0.657489 | 0.627384 || 0.653197 | 0.640041
1600 | 0.463756 | 0.542627 | 0.532486 | 0.535672 | 0.524272 || 0.562423 | 0.547405

STUCKWEISE LINEARE BASISFUNKTIONEN

PARAMETER b
100 | 7.42883 6.981 7.07438 | 7.29405 7.3133 7.27259 7.10963

200 | 3.52225 | 3.52225 | 3.62931 | 3.30955 | 3.40266 3.61421 3.375
400 | 2.52488 | 2.49687 | 2.50624 | 2.54951 | 2.55869 2.45904 2.58904
800 | 2.01556 2 1.87916 | 1.97642 | 1.95256 1.92841 1.91213

1600 | 1.34629 | 1.36931 | 1.29301 1.29301 | 1.32877 1.19242 1.31101
PARAMETER o
100 | 0.640204 | 0.64318 | 0.626055 | 0.639336 | 0.625222 || 0.651121 0.66233
200 | 0.620987 | 0.654578 | 0.659861 | 0.656167 | 0.652931 || 0.702031 | 0.693772
400 | 0.784441 | 0.803422 | 0.80247 | 0.80273 | 0.817559 || 0.736122 | 0.752727
800 | 0.63765 | 0.690712 | 0.676747 | 0.677362 | 0.683587 || 0.573004 0.66065
1600 | 0.454071 | 0.528034 | 0.524735 | 0.527902 | 0.525264 || 0.463756 | 0.542627

Tabelle 9.1.: Analyse des iterativen Histogramm-Matching-Verfahrens, relative Lo-Fehler

(siehe Kapitel 8.4.2 Tabelle 8.4) bei unterschiedlicher Iterationsanzahl und
variierenden Startwerten.
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9.4. Verfahrensparameter des zweidimensionalen
Histogramm-Matching-Verfahrens

Da beim parallelen Histogramm-Matching-Verfahren fiir das CIR-Modell entsprechend der
Erlduterungen in Kapitel 8.4.3 zweidimensionale Histogramme verwendet werden, ist es
sinnvoll, die Wahl der Verfahrensparameter zumindest teilweise erneut zu iiberpriifen.

e Der Datensatzumfang N. Fiir die Erstellung eines glatten zweidimensionalen Histo-
gramms wird ein gréflerer Datensatzumfang N benétigt, als es bei den eindimensio-
nalen Histogrammen der Fall war. Dies liegt daran, dass die Informationskraft der
einzelnen Datenwerte durch eine feinere Aufteilung des Grundgebiets immer mehr
verlorengeht, da die Datenwerte weiter auseinandergezogen werden (vergleiche die
Erlauterungen aus Kapitel 9.3.5 zur Anzahl der Teilintervalle).

e Die Simulationsanzahl M. Da, wie gerade erldutert, die Hinzunahme einer Dimensi-
on fiir das Histogramm zu einem ,,Auseinanderziehen“ der vorhandenen Daten fiihrt,
wird fiir die Erstellung ausreichend glatter simulierter Histogramme bei den zweidi-
mensionalen Histogrammen, im Vergleich zu den eindimensionalen Histogrammen,
bei gleichem Datensatzumfang IV eine grofiere Anzahl M an simulierten Datenséitzen
benstigt.

o Die Intervallgrenzen. Die Intervallgrenzen kdonnen weiter entsprechend der in Kapitel
9.3.4 (9.2) festgehaltenen Regel fiir jede Achse, das heifit beziiglich jedes Parameters,
aus den skalierten Datenwerten bestimmt werden.

e Die Anzahl k, der Teilquader. Sie wird {iber die Anzahl der Teilintervalle je Richtung
bestimmt: k; = k1 - ka. Die Anzahlen k1 und ks entscheiden nach der Festlegung der
Intervallgrenzen iiber die Breite der Teilquader in die jeweilige Richtung r € {1, 2}
(hy = Z—:) Wird die Anzahl k; von Teilintervallen beziiglich der ersten Richtung
anhand der optimalen Werte fiir die eindimensionalen Histogramme festgelegt (ver-
gleiche (9.3)), so werden die Datenwerte aufgrund der zweiten Dimension trotzdem
weiter auseinandergezogen. Ein Overfitting-Effekt kann schneller entstehen. Die An-
zahl der Teilintervalle pro Richtung muss daher fiir die zweidimensionalen Histo-
gramme erneut untersucht werden.

Bei den folgenden Analysen liegen in der Regel die Werte der Tabelle am Anfang von
Kapitel 9.3 zugrunde. Abweichungen von diesen Werten werden an den jeweiligen Stellen
kenntlich gemacht.

9.4.1. Die Simulationsanzahl M

Ahnlich wie beim eindimensionalen Histogramm-Matching-Verfahren wird fiir eine Er-
hohung der Simulationsanzahl M eine Senkung des relativen Ls-Fehlers beziiglich der
geschétzten Parameter erwartet. Fiir den Parameter b kann dies in Abbildung 9.10(a) be-
obachtet werden.

Allerdings ist fiir die Schitzung von o kein solches Verhalten zu erkennen (siehe Abbildung
9.10(b)). Dies liegt daran, dass der Parameter o auch nach der Skalierung nur schlecht aus
den zweidimensionalen Histogrammen zu schétzen ist. Die Anderungen der simulierten
Histogramme fiir variierendes ¢ sind im Verhéltnis zu den im Bezug auf das historische
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Histogramm ermittelten Abweichungen sehr gering. Die Anzahl N der historischen Daten
muss fiir eine Schitzung von ¢ iiber das zweidimensionale Histogramm erheblich héher
sein, um gute Ergebnisse zu erzielen. In diesem Zusammenhang sind in Abbildung 9.11 die

Relativer L,-Fehler Relativer L,-Fehler

PRNWAODN®O

100
200

100

200

400 patensatzumfang N
800

7621600

400patensatzumfang N

T
Simulationsanzahl M

Simulationsanzahl M

(a) Parameter b (b) Parameter o

Abbildung 9.10.: Analyse der Simulationsanzahl M relativer Lo-Fehler (paralleles (zweidi-

mensionales) naives Histogramm-Matching) in Abhingigkeit von M und
N.

Histogramm-Abweichungskurven entsprechend (zweifacher) Lo-Norm und ihre Isolinien fiir
eine Parallelschéitzung der Parameter b und o des CIR-Modells mittels des Tensorprodukt-
Ansatzes auf Grundlage charakteristischer Basisfunktionen fiir verschiedene Datensatzum-
fange N dargestellt. Die wahren Parameter sind b = 1.0 und ¢ = 0.15. Fiir N = 1.000
ist die Histogramm-Abweichungskurve parallel zur Achse des Parametersuchraums von o
sehr flach. An den Isolinien ist erkennbar, dass der Parameter b im Gegensatz zu o gut
geschitzt wird. Ein wirkliches Tal der Kurve beziiglich o (und eine gute Schétzung) ergibt
sich erst fiir sehr groles N (etwa fiir N = 10.000 — siehe Abbildung 9.11(c) und 9.11(d)).

9.4.2. Die Anzahl £, der Teilquader

Durch die Erhchung der Dimension der Histogramme ist eine erneute Untersuchung in
Bezug auf die Teilintervallbreite sinnvoll, denn es handelt sich nun fiir die selben Teilinter-
vallbreiten um wesentlich mehr Teilintervalle, auf die die Datensétze verteilt werden. So
kann es schnell zum Overfitting-Effekt kommen.

In Abbildung 9.12 sind die relativen Lo-Fehler des parallelen naiven Histogramm-Matching-
Verfahrens fiir die Parameter b und o in Abhéngigkeit von der fiir beide Richtungen iden-
tischen Anzahl der Teilintervalle k = k1 = ko und N dargestellt. Fiir den Parameter b ist
entsprechend der eindimensionalen Beobachtungen (vergleiche Kapitel 9.3.5, Abbildung
9.7(a)) wieder eine Abhéngigkeit von k und N in Bezug auf das Verhalten der Fehlerkurve
zu erkennen. Fiir optimale Fehlerwerte ist die Intervallanzahl auf k(= k1 = ko) =~ %\/ﬁ zu
setzen. Das entspricht einer Anzahl von k; = i\/ﬁ Teilquadern.

Fiir den Parameter o ist hier (wie bereits im Eindimensionalen) keine solche Abhéngikeit
zu beobachten. In Bezug auf die Abbildung 9.12(b) scheint es, als seien die optimalen
Fehlerwerte unabhéngig von N fiir £k = 8 zu erreichen. Dass die Fehlerkurve fiir kleines
N ein anderes Verhalten aufweist, kann auch darauf zuriickzufithren sein, dass mit diesem
Datensatzumfang nicht ausreichend Werte fiir eine gute Schétzung existieren. Die Fehler-
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Abbildung 9.11.: Analyse des Datensatzumfangs NV, Histogramm-Abweichungen entspre-
chend (zweifacher) Lo-Norm fiir eine Parallelschétzung der Parameter b
und o des CIR-Modells mittels des Tensorprodukt-Ansatzes auf Grundla-
ge charakteristischer Basisfunktionen. Die wahren Parameter sind b = 1.0
und o = 0.15.
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Abbildung 9.12.: Analyse der Anzahl k, der Teilquader, relativer Lo-Fehler (paralleles
(zweidimensionales) naives Histogramm-Matching) gegen die Anzahl der
Teilintervalle & pro Richtung (konstant fiir beide Richtungen k = k; =
k2) (legt die Teilintervallbreite fiir eine Richtung fest) und N.

kurve fillt dem entsprechend willkiirlich aus.
Als Anzahl der Teilintervalle pro Richtung wird im Folgenden

%\/N beziiglich des Parameters b

8 beziiglich des Parameters o

k(= ky = ks) :{

gesetzt.

9.4.3. Die Levelanzahl beim Einsatz des Diinngitter-Ansatzes entsprechend
der Kombinationstechnik

Beim parallelen Histogramm-Matching-Verfahren auf Grundlage der Kombinationstechnik
des Diinngitter-Ansatzes ist durch eine Verfeinerung des Intervallgitters (eine Erhohung
der Anzahl von Teilintervallen) kein so schneller Eintritt des Overfitting-Effekts zu er-
warten. Die Anwendung der Kombinationstechnik, bei der die Dichte-Approximationen
verschieden feiner Intervallgitter zusammengesetzt werden, wirkt diesem Effekt entge-
gen. Der Verlust der Aussagekraft der Daten, der bei den ,,normalen* zweidimensionalen
Dichte-Approximationen proportional mit der Teilintervallanzahl zusammenhéingt, wird
hier durch die Kombinationen aufgefangen. Die durch die Datenpunkte gegebenen In-
formationen werden anhand verschiedener Intervallgitter ausgewertet und die Resultate
wieder miteinander verkniipft. Dadurch gehen weniger Informationen verloren.

In Abbildung 9.13 finden sich die relativen Lo-Fehler des zweidimensionalen Diinngitter-
Histogramm-Matching-Verfahrens auf Grundlage der Kombinationstechnik in Abhéngig-
keit von der Levenanzahl [ und dem Datensatzumfang N. In Bezug auf den Parameter o
tritt der Overfitting-Effekt fiir N = 1.600 nicht ab ungefihr k = 32 wie beim ,,normalen*
parallelen Verfahren auf, sondern erst fiir ein Level [ > 8 auf. Fiir die einzelnen Richtun-
gen bedeutet das eine Anzahl von k > 256 Teilintervallen. Das bedeutet fiir das feinste
Kombinationsgitter eine Teilquaderanzahl k, > 512 (zum Vergleich: beim entsprechenden
vollen Gitter wiren es k; = 262.144 Teilquader bedeuten).
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Abbildung 9.13.: Analyse der Levelanzahl, relativer Ls-Fehler des zweidimensionalen
Diinngitter-Histogramm-Matching-Verfahrens auf Grundlage der Kom-
binationstechnik in Abhingikeit von der Levenanzahl [ und dem Daten-
satzumfang V.

Fiir den Parameter b wird der Overfitting-Effekt bis zu dem in Abbildung 9.13(a) darge-
stellten Level [ = 10 gar nicht beziehungsweise kaum erfasst. Er tritt erst mit dem Level
[ =11 auf.
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9.5. Vergleich der Verfahren

In diesem Kapitel sollen die Giite und der Aufwand der Histogramm-Matching-Verfahren
untereinander sowie mit dem Maximum-Likelihood-Verfahren verglichen werden. Dalfiir
werden die Parameter des in Kapitel 4.3.2 vorgestellten CIR-Modells geschétzt.

Die Abbildungen 9.14(a) und 9.14(b) zeigen die relativen Lo-Fehler folgender Verfahren:

o Maximum-Likelihood [MAX-LIK]: Maximum-Likelihood-Verfahren ([Lo86], [S¢97])

o [terativ, Char., Startwert b [IT(CH)]: iteratives Histogramm-Matching-Verfahren mit
dem Startwert b basierend auf eindimensionalen Dichte-Approximationen mit cha-
rakteristischen Basisfunktionen

o [terativ, Stckw., Startwert b [IT(ST)]: iteratives Histogramm-Matching-Verfahren mit
dem Startwert b basierend auf eindimensionalen Dichte-Approximationen mit stiick-
weise linearen Basisfunktionen

o [terativ, Char., Startwert s [IT(CH)]|: iteratives Histogramm-Matching-Verfahren mit
dem Startwert o basierend auf eindimensionalen Dichte-Approximationen mit cha-
rakteristischen Basisfunktionen

e Iterativ, Stckw., Startwert s [IT(ST)]: iteratives Histogramm-Matching-Verfahren
mit dem Startwert o basierend auf eindimensionalen Dichte-Approximationen mit
stiickweise linearen Basisfunktionen

e Parallel, Char. [PAR(CH)]: paralleles Histogramm-Matching-Verfahren basierend
auf zweidimensionalen Dichte- Approximationen mittels des Tensorprodukt-Ansatzes
mit charakteristischen Basisfunktionen

e Parallel, Stckw. [PAR(ST)]: paralleles Histogramm-Matching-Verfahren basierend
auf zweidimensionalen Dichte- Approximationen mittels des Tensorprodukt-Ansatzes
mit stiickweise linearen Basisfunktionen

e Duenngitter-Ansatz, Level 8 [DG(8)]: paralleles Histogramm-Matching-Verfahren ba-
sierend auf zweidimensionalen Dichte-Approximationen mittels des Diinngitter- An-
satzes (Kombinationstechnik) mit Level 8

e Duenngitter-Ansatz, Level 10 [DG(10)]: paralleles Histogramm-Matching-Verfahren
basierend auf zweidimensionalen Dichte-Approximationen mittels des Diinngitter-
Ansatzes (Kombinationstechnik) mit Level 10

Die Verfahrensparameter der Histogramm-Matching-Verfahren sind entsprechend der Ana-
lysen in den Kapiteln 9.3 und 9.4 gewéhlt.
Die Verfahren sind alle von der Ordnung % In Bezug auf die Schiatzung des Parameters b

(Abbildung 9.14(a)) ergibt sich fiir Datensétze, deren Umfang N kleiner 400 ist, der kleinste

relative Lo-Fehler ( %) beim parallelen Histogramm-Matching-Verfahren, das auf dem

Diinngitter-Ansatz (Kombinationstechnik) des Levels 10 basiert. Fiir Datensétze, die zwi-
schen 400 und 10.000 Datenwerten umfassen, liefert das Maximum-Likelihood-Verfahren
im Mittel die besten Schétzergebnisse. Fiir Datensatzumfinge grofier 10.000 deutet es sich
an, dass die parallelen Histogramm-Matching-Verfahren auf Grundlage des Diinngitter-
Ansatzes im Vergleich zum Maximum-Likelihood-Verfahren bessere Ergebnisse liefern.
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Bei einem Vergleich der Histogramm-Matching-Verfahren untereinander bringen die itera-
tiven sowie die auf der Kombinationstechnik basierenden parallelen Diingitter-Histogramm-
Matching-Verfahren gegeniiber den parallelen Verfahren auf Grundlage des klassischen
Tensorprodukt-Ansatzes im Mittel die besseren Ergebnisse hervor.

Dass die iterative Schitzung gut funktioniert, ldsst sich anhand der in den Abbildungen
9.11(b), 9.11(d), 9.16(a) und 9.16(b) dargestellten Isolinien der Histogramm-Abweichungs-
Kurven der parallelen Histogramm-Matching-Verfahren auf Grundlage des klassischen
Tensorprodukt-Ansatzes nachvollziechen. Die Achsen der Isolinien sind parallel zu den Ach-
sen der Parametersuchrdume. Zumindest einer der beiden Parameter lasst sich demnach
gut unabhingig vom vorgegebenen Wert des anderen schitzen. Fiir die in den Abbildun-
gen 9.11(b) und 9.11(d) betrachteten Isolinien handelt es sich dabei um den Parameter b.
Fiir die bei der historischen Schétzung entstandenen Isolinien in den Abbildungen 9.16(a)
und 9.16(b) ist es hingegen der Parameter o. Abbildung 9.17(b) zeigt eine Fehlerkurve fiir
festes b. Die Schétzung der beiden Parameter kann also sehr gut separiert erfolgen. Daher
liefern die iterativen Verfahren gute Schitzergebnisse.

Bei den parallelen Verfahren liegt die Schwierigkeit im Auseinanderziehen der Daten durch
die zweite Achse. Die Informationen werden mehr gestreut und verlieren an Aussagekraft
— die Schitzergebnisse werden ungenauer. Um dieselbe Genauigkeit wie bei den itera-
tiven Verfahren zu erhalten, sind mehr historische Datenwerte erforderlich. Ausgeglichen
werden kann dieser Informationsverlust der parallelen Verfahren mittels der Kombinations-
technik. Hierbei kommt es zu einer Auswertung der Daten beziiglich verschiedener Inter-
vallaufteilungen. Diese verschiedenen Informationsauswertungen werden zur letztendlichen
Dichte-Approximation zusammengesetzt. Die auf dieser Kombinationstechnik beruhenden
Verfahren schneiden fiir kleine Datensatzumféinge in Bezug auf den Paramter b am besten
ab.

Beziiglich des Diffusionsparameters o ergeben sich fiir kleine Datensatzumfingen N < 150
llo—51l2

T) bei den iterativen Histogramm-Matching-Ver-

die kleinsten relativen Lo-Fehler (

fahren auf Grundlage der stiickweise linearen Basisfunktionen. Bei Datensétzen, die mehr
Datenwerte umfassen, dominiert lange das Maximum-Likelihood-Verfahren. Ab N = 10.000
scheint es, dass die Histogramm-Matching-Verfahren im Mittel wiederdie besseren Schét-
zergebnisse liefern.

Wie auch in Bezug auf die Schiatzung des Parameters b verfiigen die iterativen Histogramm-
Matching-Verfahren verglichen mit den parallelen Verfahren auf Basis des klassischen
Tensorprodukt-Ansatzes iiber eine hohere mittlere Genauigkeit. Die Histogramm-Matching-
Verfahren auf Basis der Kombinationstechnik schneiden verhiltnisméflig schlecht ab. Das
liegt daran, dass bei der Kombinationstechnik die Intervallanzahl in beide Richtungen
iibereinstimmt und daher ein Kompromiss hinsichtlich der beiden Parameter b und o ge-
funden werden muss (vergleiche Kapitel 9.4.3). Die Fehlerkurve beziiglich des Levels 8 liegt
verhéltnisméssig weiter unter der fiir das Level 10. Noch bessere Ergebnisse sind entspre-
chend der Analysen in Kapitel 9.4.3 hinsichtlich des Parameters ¢ fiir eine weiter sinkende
Levelanzahl bis zu Level 4 zu erwarten. Im Gegensatz dazu konnen die Fehlerkurven der
beiden Level 8 und 10 fiir den Parameter b betrachtet werden. Hier verhélt es sich genau
umgekehrt. Die Fehlerkurve des Levels 10 liegt unterhalb der Fehlerkurve des Levels 8. Dies
entspricht auch den in Kapitel 9.4.3 gemachten Beobachtungen. An dieser Stelle wire es
somit sinnvoll die Level der beiden Richtungen unabhéngig voneinander zu wéhlen. Tabelle
9.2 gibt die Zeit fiir eine Schiatzung eines Datensatzes vom Umfang N = 100 mittels des
entsprechenden Verfahrens an. Auflerdem sind fiir die Histogramm-Matching-Verfahren
die jeweilige Gesamtanzahl der Teilintervalle beziehungsweise der Gewichtskoeffizienten
sowie die Anzahl der Auswertungen pro Datenpunkt angegeben. Die Abkiirzungen sind
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in der Einleitung zu diesem Kapitel aufgelistet. Das Maximum-Likelihood-Verfahren hat
mit 1.9¢7%2 Sekunden die kiirzeste Rechenzeit. Darauf folgen die iterativen Verfahren mit
3.5e7%! Sekunden. Die parallelen Histogramm-Matching-Verfahren auf Grundlage des klas-
sischen Tensorprodukt-Ansatzes benotigen fast das sechsfache an Zeit. Mit Abstand am
lingsten brauchen die Histogramm-Matching-Verfahren auf Basis der Kombinationstech-
nik, bei denen eine Auswertung der Daten fiir verschiedene Gitter erfolgen muss. Bei Level 8
handelt es sich um 13, bei Level 10 um 17 einzelne Gitterauswertungen pro Datenpunkt im
Gegensatz zu der einfachen Auswertung der Datenpunkte beziiglich der anderen Verfahren.
Zusétzlich zu diesem erhohten Aufwand muss beachtet werden, dass bei der Kombinati-
onstechnik weitaus hohere Level fiir die selbe Genauigkeit n6tig sind und demzufolge auch
eine sehr viel groflere Anzahl an Vergleichsoperationen fiir die Ermittlung der Abweichung
der Dichte-Approximationen ausgewertet werden muss. Fiir das Level 8 handelt es sich um
10.265 Vergleiche von Gewichtskoeffizienten im Gegensatz zu lediglich 40 Vergleichen des
optimalen parallelen Verfahrens auf Grundlage des klassischen Tensorprodukt-Ansatzes.

MAX- | IT(CH) | IT(ST) | PAR(CH)| PAR(ST)| DG(8) | DG(10)
LIK
Rechenzeit 1.9¢792| 3.5e701 | 3.5¢79 | 2.09 2.56 3.35e 01 | 1.3749¢102
Teilintervallanzahl | — V100 + | V100 + | 3100 - | $v/100 - | 10265 | 23579
/ Gitterpunkte 4=14 |5=15 |[8=40 8 =40
Auswertungsanzahl|| 1 1 1 1 1 13 17
je Datenpunkt

Tabelle 9.2.: Vergleich der Rechenzeit in Sekunden fiir eine durchgefiihrte Schatzung der
Parameter des CIR-Modells mittels der verschiedenen Verfahren auf Grundla-
ge optimierter Verfahrensparameter. Die Erklarung der Kiirzel der Verfahren
ist in der Einleitung des Kapitels gegeben.

Level Hz \3 \4 \5 ‘6 \7 ‘8 \9 \10
Rechenzeit || 3.27] 4.63] 6.34 | 85 | 1.232¢707 1.942¢+97 3.35¢01 | 6.63¢+01 | 1.3749¢+02
Gitterpunkte| 7 | 20 | 95 | 273 | 732 1813 4375 10265 | 23579
Vergleich || 32| 72— 152 =| 312 —| 632 — | 1272 — | 2552 — | 5112 — | 10232 —
Gitter des | 9 | 49 | 225 | 961 | 3969 16120 | 65025 | 261121 | 1046529
TPA

Tabelle 9.3.: Vergleich des Rechenzeit in Sekunden fiir eine durchgefiihrte Schéitzung
der Parameter des CIR-Modells mit Diinngitter-Histogramm-Matching-
Verfahren (Kombinationstechnik) auf Grundlage verschiedener Level (TPA
= Tensorprodukt-Ansatz).

Im Vergleich liefern die Histogramm-Matching-Verfahren auf Basis der Kombinationstech-
nik haufig die besten Ergebnisse, dafiir ist ihr Speicher- und Rechenaufwand bei optimaler
Verfahrensparameterwahl allerdings auch am hochsten. Hier kénnte mit einer Kombina-
tionstechnik angesetzt werden, die verschiedene Levelzahlen fiir die einzelnen Richtungen
zulésst; denn wie in Kapitel 9.4.3 festgestellt wurde, ist die optimale Levelanzahl von den
Eigenschaften der fiir die einzelnen Parameter skalierten Zuwéchse abhéingig.
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9.6. Schatzung eines korrelierten Finanzmodells anhand realer
Daten

Zum Abschluss soll ein korreliertes Finanzmodell bestehend aus Aktienkurs und CIR-
Modell basierend auf einer historischen Stichprobe geschétzt werden. Dafiir wird der
Deutschen Aktienindex (DAX-Index) und der Tagesgeldsatz (als Approximation der Short
Rate) betrachtet. Die realen Daten entstammen der Zeitreihendatenbank der Deutschen
Bundesbank ([Zei]). Es handelt sich um die Monatsendstéinde des DAX-Index und die mo-
natliche Durchschnittswerte des Tagesgeldsatzes am Frankfurter Bankplatz. Der Zeitraum
ist entsprechend der Beobachtungen in Kapitel 8.1 von Januar 1979 bis April 2006 gewéhlt.
Verglichen werden die Schétzergebnisse der folgenden Verfahren:

e das Maximum-Likelihood-Verfahren ([Lo86], [S¢97])

e cin iteratives Histogramm-Matching-Verfahren mit dem Startwert b basierend auf
eindimensionalen Dichte-Approximationen mit stiickweise linearen Basisfunktionen

e cin iteratives Histogramm-Matching-Verfahren mit dem Startwert o basierend auf
eindimensionalen Dichte-Approximationen mit stiickweise linearen Basisfunktionen

e cin paralleles Histogramm-Matching-Verfahren basierend auf zweidimensionalen
Dichte-Approximationen mittels des Tensorprodukt-Ansatzes mit stiickweise linea-
ren Basisfunktionen

e ein paralleles Histogramm-Matching-Verfahren basierend auf zweidimensionalen
Dichte-Approximationen mittels des Diinngitter- Ansatzes (Kombinationstechnik) mit
Level 8

e ein paralleles Histogramm-Matching-Verfahren basierend auf zweidimensionalen
Dichte-Approximationen mittels des Diinngitter-Ansatzes (Kombinationstechnik) mit
Level 10

Die Verfahrensparameter der Histogramm-Matching-Verfahren sind den Analysen der Ka-
pitel 9.3 und 9.4 entsprechend gewéhlt. Die Schitzung erfolgt in mehreren Schritten (ver-
gleiche Kapitel 8.7):

1. Schitzung des Mean-Reversion-Niveaus (Algorithmus in Tabelle 8.2) (entfillt beim
Maximum-Likelihood-Verfahren)

2. Schitzung der iibrigen Parameter des CIR-Modells (Histogramm-Matching-Verfahren
(Kapitel 8.4) oder Maximum-Likelihood-Verfahren (Kapitel 8.5))

3. Schétzung der Parameter des Aktienkursmodells (Algorithmus in Tabelle 8.1)

4. Schitzung des Korrelationsparameters (mittels der diskretisierten stochastischen Dif-
ferentialgleichungen, den geschétzten Parameterwerten und den historischen Daten-
werten) (Algorithmus in Tabelle 8.6)

In Tabelle 9.4 sind die Schétzergebnisse der Verfahren abgebildet. Entgegen unseren Er-
wartungen fallen die geschitzten Parameterwerte sehr klein aus. Dies trifft sowohl auf
die Ergebnisse des Maximum-Likelihood-Verfahrens als auch der Histogramm-Matching-
Verfahren zu. Aufgrund verschiedener Angaben in der Literatur (siche etwa [FMWO3])
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Kapitel 9. Numerische Ergebnisse

] SCHATZUNG DES MEAN-REVERSION-NIVEAUS \

Parameter || MAX-LIK | MW-HIST
m 0.0507219 0.0529729
’ SCHATZUNG DES CIR-MODELLS ‘
Parameter || MAX-LIK | IT(ST,b = | IT(ST,0c = | PAR(ST) DG(8) DG(10)
0) 0.0380313)
b 0.0547233 0.005 0.001 0.001 0.003 0.002
o1 0.0407374 0.031 0.03 0.019 0.026 0.022

SCHATZUNG DES AKTIENKURS-MODELLS

Parameter || HIST

[ 0.109162
o 0.209315
SCHATZUNG DES KORRELATIONSPARAMETERS \
Parameter || MAX-LIK | IT(ST,b) | IT(ST,0) | PAR(ST) | DG(8) DG(10)
p -0.039207 | -0.0482993 | -0.0496341 | -0.0783696 | -0.0574288 | -0.0677766

Tabelle 9.4.: Schitzungen des korrelierten Finanzmodells bestehend aus dem DAX-Index
(Monatsendstaende) und dem Tagesgeldsatz von Januar 1979 bis April 2006.

sowie durchgefiihrter Untersuchungen beziiglich der Auswirkungen der Parameter des CIR-
Modells wurde bei den Analysen der Verfahrensparameter von den wahren Parameterwer-
ten b = 1.0 und o = 0.15 ausgegangen. Solche Werte hitten wir auch bei einer Schéitzung
anhand realer Daten erwartet. Dies ist jedoch nicht der Fall. Zur Uberpriifung der Funkti-
onstiichtigkeit der Histogramm-Matching-Verfahren ist in Abbildung 9.15 ein naives histo-
risches Histogramm fiir den Parameter b auf Grundlage des historischen Tagesgeldsatzes
abgebildet. Entsprechend der Skalierung der Datenwerte (vergleiche Kapitel 8.4.1) sollte

[ Historisches Histogramm ——=
il i Symbol s =0.0380313, b=0.01
‘Simuliertes Histogramm fuer Symbol s = 0.0380313, b = 0.1 C——

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Abbildung 9.15.: Eindimensionale Histogramme zur Parameterschéitzung anhand der rea-
len Tagesgeldséitze von Januar 1979 bis April 2006.

der Erwartungswert der durch das Histogramm approximierten Dichtefunktion mit dem
wahren Parameterwert b iibereinstimmen. Im abgebildeten Histogramm hat das Intervall
[0;0.25) den hochsten Wert. Das passt zu den durch die Histogramm-Matching-Verfahren
ermittelten Werten. Weiterhin kénnen die Histogramm-Abweichungs-Kurven auf besonde-
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9.6. Schétzung eines korrelierten Finanzmodells anhand realer Daten

re Auffilligkeiten untersucht werden. Abbildung 9.16 zeigt die Isolinien der Histogramm-
Abweichungs-Kurven der zweidimensionalen Histogramm-Matching-Verfahren. In Abbil-
dung 9.17 sind die Histogramm-Abweichungs-Kurven des iterativen Verfahrens mit Start-
wert b zu sehen. Grundsétzlich scheint sich die geringste Histogramm-Abweichung beziig-
lich des Parameters b allerdings in der Nidhe des Wertes Null zu befinden.
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(c) Diinngitter-Histogramm-Matching-Ver- (d)  Diinngitter-Histogramm-Matching-Ver-
fahren Level 9. fahren Level 11.

Abbildung 9.16.: Isolinien der zweidimensionalen (Diinngitter-)Histogramm-Abweichungs-
Kurve (Ly-Norm) der parallelen Histogramm-Matching-Verfahren auf
Grundlage der realen Tagesgeldsétze von Januar 1979 bis April 2006.

Es stellt sich die Frage, ob das CIR-Modell mit solch kleinen Parameterwerten sinnvoll ist
und ob es iiberhaupt fiir die angemessene Modellierung der aktuellen Short Rate geeignet
ist. Die in Abbildung 9.18 dargestellten Zeitreihen basieren bis zum aktuellen Zeitpunkt
auf historischen und im Anschluss auf den mit den geschitzten Parameterwerten simulier-
ten Datenwerten. Bei der Short Rate fallen die Schwankungen des Prozesses infolge des
kleinen Diffusionsparameters sehr gering aus. So entfernt sich die Short Rate trotz der du-
Berst kleinen Mean-Reversion-Stéirke b kaum vom Mean-Reversion-Niveau m = 0.0507219.
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Kapitel 9. Numerische Ergebnisse

Histogramm-Abweichung (zweifache) L,-Norm

Histogramm-Abweichung (zweifache) L,-Norm

0.01

0.02

003 004 005 006 007 008 009 01 011 0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 0.2 0.22
Parametersuchraum fuer b Parametersuchraum fuer o

(a) Parameter b. (b) Parameter o.

Abbildung 9.17.: Eindimensionale = Histogramm-Abweichungs-Kurve der iterativen

Histogramm-Matching-Verfahren (Ly-Norm) auf Grundlage der realen
Tagesgeldsitze von Januar 1979 bis April 2006.

Die eigentliche Mean Reversion ist dabei unbedeutend. Daher scheint eine Modellierung
mittels des CIR-Modells ungeeignet.

160000

140000

120000 |

100000 |

80000

60000
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20000 |

100

(a) Aktienkurs. (b) Short Rate.

Abbildung 9.18.: Zeitreihen basieren bis zum 328. Wert auf historischen und im Anschluss
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auf den mit den (mittels des Maximum-Likelihood-Verfahrens) geschétz-
ten Parameterwerten simulierten Datenwerten.



Kapitel 10.
Ausblick

In dieser Arbeit wurden Histogramm-Matching-Verfahren zur Parameterschiatzung vor-
gestellt, analysiert und mit dem Maximum-Likelihood-Verfahren verglichen. Zur Schét-
zung mehrerer Parameter wurden ein iteratives Histogramm-Matching-Verfahren basie-
rend auf eindimensionalen Dichte-Approximationen, ein paralleles Histogramm-Matching-
Verfahren basierend auf zweidimensionalen Dichte- Approximationen mittels des Tensorpro-
dukt-Ansatzes sowie ein paralleles Histogramm-Matching-Verfahren basierend auf zweidi-
mensionalen Dichte-Approximationen mittels des Diinngitter-Ansatzes entwickelt. Dabei
kommt beim Diinngitter-Ansatz die Kombinationstechnik zum Einsatz.

Bezogen auf das CIR-Modell hat sich herausgestellt, dass eine Schitzung der Parame-
ter sehr gut separiert erfolgen kann. Daher kénnen mittels der iterativen Histogramm-
Matching-Verfahren gute Schétzergebnisse erhalten werden.

Bei den parallelen Verfahren liegt die Schwierigkeit im Auseinanderziehen der Daten durch
die zweite Achse. Die Informationen werden mehr gestreut und verlieren an Aussagekraft
— die Schétzergebnisse werden ungenauer. Es kann schneller zum so genannten Overfitting-
Effekt kommen. Im Vergleich mit den iterativen Histogramm-Matching-Verfahren schnei-
den die parallelen Histogramm-Matching-Verfahren auf Grundlage des Tensorprodukt-An-
satzes daher hinsichtlich ihrer Schétzgiite schlechter ab; denn um dieselbe Genauigkeit zu
erhalten, sind bei den parallelen Verfahren mehr historische Datenwerte erforderlich.
Ausgeglichen werden kann dieser Informationsverlust der parallelen Histogramm-Matching-
Verfahren durch den Einsatz der Kombinationstechnik. Hierbei kommt es zu einer Aus-
wertung der Daten beziiglich verschiedener Intervallaufteilungen. Diese verschiedenen In-
formationsauswertungen werden zur letztendlichen Dichte-Approximation zusammenge-
setzt. Die auf der Kombinationstechnik beruhenden Diinngitter-Histogramm-Matching-
Verfahren weisen — fiir eine in Bezug auf die betrachteten Datenpunkte optimal ausge-
wéhlte Levelanzahl — im Vergleich zu den anderen Histogramm-Matching-Verfahren die
besten Schétzeigenschaften vor.

Allerdings bendétigen sie dafiir einen erheblich hoheren Rechen- und Speicheraufwand als
die anderen Verfahren. Dies ist einerseits darauf zuriickzufithren, dass jeder Datenpunkt
beziiglich der einzelnen zu kombinierenden Gitter mehrfach ausgewertet werden muss. An-
dererseits muss beim Einsatz der Kombinationstechnik eine vergleichsweise hohe Auflésung
des Gitters verwendet werden, um dieselbe Genauigkeit wie beim Tensorprodukt-Ansatz
zu erreichen.

Bei einem Vergleich mit dem Maximum-Likelihood-Verfahren (sowie den anderen Histo-
gramm-Matching-Verfahren) stellte sich heraus, dass die auf der Kombinationstechnik be-
ruhenden Diinngitter-Histogramm-Matching-Verfahren fiir kleine sowie sehr grofle Daten-
satzumfiange im Mittel die besten Schitzergebnisse liefern. Dabei interessieren vor allem
die kleinen Datensétze, denn ihr Umfang ist mit dem der am Markt zu beobachtbaren
Daten zu vergleichen.
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Kapitel 10. Ausblick

Die Vorteile der Histogramm-Matching-Verfahren gegeniiber dem Maximum-Likelihood-
Verfahren liegen darin begriindet, dass

e sie fiir beliebige stochastische Prozesse universell einsetzbar sind,
e fiir ihren Einsatz keine genaue Kenntnis der Verteilung des Prozesses notwendig ist,

e sie prinzipiell gut in der Zahl der zu schéitzenden Parameter skalieren.
Thr Nachteil besteht in einem wesentlich héheren Speicher- und Rechenaufwand.

Innerhalb dieser Arbeit wurde bei der Verwendung der Kombinationstechnik von einer
fiir alle Richtungen konstanten Levelanzahl ausgegangen. Durch die Skalierungen der Da-
tenwerte bedingt, wiirde sich allerdings eine Anpassung der Level beziiglich der einzelnen
Richtungen anbieten. Durch eine solche Levelspezifizierung sind hinsichtlich der gesamt
betrachteten Giite der Schétzungen der einzelnen Parameter bessere Ergebnisse zu erwar-
ten.

Im numerischen Teil dieser Arbeit wurden die Parameterschéitzverfahren speziell fiir das
CIR-Modell untersucht. Wie sich allerdings anhand realer Daten in abschliessenden Ana-
lysen herausgestellt hat, eignet sich das CIR-Modell nicht unbedingt fiir eine angemessene
Modellierung der aktuellen Short Rate. Aufgrund dieses Ergebnisses liegt es nahe, fiir die
Modellierung der Short Rate andere Modelle zu untersuchen.
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Anhang A.

Wichtiges aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik

Fiir ein tieferes Verstédndnis der wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffe wird auf [Bau02]
verwiesen. Hier soll nur ein knapper Uberblick der in dieser Diplomarbeit verwendeten
Begriffe und Resultate aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik gegeben werden.

(Q, A, P) sei der im Folgenden zugrundegelegte Wahrscheinlichkeitsraum mit der Grund-
menge (Ergebnismenge) ), der o-Algebra (FEreignismenge) A und dem Wahrscheinlich-
keitsmaf$ P. Dabei gilt P(§2) = 1 sowie 0 < P(A) <1 fiir ein Ereignis A € A.

Definition A.0.1 [(P-)FAST SICHER]
Gilt fiir eine Menge A € A, dass P(A) =1, so ist diese Menge (P-)fast sicher.

Eine Funktion, die jedem Ergebnis eine Wahrscheinlichkeit zuordnet, wird (Wahrscheinlich-
keits-)Dichte genannt. Die Betrachtung dieser Wahrscheinlichkeiten fiir alle Elemente des
Ergebnisraumes definiert die (Wahrscheinlichkeits-) Verteilung.

Definition A.0.2 [VERTEILUNG UND DICHTE IM DISKRETEN FALL]

Im diskreten Fall liegen in der Ergebnismenge Q) nur endlich viele oder abzdhlbar unendlich
viele Werte w;. Die (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung ist dann gegeben durch die endlich
vielen (beziehungsweise abzihlbar unendlich vielen) Wahrscheinlichkeiten

P(X =) =p(z;) mit z;=X(w;) fir allei. (A.1)
Die Funktion x — p(z) wird als (Wahrscheinlichkeits-)Dichte bezeichnet.

Definition A.0.3 [VERTEILUNG UND DICHTE IM STETIGEN FALL; ZUFALLSVARIABLE]
Im stetigen Fall kann die Verteilung einer reellen Zufallsvariablen X nicht durch die Wahr-
scheinlichkeiten P(X = x;) in (A.1) gegeben sein. Vielmehr ist entscheidend, mit welcher
Wahrscheinlichkeit die Zufallsvariable X in ein bestimmtes Werte-Intervall fillt. Hier wird
mit den Wahrscheinlichkeiten P(a < X < b) gearbeitet. Diese Wahrscheinlichkeiten kin-
nen mittels der (Wahrscheinlichkeits-)Dichte p tiber

Pla<X <b) = /bp(x)dac (A.2)

ermittelt werden. Gilt diese Identitdt fiir eine nichtnegative, integrierbare Funktion p, die
zusdtzlich die Eigenschaft der Normierung auf eins

+oo
/ p(z)dr =1 (A.3)

—00

erfillt, so wird durch diese eine Zufallsvariable X definiert.
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Anhang A. Wichtiges aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Definition A.0.4 [(KUMULATIVE) VERTEILUNGSFUNKTION IM STETIGEN FALL]
Mit einem nach unten unendlichen Intervall (—oo, x| ergibt sich aus (A.2) die sogenannte
(kumulative) Verteilungsfunktion z — F(x) mit
x
Fo) = P(X <0) = [ plu)dy

—00

Definition A.0.5 [ERWARTUNGSWERT]

Der Erwartungswert einer reellen Zufallsvariable X : Q — R ist als das Integral beztiglich
des Wahrscheinlichkeitsmafles P definiert:

E[X] = /Q XdpP

Mit Hilfe der (Wahrscheinlichkeits-)Dichte kann der Erwartungswert auch als das Integral
+oo
E[X] = / p(x)da (A1)
ausgedriickt werden.

Bemerkung A.0.6 [ERWARTUNGSWERT IM DISKRETEN FALL|
Im diskreten Fall entspricht der Erwartungswert der Summe aller mdglichen, mit der je-
weiligen (Wahrscheinlichkeits-)Dichte gewichteten Werte:

E[X] = Z xip(zi)dx

Satz A.0.7 [LINEARITAT DER ERWARTUNGSWERTE]
Die Erwarungswerte sind linear. Fir m Zufallsvariabeln Xy, (k=1,...,m) gilt

> Xk] = E[Xy].
k k

Satz A.0.8 [DAS SCHWACHE GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN]
Der Mittelwert einer Stichprobe X,, konvergiert im stochastischen Sinne gegen den Erwar-
tungswert E[X]:

E

lim (| X, —E[X]|>¢) =0.

n—oo

Definition A.0.9 [VARIANZ]
Die Varianz entspricht dem Erwartungswert der quadratischen Abweichung der Zufallsva-
riable X wvon threm Erwartungswert:

var[X] = E[(X — E[X])?] (A.5)

Definition A.0.10 [STANDARDABWEICHUNG]
Die Wurzel aus der Varianz heif$t Standardabweichung:

std[X] = vvar[X] ‘2 /E[(X — E[X])?]

Definition A.0.11 [KOVARIANZ, KORRELATIONSKOEFFIZIENT]
Die Kovarianz zweier Zufallsvariabeln X und Y ist definiert durch

cov(X,Y] = E[(z — E[X])(y — E[Y])]. (A.6)
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Der Korrelationskoeffizient p(X,Y) (kurz: pxy) zweier Zufallsvariabeln X und Y ent-
spricht dem Quotienten von Kovarianz und Standardabweichungen.
cov[X,Y]

X,Y) =
pIXY) var[X|/var[Y]

(A7)

Bemerkung A.0.12

Die Kovarianz ist sowohl ein Maf$ fiir die Stirke der Schwankungen der einzelnen Zufalls-
variabeln, als auch fir die Stirke der gegenseitigen Abhdngigkeit dieser Zufallsvariabeln.
Damit ist sie ein Maf8 fir die Varianzen und die Korrelation, die die lineare Abhdngigkeit
zweier Zufallsvariabeln beschreibt. Daher stammt auch der Name Kovarianz.

Satz A.0.13 [WERTEBEREICH DES KORRELATIONSKOEFFIZIENTEN]
Fiir zwei Zufallsvariabeln X und Y gilt aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(E[XY))? < E[X]?E[Y]?) fiir den Korrelationskoeffizienten

Insbesondere bedeutet der Wert 1 (—1) einen wvollstindig positiven (negativen) linearen
Zusammenhang zwischen den betrachteten Zufallsvariabeln. X und Y sind unkorreliert,
wenn p(X,Y) =0 ist.

Satz A.0.14 [VERSCHIEBUNGSSATZ FUR DIE KOVARIANZ]
Die Kovarianz zweier Zufallsvariabeln X und Y entspricht der Differenz des Erwartungs-
wertes des Produktes und des Produktes der Erwartungswerte der einzelnen Zufallsvaria-
beln:

cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y]

Satz A.0.15 [SYMMETRIE DER KOVARIANZ UND DES KORRELATIONSKOEFFIZIENTEN]
Die Kovarianz und damit per Definition auch der Korrelationskoeffizient zweier Zufalls-
variabeln X und Y ist symmetrisch.

covlX,Y] =cov]Y, X] sowie p(X,Y)=pY,X)

Die Kovarianz einer Zufallsvariable zu sich selbst entspricht ihrer Varianz. (Dies folgt aus
A.0.14.) Der Korrelationskoeffizient einer Zufallsvariable zu sich selbst ist aufgrund eines
vollstandigen linearen Zusammenhangs 1.(Siehe A.0.13.)

cov[X, X] =var[X] sowie p(X,X)=1

Satz A.0.16 [KOVARIANZ- UND KORRELATIONSMATRIX]

Gegeben seien m Zufallsvariabeln Xy (k = 1,...,m). Die Kovarianzen sowie die Korre-
lationen zwischen diesen m Zufallsvariabeln lassen sich in der Kovarianzmatrix (C') be-
ziehungsweise der Korrelationsmatrix (K ) darstellen. Dies sind m x m-Matrizen, Auf der
Hauptdiagonalen der Kovarianzmatriz stehen aufgrund der Symmetrie die Varianzen der
einzelnen Zufallsvariabeln, wihrend sich bei der Korrelationsmatriz aufgrund der vollstdn-
dig positiven Korreliertheit einer Zufallsvariable mit sich selbst auf der Hauptdiagonalen
lauter Einsen (p(X,X) = 1) befinden. Weiterhin gilt wegen den Symmetrieeigenschaften,
dass oberhalb der Hauptdiagonalen jeweils die gleichen Informationen in Form der Kova-
rianzen beziehungsweise Korrelationskoeffizienten stehen wie unterhalb derselben.

cov[ X1, X4] - cov[Xy, Xy var[ X ] < cov[ Xy, X
C=1": L =1 : P
cov[ Xy, X4] -+ cov[ X, X cov[ X, X1] -+ var[X,,]
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Anhang A. Wichtiges aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

P11 Pim 1 ot Plm

mit cov[X;, X;| = cov[ X}, X;| und pij = pji (dabeiist pij = px, x,) fird,j € {1,2,--- ,m}.

Definition A.0.17 [GLEICHVERTEILUNG]

FEine Zufallsvariable X heif$t gleichverteilt, wenn thre Dichte p tiberall gleich, also konstant
ist. Fir den Fall einer stetigen Verteilung auf einem Intervall [a,b] ergibt sich direkt aus
der Eigenschaft der Normierung auf eins die konstante Dichte p = ﬁ

+o0 b
1:/ p(z) dl‘:p-/lda}:p-(b—a):p:
~~~ a

—00
=p konstant

b—a

Bei einer stetigen Gleichverteilung auf einem Intervall [a,b] ergibt sich daher:

oo I 1 b*—a®> a+b
E[X]—/ xp(x)d:z:—b_a/a x dx—b_a 5=y

(b—a)?
12

+o00 b a
var[X] :/ (z — Bla])?p(x)dz = bia/ (- ‘2”’) di =

Fiir das Intervall [0,1] betrigt der Erwartungswert also % und die Varianz %

Definition A.0.18 [NORMALVERTEILUNG]|
Die Dichte der Normalverteilung (auch: GauBverteilung) ist von der Form

1 _(m=m)?
[ 202

M@:azw

Sie wird von den beiden Parametern o und p vollstindig bestimmt. Vielmehr entspre-
chen diese beiden Parameter gerade dem Erwartungswert und der Standardabweichung
(der Wurzel aus der Varianz) dieser Verteilung.

+oo 1 +oo (e—w?
E[X] :/ xp(z)dr = 27r/ xe 207 dr=p
—o

o o

e 2 1 e g —-” 2
var[X]| = / (z — E[z])*p(x)dx = 5 / (r—p)e 22 der=o
™ J—00

5o o

Ist eine Zufallsvariable X gemdfS der Normalverteilung mit Erwartungswert u und Varianz

o? verteilt, so kann die Kurzschreibweise

X ~ N(p,0%)

genutzt werden.

Definition A.0.19 [(KUMULATIVE) NORMALVERTEILUNG]|
Die (kumulative) Normalverteilung = — F(x) ist gegeben durch

1 T wmw?
Flz)=P(X <x)= / ¢ 202 dy
—00

oV 2T
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Definition A.0.20 [DICHTE DER STANDARDNORMALVERTEILUNG]
Die Standardnormalverteilung entspricht einer Normalverteilung mit Erwartungswert
und Varianz 1. Die Dichte ist demnach

2
e 2.

Ist eine Zufallsvariable X standardnormalverteilt, so wird (entsprechend Definition A.0.18)
die Kurzschreibweise
X ~ N(0,1)

genutzt.

Definition A.0.21 [(KUMULATIVE) STANDARDNORMALVERTEILUNG]
Die (kumulative) Standardnormalverteilung x — F'(x) ist gegeben durch

F(z) = P(X < 2) = \/12? /_z % dy.

Satz A.0.22 [SYMMETRIE DER STANDARDNORMALVERTEILUNG]
Die Dichte p(x) der Standardnormalverteilung ist symmetrisch um den Erwartungs-
wert 0.

p(x) = —p(x) (A.8)

Die (Kumulative) Standardnormalverteilung x — F(x) ist folglich ebenfalls symmetrisch.
Es gilt
F(—z)=1- F(x). (A.9)

Satz A.0.23 [AUSSAGE DES ZENTRALER GRENZWERTSATZ]
Die Summe einer grofien Anzahl unkorrelierter Zufallszahlen ist - unabhdngig von der
Verteilung der zugrundeliegenden Zufallszahlen - anndhernd normalverteilt.

Bemerkung A.0.24 [NORMALVERTEILUNG VON MITTELWERTEN]

Mit dem zentralen Grenzwertsatz ldasst sich schliessen, dass die iber die Summe von Zu-
fallszahlen definierten Mittelwerte anndhernd normalverteilt sind, vorausgesetzt es handelt
sich um unkorrelierte Zufallszahlen, deren Anzahl ausreichend grof ist.

Definition A.0.25 [LOGNORMALVERTEILUNG]
Ist eine Zufallsvariable X ist lognormalverteilt mit den Parametern u und o, dann ent-

spricht die (kumulierte) Lognormalverteilung x — Fy,(x), die gegeben ist durch Fy,(x) =
P(X < x), gerade der (kumulierten) Normalverteilung mit F(In(z)) = P(X < In(z)).

1 ln( ) (e )2
Fin(w) = Flln(a) =~ [ "5 ay
270 J_oo
Fine Zufallsvariable ist also genau dann lognormalverteilt, wenn ihr Logarithmus normal-
verteilt ist. Die Dichte entspricht
1 1 _n@-w?

Sl 207, (A.10)
o

p(x) =

Da der Faktor 1/x auftaucht, ergibt sich die Dichte allerdings nicht durch einfaches Er-
setzen von x durch In(z). Mit dieser Dichte ergibt sich fir die (kumulierte) Lognormalver-
teilung auch

1 T _nw-m?
Fln(x) = 27TU/0 ;6 gﬁ2u dy, (A.ll)
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Anhang A. Wichtiges aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

denn eine lognormalverteilte Zufallsvariable ist nur fir nichtnegative Werte definiert. Diese
Form der (kumulierte) Lognormalverteilung stimmt mit der obigen tberein, da

z (in(y)—p)?
e
mo Jo Y
1@ e
= / e 202 du
210 Jin(0)=—o0

1
mit u = In(y) = du = —dy,y = e* gilt.
Yy

Satz A.0.26 [ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ DER LOGNORMALVERTEILUNG]

+o0o +oo
E[X] = / xp(z)dx (A':H)/ xp(z)dx
—00 0
. o0 (n(@)—w?
(419 = / oy = ert3e? (A.12)
270 Jo
+o0 ) (A11) +00 )
wlX] = [ - X [ e X pe)ds
—00 0
+o0 n(x)— 2
(4.10),(A4.12) 1 / (x _ e“+%02)2 e_%dx _ 62“(62"2 _ 602)
2mo Jo

Definition A.0.27 [WIENER-PROZESS (AUCH: STANDARD BROWNSCHE BEWEGUNG)]
FEin Wiener-Prozess (auch: Standard Brownsche Bewegung) ist ein stetiger stochastischer
Prozess, dem folgende Figenschaften zugrundeliegen.:

e Wy =0 P-fast sicher,
o W, ~ N(0,t) fiir allet >0,

e Alle Zuwdichse AW sind unabhingig voneinander.

Insbesondere gilt fiir die Zuwdchse des Wiener Prozesses

Wy —Ws ~ N(0,t —s) fiir alle s < t.
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