DIPLOMARBEIT

Nichtlineare numerische
Verfahren zur multivariaten
Dichteschatzung

angefertigt am

Institut fur Numerische Simulation

vorgelegt der
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der
Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitat Bonn

November 2006
von
Peter Hahnen
aus
Neuss



ii




Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Grundlagen

2.1 Zufallsvariablen und ihre Verteilung
2.2 Empirische Verteilungs- und Dichtefunktion . . . . ... ... ..

2.3 Radon-Nikodym Theorie

2.4 Reproduzierende Kern-Hilbertraume

2.5 Fehlermessung

3.1.1

3.2 Nichtparametrische Dichteschétzer
Histogramme . . . . .. . ..

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4
3.2.5

Diverse Standardverfahren
3.1 Parametrische Dichteschitzer

Maximum-Likelihood-Verfahren . . . . . . .. .. ... ..
3.1.2 Maximum-a-posteriori-Verfahren . . . . . .. ... .. ..

Methode der k néchsten Nachbarn . . . . . ... ... ..
Schétzer mit orthogonalen Reithen . . . . . ... ... ..

Kerndichteschéatzer . . . . . .

Verallgemeinerung der Kernmethode . . . . . . . . .. ..

Ein ecdf-basiertes Verfahren

4.1 Der Ansatz von Hegland, Hooker & Roberts . . . . . .. ... ..
4.2 Der Ansatz von Vapnik und Mukherjee . . . . . . . ... ... ..

4.2.1
4.2.2

4.4.1
4.4.2

4.44

0.1.1
5.1.2
0.1.3
0.1.4
5.1.5
0.1.6

Support-Vektor-Maschinen . .
Dichteschétzung mit SVM . .
4.3 Das ecdf-basierte Verfahren
4.4 Numerische Ergebnisse
Simulieren von Daten . . . .
Synthetischer Datensatz . . .
4.4.3 Old Faithful Geyser Datensatz
Diskussion . . . . .. ... ..

Maximum a-posteriori mit GauB-Prior
5.1 Herleitung des MAP-Funktionals

Exponentialfamilien . . . . .
Gaufsscher Prior . . . . . ..

Logarithmische Ableitung und stationdre Punkte . . . . .

Verallgemeinerte Dichte . . .

Anwendung auf Exponentialfamilien . . . . ... ... ..

Konvexitdt und Eindeutigkeit

14
15
17
19

21
21
22
23
23
24
27
28
29
32

35
35
37
38
39
40
42
42
43
45
46

49
49
50
53
95
56
58
99

iii



Inhaltsverzeichnis i

5.2 Minimierung des Zielfunktionals . . . . . . .. ... ... ... .. 60
5.2.1 Kerndarstellung . . . . . . ... ..o 61

5.2.2 Funktionenraumdarstellung . . . . . ... ... ... ... 61

5.2.3 Dichteschatzung mit der MAP-Methode . . . . . . . . .. 64

6 Diskretisierung und Losung 67
6.1 Voll expliziter Losungsansatz . . . . . . .. .. ... ... .... 67
6.1.1 Der Algorithmus . . . . .. ... ... ... ... ..... 67

6.1.2 Eigenschaften des Verfahrens . . . . . ... ... ... .. 68

6.2 Quadratische Approximation der Nichtlinearitat . . . . . . . . .. 70
6.2.1 Die Approximation . . . . . . .. .. ... 70

6.2.2 Das lokal quadratische Zielfunktional . . . . . . . ... .. 71

6.2.3 Der Algorithmus . . . . ... ... ... ... ... 72

6.2.4 Konvergenz der Iteration . . . . . .. ... ... ... ... 73

6.3 Diskretisierung mit diinnen Gittern . . . . . . . . .. ... ... 75
6.3.1 Hierarchische versus nodale Basis . . . . . ... ... ... 7

6.3.2 Diinne Gitter und die Kombinationstechnik . . . . . . .. 79

7 Numerische Ergebnisse 83
7.1 Implementierungsdetails . . . . . . . ... . ... ... ... ... 83
7.2 Das Verfahrenin 1D . . . . .. .. ... o 0o oo 84
7.2.1 Konvergenz der diskreten Losung . . . . . . ... ... .. 84

7.2.2  Verfahrensvergleich . . . . .. ... . ... ... ... ... 89

7.2.3 a-priori Wahl des Regularisierungsparameters . . . . . . . 93

7.3 Zweidimensionale Experimente . . . . . ... ... ... 94
7.3.1 Konvergenz der diskreten Losung . . . . . ... ... ... 95

7.3.2 Zweidimensionale simulierte Datensétze . . . . . . . . .. 100

7.4 Anwendungsbeispiele auf realen Daten . . . . . . ... ... ... 103

8 Zusammenfassung und Ausblick 109

Literaturverzeichnis . . . . . . . . . . . . .. 111



ii

Inhaltsverzeichnis




1 Einleitung

Aufgrund der immer stirkeren Verschmelzung von Telekommunikation und In-
formatik haben wir heute eine Gesellschaft, in der in nahezu allen Bereichen
unseres alltdglichen Lebens Daten in grofen Mengen erfasst und gespeichert
werden. Viele Unternehmen oder Institutionen sehen sich mit sehr grofen Da-
tenbanken konfrontiert, die bei geeigneter Auswertung fiir sie niitzliche Infor-
mationen enthalten. Problematisch ist dabei, dass aufgrund des anhaltenden
Wachstums des Internets und der geringen Preise fiir Speichermedien immer
grofere Datenbanken entstehen mit deren Auswertung viele Menschen iiberfor-
dert sind. Daher besteht seit einigen Jahren ein steigender Bedarf an Methoden,
mit denen relevante Informationen aus gegebenen Datenbanken automatisiert
extrahiert werden konnen. Im Laufe dieser Entwicklung ist das so genannte
Data Mining entstanden, das sich mit der Gewinnung von impliziten, bislang
unbekannten Informationen aus Daten beschéftigt. Die dabei entwickelten com-
putergestiitzten Verfahren werden unter dem Begriff maschinelles Lernen zu-
sammengefasst.

Anwendung finden diese Techniken bereits in einer Vielzahl wissenschaftlicher
Arbeiten. So werden beispielsweise Gene mittels Mikroarray-Daten analysiert,
Protein-Sequenzen klassifiziert, Beobachtungsdaten der Astrophysik ausgewer-
tet, EEG-Daten in der Medizin untersucht, seismische Messungen gruppiert oder
archiologische Ausgrabungsergebnisse bewertet.

Auch in der Wirtschaft gibt es ein breites Spektrum moglicher Anwendungen
des Data Minings. Besonders durch die immer stirkere Nutzung des Internets
zur Abwicklung computergestiitzter Geschéftsprozesse entstehen bei Unterneh-
men riesige Datenbanken, zu deren Auswertung maschinelle Lernverfahren ge-
winnbringend eingesetzt werden kdnnen.

Weiter werden Verfahren des maschinellen Lernens bei der Analyse und Vor-
hersage von Aktien- oder Devisenkursen mittels historischer Kursdaten, zur Ent-
scheidungshilfe bei der Vergabe von Krediten, dem Versenden von Werbebriefen
an interessierte Kunden oder dem so genannten Customer Relationship Man-
gement angewandt. Einen guten Uberblick iiber Anwendungen liefert [BL99],
sowie [FEOL].

Die allgemeine Problemstellung eines maschinellen Lernproblems lautet:
Gegeben sei eine Datenmenge

S ={(zs,yi)|lzi € X CRYy; €Y C R},

bestehend aus Datenpunkten x; eines d-dimensionalen Merkmals- oder Daten-
raumes X und Antwortvariablen y;, die den vorherzusagenden Sachverhalt be-
schreiben. Gesucht ist eine Funktion f: X — Y, die den angenommenen funk-
tionalen Zusammenhang zwischen X und Y moglichst gut wiedergibt. Dabei soll
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f nicht nur auf den gegebenen Datenpunkten nahe an der Zielvariablen liegen,
sondern vor allem bei neuen Punkten gute Vorhersagen liefern. Der Kompromiss
zwischen Genauigkeit auf den gegebenen Daten und Generalisierung auf neuen
Daten muss bei allen Verfahren des maschinellen Lernens gemacht werden.

Je nachdem wie der Raum Y gestaltet ist, unterscheidet man:
e Regression, falls Y unendlich ist,
o Klassifikation, fiir diskretes Y, sowie
e Dichteschdtzung, falls Y nur aus einem Element besteht.

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines neuen Verfahrens zur Dichteschét-
zung.

Dichteschitzung

Zur Untersuchung eines vorliegenden Datensatzes auf Strukturen, Cluster oder
Anomalien ist eine Dichteschitzung bestens geeignet, da bei Massendaten die
Bedeutung eines einzelnen Objektes (Punktes im hochdimensionalen Raum) ge-
gen Null geht und die iiblichen Punkte-Plots schwer lesbar und auch rechen-
technisch uneffektiv werden. Will man beispielsweise einen Datensatz auf Clu-
ster untersuchen, so kann eine Dichteschdtzung vorab Gebiete mit hoher Dichte
voneinander separieren und die spatere Klassifikation erleichtern. Weiterhin wer-
den Dichteschétzungen zur Visualisierung und Auswertung grofer Datenmengen
verwendet. Hat man die Dichtefunktion eines Datensatzes vorliegen, so ist dieser
damit vollstindig charakterisiert. In [EDDO03] und [MP95] werden Dichteschét-
zungen beispielsweise zur Auswertung von Bilddaten eingesetzt. Interessant sind
derartige Methoden fiir Geheim- oder Sicherheitsdienste, die riesige Mengen von
Bilddaten per Satellit oder Videoiiberwachung aufnehmen, deren manuelle Ana-
lyse sehr zeitintensiv ist. Auf dhnliche Weise lassen sich Schrift-, Ton oder Spra-
cherkennungen durchfiihren.

Problemstellung
Gegeben sei nun eine Menge von unabhéngigen, identisch verteilten Daten

Dabei heifst identisch verteilt, dass die Daten derselben Wahrscheinlichkeitsver-
teilung zugrunde liegen. Gesucht ist eine mdglichst gute Ndherung der unbe-
kannten Wahrscheinlichkeitsdichte.

Ohne weitere Bedingungen an die Dichte muss die Losung nicht eindeutig
sein - das Problem ist schlecht gestellt. Es ergeben sich ernsthafte numerische
Schwierigkeiten, die mit dem Konzept der Regularisierung behandelt werden
miissen [Lou].

Weiterhin besteht das Problem der Uberanpassung, welches zu schlechten Vor-
hersageergebnissen auf neuen Daten fithren kann. Oft besteht die Anwendung
nicht in der Bestimmung einer Dichtefunktion auf den gegebenen Datenpunk-
ten, sondern in der Auswertung auf vorab unbekannten Daten. Ziel ist also eine



gute Verallgemeinerung. Diese wird bei fast allen Lernalgorithmen durch spe-
zielle Parameter gesteuert. Die optimale a-priori Bestimmung dieser Parameter
ist in den meisten Fillen unklar und wird durch Ansétze wie Kreuzvalidierung,
Methoden aus der strukturellen Risikominimierung oder Ahnlichem versucht
(siehe [Vap00], [Sco92|,[Wah90]).

Bestehende Verfahren
Generell unterscheidet man Dichteschidtzungsmethoden in parametrische und
nichtparametrische Verfahren. Bei parametrischen Ansétzen ist a-priori die Art
der Verteilung bekannt. Es miissen nun aus den vorhandenen Daten die zu-
gehorigen Parameter der Verteilung ermittelt werden. Ist beispielsweise be-
kannt, dass die Daten normalverteilt sind, so miissen nur noch Erwartungswert
und Varianz bestimmt werden. Die klassischen statistischen Verfahren hierzu
sind das Mazimum-Likelihood- und das Mazimum-a-posteriori- Verfahren. Das
Maximum-Likelihood-Verfahren bestimmt die gesuchten Parameter ¢ der Ver-
teilung als Maximum der Likelihood-Funktion

n

1(0. D) = [ p(a:.0) = P(D).

i=1
die aus Punktdichten an den jeweiligen Datenpunkten besteht. Geht man zusétz-
lich von einer a-priori Verteilung der moglichen Parameter aus, so erhdlt man
ein Maximum-a-posteriori-Verfahren, welches die gesuchten Parameter durch
Maximierung der bedingten Wahrscheinlichkeit fiir eine feste Parameterwahl
bei vorliegender Datenmenge ermittelt. Nach dem Satz von Bayes maximiert
man also die a-posteriori Wahrscheinlichkeit

P(D|6)P(0)
P(D)

Im Gegensatz dazu machen nichtparametrische Verfahren keinerlei Annahmen
iiber die Verteilung und bestimmen eine Dichtefunktion nur aus den gegebenen
Daten.

Ist der Typ der Verteilung bekannt, wird ein parametrisches Verfahren die
beste Wahl sein. Allerdings kann bei falscher Wahl der Verteilung der Approxi-
mationsfehler theoretisch beliebig grof werden. Daher hat sich in den letzten
Jahren die Forschungsarbeit hauptsichlich auf nichtparametrische Verfahren
konzentriert, welche man in gitterbasiert und datenbasiert unterscheidet.

P(0|D) =

o (fitterbasierte Ansitze diskretisieren den Datenraum durch ein Gitter und
bestimmen die Losung als Linearkombinationen diskreter Basisfunktionen
aus einem Funktionenraum iiber diesem Gitter.

e Datenbasierte Verfahren stellen auf den vorhandenen Datenpunkten oder
einem geeigneten Teil dieser Punkte so genannte Kernfunktionen auf. Die
gesuchte Funktion ergibt sich als endliche Linearkombination dieser Kern-
funktionen.

Bei allen Verfahren der Dichteschétzung wird angenommen, dass die Dichte
an einem festen Punkt Einfluss auf benachbarte Punkte hat. Bei datenbasier-
ten Ansétzen - oft Kernschdtzer genannt - geben entsprechende Kernfunktionen
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durch ihre Gestalt die Auswirkungen eines einzelnen Punktes auf die Gesamt-
dichte vor, wihrend gitterbasierte Verfahren einen Funktionenraum wéhlen, des-
sen Funktionen eine gewisse Glattheit zu erfiillen haben. Umgesetzt wird dies
bei vielen gitterbasierten Verfahren durch einen Regularisierungsoperator, der
als Strafterm auf das Zielfunktional addiert wird und damit eine Steuerung der
Regularitat der Losung ermdglicht.

Ein grofer Vorteil bei der numerischen Umsetzung von Kernschétzern ist, dass
diese nur mit der Datenmenge n skalieren. Die Aufstellung und Losung der
(n x n) Matrizen fiir Kern-basierte Ansitze erfolgt iiblicherweise in O(n3) un-
abhéngig von der Dimension des Problems.

Gitterbasierte Methoden skalieren hingegen meist nur linear in den Daten, da-
fiir aber exponentiell in der Dimension. Bei einem dquidistanten Gitter mit N
Knoten in jeder der d-Dimensionen ergibt sich somit ein Aufwand von O(N?).
Dieser exponentielle Anstieg des Aufwands fiir die numerische Berechnung wird
auch als Fluch der Dimension bezeichnet. Je nachdem wie die Relation von n3
zu N? ausfillt, sollte man sich fiir ein daten- bzw. gitterbasiertes Verfahren ent-
scheiden.

Viele nichtparametrische Verfahren der Dichteschdtzung lassen sich analog zu
Ansétzen der Regression bzw. Klassifikation als Regularisierungsnetzwerk schrei-
ben. Das iiber einem geeigneten Funktionenraum V' zu minimerende Funktional
hat dann die Form:

n
min R(f) = 3 O(f (@), f () + X(f).
i=1

Der erste Term erzwingt mit einer Kostenfunktion C' die Ndhe der Funkti-
on f zu den Daten, der zweite Term erzeugt eine gewisse Glattheit von f und
der Regularisierungsparameter \ gewichtet diese beiden Terme. Fiir den Fall
der Regression ist f(x;) = y;, wihrend bei der Dichteschitzung angenommen
wird, das bereits ein Schétzer vorliegt - beispielsweise in Form eines einfachen
Histogramms. Mit Hilfe des Reprdisentertheorems und der Theorie so genann-
ter reproduzierender Kern-Hilbertrdume, lassen sich unter gewissen Vorausset-
zungen Aquivalenzen zwischen datenbasierten- und gitterbasierten Verfahren
zeigen. Je nach Wahl der Kernfunktion resultieren spezielle Regularisierungs-
terme und umgekehrt. WAHBA motiviert in [Wah90] Regularisierungsnetzwer-
ke - dort gldttende Splines genannt - Bayesianisch und zeigt Zusammenhénge
zu stochastischen Prozessen. Durch spezielle Kostenfunktionen lassen sich auch
Support-Vektor-Maschinen oder Approximationen mit radialen Basisfunktionen
im Kontext von Regularisierungsnetzwerken herleiten. In [HHR99| wird fiir f
die empirische Dichtefunktion eingesetzt, die aus Punktmassen an den Daten-
punkten besteht, und daher theoretisch schwer zu handhaben ist. VAPNIK und
MUKHERJEE geben die Information der Daten in Form der empirischen Vertei-
lungsfunktion vor und bestimmen mit Hilfe eines Support-Vektor-Ansatzes eine
Approximation der Verteilungsfunktion [MV99].

Fast alle in der Literatur vorgestellten Verfahren arbeiten mit einer quadra-
tischen Kostenfunktion C', so dass nach Minimierung ein lineares Gleichungssy-
stem entsteht, welches direkt gelost werden kann. Die Wahl der Kostenfunktion



und des Glattungsterms ist dabei jedoch genauso willkiirlich wie die Wahl der
Kernfunktionen bei datenbasierten Verfahren. Sie sind theoretisch nicht begriin-
det.

Ein neuer Ansatz

In dieser Arbeit wird ein auf HEGLAND und GRIEBEL zuriickgehender Ansatz
untersucht, der klassische parametrische Methoden der Statistik mit effizien-
ten nichtparametrischen Verfahren verbindet. Von der grundlegenden Idee ent-
spricht der Ansatz einem Maximum-a-posteriori-Verfahren, in dem so genannte
exponentielle Familien von Verteilungen zur Losung herangezogen werden. Diese
werden durch einen Parametervektor charakterisiert. Um eine maximale Verall-
gemeinerung zu erzielen, werden die Parametervektoren als unendlich angese-
hen, weshalb sie auch als Parameterfunktionen interpretiert werden kénnen. Die
Klasse moglicher Dichtefunktionen wird hierdurch nur sehr gering eingeschrankt;
im Gegensatz zu den iiblichen Maximum-a-posteriori-Verfahren.

Die Wahl von unendlichen Parametervektoren fithrt dazu, dass man Schwie-
rigkeiten mit Dichten bzw. Mafen bekommt, die fiir den unendlich dimensiona-
len Fall nicht im klassischen Sinne definiert sind. Mit dem von HEGLAND und
GRIEBEL entwickelten Ansatz, der so genannte wverallgemeinerte Dichten ein-
fithrt, ist trotzdem eine Maximierung des a-posteriori-Mafes moglich [GHO6].

Der in dieser Arbeit vorgestellte Maximum-a-posteriori-Ansatz ist neben der
Dichteschétzung auch fiir Regressions- und Klassifikationsaufgaben geeignet.
Die Herleitung wird daher in einer sehr allgemeinen Form dargestellt, aus der
sich die einzelnen Teilaufgaben ableiten lassen. Weiterhin wird in dieser Ar-
beit gezeigt, dass sich fiir eine spezielle Wahl der Exponentialfamilie Querver-
bindungen zu klassischen Ansétzen ziehen lassen. Wihlt man die Familie der
Normalverteilungen als Spezialfall einer exponentiellen Familie, so resultieren
quadratische Zielfunktionale, die nach Minimierung lineare Gleichungssysteme
ergeben. Es entstehen klassische Regularisierungsnetzwerke.

Konkret lautet das Zielfunktional fiir die Dichteschitzung:

n

minJ(u) = ||ul|} + nlog/exp(u(:ﬂ))dm - Zu(mz)

cH
v i—1

Der erste Term von J gibt die Regularitit der gesuchten Dichte vor, der dritte
Term enthélt die Informationen aus den Datenpunkten. Neu ist die Gestalt des
zweiten, nichtlinearer Massenterms. Im Gegensatz zu linearen Massentermen
bei klassischen Verfahren der Dichteschidtzung ergibt sich dieser durch Wahl der
exponentiellen Familien und ist somit statistisch begriindet.

Die gesuchte Dichtefunktion f ergibt sich aus der Parameterfunktion u als

o = oxp(u()
f(x) fX exp(u(z))dz’

Es kann dabei gezeigt werden, dass J(u) konvex ist und ein eindeutiges Minimum
besitzt.
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Zur Losung der entstehenden nichtlinearen Gleichungen werden in dieser Ar-
beit iterative Verfahren entwickelt. Als geeignet stellt sich dabei ein Ansatz
heraus, der dhnlich zu einem Newton-Verfahren jeweils lokal eine quadratische
Approximation an das Zielfunktional J bestimmt und so iterativ gegen die Lo-
sung konvergiert. Die quadratischen Approximation resultieren nach der Mini-
mierung in linearen Gleichungssystemen, welche direkt geldst werden kénnen.

Diskretisiert wird das hier vorgestellte Verfahren mit Hilfe so genannter diin-
ner Gitter |Zen91| [BGO04]. Diese ermoglichen es, den Fluch der Dimension
zu einem gewissen Teil zu umgehen. Definiert werden diinne Gitter {iber eine
Multiskalen-Tensorproduktbasis, die aus eindimensionalen hierarchischen Basis-
funktionen konstruiert wird. Die zugrunde liegende Idee ist es, Basisfunktionen
der hierarchischen Darstellung, die nur geringen Einfluss auf die Losung und
somit nur geringen Anteil am Fehler haben, bei der Diskretisierung zu ver-
nachléssigen. Am Beispiel von Interpolationsaufgaben konnte gezeigt werden,
dass bei einem Aufwand von O(N -log N@1) unter gewissen Glattheitsvor-
aussetzungen an die zu interpolierende Funktion eine Genauigkeit der Ordnung
O(N~2.log(N~1)) erreicht werden kann. Eine Darstellung auf dem vollen Git-
ter bendtigt im Vergleich dazu O(NY) Gitterpunkte fiir eine Genauigkeit von
O(N~2). Der Aufwand bei der numerischen Berechnung reduziert sich damit
deutlich und es wird moglich hoherdimensionale Datenmengen auszuwerten. In
[Gar04] werden diinne Gitter bereits erfolgreich fiir Regressionsaufgaben in bis
zu zehn Dimensionen verwendet.

Withrend auf dem vollen Gitter fiir O(N9) > O(n?) das kernbasierte Verfah-
ren den geringeren Aufwand aufweist, verschiebt sich diese Relation bei Ver-
wendung diinner Gitter zu O(N -log N(¢=1) gegeniiber O(n?) fiir einen daten-
basierten Ansatz. Da sich in der Realitit die Dimension des Datensatzes nach
geeigneter Vorverarbeitung meistens auf eine moderat hohe effektive Dimension
reduzieren ldsst, wihrend die untersuchten Datenmengen in der Regel sehr grofs
sind, fallt die Entscheidung zu Gunsten eines Diinngitter-basierten Verfahrens
aus.

Realisiert werden diinne Gitter in dieser Arbeit mittels der so genannten
Kombinationstechnik, die auf GRIEBEL, SCHNEIDER und ZENGER zuriickgeht
[GSZ92]. Dabei wird die Losung auf dem diinnen Gitter als Summe von Teil-
l6sungen auf anisotropen Gittern, die in jeder Koordinatenrichtung dquidistant
sind, aufgestellt. Diese Losung stimmt zwar nicht unbedingt mit der Losung auf
dem eigentlichen diinnen Gitter iiberein, es kann aber gezeigt werden, dass die
Genauigkeit von der gleichen Ordnung ist, falls gewisse Fehlerentwicklungen fiir
die Teilprobleme existieren [GSZ92].

Anhand numerischer Experimente wird das vorgestellte Maximum-a-posteriori-
Verfahren mit exponentiellen Familien auf Konvergenz analysiert und mit di-
versen anderen Dichteschitzern verglichen. Zum direkten Vergleich mit linearen
Methoden wird ein auf Regularisierungsnetzwerken basierender Ansatz, welcher
die Information der Daten in Form der empirischen Verteilungsform enthilt, ein
verallgemeinertes Histogramm sowie ein Kernschétzer mit Gaufskern verwendet.

Die erzielten numerischen Ergebnisse erweisen sich als viel versprechend und



rechtfertigen den durch die Nichtlinearitit entstehenden Mehraufwand.

Die Beitriige dieser Arbeit lassen sich folgendermafsen zusammenfassen:

e Eine auf Regularisierungsnetzwerken basierende, lineare Methode der Dich-
teschdtzung wird vorgestellt.

e Die Herleitung eines Maximum a-posteriori Ansatzes mit Gauf-Prior fiir
exponentielle Familien wird dargestellt.

e [terative Ansédtze zur Losung des nichtlinearen Problems werden entwickelt.

e Das vorgestellte Verfahren wird mittels der Kombinationstechnik fiir diin-
ne Gitter diskretisiert.

e Anhand numerischer Experimente wird das Maximum-a-posteriori-Verfah-
ren mit bestehenden Methoden verglichen.

Uberblick dieser Arbeit

Zu Beginn dieser Arbeit werden in Kapitel 2 die mathematischen Grundlagen
der Dichteschitzung vorgestellt. Sie umfassen grundlegende Aussagen aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie, sowie eine kurze Einfiihrung in die Theorie der re-
produzierenden Kern-Hilbertrdume. Abschliefsend wird auf die Fehlermessung
eingegangen.

In Kapitel 38 werden die klassischen Methoden der Dichteschétzung vorge-
stellt, zundchst kurz die parametrischen Schétzer, anschliefsend nichtparame-
trische Schitzer, die wiederum in gitterbasiert und datenbasiert unterschieden
werden. Darunter fallen klassische und verallgemeinerte Histogramme, diverse
Kernschitzer, k-néichste Nachbarn-Verfahren und auf orthogonalen Reihen ba-
sierende Schétzer. Mit einer interessanten Aussage, die besagt, dass sich nahezu
alle Dichteschétzer als Kernschéatzer schreiben lassen, schliefst dieses Kapitel.

Das 4. Kapitel befasst sich mit der Herleitung eines neuen Schétzers, der auf
Basis der empirischen Verteilungsfunktion eine Approximation der unbekann-
ten Dichte bestimmt und als Vergleichsverfahren dient. Bevor dieses vorgestellt
wird, werden zwei Techniken, aus denen dieser Ansatz entwickelt wurde, dar-
gestellt. Zum einen ein von HEGLAND, HOOKER und ROBERTS entwickeltes
Verfahren, welches &hnlich zu klassischen Regularisierungsnetzwerken arbeitet,
und zum anderen ein auf Support-Vector-Maschinen basierender Dichteschéitzer
von VAPNIK und MUKHERJEE.

In Kapitel 5 wird der Maximum-a-posteriori-Ansatz auf exponentiellen Fami-
lien mit Gauf-Prior zunéchst fiir ein allgemeines Lernproblem hergeleitet und
anschlieftend das Zielfunktional fiir den Spezialfall Dichteschétzung aufgestellt.
Fiir die Herleitung wird eine verallgemeinerte Definition einer Dichtefunktion
im unendlichdimensionalen Fall sowie eine Charakterisierung stationérer Punk-
te benotigt.

Kapitel 6 befasst sich mit moglichen Losungsansitzen des nichtlinearen Pro-
blems. Zunéchst wird ein expliziter Ansatz untersucht. Anschliefend wird ein
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verbessertes Iterationsverfahren entwickelt, welches das Zielfunktional lokal qua-
dratisch approximiert. Als Diskretisierungsmethode wird die Kombinationstech-
nik fiir diinne Gitter vorgestellt.

Kapitel 7 beinhaltet einige Implementierungsdetails sowie eine Konvergenz-
analyse des implementierten Algorithmus. Anhand von numerischen Experimen-
ten wird das vorgestellte Maximum-a-posteriori-Verfahren mit bekannten Ver-
fahren verglichen und die Qualitdt des resultierenden Schétzers auf simulierten
Daten gezeigt. Einige Ergebnisse auf realen Daten runden dieses Kapitel ab.

Die Arbeit schliefst in Kapitel 8§ mit einer Zusammenfassung der wichtigsten
Ergebnisse, sowie einem Ausblick auf noch offene Fragestellungen und mdogliche
Erweiterungen des Verfahrens.
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die Ubernahme des Koreferates.



2 Grundlagen

Zu Beginn dieser Arbeit wollen wir eine kurze Zusammenfassung der grundle-
genden mathematischen Begriffe und Aussagen geben. Leser, die mit den ent-
sprechenden Theorien bereits vertraut sind, konnen dieses Kapitel getrost iiber-
springen.

Zunidchst werden die Begriffe Zufallsvariable, Verteilungsfunktion und Dich-
tefunktion aus der Wahrscheinlichkeitstheorie eingefiihrt. Da wir spétere Dich-
teschétzer immer im Kontext einer realen Anwendung sehen wollen, werden wir
uns hier auf Radonsche Wahrscheinlichkeitsmafe iiber R? beschrinken. Dar-
iiberhinaus bendtigt man fiir das Verstdndnis diverser Verfahren aus der statisti-
schen Lerntheorie sogenannte reproduzierende Kern-Hilbertrdume. Diese werden
im letzten Unterkapitel vorgestellt, bevor kurz auf die Fehlermessung eingegan-
gen wird.

Eine vollstdndige Darstellung der Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie
findet sich beispielsweise in [Bau02].

2.1 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

In vielen Wissenschaften werden Beobachtungen festgehalten und Messgrofen
bestimmt, die als Realisierungen von Zufallsvariablen aufgefasst werden konnen.
Beobachtet man zum Beispiel in der Biologie eine bestimmte Tierpopulation
iiber mehrere Jahre, so wird man von dieser diverse Merkmale wie die Ge-
samtstiarke der Population, Gewicht, Alter und Grofle einzelner Tiere, oder die
Positionen der Tiere auf einem betrachteten Gebiet festhalten, die man nachher
auswertet. Diese Merkmale konnen alle als Zufallsvariable betrachtet werden.

Zufallsvariablen
Fiir eine formale Schreibweise brauchen wir die folgenden Definitionen.

Definition 2.1.1 (Wahrscheinlichkeitsraum). Man definiert einen Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, %, P) iiber seine drei Bestandteile:

e ciner nichtleeren Menge 2, dem Ergebnisraum oder Stichprobenraum,

e ciner o-Algebra X auf 2, dem Ereignisraum. Wobei eine o-Algebra defi-
niert ist durch:

1. 0,QeX
2. AeY=>MAeY
3. A1, Ag, ... € Z:>U;.21Ai €X

e und einem Wahrscheinlichkeitsmafy P, fiir das gelten muss
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I.0<PA) <l1firalle Aec X
2. Al,AQ,... € X mit A; ﬂAj = fiir ¢ 7&] = P(Uzoil Az) = Zzoil P(AZ)
3. P() =1

Definition 2.1.2 (Messraum). Ein Tupel (2, %) heilt Messraum, falls ¥ eine
o-Algebra auf einer nichtleeren Menge €2 ist.

Definition 2.1.3 (Zufallsvariable). Sei (2, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und (Q',%') ein Messraum. Dann heift die Funktion X : Q — Q' Zufallsvariable
auf 2.

Der Name Variable ist also etwas irrefithrend, da es sich eigentlich um eine
Funktion handelt. In unserem Beispiel ist der Raum € die Tierpopulation und
der Zielraum die reellen Zahlen (Gewicht, Groke), bzw. der R? (Positionen der
Tiere). Wir wollen im Folgenden als Messraum das Tupel (R%, B) verwenden.
Dabei ist B die borelsche o-Algebra, die aus d-dimensionalen offenen Mengen
gebildet wird. Wir schrianken uns auf reellwertige Zufallsvariablen ein, da wir
weniger an mafstheoretischen Aussagen interessiert sind, sondern immer auch
eine Anwendung im Hintergrund sehen, bei der die vorliegenden Messgrofien
aus R stammen.

Man unterscheidet zwischen diskreten und stetigen Zufallsvariablen. Falls X
nur endlich viele oder abzéhlbar unendlich viele verschiedene Werte annehmen
kann, so spricht man von einer diskreten Zufallsvariablen. Bei unseren Biologen
wire das zum Beispiel die Gesamtanzahl an Tieren, die die Population aufweist.
Eine stetige Zufallsvariable hat entsprechend eine kontinuierliche Bildmenge.
Dies ist zum Beispiel bei Grofsenmessungen der Fall. Mehrdimensionale Zufalls-
variablen definiert man als Vektor von eindimensionalen Zufallsvariablen und
spricht dann auch von Zufallsvektoren. Ordnen wir also beispielsweise jedem
Tier seine Position auf der Landkarte zu, so erhalten wir kontinuierliche zweidi-
mensionale Zufallsvariablen der Koordinaten, einen Zufallsvektor.

Verteilungsfunktion und Dichtefunktion
Charakterisiert wird eine (eindimensionale reellwertige) Zufallsvariable durch
ihre Verteilungsfunktion.

Definition 2.1.4 (Verteilungsfunktion). Sei X : Q@ — R eine Zufallsvariable.
Dann heifst die Funktion F': Q — [0,1], die jedem Intervall (—oo,z] die Wahr-
scheinlichkeit

Flz)=P(X <z)=P{w e N: X(w) € (—o0,z]})
zuordnet, Verteilungsfunktion von X.

Oft wird eine Zufallsvariable auch als stetig definiert, falls ihre Verteilungs-
funktion stetig ist. Man stellt leicht fest, dass F' eine monoton steigende Funktion
mit Supremum 1 und Infimum 0 ist.

'allgemein: Funktion, die jeder messbaren Menge A einer o-Algebra iiber Q die Wahrschein-
lichkeit P({w € Q: X(w) € A}) zuordnet
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Fiir diskrete Zufallsvariablen ordnet die Verteilungsfunktion jedem mdglichen
Wert x von X eine nichtnegative Wahrscheinlichkeit P(X = x) zu. Dabei muss
gelten P(X = z) < 1und ) _p P(X = x) = 1. Die zugehérige diskrete
Verteilungsfunktion 1asst sich also beschreiben als

Fz)=P(X <z)=)Y P(X

y<z

In unserem Beispiel kann man damit beispielsweise die Wahrscheinlichkeit aus-
driicken, dass die Stérke der beobachteten Population eine bestimmte Grenze
unterschreitet.

Eine sehr héufig auftretende diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die
Binomialverteilung. Hierbei gibt es nur zwei mogliche Ausgénge des Zufallsex-
periments. Sei p die Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A, dann ist die Wahrschein-
lichkeit bei n Durchfithrungen genau k£ mal Ereignis A zu erzielen

P(X =k) = <Z>pk(1 -p)" ",

und die Verteilungsfunktion ergibt sich als Summe der einzelnen Wahrschein-

lichkeiten i
n . .
P(X <k)= “(1T—p)" .
x<k =3 (7 )pa-p
Analog kann man im stetigen Fall die Verteilungsfunktion durch ein Integral
iiber die Dichtefunktion ausdriicken.

Definition 2.1.5 (Dichtefunktion). Eine integrierbare Funktion f heifst Dich-
tefunktion der Zufallsvariablen X, falls

/f Pla< X <b)

gilt.

Ist die Verteilungsfunktion F' einer Zufallsvariablen stetig differenzierbar, so

definiert ihre Ableitung

dF(z

flay =
x

eine Dichtefunktion. Diese erfiillt f(x) > 0 fiir alle z € R und

| =

Man schreibt fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte auch kurz pdf (probabili-
ty density funktion), und fiir die Verteilungsfunktion cdf (cumulative density
funktion).

Hat man fiir eine Zufallsvariable X eine zugehdrige Dichtefunktion gegeben,
driickt man die Verteilungsfunktion F' als Integral

Flz) = P(X <) = /_  fat
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aus. Im diskreten Fall wird in der Literatur gelegentlich die Wahrscheinlichkeit
P(X = z) als diskrete Dichtefunktion bezeichnet. Ein wesentlicher Unterschied
ist, dass die Dichte einer stetigen Zufallsvariablen an einem Punkt verschwindet,
d.h.

P(X =12) = / F(t)dt =0,

da dies eine Nullmenge beziiglich des hier verwendeten Lebesguemafies ist. Man
kann bei kontinuierlichen Verteilungen also nicht wie im diskreten Fall von der
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von x sprechen. Stattdessen betrachtet man
die Wahrscheinlichkeit, dass X Werte aus einem bestimmten Intervall (a, b), d.h.
einer messbaren Menge mit Mafs ungleich Null annimmt

Pla< X <b)=F() - F(a) = /bf(t)dt. (2.1.1)

Normalverteilung
Bekanntestes Beispiel einer Dichtefunktion ist die Dichte der Normalverteilung

) = s e (L0,

27 20'2

Diese ist vollstdndig charakterisiert durch Erwartungswert und Varianz

[e.e] o0
BIX] = / LAt = g, Var[X] = / (t — BEIX])2f(H)dt =: o”.
—0 —o0

In Abbildung 2.1 sind fiir festen Erwartungswert und verschiedene Varianzen
jeweils die Dichtefunktion und die Verteilungsfunktion der zugehorigen Nor-
malverteilungen eingezeichnet. Offensichtlich 14sst sich die Dichtefunktion einer

Abbildung 2.1: Normalverteilungen mit p = 0 und 02 = 1/2,1,2

Zufallsvariablen wesentlich besser interpretieren als die Verteilungsfunktion. Bei
der Dichtefunktion sieht man sofort die Maximalstellen, die in der Verteilungs-
funktion als Wendepunkte weniger klar zu erkennen sind. Dies ist einer der
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Griinde, warum man in den meisten Féllen eher an einer Dichtefunktion, als an
einer Verteilungsfunktion der vorliegenden Daten interessiert ist.

Mehrdimensionale Verteilung

Hat man nun mehrere Zufallsvariablen gegeben, so interessiert man sich mitun-
ter fiir deren gemeinsame, also mehrdimensionale, Verteilungs- und Dichtefunk-
tion.

Definition 2.1.6 (Gemeinsame Verteilungsfunktion). Es seien Zufallsvariablen
X1,., XN : © — R gegeben. Dann heifit eine Funktion F : B — [0,1] 2, die
jeder messbaren Menge A € B die Wahrscheinlichkeit

N
P((X1,..Xy)€eA) =P <ﬂ{w €N Xi(w)e A})
=1

zuordnet, gemeinsame Verteilung dieser Zufallsvariablen.

Definition 2.1.7 (Gemeinsame Dichte). Seien Xi,.., Xy : @ — R Zufallsva-
riablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F(x1,...,2,). Dann ist eine L!-
Funktion f : RY — [0,00) eine gemeinsame Dichte, falls fiir alle messbaren
Mengen A C R sich deren Wahrscheinlichkeit als Volumenintegral

P((Xl,...,Xn)eA):/Af(t)dt

schreiben l4sst.

Hat man die Verteilung eines Zufallsvektors gegeben, so ist oft die Vertei-
lung einer einzelnen Komponente bei Festhalten der anderen von Interesse. Man
spricht von der Randdichte einer Zufallsvariablen. Berechnet wird diese durch
Integration iiber die restlichen Komponenten.

Definition 2.1.8 (Randdichte). Sei X = (X1, ..., X,,) ein Zufallsvektor reelwer-
tiger Zufallsvariablen mit Dichtefunktion f. Dann heifst die Dichte

fXZ(CCZ):/ / f(xl,,xn)dxldxz,ld:cprld:cn
R R

Randdichte der Zufallsvariablen X;.

Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Wie bereits in der Einleitung beschrieben, gehen wir bei den Untersuchungen
in spateren Kapiteln davon aus, dass wir unabhéngige, identisch verteilte Da-
ten vorliegen haben. Man schreibt dafiir auch kurz i.i.d. (independently and
identically distributed).

Definition 2.1.9 (unabhingige Zufallsvariablen). Sei (€2, %, P) ein beliebiger
Wahrscheinlichkeitsraum. Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, : @ — R heifen unab-
hangig, falls

P(Xl =T1,..., Xp = CCn) = P(Xl = CCl) et P(Xn = .’En), V(:cl, ,ﬂ?n) e R".

Damit haben wir die Begriffe Dichte- und Verteilungsfunktion theoretisch
erldutert und wenden uns nun den entsprechenden empirischen Grofen zu.

’mit B ist wieder die Borelsche o-Algebra auf RY gemeint
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2.2 Empirische Verteilungs- und Dichtefunktion

Hat man eine Menge D = {x1, ..., z,, } von Datenpunkten gegeben, wobei die z;
unabhéngige Resultate der gleichen Zufallsvariablen X darstellen, so kann man
zunéchst die empirische Verteilungsfunktion davon aufstellen.

Definition 2.2.1 (ecdf). Die empirische Verteilungsfunktion (kurz ecdf) einer
Datenmenge D = {x1,...,x,} ist definiert als

_ #Hai <o} #aie(—oo ]

Fn(m) n n

1 n
- ;x(_oo,x] (7). (2.2.1)

Dabei ist

Xy {1, falls z€ A
0, sonst

die sogenannte Indikatorfunktion auf A.

F,, hat somit die Gestalt einer Treppenfunktion, die jeweils an den Daten-
punkten einen Sprung aufweist. Die Zufallsvariable nF, (x) ist binomialverteilt
B(n,p), mit p = E[F,(z)]. Genauso wie die Binomialverteilung fiir n — oo
zur Normalverteilung konvergiert, konvergiert die empirische Verteilungsfunkti-
on bei immer grofer werdender Stichprobe gegen die wirkliche Verteilungsfunk-
tion. Dies ist auch die Aussage des folgenden Satzes, der allgemein als Funda-
mentalsatz der Statistik, oder Satz von Glivenko und Cantelli bezeichnet wird.

Satz 2.2.2 (Fundamentalsatz der Statistik). Es sei z1,x2,... eine Folge von
i.1.d. Auswertungen einer Zufallsvariablen zur Verteilungsfunktion F. Die zur
Stichprobe x1, 2, ..., xy gehorige empirische Verteilungsfunktion F,, konvergiert
fiir n — oo mit Wahrscheinlichkeit 1 gleichmdflig gegen F'. Formal ausgedriickt:

P < lim sup |Fy(z) — F(z)| = o> = 1.

O zeR

Der theoretischen Beziehung f(z) = F'(z) folgend, 18t sich die empirische
Wahrscheinlichkeitsdichte (kurz epdf) definieren als die Ableitung der empiri-
schen kumulativen Verteilungsfunktion

Fule) = T Fafa) = 376 — ),
i=1

wobei §(z) die Diracsche Deltafunktion ist. Die empirische Dichtefunktion ist
also eine hochgradig unstetige Funtion mit Dichte 1/n in jedem Datenpunkt.
Als Schétzer einer stetigen Dichtefunktion ist sie somit nicht zu gebrauchen, und
eine Konvergenz zu einer stetigen Dichtefunktion 1&t sich im Gegensatz zur ecdf
nicht zeigen. Trotzdem ist man in den meisten Féllen eher an einer Dichtefunk-
tion als an einer Verteilungsfunktion der Daten interressiert. Das liegt daran,
dass man aus einer Dichtefunktion wesentlich besser wichtige Eigenschaften wie
die Schiefe der Verteilung oder Stellen mit hoher Dichte ablesen kann.
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Abbildung 2.2: Empirische Verteilungsfunktion eines simulierten Datensatzes aus 30
Datenpunkten

Besonders anschaulich wird das in hoheren Dimensionen. In Abbildung 2.2 ist
fiir einen zweidimensionalen simulierten Datensatz bestehen aus 30 Datenpunk-
ten die empirische Verteilungsfunktion gezeichnet. Wie man sieht, fillt es einem
bereits in 2D schwerer, Informationen aus der Verteilungsfunktion abzulesen.

Wird die Dichteschitzung im Rahmen einer Clusteranalyse oder einer Re-
gressionsaufgabe als Hilfsroutine verwendet, ist man meistens an einer Dich-
tefunktion und nicht an einer Verteilungsfunktion interessiert. Hier soll eine
Dichteschétzung vorab Gebiete mit hoher Dichte voneinander separieren, um
das Risiko der Missklassifikation zu verringern.

2.3 Radon-Nikodym Theorie

Im Folgenden werden Vorraussetzungen fiir die Existenz einer Dichtefunktion
im Allgemeinen genauer untersucht. Da wir in Kapitel 5 als Stichprobenraum
2 einen Funktionenraum, z.B. den Raum C/([0, 1]) aller stetigen Funktionen auf
dem Beobachtungsintervall [0, 1] gegeben haben, brauchen wir einen allgemeine-
ren Begriff einer Dichtefunktion. Hilfreich ist dazu aus der Maftheorie der Satz
von Radon Nikodym, der in bestimmten Féllen die Existenz von Funktionen
sichert, welche die Rolle von Dichten im klassischen Fall {ibernehmen. Bevor
wir diesen angeben konnen, bendtigen wir die folgende Definition:

Definition 2.3.1 (absolutstetig). Seien v und p Mafke auf einer o-Algebra X.
Dann heifst p absolutstetig beziiglich v, falls fiir alle £ € 3 mit v(€) = 0 auch
u(€) = 0 gilt. Man schreibt dafiir:

pn <L v.

Falls sowohl p < v als auch v < p gilt, so heifsen p und v dquivalent: p = v.
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Satz 2.3.2 (Satz von Radon Nikodym). Es seien v und p zwei o-finite Mafle
auf (2,%). Ist p < v, so existiert eine nichinegative Funktion f auf Q mit
folgenden Eigenschaften:

1. f ist X-messbar

2. W(A) = [, f(x)v(de) VA e X.

Die Funktion f ist v-fast-iiberall eindeutig bestimmt, dass heifit fir jede -
messbare Funktion g mit fA fdv = fA gdv, VA € X, gilt f = g v-f.i.

Beweis. Ein Beweis findet sich beispielsweise in [Bau92] Kapitel 17. 0

Die Funktion f aus dem Satz von Radon Nikodym heiftt Radon-Nikodym-
Ableitung von p nach v und wird mit 3—’; bezeichnet. Damit kann man die 2.
Eigenschaft aus obigem Satz schreiben als:

w(A) :A%(x)y(dx), VA e X.

Als Kurzschreibweise ist auch p = f - v gebrauchlich. Man bezeichnet dann f
als die Dichte von p beziiglich v.

Definition 2.3.3 (absolutstetige Verteilung). Eine Verteilungsfunktion F' auf
R heilst absolutstetig beziiglich dem Lebesguemaf$ i, falls das von ihr erzeugte
Wahrscheinlichkeitsmafs P absolutstetig beziiglich p ist.

In diesem Fall liefert der Satz von Radon Nikodym eine borelmessbare Funk-
tion f mit

P(A):/Afdu, A € B, insbesondere gilt F(:c):/ f(t)de.

Ist F' absolutstetig, so ist F' p-fast-iiberall (bis auf Lebesgue-Nullmengen) dif-
ferenzierbar, und es gilt
dF
i flx)  pti,
dass heifst die Ableitung von F' stimmt p-fast-iiberall mit der Radon-Nikodym-
Ableitung von P nach g tiberein. Auferdem gilt somit fiir jede absolutstetige
Verteilungsfunktion F

* dF dF
F(x) = / %dt, d.h. F hat eine Dichte f(t) = o

—00

Die hier vorgestellten Radon-Nikodym-Dichten werden in spéteren Kapiteln
benotigt, um den Begriff der Dichte auf unendliche Funktionenrdume zu verall-
gemeinern.
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2.4 Reproduzierende Kern-Hilbertraume

Eine wichtige Rolle bei der Wahl von Funktionenrdumen in der statistischen
Lerntheorie, spielen so genannte reproduzierende Kern-Hilbertraume. Auf ih-
nen basierende Modelle sind Grundlage fiir eine Vielzahl von Lernverfahren. So
lassen sich sdmtliche auf Regularisierungsnetzwerken basierende Verfahren mit
Hilfe des unten angefiihrten Repréisentertheorems als Kern-basierte Verfahren
darstellen, bei denen die Losung sich als endliche Linearkombination der Kern-
funktionen eines entsprechenden reproduzierenden Kern-Hilbertraumes darstel-
len lédsst. Darunter fallen zum Beispiel Neuronale Netzwerke, Thin-Plate-Splines,
additive Modelle und Support-Vektor-Maschinen. Fiir eine detailliertere Analy-
se sei auf [SS98],[Gir97],[SSM98] und [Wah90] hingewiesen. Erstmals vorgestellt
wurden diese Rdume 1950 von ARONSZAJN in [Aro50].

Definition 2.4.1 (Reproduzierender Kern-Hilbertraum). Ein Hilbertraum H
von Funktionen f : X — R, X # () heikt reproduzierender Kern-Hilbertraum
(RKHS), falls die Punktauswertungen f — f(x) fiir alle z € X beschréinkte
lineare Funktionale sind.

Sei nun H ein RKHS iiber einem Gebiet X gegeben, dann existiert nach
dem Rieszschen Darstellungssatz fiir jedes x € X ein Element 7, € H mit der
Eigenschaft

@)= (n, f) firalle feH,

wobei (-,-) das innere Produkt von H ist. n, wird der Reprisenter der Auswer-
tung an der Stelle x genannt. Die Funktion

k(xa y) = <77;ra "7y>

wird als reproduzierender Kern des Hilbertraumes bezeichnet.

Die 7, agieren hier analog zu den Diracschen Deltafunktionen im L2. Ein
wesentlicher Unterschied ist jedoch, dass die Deltafunktionen nicht in L? liegen.
Daher ist der L? auch kein reproduzierender Kern-Hilbertraum.

Ein Kern k(x,y) heifit positiv semidefinit, falls

n

Z cicjk(xi,:cj) 2 0

ij=1

fiir beliebige n € N |, z1,...,x, € X und ¢y, ..., ¢, € R. Falls > gilt, spricht man
entsprechend von positiv definit.

Damit ergibt sich eine grundlegende Eigenschaft eines reproduzierenden Kern-
Hilbertraumes:

Satz 2.4.2. Zu jedem RKHS gibt es eine eindeutige positiv semidefinite Funk-
tion, den so genannten reproduzierenden Kern. Umgekehrt kann zu jeder positiv
semidefiniten Funktion auf X X X ein eindeutiger RKHS von reelwertigen Funk-
tionen auf X konstruiert werden.
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Der zu einem Kern k assoziierte Hilbertraum wird dabei konstruiert, indem er
alle endlichen Linearkombinationen der Form }_, ¢;jk(z;,-) und deren Limiten
unter der durch das innere Produkt induzierten Norm enthélt.

Anzumerken ist noch, dass sich mit Hilfe eines Tensorproduktes in analoger
Weise mehrdimensionale reproduzierende Kern-Hilbertraume definieren lassen.

Satz 2.4.3. Das Tensorprodukt H = Hy ® Ho, wober Hi und Ho Hilbertrdume
mit reproduzierendem Kern ki beziehungsweise ko sind, ist ebenfalls ein RKHS.
Als reproduzierender Kern von H ergibt sich das Produkt der reproduzierenden
Kerne

k((z1,22), (y1,92)) = k1(z1,91) - ka(22,92).

Reprasentertheorem
Interessant fiir die Lerntheorie ist der Zusammenhang zwischen Regularisie-
rungsoperatoren und Hilbertrdumen mit reproduzierendem Kern, der durch das
so genannte Reprdsentertheorem ausgedriickt wird. Dieses geht auf WAHBA und
KIMELDORF zuriick (siehe [WKT71]). Die wesentliche Aussage ist, dass sich unter
gewissen Voraussetzungen die Losung eines allgemeinen Lernproblems als end-
liche Linearkombination von Basisfunktionen ergibt, die auf den Datenpunkten
positioniert sind.
Betrachten wir dazu die so genannte Tikhonov-Regularisierung
1 n
R == S i = f@)? + MTFIP (2.4.1)
i=1
fiir einen gegebenen linearen Operator T. Gesucht ist ein Minimum von R(f)
iiber alle Funktionen f aus einem Funktionenraum H. Dann wird der Lésungs-
raum alleine durch den Regularisierungsterm ||Tf||? charakterisiert. Die resul-
tierende Losung lédsst sich dann schreiben als

fl@) =) aik(z, ;) (2.4.2)
=1

mit reproduzierendem Kern k. Konstruiert werden kann dieser Kern mit den Ei-
genvektoren des linearen Operators T'. Seien {v;}72, die Eigenwerte und {(;}32,
die zugehorigen Eigenvektoren. Dann ergibt sich fiir den Kern die Darstellung

mw—zﬁmmwy (2.43)
j=1 "

Umgekehrt exisitiert auch zu jedem Kern ein entsprechender Regularisierungs-
operator, wie der folgende Satz besagt.

Satz 2.4.4. Fir jeden RKHS H mit reproduzierendem Kern k existiert ein
entsprechender Regularisierungsoperator T : H — G, wobei G ein Hilbertraum
ist, so dass fir alle f € H gilt:

(Tk(x,-), Tf(-))a = [f(x). (2.4.4)
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Insbesondere gilt

(Tk(x,-),Tk:(y, )>G = k(xay) (2-4-5)

Umgekehrt existiert fiir jeden Regularisierungsoperator T :' V. — G, wobei V
ein mit einem Skalarprodukt versehener Funktionenraum ist, ein entsprechender
RKHS H mit reproduzierendem Kern k, so dass (2.4.4) und (2.4.5) gelten.

Daraus folgt insbesondere, dass G mit dem inneren Produkt (7-,7")q verse-
hen ein RKHS ist.

Allerdings ist die Beziehung zwischen Regularisierungsoperator 7' und Raum
H mit Kern k nicht eindeutig, da zu einem gegebenen Operator 1" theore-
tisch mehrere verschiedene Kerne gebildet werden kénnen. Die obige Darstellung
durch die Eigenvektoren existiert jedoch immer.

Mit Hilfe dieses Reprisentertheorems lésst sich also ein und dasselbe Problem
auf zwei verschiedene Arten darstellen: Zum einen in einem unendlichdimensio-
nalen Funktionenraum, zum anderen als endliche Superposition von Kernfunk-
tionen, die auf den Datenpunkten liegen.

Verwendet man statt der quadratischen Kostenfunktion in (2.4.1) die so ge-
nannte e-insensitive Kostenfunktion nach VAPNIK, lassen sich auf diese Weise
Support-Vektor-Maschinen darstellen. Fiir radial-symmetrische Kerne k resul-
tiert ein Radiale-Basisfunktionen-Approximationsverfahren und auch im Falle
einer nicht quadratischen Kostenfunktion hat die Losung trotzdem immer die
Gestalt (2.4.2), wie SMOLA und SCHOLKOPF in [SSO01] zeigen.

2.5 Fehlermessung

Hat man einen Dichteschétzer f konstruiert so stellt sich die Frage nach einer
geeigneten Norm um dessen Giite bestimmen zu kénnen. Wir gehen dazu im
Weiteren davon aus, dass die Originaldichte f explizit gegeben ist.

Zunéchst bieten sich als Normen die L,-Normen, mit

. R 1/p
\I(f—f)\lez(/lf—flpd:c> Cfir 1<p<oo und
I = i = sup17(@) — @)

an. Am h&ufigsten verwendet werden davon im Allgemeinen die Li- und die
Lo-Norm.

Man macht sich leicht mit Hilfe der Dreiecksungleichung klar, dass die L;-
Norm durch 2 nach oben beschrinkt ist. Im Gegensatz dazu ist die Lo-Norm
theoretisch unbeschrinkt. Trotzdem wird sehr oft die quadrierte Ls-Norm zur
Fehlermessung verwendet, insbesondere weil sie theoretisch leichter zu handha-
ben ist. Man bezeichnet den integrierten quadratischen Fehler meist mit ISE
(integrated squared error).

ISE{f(x)} = / (@) — f(o)da
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Fiir eine punktweise Auswertung wird iiblicherweise analog der mittlere qua-
dratische Fehler verwendet, der sich schreiben lasst als

MSE{f(2)} = Elf(z) - f(«)* = Var[f(2)] + Bias*{f(x)},

wobei Bias{f(z)} = E[f(z)] — f(z). Das Quadrat des punktweisen Fehlers ist
also die Summe aus einem Varianz-Term und einem bias-Term des Schitzers.

Im kontinuierlichen Fall ist das Analogon der so genannte MISE (mean inte-
grated squared error)

MISE{f(z)} = E[ISE] = E [ [t - f<x>>2dx} = [ Blf) - s

~

_ / MSE{f(x)}dz = IMSE{f(x)}.

Anzumerken ist, dass die La-Norm Bereiche in denen f klein ist weniger stark
gewichtet als die L'-Norm. Je nachdem ob dies gewiinscht ist oder nicht, sollte
man sich fiir die entsprechende Norm entscheiden.
In spéteren Kapiteln werden wir den mittleren lo-Fehler auf dem Diskretisie-
rungsgitter
1 N2
MSEgialf - f} = 5 Y (£t) = f(t) (25.1)
i=1

mit Gitterpunkten ¢; und den analogen Datenfehler

R 1 < . 2
MSEgalf = f} = =7 (F(:) = fla) (25.2)
i=1
auf den Datenpunkten x; betrachten.
Fiir eine detailliertere Analyse der verschiedenen Fehlernormen sei an dieser

Stelle auf [Sco92] verwiesen.



3 Diverse Standardverfahren

Im Folgenden betrachten wir eine Menge von unabhéngigen identisch verteilten
(i.i.d.) Datenpunkten {(x;) € R?}" ;. Wir nehmen an, dass diesen Daten ei-
ne Dichtefunktion f zugrunde liegt, die wir mit den gegebenen Datenpunkten
méglichst gut rekonstruieren wollen. Gesucht ist also eine Approximation f (x)
der unbekannten Dichtefunktion f.

Grundsitzlich unterscheidet man dabei parametrische und nichtparametrische
Verfahren. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels stellen wir die parametrische
Dichteschétzung kurz vor. Dabei geht man davon aus, dass der Verteilungstyp
a-priori bekannt ist (z.B. Normalverteilung), also dass

f(z) e {f(z|0),0 € ©}, (zB ©=RF

gilt. Aufgabe ist es nun, die entsprechenden Parameter 6 der Verteilung auf
Grundlage der Datenpunkte moglichst gut zu schitzen (z.B. Erwartungswert
und Varianz einer Normalverteilung).

Im zweiten Abschnitt gehen wir auf die nichtparametrische Dichteschétzung
ein. Hier hat man a-priori keinerlei Informationen iiber den Typ der Verteilung
gegeben. Man ermittelt also alleine aus den gegebenen Daten eine Approxima-
tion der urspriinglichen Dichtefunktion.

Wann ist ein Schatzer nichtparametrisch?
Es hat sich als iiberraschend schwierig herausgestellt eine genaue Definition eines
nichtparametrischen Schitzers anzugeben. Grob kann man sagen, dass ein nicht-
parametrischer Schéitzer fiir eine grofse Klasse von zu approximierenden Dichten
arbeiten konnen soll. Alternativ wird gesagt, ein nichtparametrischer Schétzer
sollte moglichst viele, am Besten unendlich viele freie Parameter haben. Nach
diesem Verstédndnis ist beispielsweise das in Kapitel 5 vorgestellte Verfahren ein
nichtparametrischer Schétzer, auch wenn der grundlegende Ansatz, der hinter
dem Verfahren steht, ein klassischer parametrischer Schétzer ist. Die genaue
Klassifizierung in parametrische bzw. nicht parametrische Dichteschétzung ist
bei vielen aktuellen Verfahren demnach nicht immer klar.

Wir stellen in diesem Kapitel einige Standardverfahren vor, die einen Einblick
in die grundsétzliche Vorgehensweise bei der Dichteschitzung geben sollen.

3.1 Parametrische Dichteschatzer

Falls der Typ der Verteilung bekannt ist, wird eine parametrische Schéitzung
immer der beste Weg sein. Die prominentesten Beispiele sind das Maximum-
Likelthood- und das Mazimum-a-posteriori- Verfahren. Im zweiten Fall spricht
man auch von Bayesian-Parameter-Estimation.

21
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3.1.1 Maximum-Likelihood-Verfahren

Bei der Maximum-Likelihood-Methode fasst man die Realisierungen x; als Funk-
tion der gesuchten Parameter 6 auf. Die so genannte Likelihood-Funktion lautet:

n

L(0, D) = [ [ p(=i,0) = p(DI).

=1

Dabei ist die Dichte p an jedem Punkt abhéngig von dem Parametervektor 6.
Fiir das Beispiel der Normalverteilung ist § = (u,0?) mit Erwartungswert
und Varianz o2. Die zugehorige Likelihood-Funktion lautet:

n
1
L(p,0,D) = || exp(——:c-— 2).
(1 1 /—27TU (zi — 1)

Da hiervon die Ableitungen meistens relativ aufwendig zu berechnen sind, geht
man iiber zur negativen, logarithmierten Likelihood-Funktion

1(0, D) = —log L(#, D) Zlogf z;,0

und minimiert diese nach 6. Daraus erhdlt man bei normalverteilten x; die
Maximum-Likelihood-Schétzwerte der gesuchten Parameter:

1 G| )
l(,u,J,D):—nlog\/_ z;_ﬁ — u)”.
1=

Die partielle Ableitung nach g ist
Ol(n,0,D) _ Li—
o 202 ¢
=1
Setzt man diese Null, so erhélt man
1 n
BML = o Z Zi
=1
und analog nach Minimierung nach o
2 1 2
oML = — Z(% — pimr)”

Es resultieren Mittelwert und mittlere quadratische Abweichung als Schéitzer
fiir Erwartungswert und Varianz der Verteilung.
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3.1.2 Maximum-a-posteriori-Verfahren

Im Unterschied zur Maximum-Likelihood-Methode wird hier der Parameter 6 als
Zufallsvariable betrachtet, wobei das a-priori vorhandene Wissen iiber die Ver-
teilung von € durch die Dichtefunktion f(#) représentiert wird, d.h. es wird eine
a-priori Annahme an die Verteilung von 6 gemacht. Bayes-Learning fiihrt die
urspriingliche Wahrscheinlichkeitsdichte f(#) nach Beobachtung von n Stichpro-
benwerten D in eine neue a-posteriori Wahrscheinlichkeitsdichte f(6]D) iiber,
welche das in den Datenpunkten enthaltene Wissen reflektiert. Diese Wahr-
scheinlichkeit berechnet sich nach der Bayesschen Regel als

_ 1DIB)f6)
1OD) =15 D/6) f@)a0

Dabei steht im Zihler die Likelihood Funktion f(D|f) multipliziert mit der
a-priori Dichte f(6). Der Parametervektor 6 bestimmt sich dann als

Orrap = argmazx{f(0|D)} = argmaz{f(DI|0)f(0)},
0cO 0cO

d.h. als Maximum der a-posteriori Verteilung. Analog zur Maximum-Likelihood-
Methode ist es in den meisten Fillen einfacher die Ableitung der logarithmierten
Likelihood-Funktion zu berechnen. Man &ndert die Aufgabe also in

Ovap = arggg’m{— log(f(D10)) — log(f(0))}-
Falls die a-priori Verteilung eine Gleichverteilung ist, ergibt sich als Losung
gerade der Maximum-Likelihood-Schétzer. In dem Fall ist die Dichte f(6) kon-
stant und beeinflusst die Lage des Minimums nicht. Dieser Ansatz kann daher
auch als Regularisierung der Maximum-Likelihood-Methode interpretiert wer-
den. In Kapitel 5 wird eine nichttriviale Verallgemeinerung der Bayesschen-
Parameterbestimmung mit Gauft Prior fiir unendliche Parametervektoren aus
einem Funktionenraum hergeleitet.

Da in der Realitédt meistens nicht bekannt ist welcher Art von Verteilung die
Daten zugrundeliegen, kann man mit falschen Annahmen an diese grofse Fehler
machen. So wie die beiden Verfahren hier vorgestellt wurden, schrénken sie den
Losungsraum aus dem die Approximation der Dichte gewédhlt wird sehr stark ein
und koénnen nur angewendet werden, wenn klar ist, um was fiir eine Verteilung es
sich handelt. Das Maximum-a-posteriori-Verfahren, welches in Kapitel 5 vorge-
stellt wird, gehort vom Ansatz her zwar auch zu den parametrischen Verfahren,
durch die Wahl einer Parameterfunktion statt eines endlichen Parametervektors
bleibt jedoch sehr viel Spielraum fiir die Wahl der Lésungsfunktion.

3.2 Nichtparametrische Dichteschatzer

Im Gegensatz zu den parametrischen Verfahren, wo 6 globalen Einfluss auf die
approximierte Dichte hat, wird bei nichtparametrischen Schitzern ein jeweils
lokal wirkender Parameter bestimmt.

Dazu stellt man folgende Uberlegung an:
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Sei z( ein beliebiger gegebener Datenpunkt und « ein neuer, nahe benachbarter
Punkt. Dann kann man davon ausgehen, dass die Dichte am Punkt x einen sehr
dhnlichen Wert wie in zg annimmt. Diese Glattheit der Dichte wird durch einen
Parameter modelliert (in den meisten Verfahren h genannt), mit dem man ein
Intervall um die Datenpunkte festlegt, auf dem die Dichte lokalen Einfluss hat.
Wie genau dies implementiert wird, hingt vom jeweiligen Verfahren ab.

Man unterscheidet gitterbasierte und datenbasierte Verfahren. Gitterbasierte
Verfahren arbeiten mit Ansatzfunktionen, die auf einem diskreten Gitter der
Maschenweite h iiber dem betrachteten Gebiet definiert sind. Hierbei gibt man
zusétzlich durch Wahl eines Funktionenraumes, aus dem die Ansatzfunktionen
gewihlt werden, die gewiinschte Glattheit der Losung vor. Altestes und am
héufigsten verwendetes Verfahren ist hier das Histogramm.

Im Gegensatz dazu stellen datenbasierte Dichteschétzer oder Kernschdtzer
Basisfunktionen an den gegebenen Datenpunkten auf. Die Glattheit der Losung
ergibt sich durch Wahl einer Kernfunktion. Der Parameter h steuert hier die
sogenannte Bandbreite des Kernes.

Im Folgenden werden einige hdufig verwendete Verfahren vorgestellt, wie sie
in [Sil86] und [Sc092| zu finden sind.

3.2.1 Histogramme
Das Standardhistogramm

Die alteste und geldufigste Methode zur Dichteschiatzung ist das Histogramm.
Dabei wird das Intervall I, in dem die Werte z;, i = 1, ..., n auftreten, in gleich
grofe Teilintervalle Iy, ..., Ix der Breite h unterteilt. Sei nach geeigneter Um-
nummerierung r; < 2 < ... <z < Xy
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X im Teilintervall I; liegt, ist
dann fiir jedes I; := [z1 + (j — 1)h, 1 + jhl:

z1+jh
P(X € I) :/ f(z)dx.

:tl+(j71)h

Es bietet sich daher an, die relative Haufigkeit der x; im Intervall I; als Schétzer
dieser Wahrscheinlichkeit zu verwenden, d.h.:

1
n

P(X €1j) =~ —(#zi € I;) = %ZXI]-(%)
i=1

wobei X4 die Indikatorfunktion auf dem Intervall A ist, d.h. 1 auf A und 0 sonst.
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt, falls f stetig ist:

r1+jh
/ f(x)dx = f(§)-h fiir ein § € 1.

1+(-1)h

Somit liegt es nahe f auf I; durch einen konstanten Wert zu approximieren:

fla) = 5 X )
=1
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Abbildung 3.1: Histogramme mit verschiedenen Klassenbreiten und die Originaldichte

Damit erhalten wir als Approximation der Dichte das Standardhistogramm mit
Ursprung x; und Klassenbreite h:

@) = % D) PEACALACE (3.2.1)

Die Wahl des Ursprungs ist hier beliebig. In den meisten Féllen wird jedoch der
kleinste Wert z; der Datenmenge gewdhlt.

In Anlehnung an die Physik ordnet das Histogramm jedem Datenpunkt die
Masse 1 zu und misst, wieviele Datenpunkte (Masse) pro Intervall (Volumen)
auftreten. Hauptgriinde fiir die Verwendung des Histogramms als Dichteschét-
zer sind die einfache Berechnung und die gute Darstellung. Dabei hingt diese
jedoch stark von der Wahl der Klassenbreite h und der Position des Ursprungs
(hier x1) ab, wie man in Abbildung 3.1 sehen kann. Fiir A gegen 0 entsteht
ein ,Nadeldiagramm“(oben rechts), welches aus einzelnen ,Nadeln“ an den Po-
sitionen der x; besteht. Wenn A gegen oo geht, wird das Histogramm dagegen
zur Gleichverteilung (unten links). Liegt der Ursprung ungiinstig, kann es auch
passieren, dass f () stiarker von weit entfernten Werten als von den néchsten
Nachbarn von z abhingt. Die Hauptaufgabe besteht nun darin die optimale
Klassenbreite h und einen geeigneten Ursprung zu wahlen. In [Sco92] werden
einige Versuche, die Klassenbreite h theoretisch optimal zu wéhlen, vorgestellt.

Ein grofer Nachteil des Histogramms besteht darin, dass der resultierende
Schétzer weder stetig noch differenzierbar ist. Mit einer verallgemeinerten De-
finition eines Histogramms lassen sich jedoch stetige und differenzierbare Dich-
teschétzer konstruieren, die schon wesentlich bessere Ergebnisse liefern.
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Abbildung 3.2: verallgemeinerte Histogramme mit kubischen B-Splines und unter-
schiedlicher Intervallbreite h. Die gestrichelte Linie stellt die Original-
dichte dar.

Verallgemeinerte Histogramme

Die Idee ist nun statt der Indikatorfunktion X4, die konstant auf dem Intervall
A ist, stiickweise lineare, quadratische oder Funktionen hoherer Ordnung zu
verwenden. Es bietet sich hier an mit so genannten B-Splines zu arbeiten.

Ein B-Spline g-ten Grades iiber dem Intervall I ist auf jedem Teilintervall I,
j =1,...,N ein Polynom vom Grade ¢, das auf den Intervallgrenzen ¢ — 1 mal
stetig differenzierbar ist. Es folgt eine rekursive Definition zur Konstruktion von
B-Splines beliebiger Ordnung.

Definition 3.2.1 (B-Spline). Sei I € R ein reelles Intervall mit Unterteilung
in disjunkte Teilintervalle I; = [75,7j41], j=1,...,N — 1.
Dann ist der B-Spline der Ordnung ¢ auf dem Intervall ¢ definiert als

r —T;

Ti 1—Z
+ Bq71,i+1(x)L

B, i(x) = By—1.i(x
0il) = Byl e ——

mit

1 falls ze€[n,mn
By,i(z) = { 0 somst i, 7ol

Mit Hilfe eines Tensorproduktes lassen sich die B-Splines auch fiir hohere
Dimensionen verwenden. Dabei kann die Unterteilung in Teilintervalle in jeder
Dimension unterschiedlich sein. Die beim Standard-Histogramm verwendete In-
dikatorfunktion entspricht also einem B-Spline der Ordnung 0. Nun lassen sich
durch B-Splines hoherer Ordnung analoge Dichteschitzer formulieren, die ent-
sprechend glatter sind.

Sei 1 < a9 < ... < xp_1 < x, eine id.d. Stichprobe einer stetigen Zufalls-
variable X mit Dichte f. Weiterhin sei I;, j =1,..., N eine Unterteilung des
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Abbildung 3.3: verallgemeinerte Histogramme mit B-Splines der Ordnung 0 (oben
links) bis 3 (unten rechts). Die gestrichelte Linie stellt die Original-
dichte dar.

betrachteten Gebietes. Dann definieren wir das wverallgemeinerte Histogramm
dieser Stichprobe als

n N
f) = =257 37 Bigle) Bigla), (322)

i=1 j=—q

Hierbei hat jeder Datenpunkt nun nicht nur auf das Intervall, in dem er liegt,
sondern auf (¢ + 1) Intervalle Einfluss.

Wie man in Abbildung 3.2 sieht, entstehen abhéngig von der Wahl von h sehr
unterschiedliche Schétzer, die jeweils andere Interpretationsanséitze der Daten
zulassen. In Abbildung 3.3 ist die Ordnung der B-Splines variiert worden. Man
sieht, dass fiir p = 0 wieder das Standard-Histogramm entsteht. Fiir héhere Ord-
nungen wird der resultierende Schétzer sichtbar glatter und einzelne Ausreifser
fallen weniger ins Gewicht.

Die bisher vorgestellten Histogramme sind gitterbasierte Schétzer, bei denen
der lokale Einfluss der Daten auf ein festes Intervall des Gitters beschrinkt wird.
Im Gegensatz dazu gibt es die oben genannten datenzentrierten Ansétze, die um
jeden Datenpunkt ein Intervall legen, auf welchem der Datenpunkt die Dichte
beeinflusst. Im folgenden Abschnitt betrachten wir eine erste Variante davon.

3.2.2 Methode der k nachsten Nachbarn

Der Methode der k néchsten Nachbarn liegt die Annahme zugrunde, dass die
Dichtefunktion an zwei nahe beieinander liegenden Punkten dhnliche Werte
annimmt. Hierbei wird fiir jedes x die Entfernung zu allen Datenpunkten x;
bestimmt. Sei dazu d(x,y) eine Abstandsfunktion (im eindimensionalen Fall
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|z — y|). Man berechnet d(z,x;) fiir i = 1,...,n und sortiert diese aufsteigend.
Nach geeigneter Umbenennung erhélt man

di(z) < dg(x) < ... < dp(x).

Dann ist der Schatzer der k& nachsten Nachbarn definiert als

P k
fw) = 2ndy(z)

Zum besseren Verstdndnis dieser Methode wird im Folgenden die Herleitung
gezeigt.

Sei zp ein beliebiger Punkt und f(xg) die Dichte an dieser Stelle. Dann er-
wartet man bei einer Stichprobe vom Umfang n, dass 2rn f(z¢) Beobachtungen
in das Intervall [zg — 7, 29 + r| fallen. Nach Definition unserer dj, fallen gerade
k Datenpunkte in das Intervall [xg — di(x0), xo + di(x0)]. Also liegt es nahe

k = 2dy,(zo)n.f (xo)

zu setzen. Nach Umformung erhdlt man dann obige Gleichung.

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Histogrammen integriert f nicht
zu eins. Dies liegt daran, dass auch auferhalb des Wertebereichs der ermittelte
Schétzer ungleich Null ist und nur sehr langsam abfillt. Des Weiteren ist die-
ses Verfahren in hohen Dimensionen nur schwer anwendbar, da eine geeignete
Abstandsfunktion angegeben werden muss.

3.2.3 Schitzer mit orthogonalen Reihen

Die auf Reihen von orthogonalen Basisfunktionen basierenden Schitzer funk-
tionieren dhnlich wie Funktionsapproximationen durch Fourierbasen. In beiden
Fillen wird durch Ubergang zu einer endlichen Reihe das Problem diskretisiert.

Sei {¢;}52 eine orthogonale Basis eines Funktionenraumes iiber [0, 1], in dem
die gesuchte Funktion f liegt. Dann lésst sich jede Funktion f dieses Raumes
schreiben als:

v=0

wobei die f,, die iiblichen Koeffizienten der Faltung mit der Basis ¢, sind:

1
f, = /O F(@)év(2)dz (3.2.3)

Bekanntestes Beispiel dafiir sind die Fourierbasen:

qbo(.%') =1
bor—1(x) = V2cos2mra
por () = V2sin2mrx

<
I
—_

2, ..
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Sei X eine Zufallsvariable, dann lésst sich (3.2.3) als Erwartungswert interpre-
tieren

fV = E[¢V(X)]a

v n & v 1)

Nun schneidet man die unendliche Summe ) )2, f,,gb,, nach k£ Summanden ab
und erhélt so den Schétzer f fiir die unbekannte Dichte:

k
f@)=>" fuou(x).
v=0

In diesem Fall ist der Punkt %, an dem die unendliche Reihe abgeschnitten wird,
der Parameter der die Regularitdt der Losung vorgibt. Fiir & — oo entsteht
eine Summe von Diracschen-Delta-Funktionen, also gerade wieder die empirische
Dichtefunktion, wihrend fiir £ = 0 die Konstante Eins resultiert.

Interessant ist hierbei ein Zusammenhang zum Histogramm. Verwendet man
als orthogonale Basisfunktionen Haar-Wavelets auf einem Diskretisierungsgitter,
so ergibt sich daraus als Schitzer wieder ein Standardhistogramm. Die entspre-
chenden Basisfunktionen sind dann fiir m =2+ , j,k € N

do(z) =1 (3.2.4)
ok/2 4 e (;kl’ j*}c/Q)

or(z) = A (3.2.5)
_ok/2 4 ¢ (];}C/Q’ 2J_k)

3.2.4 Kerndichteschatzer

Die Schétzer, denen in jiingster Zeit wohl die meiste Forschungsarbeit gewidmet
wurde, sind die Kerndichteschdtzer. Ein Vorteil dieser Verfahren ist, dass ihre
Komplexitit im Wesentlichen nur von der Anzahl an Datenpunkten abhéngt.
Der so genannte Fluch der Dimension ldsst sich damit zu einem gewissen Gra-
de umgehen. Andererseits sind die entstehenden Matrizen voll besetzt, so dass
eine Losung meistens nur in O(n?) erfolgen kann. Im ersten Abschnitt fiihren
wir den so genannten naiven Schdtzer ein, der eine leichte Abwandlung eines
Histogramms darstellt. Anschliefsend gehen wir auf allgemeine Kernschitzer ein.

Der naive Schitzer
Sei wieder X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f. Dann folgt aus der Defi-
nition der Wahrscheinlichkeitsdichte 2.1.5 und (2.1.1):

.1
flz) = ]1113}) ﬁP(az —h<X <z+h). (3.2.6)
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Wir schétzen P(x—h < X < z+h) durch den Anteil an Werten, der im Intervall
(x —h <X <x+h) liegt.
Dazu fithren wir eine Gewichtungsfunktion w ein:

1
= fall <1

w(z) = { p falls ol <1 (3.2.7)
0 sonst

Damit ldsst sich der so genannte naive Schitzer formulieren:
Fla) = 23w 329
) =— w . 2.
nh — h

Dies entspricht der Platzierung einer konstanten Funktion der Héhe (2nh)~1
auf einem Intervall der Breite 2h um jeden Datenpunkt, die dann tiber alle Punk-
te aufsummiert werden. Der naive Schitzer hat somit gewisse Ahnlichkeit mit
einem Histogramm und wird daher auch als gleitendes Histogramm bezeichnet.
Im Unterschied zum Histogramm wird nun die Konstante direkt auf den Daten-
punkten und nicht auf einem Intervall aufgehéngt und die Wahl des Ursprungs
entfillt somit.

Man kann den naiven Kernschétzer auch als numerische Approximation der
Ableitung der kumulativen Verteilungsfunktion herleiten (siehe [Sco92]). For-
mal ist die Ableitung der empirischen Verteilungsfunktion eine Summe von
Diracschen-Deltafunktionen, die als Dichteschitzer wenig geeignet ist. Geht man
aber &hnlich wie bei zentralen finiten Differenzen vor und definiert den Schétzer
f als

1 & T — T;

mit empirischer Verteilungsfunktion F;, und Indikatorfunktion X, so erhélt man
wiederum den naiven Schétzer. Analog zum Histogramm ist der so erhaltene
Schétzer aber weder stetig noch differenzierbar und es bleibt das Problem der
optimalen Wahl der Bandbreite h.

Allgemeine Kernschitzer

Nutzt man statt der stiickweise konstanten Gewichtungsfunktion eine glattere
Funktionen K mit ffooo K(z)dr = 1, so erhilt man die allgemeine Form eines

Kerndichteschétzers:
f() —1 En K ! (3.2.9)
= nhi 1 h ' o

Oft wird fiir K ein Gauf-Kern gewéhlt. Das h entspricht dann der Standard-
abweichung. Einige hiufig verwendete Kerne sind:

1
Knaiv(x) = 57 |CC| <1
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Abbildung 3.4: Beispiel eines Kernschétzers mit Gauf-Kern

®
Klinear(x) =1- |CC|, |CC| <1
°
1 —e-w?
Kgauss(x) = 27TJ€ 202
* 3
Kepanechnikov(x) = Z(l - xQ)v ‘.%" < 1
° T
Kcauchy(x) = 1+ 22
°

1
Kpicard(x) = 5 eXp(—|CC|)

Die Kerne unterscheiden sich vor allem auch in ihrem Tréger. Beispielswei-
se der Gauf-Kern hat den Nachteil, dass er einen unendlichen Triger hat. Der
Aufwand bei der numerischen Berechnung ist demnach sehr hoch, da jeder Da-
tenpunkt auf die Losung globalen Einfluss hat. Besser geeignet sind daher Kerne
mit endlichem Tréger. In der Praxis werden Gauf-Kerne ab einem bestimmten
Schwellenwert abgeschnitten und somit eine weitere Diskretisierung des Pro-
blems vorgenommen. Nach Normierung integriert der resultierende Kernschét-
zer dann wieder zu Eins. Andere Methoden beschleunigen mit Hilfe der schnellen
Gaufs-Transformation die Berechnung des Kernschitzers fiir Gaufs-Kerne (siehe
[EDDO03]).

Als Erweiterung gibt es Verfahren, welche die Bandbreite h adaptiv wéhlen.
An Stellen mit vielen Datenpunkten werden die Kerne entsprechend schmal
gewahlt, wohingegen sie in Gebieten mit wenigen Datenpunkten breiter gewahlt
werden (siehe z.B. [KS00],|KS02],|Tur]).
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3.2.5 Verallgemeinerung der Kernmethode

Mit einer erstaunlich eleganten Definition eines nichtparametrischen Schétzers,
die auf TERREL und SCOTT zuriick geht, lassen sich nahezu sémtliche Verfah-
ren der Dichteschitzung als Kernschétzer interpretieren. Die Autoren zeigen in
ihrer Arbeit [TS92|, dass sich alle Schitzer, ob parametrisch oder nichtparame-
trisch, als werallgemeinerte Kernschdatzer schreiben lassen. Bei parametrischen
Schétzern haben die Datenpunkte globalen Einfluss auf die Dichte, wihrend bei
nichtparametrischen Schétzern der Einfluss lokal ist. So hat zum Beispiel das
verallgemeinerte Histogramm in Gleichung (3.2.2) bereits die Form eines Kern-
schitzers. Auch das Verfahren der k-néchsten Nachbarn 1asst sich als Kernschét-
zer interpretieren. Dabei ist die Bandbreite der datenzentrierten Kernfunktionen
abhingig von der Lage der néchsten Nachbarn, also adaptiv zu wéhlen.
Analog lassen sich alle Verfahren, auch solche, die als Optimierungsproblem
eines zumeist quadratischen Funktionals geschrieben werden, als verallgemei-
nerte Kernschétzer interpretieren. Dabei heifit verallgemeinert, dass sowohl die
Bandbreite, als auch die Kernfunktionen selber adaptiv gewéhlt werden.

Satz 3.2.2 (General Kernel Theorem). Jeder Dichteschdtzer der ein stetiges
und Gateaux-differenzierbares Funktional der empirischen Verteilungsfunktion
ist, lasst sich schreiben als

flz) = %iK(an) (3.2.10)
=1

wobei K die Gateaur Ableitung von f unter Variation der x; ist.

Beweis. Die empirische Verteilungsfunktion aus (2.2.1) lautet

Fu(@) = = 3" Xy, (). (3.2.11)

n -
=1

A~

Schreibe den Dichteschétzer als Operator f(z) = T,{F,}. Wir definieren

K(z,y, F)) = 12%%[1;{(1 COF, + Xy )} — (1— OT{E)]

o1

= lg% Z[Tx{Fn + €( Xy, 00) = Fn)} = Ted Fu}] + To{Fn}
= DTx(Fn)[X[y,oo) - Fn] + f(l’),

wobei DT'(¢)[n] die Gateaux Ableitung von T an ¢ in Richtung 7 ist. Da die

Gatedux Ableitung im zweiten Argument linear ist, gilt

1< 1< :
n ZK(xaxian) 0 ZDTx(Fn)[X[xi,oo) — Fp] + f(2)
=1 =1

= DT,(F,)




3.2. NICHTPARAMETRISCHE DICHTESCHATZER 33

Die letzte Gleichheit ergibt sich wegen
DT()[0] = 0.
O

Abschliefsend ldsst sich sagen, dass sich eine Vielzahl von Verfahren der Dich-
teschitzung als Kernschétzer schreiben lésst, wobei durch Wahl des Kerns der
Funktionenraum, aus dem die Losung stammt, vorgegeben wird.
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4 Ein ecdf-basiertes Verfahren

Wie bereits in Kapitel 2 beschrieben, lasst sich die empirische Verteilungsfunk-
tion (ecdf) theoretisch wesentlich besser handhaben als die empirische Dichte-
funktion (epdf). Hauptgrund dafiir ist die stiickweise Stetigkeit der ecdf, die
es zumindest erlaubt eine L2-Norm anzuwenden. Diese Eigenschaft machen wir
uns in dem hier vorgestellten Verfahren zunutze.

Im ersten Abschnitt stellen wir zunéchst das Verfahren von HEGLAND, HOO-
KER und ROBERTS vor, welches die Grundlage fiir unseren Ansatz war. Dieser
nichtparametrische Schétzer bestimmt direkt aus den Daten eine Approximation
der Dichtefunktion als Linearkombination einer geeigneten Funktionenraumba-
sis. Anschliefend gehen wir auf ein von VAPNIK und MUKHERJEE in [MV99]
sowie [WGST99] vorgeschlagenes Verfahren ein, welches mit der empirischen
Verteilungsfunktion arbeitet. Die Werte der ecdf an den Datenpunkten z; wer-
den dabei als Zielvariable y; interpretiert und anschlieffend ein Support-Vektor-
Verfahren angewendet, welches eine Approximation der Verteilungsfunktion als
Summe von Kernfunktionen auf den Datenpunkten bestimmt. Ein von uns ecdf-
basiertes Verfahren genannter Ansatz, welches eine Kombination gewisser An-
teile dieser beiden Schétzer darstellt, wird dann eingefiihrt und erste Ergebnisse
damit préasentiert.

4.1 Der Ansatz von Hegland, Hooker & Roberts

Die Motivation des von HEGLAND, HOOKER und ROBERTS entwickelten Dich-
teschéitzers ist folgende: Angenommen wir haben einen Schétzer f. aus den
Daten {z;} , gegeben, welcher in L? liegt. Ahnlich wie bei Spline Gléttern
(sieche [Wah90]) oder allgemeinen Regularisierungsnetzwerken suchen wir nun
eine Approximation f, die das Funktional

Jo(u) = /Q(u(x) — fo(x))?dx + M| Lu(x)]| 2 (4.1.1)

fiir einen gegebenen Differentialoperator £ minimiert. In welcher Form das f.
vorliegt, wird dabei nicht genauer festgelegt. Eine Moglichkeit wére ein einfaches
Histogramm der gegebenen Daten.

Der zweite Term aus (4.1.1) kontrolliert die Glattheit der gesuchten Funkti-
on, wihrend der erste Teil den Fehler zum bereits gegebenen Schétzer f. aus-
driickt. Mit dem Parameter A kann man die Gewichtung der einzelnen Terme
balancieren. Analog zur Bandbreite h bei Kernschétzern agiert das A in dieser
Darstellung also als Glattungsparameter.

Diese Form erinnert damit stark an Zielfunktionale, wie sie in der Regula-
risierungstheorie unter dem Namen 7Tikhonov Regularisierung auftauchen, so

35
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zum Beispiel bei der Funktionsrekonstruktion oder Regression, sowie bei der
Klassifikation oder Clusteranalyse. Allgemein geht es jeweils darum ein schlecht
gestelltes Problem durch hinzufiigen eines Glattungsterms zu regularisieren und
damit eindeutig losbar zu machen.

Die Variationsgleichung fiir dieses Problem lautet nun:

/Q s(2)(u(x) — f.(2))dz + AC(u,s) = 0, Vs € H2(Q).

oder

/u(m)s(:z:)d:r—l—)\C(u,s)—/s(m)fe(x)dx. (4.1.2)
Q

Q

Dabei ist C eine stetige Bilinearform auf einem Hilbertraum H C L?(€2). Ubli-
cherweise wihlt man

C(u,s) = /Qﬁu(:c) - Ls(x)dx

fiir einen Differentialoperator £. Auf der rechten Seite von (4.1.2) steht eine Art
Erwartungswertoperator. Ein naheliegender Ansatz ist daher, diesen durch eine
Mittelwertbildung zu approximieren:

LM
/Qs(x)fe(x)d:r = FE(s) ~ i ; s(x;).

Damit ergibt sich die Variationsform fiir die optimale Losung f :

/Qf(:r)S(x)dx +AC(f,5) = %

NE

s(x;), VseV (4.1.3)

@
Il
—

~ ~

< (f,s)L, + AC(f,s) =

Sl
e

s(z;), VseW. (4.1.4)
1

7

Hierbei stellt man eine grundlegende Unsauberkeit des Verfahrens fest. So wie
E(s) definiert wurde, ist gerade die empirische Dichtefunktion, also die Summe
von Dirac‘schen Deltafunktionen, als f. gewihlt worden, fiir die eine L?-Norm
nicht existiert. Daher wird diese erst nach Minimierung in der schwachen Form
eingesetzt. Um dieses Problem zu umgehen, werden wir spéter mit der empiri-
schen Verteilungsfunktion arbeiten, die stiickweise stetig und integrierbar ist.

Die Autoren erwihnen auflerdem in ihrer Arbeit, dass man diesen Ansatz auch
als Kernschétzer interpretieren kann. Wahlt man zum Beispiel als Grundgebiet
2 = R und als Differentialoperator die 2. Ableitung, so kann man aus Gleichung
(4.1.4) die Euler Gleichungen ableiten als:

(@) + 2 (z) = % S 6 (2).
=1

Falls man eine Greensche Funktion g hat, die

g(@) + ¢ (x) = do ()
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erfiillt, kann man die Fundamentallésungen schreiben als:

. 1 " €T —x;
f(x) - n)\1/4 ;g( )\1/4_) .

Als Approximation erhélt man dann gerade einen Kernschitzer mit Kern

1= e () o (3) 0 (5]

Dies lésst sich auch fiir allgemeinere Differentialoperatoren und beschrénkte
Gebiete 2 zeigen. Grundlage ist hier die Beziehung zwischen Regularisierungs-
operatoren und Hilbertrdumen mit reproduzierendem Kern, wie sie in Kapitel
2.4 bereits vorgestellt wurde.

Zur numerischen Losung des obigen Systems wird eine Finite-Elemente-Approx-
imation angewendet. Sei {¢;}Y, eine Basis eines Teilraumes Vy C V. Wir
schreiben die gesuchte Losung als f(z) = Z;VZI a;p;(x). Damit ergeben sich
die Gleichungen k =1,..., N:

N N 1 M
> ik, e + A a;Clpr, v;) = M > ei@i)
=1 =1 i=1

bzw. in Matrixschreibweise:
1
Mo =—B"1
(M+XC)a = -B1,

wobei
M; = (pi, i)z, 4,j=1,...,N

Massenmatriz,
Ci,j - <£(pi,£(pj>L2, i,j = 1, ...,N

Regularisierungsmatriz und
Bij=gi(®), i=1,..M j=1,.,N

Datenmatriz genannt werden. Es ensteht also nach Minimerung des quadrati-
schen Funktionals J(u) ein lineares Gleichungssystem, welches mit geeigneten
Verfahren zu 16sen ist. Dieses ist diinn besetzt und kann daher, falls V' die Dimen-
sion d << n hat, in O(n + d) Operationen gelost werden. Als Basisfunktionen
werden B-Splines vorgeschlagen.

4.2 Der Ansatz von Vapnik und Mukherjee

Der in [MV99] beschriebene Ansatz basiert auf Support-Vektor-Maschinen, wie
sie von VAPNIK in [Vap00] vorgestellt wurden. Daher wollen wir zu Beginn eine
kleine Einfiihrung in die Theorie der Support-Vektor-Maschinen (SVM) geben,
wobei wir nicht die Notation von VAPNIK verwenden werden, sondern stattdes-
sen einen auf Regularisierungsnetzwerken basierenden Ansatz zur Motivation

der SVM anfiihren.
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4.2.1 Support-Vektor-Maschinen

Support-Vektor-Maschinen werden seit geraumer Zeit fiir die Losung diverser
Probleme des maschinellen Lernens eingesetzt.

Das zu l6sende Problem ist hier ein klassisches Regressionsproblem. Es soll
also aus gegebenen Trainingsdaten

D= (x17y1)7°"7 (xnuyn) x; € X: Yi S Y

eine Funktion bestimmt werden, die den angenommenen funktionalen Zusam-
menhang zwischen X und Y moglichst gut wiedergibt. Es wird dabei vorausge-
setzt, dass sich f schreiben lasst als

o0

fl@)=> cjpj(z) +b, (4.2.1)

J=1

wobei {¢;(x)}32; eine Menge von linear unabhéingigen Basisfunktionen ist. Die
Parameter c¢; und b sind aus den Daten zu bestimmen. Ohne weitere Voraus-
setzungen an f ist das Problem schlecht gestellt, sodass der iibliche Ansatz der
Regularisierungstheorie, einen zusitzlichen Glattungsterm auf das Funktional
zu addieren ( Tikhonov-Regularisierung), verwendet wird. Es entsteht ein zu mi-
nimierendes Funktional der Form

. . 1
min R(f) = Cizl Velyi = f(i)) + 5@ (f)- (4.2.2)

VAPNIK schligt an dieser Stelle die Wahl der so genannten e-insensitiven
Kostenfunktion

0, fall
V.(z) _{ , falls ] <e (4.2.3)

|x| —e sonst

vor. Damit erh&lt man ein Approximations-Schema, welches Support-Vektor-
Maschine genannt wird:

n
fla,on0®) =Y (af — @)K (z,2:) + b, (4.2.4)
i=1
wobei o und «; positive Koeffizienten sind, die das folgende quadratische Pro-
gramm l6sen:

n n n

1
min R(a",0) = ¢ y_(af+ai)=_ gia —ai)+5 D (0f —ai) (o} o) K (ai, ;)

’ i=1 i=1 ij=1
(4.2.5)

mit den Nebenbedingungen

0<a*,a<C

> (af =) =0

=1

ao; =0 Vi=1,...,n
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und einer symmetrischen Kernfunktion
o0

K(z,y) = 7idi()d;(y).
j=1

Dies ist gerade der reproduzierende Kern eines reproduzierenden Kern-Hilbert-
raumes. Es fillt dabei auf, dass der Parameter b nicht mehr auftaucht, da er
nach Kenntnis der o; und o ermittelt werden kann. Aufgrund der Struktur des
Minimierungsproblems werden nur einige der Koeffizienten (o] — «;) ungleich
Null sein. Die zugehdrigen Datenpunkte x; sind so genannte Support- Vektoren.
Wie viele Support-Vektoren es gibt, hingt vom € in der Kostenfunktion und dem
Regularisierungsparameter C' ab. Falls kein Rauschen iiber den Daten liegt, ist
das optimale C unendlich.

Fiir den Fall der Klassifikation kann man sich den Support-Vektor-Ansatz sehr
anschaulich als eine Hyperebene vorstellen, welche die beiden Klassen trennt.
Die Support-Vektoren sind dabei die Datenpunkte, welche die Hyperebene cha-
rakterisieren. Mit Hilfe der Kernfunktion kann man allgemeine nichtlineare Trenn-
flichen erzeugen. Dieses Vorgehen wird auch als Kerntrick bezeichnet.

4.2.2 Dichteschitzung mit SVM

Um die Methodik der Support-Vektor-Maschinen auf die Dichteschdtzung an-
wenden zu konnen, muss das Problem zunéchst in eine Regressionsaufgabe um-
formuliert werden. Dazu betrachtet man die Verteilungsfunktion

F(z) = /_ " rwar (4.2.6)

der gesuchten Dichtefunktion f.
Eine gute Approximation der Verteilungsfunktion ist bekanntlich die empiri-
sche Verteilungsfunktion

1
Fn(.%') = E ZX(foo,x](xZ)a
=1

mit Indikatorfunktion X

Die Konvergenz von F,, gegen F fiir n — oo ist asymptotisch bekannt (siehe
Satz 2.2.2). Insbesondere hat die Zufallsvariable F;, an einem festen Punkt x die
Standardabweichung

o= \/%Fn(x)(l — Fy(2)).

Also verwendet man (z1, F), (1)), ..., (zn, Fr(x,)) als Eingangswerte fiir das
Regressionsproblem. Dariiber hinaus kann statt eines festen e fiir die Kosten-
funktion V;, an jedem Datenpunkt ein gesondertes ¢; verwendet werden. Dies
hat die Gestalt

€ = Aoy — )\\/%Fn(xi)(l — F(z)),
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wobei o; gerade die vorab bekannte Standardabweichung der Verteilungsfunkti-
on an dem Punkt z; ist.
Es werden also die Tripel

(1, Fn(x1),€1), ooey (T, Fr(20), €0)

aufgestellt und anschlieffend wird damit ein Standard-SVM-Verfahren durch-
gefiihrt. Analog zu den bereits vorgestellten Kernschitzern ist hier noch ein
geeigneter Kern zu wihlen, der wiederum die Glattheit der Losung vorgibt.

Grob gesagt ist das Ziel eine moglichst glatte Funktion zu finden, die innerhalb
eines , €;-Schlauches” um die empirische Verteilungsfunktion liegt.

4.3 Das ecdf-basierte Verfahren

Im Folgenden betrachten wir das Verfahren aus dem ersten Unterkapitel in einer
analog zum gerade beschriebenen Verfahren einmal ,aufintegrierten Variante.
Wir ermitteln also zunéchst eine Approximation an die Verteilungsfunktion der
gegebenen Daten. Da wir diese als Linearkombination von Basisfunktionen ei-
nes geeigneten Funktionenraumes schreiben, ergibt sich die Dichtefunktion als
Linearkombination der abgeleiteten Basisfunktionen. Es handelt sich also hier
analog zum Verfahren von HEGLAND, HOOKER und ROBERTS um ein Verfah-
ren, welches die Losung aus einem diskretisierten Funktionenraum ermittelt.
Der Ansatz aus dem vorherigen Abschnitt bestimmt im Gegensatz dazu die
Koeffizienten einer Kerndarstellung auf einer Teilmenge der Datenpunkte.

Mit gegebener Datenmenge D = {z;}"_, stellen wir zunéchst die empirische
Verteilungsfunktion

1
Fn(CC) = E Z X(—oo,:v} (xl) = = Z X[:vi,oo)(x)
=1

n -

auf. Diese ist Ausgangspunkt fiir unser Zielfunktional

min R(u) = [[u(x) = Fa@)|72 + A Lu(@)]72, (4.3.1)

welches iiber alle u aus einem geeigneten Funktionenraum V definiert ist. Auch
hier haben wir wieder einen Regularisierungsparameter A > 0, der die Balance
zwischen Glattung mittels Differentialoperator £ und Genauigkeit an die Daten
steuert. Wir suchen also eine Funktion, die zum einen mdglichst nah an der
empirischen Verteilungsfunktion liegt und dabei gewisse Glattheitsvorrausset-
zungen erfiillt. In den meisten Féllen werden diese durch £ = V oder £ = A
gegeben.

Wir stellen u beziiglich einer unendlichen Funktionenraumbasis {¢;}32, dar

u(a) =Y ajp;(),
j=1
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setzen dies in Gleichung (4.3.1) ein, und erhalten

R(u) = / (u(x) — Fo(2))?de + A / (Culx))dz

2
o0 1 n (e.0] (0.]
= / Z ajpi(x) — - Z Xz, 00)(T) | dz+ A Z Z a0 (Lo, Lpj).
j=1 i=1 i=1 j=1
Differentiation in den Koeffizienten ay, (k= 1,...,00) ergibt jeweils
Doy 2 [ ) () - - D Xigyoo) (@) | pr(@)dr + 20 aj (Lo, Lox)
= =1 j=1

(o] 2 n o0
=2 a;(ps, or) — - > / P () Xy, 00y (@) d + 20>~ 0 (Lips, Liog)
=1 i=1

j=1
[e. 9] 2 n 00

- 2204]- (<(Pj7<,0k> +)‘<£<Pja£90k>> - EZ/ o (x)dz.
j=1 i=1"%i

Nach einigen Umformungen resultiert das Gleichungssystem (k =1, ..., 00)

gaj <<¢j7¢k> + )\<£<Pja£§0k>> = %g/f or(x)d.

In Matrixschreibweise mit unendlich dimensionalen Matrizen und Vektoren er-
h&lt man:

M+ X)a =r.

Hierbei ist M wieder die Massenmatric M, = (pj,¢k), J,k = 1,...,00
und C die positiv semidefinite Regularisierungsmatriz Cj = (Lpj, Loy) fiir
4.k =1,...,00. Der Vektor auf der rechten Seite beinhaltet die Information aus
den Daten und besteht aus den Komponenten

1~ [
L= EZI/IZ or(z)de k=1,...,00.

Wir haben also ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten der gesuchten
Funktion u aufgestellt. Dieses stimmt auf der linken Seite mit den Matrizen aus
dem Verfahren von Hegland, Hooker und Roberts iiberein. Lediglich die rechte
Seite enthidlt nun die Information aus den Daten nicht mehr in Form einer
empirischen Dichtefunktion, sondern einer empirischen Verteilungsfunktion.
Zur numerischen Losung des Systems ist eine diskrete Darstellung im Rechner
notig. Man wéhlt dazu einen endlich dimensionalen Funktionenraum Vy C V,
der durch einen endlichen Satz von Funktionen dargestellt wird. Das heifit jede
Funktion aus Vy, und damit auch die gesuchte Losung w, lassen sich in der
Form wu(x) = Zfi jajpj(x) darstellen. Mit dieser endlichen Basis erhalten wir
daraus ein Gleichungssystem mit endlichen Matrizen und Vektoren, welches wir
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mit einem iterativen Verfahren - beispielsweise dem CG-Verfahren - 16sen. Als
Resultat erhalten wir die Koeffizienten a einer Approximation der Verteilungs-
funktion der gegebenen Daten. Da wir aus dieser Approximation eine zugehdori-
ge Dichtefunktion ableiten wollen, setzen wir voraus, dass die Basisfunktionen
{gpj};\f:l differenzierbar sind. Damit schreiben wir unseren Dichteschéitzer als
Linearkombination der errechneten Koeffizienten mit den abgeleiteten Basis-
funktionen:

. N
fl@) =" ap().
i=j

4.4 Numerische Ergebnisse

In unseren Experimenten haben wir als Basisfunktionen B-Splines verschiedener
Ordnung verwendet, wie sie in Kapitel 3.2.1 vorgestellt wurden. Diese werden auf
einem #qudistanten Gitter mit (2! +1) Punkten aufgestellt, wobei I das Diskreti-
sierungslevel bezeichnet. Um eine Partition der Eins zu erhalten, sind am Rand
je nach Ordnung der B-Splines zuséitzliche Punkte notig. Wenn p die Ordnung
der B-Splines bezeichnet, benétigt man also insgesamt (2! 4 p + 1) Basisfunk-
tionen. Gleichzeitig gibt uns das die Grofe der entstehenden Matrix vor, welche
(2" 4+p+1)%)? Eintriige hat, falls d die Dimension des Problems bezeichnet. Da-
mit die resultierende Dichte stetig ist, sind mindestens quadratische B-Splines
fiir das Aufstellen der Verteilungsfunktion erforderlich. Der gleiche Effekt tritt
bei den Glattheitsvoraussetzungen auf. Man hat diese fiir das Ausgangsproblem,
die Bestimmung einer Verteilungsfunktion, eine Ordnung hoher zu wihlen.

Bevor erste Ergebnisse mit dem beschriebenen Verfahren présentiert werden,
sollte man sich Gedanken iiber geeignete Testdatensitze machen.

4.4.1 Simulieren von Daten

Wenn die Giite von Funktionsrekonstruktionen untersucht werden soll, gibt man
in der Regel eine zu rekonstruierende Funktion f vor und wihlt als Daten-
menge ein dquidistantes Gitter (z1,...,xzy) mit zugehorigen Funktionswerten
f(x1),..., f(xn). Die Aufgabe ist eine passende Interpolierende zu finden. Ein
dhnliches Verfahren verwenden wir hier auch, nur dass bei der Dichteschétzung
die Information iiber die Funktion aus der Lage der Datenpunkte hervorgehen
muss. Dazu geben wir eine Verteilungsfunktion vor, dessen Dichtefunktion re-
konstruiert werden soll. Wir wéhlen ein dquidistantes Gitter auf dem Intervall
(0,1) und bilden die Inverse der Verteilungsfunktion auf diesen Punkten.
Analog arbeitet die so genannte Inversionsmethode, mit der aus gleichverteil-
ten Daten Zufallszahlen erzeugt werden, die beziiglich einer beliebigen Vertei-
lung verteilt sind. Im Unterschied dazu geben wir die gleichverteilten Zufallszah-
len als dquidistantes Gitter vor. Veranschaulicht wird dies in Abbildung 4.4.1
fiir den Fall der Standardnormalverteilung. Auf der Ordinate sind gleichverteilte
Punkte zwischen 0 und 1 abgebildet. Die Punkte auf der Abszisse sind beziig-
lich der Standardnormalverteilung gleichméfig verteilte Daten. Solche beziiglich
einer vorgegebenen Verteilung gleichméfig verteilte Daten werden fiir die folgen-
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Abbildung 4.1: bzgl. der Normalverteilung gleichverteilte Daten

den Untersuchungen verwendet. Auf diese Weise erhédlt man Datenpunkte, aus
denen ein Dichteschitzungsverfahren die Originaldichte sehr gut rekonstruieren
konnen sollte, da sie keinen stochastischen Fehler enthalten.

4.4.2 Synthetischer Datensatz

Um ein erstes Ergebnis mit der hier vorgestellten Methode zu bekommen, wurde
ein Datensatz aus zwei iiberlagerten Normalverteilungen erzeugt. In Abbildung
4.3 sind auf Level 5 mit kubischen B-Splines als Basis und Regularisierungspara-
meter A fiir vier verschieden grofse Datensétze die resultierenden Dichteschitzer
sowie die Originaldichte abgebildet. Als Regularisierungsoperator wéhlen wir
die zweite Ableitung. Zusétzlich sind auf der Abszisse jeweils die Datenpunkte
abgebildet, die gemdft der gewihlten Verteilung gleichméfig verteilt sind. Die
resultierenden Gleichungssysteme werden mit Hilfe eines CG-Verfahrens gelost.

Abbildung 4.2 stellt den mittleren quadratischen Fehler (MSE) auf den Gitter-
bzw. Datenpunkten in Abhéngigkeit vom Diskretisierungslevel fiir verschieden
grofse Datenmengen dar. In der oberen Reihe ist A = 0.1 gewdhlt worden, in der
unteren A = 1. Man sieht hier recht gut das Wechselspiel von Regularisierungs-
parameter und Diskretisierungslevel. Je hoher das Level gewdhlt wird, desto
hoher ist auch der Regularisierungsparameter zu wahlen. Begriindet ist dies
durch die veréinderten Ansatzfunktionen, die ebenfalls deutlichen Einfluss auf
die Regularitit der Losung haben. Wahrend zum Beispiel auf 800 Datenpunkten
mit A = 0.1 der Fehler bei einer Diskretisierungstiefe vom Level 7 am geringsten
ist, verschiebt sich dies zu Level 8 falls A = 1 gesetzt wird. Das Problem ist, dass
bei hherem Level die Triager der Ansatzfunktionen schmaler werden und damit
die resultierende Dichte stirker oszilliert. Daher muss diesem Effekt durch eine
entsprechend stirkere Glattung entgegengewirkt werden. Andererseits darf bei
geringerem Level A nicht zu grofs sein. Dies sieht man recht gut am Fehler auf
dem Gitter fiir die verschiedenen Glattungsparameter bei Level 3. Fiir A = 0.1
fallt hier der Fehler wesentlich kleiner aus.
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Abbildung 4.2: mittlerer quadratischer Fehler auf den Gitter- bzw. Datenpunkten in
Abhéangigkeit vom Diskretisierungslevel mit verschiedener Anzahl an

Datenpunkten.

MSE!L MSE!-! MSE!L MSE!-!
Level 1| /g |\ Sisgies | \fSrses | /s
4 1.6973 1.7247 1.2574 1.2747
5 3.6734 3.4815 1.6376 1.6498
6 3.3011 3.4409 2.2055 2.2016
7 1.2106 2.3603 2.9836 2.9957
8 0.5288 0.4818 2.6795 3.2847
9 0.5332 0.5960 0.7213 1.0878

Tabelle 4.1: Konvergenzverhalten des ecdf-basierten Verfahrens bei 800 Datenpunkten
und A = 0.1 (links) bzw. A = 1 (rechts). Dargestellt ist die relative Ande-

rung des L>-Fehlers.
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Abbildung 4.3: Dichteschétzung auf verschieden grofsen simulierten Datenséitzen mit
Diskretisierungslevel 5 und A = 0.01 . Die Originaldichte ist jeweils
gestrichelt gezeichnet. Auf der Abszisse sind die Datenpunkte markiert.

In Tabelle 4.1 ist die relative Anderung des L?-Fehlers wiederum sowohl auf
den Datenpunkten, als auch auf dem Diskretisierungsgitter berechnet worden.
Die bei Interpolationsaufgaben mit quadratischen Splines zu erwartende Ord-
nung von h? ist dabei bis zu einem gewissen Level zu beobachten. Anzumerken
ist noch, dass die Verteilungsfunktion zwar mit kubischen Splines aufgestellt
wird, die Basisfunktionen der Dichtefunktion aber dementsprechend nur quadra-
tische Ordnung haben. Eine h6here Konvergenzrate kann hier also nicht erreicht
werden.

Zusitzlich hat noch die Datenmenge n einen Einfluss auf die optimale Wahl
von A. Je mehr Daten man hat, desto geringer sollte A gewdhlt werden. Dies
liegt daran, dass bei grofer werdender Datenmenge die Liicken zwischen be-
nachbarten Datenpunkten, iiber die man sonst hinweg glattet, immer geringer
werden. Dadurch bekommt man eine héhere Informationsdichte, die man sich
nicht durch eine zu starke Gléttung zerstoren sollte.

4.4.3 Old Faithful Geyser Datensatz

Als néichstes Beispiel ist in Abbildung 4.4 eine eindimensionale Dichteschétzung
des bekannten Old Faithful Geyser Datensatzes gemacht worden. Der hier ver-
wendete Datensatz besteht aus 107 Werten, die jeweils die Wartezeit in Minuten
zwischen zwei Ausbriichen des Geysirs im Yellowstone Nationalpark in den USA
darstellen. Um die Vorgehensweise noch einmal besser zu verdeutlichen, ist in
der oberen Grafik von Abbildung 4.4 die empirische Verteilungsfunktion und die
daraus erstellte Approximation abgebildet. Unten sind die einzelnen Datenpunk-
te und die approximierte Dichtefunktion eingezeichnet. Der Regularisierungspa-
rameter wurde hier als A = 0.01 gew#hlt mit der zweiten Ableitung als Dif-
ferentialoperator. Als Ansatzfunktionen des Funktionenraums wurden kubische
B-Splines iiber einem dquidistanten Gitter der Diskretierungsstufe 5 gewahlt.

In Kapitel 7 werden zum Vergleich des Maximum a-posteriori-Ansatz mit
diesem und anderen Verfahren weitere Ergebnisse dargestellt.
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f(x)

Abbildung 4.4: Dichteschitzung der Eruptionszeiten des Old Faithful Geysirs.

4.4.4 Diskussion

Einige Vor- und Nachteile des Verfahrens werden bereits in den soeben ange-
fithrten Beispielen deutlich. So ldsst sich das Verfahren mit Hilfe der gegebenen
Parameter gut steuern, wobei in dem Kontext iiber eine geeignete a-priori Pa-
rameterwahl gesprochen werden muss. Hat man die Originaldichte vorliegen,
so ldsst sich diese bei festem Diskretisierungslevel a-posteriori, abhingig von
der Datenmenge, durch Wahl eines geeigneten Glattungsparameters angemes-
sen gut rekonstruieren. Um eine a-priori Bestimmung der Parameter durchfiih-
ren zu konnen, sind Verfahren wie die Bootstrap-Methode oder verallgemeinerte
Kreuzvalidierung durchzufiihren (siehe [Wah90], [Sco92] ). Auf diese werden wir
in dieser Arbeit aber nicht genauer eingehen.

Ein weiterer Vorteil des Verfahrens ist sicherlich die saubere theoretische
Grundlage, auch wenn fiir die Anwendung eher die Ergebnisse im Vordergrund
stehen. Als Nachteil des Ansatzes stellt man jedoch fest, dass die approximierte
Dichtefunktion die Eigenschaft der Nichtnegativitit einer Dichtefunktion nicht
erfiillt. Dies liegt daran, dass die ermittelte Ndherung an die Verteilungsfunktion
nicht zwingend monoton steigend ist. Natiirlich ist das fiir reale Anwendungen
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weniger relevant.

Fiir die Komplexitdt des Verfahrens ist von Nachteil, dass durch das Differen-
zieren die Basisfunktionen, im Vergleich zu direkt die Dichtefunktion bestim-
mende Verfahren, eine Ordnung hoéher gewédhlt werden miissen. Dadurch wird
die Matrix des aufzustellenden Gleichungssystems dichter besetzt, was sich auf
Speicher und Rechenzeit zum Lésen des Systems auswirkt. Der gleiche Effekt
tritt bei den Regularitdtsanforderungen auf, die ebenfalls eine Ordnung hoéher
anzusetzen sind.

Zum Schluss ldsst sich noch als Vorteil nennen, dass das zu losende Glei-
chungssystem linear ist und daher direkt gelost werden kann. Im Gegensatz
dazu wird beim Maximum-a-posteriori-Ansatz, der im folgenden Kapitel vorge-
stellt wird, ein System von nichtlinearen Gleichungen aufgestellt, das nur néhe-
rungsweise gelost werden kann. Trotz des héheren Aufwands wird man jedoch
feststellen, dass diese Nichtlinearitdt einen verbesserten Dichteschétzer liefert
und sich daher der Mehraufwand lohnt.



48

KAPITEL 4. EIN ECDF-BASIERTES VERFAHREN




5 Maximum a-posteriori mit
Gaul3-Prior

In diesem Kapitel prasentieren wir einen Maximum-a-posteriori-Ansatz, der auf
HEGLAND und GRIEBEL zuriickgeht. Analog zu dem in 3.1.2 beschriebenen {ibli-
chen Maximume-a-posteriori-Verfahren, bestimmen wir zunéchst aus den Daten-
punkten die Likelihood-Funktion, hier allerdings als Funktional einer Parameter-
funktion, die also einen unendlichen Parametervektor darstellt. Mit einer a-priori
Annahme zur Verteilung der Parameterfunktionen bestimmen wir anschliefsend
iiber den Satz von Bayes ein a-posteriori Funktional, dessen Minimum unse-
ren Dichteschitzer charakterisiert. Da Dichtefunktionen im Unendlichen nicht
im klassischen Sinne existieren, muss man sich zusitzlich Gedanken iiber einen
verallgemeinerte Begriff der Dichte machen.

Der hier vorgestellte Maximum-a-posteriori-Ansatz kann nicht nur zur Dich-
teschitzung, sondern auch fiir Regression und Klassifikation verwendet werden.
Daher wird in diesem Kapitel zunéchst der allgemeine Ansatz vorgestellt, wovon
in den néchsten Kapiteln der Spezialfall der Dichteschéitzung betrachtet wird.

5.1 Herleitung des MAP-Funktionals

Wir betrachten ein allgemeines Lernproblem iiber einer Menge von Datenpunk-
ten x; € X mit zugehorigen Antwortvariablen y; € Y

D ={(z1,y1), -, (Tn,yn) }-

Gesucht ist eine Funktion f : X — Y, die den Zusammenhang zwischen den
Variablen moglichst gut darstellt.

Fiir unseren Ansatz gehen wir davon aus, dass diesen Daten eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung mit Dichtefunktion p(x,y) zugrunde liegt. Ziel ist es die be-
dingte Wahrscheinlichkeit p(y|z) mit Hilfe der Daten zu rekonstruieren. Je nach-
dem welche Gestalt X und Y haben, entstehen verschiedene Probleme:

e Falls X unendlich und Y endlich ist, resultiert ein Klassifikationsproblem.
e Sind X und Y unendlich, bekommt man ein Regressionsproblem.

e Ist X unendlich und besteht Y nur aus einem Element, erhilt man eine
Dichteschdtzunyg.

Zunichst konnen die Daten durch ihre Likelihood-Funktion

n

L(D) = [ p(yilzi; 0) (5.1.1)

=1
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beschrieben werden. Wenn die Menge der variablen Parameter 6 der Punkt-
dichten p(y;|z;; 0) endlich ist, wendet man ein Standard- Maximum-Likelihood-
Verfahren an, wie es in Kapitel 3.1.1 vorgestellt wurde. Dieses bestimmt f als
Maximum der Likelihood-Funktion L(D) nach den einzelnen Parametern. Das
Gesetz der grofsen Zahlen garantiert einem dann fiir n — oo die Konvergenz
gegen die wirkliche Wahrscheinlichkeitsdichte. Es treten an dieser Stelle die in
3.1 angefiihrten Probleme parametrischer Dichteschidtzungsverfahren auf.

Wir betrachten daher einen etwas anderen Ansatz, bei dem statt eines end-
lichen Parametervektors 6 eine Parameterfunktion u eingefithrt wird, die man
auch als unendlichen Parametervektor interpretieren kann. Gesucht ist also eine
Funktion u € RX*Y. Damit schriinkt man die Klasse von méoglichen Verteilun-
gen nur sehr gering ein.

Analog zu anderen Regressionsaufgaben stellt man fest, dass dieses Problem
ohne weitere Voraussetzungen an die Dichte f, beziehungsweise die Parame-
terfunktion w schlecht gestellt ist. Es ist demnach eine gewisse Regularisierung
notwendig. Dies geschieht hier durch eine Einschrénkung auf einen Funktionen-
raum H C R¥*Y | aus dem die gesuchte Funktion gewihlt wird. Dazu fithren
wir eine Familie von Verteilungen ein, aus denen wir unsere Losung bestimmen
wollen.

5.1.1 Exponentialfamilien

In der statistischen Lerntheorie werden h&ufig so genannte Fzponentialfami-
lien von Verteilungen betrachtet. Dabei wird die Wahrscheinlichkeitsdichte f
beschrieben durch die Exponentialfunktion einer Linearkombination von suffi-
zienten Statistiken der Verteilung (siehe[SS01]).

Definition 5.1.1 (Exponentialfamilie). Eine Familie von Verteilungen, deren
Wahrscheinlichkeitsdichten sich schreiben lassen als

f(@;0) = exp ({¢(x), 0) — 9(0))
fiir gegebene Parameter 0 heiflt Ezponentialfamilie. Dabei ist
e O der so genannte kanonische Parameter
e ¢(x) die suffiziente Statistik von x

e ¢(0) die log-partition-Funktion, die garantiert, dass die Verteilung zu 1
integriert. Also

9(6) = log /X exp ((6(2),60)) da.

Alternativ wird die log-partition Funktion auch als die Momente erzeugende
Funktion bezeichnet. Wie der Name schon sagt, erhélt man nach differenzieren
von ¢(#) die Momente der Verteilung. Leitet man ¢(f) einmal nach 6 ab, so
erhilt man den Erwartungswert beziiglich f(x;6).

99(9) _ | ¢(z) exp({p(x),0))dx
00 fexp((gb(:c),@)dx

= E[p(x)]
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Die zweite Ableitung liefert analog die Kovarianz, entsprechend ergeben héhere
Ableitungen Momente hoherer Ordnung.

Ein bekanntes Beispiel einer Exponentialfamilie ist die Normalverteilung mit
Dichtefunktion

) = g onp (~grate — 0

Diese kann man analog zu obiger Definition schreiben als

o2

1 21
f(x) =exp (_ﬁ + Ly ;7 ~ 3 10g(27r02))
2

202
#() g(6)

— — (2 ! og(2mo
= exp(((:):,xQ),@ ( + 21 g(2 2)))

Nach einigen Rechnungen resultiert 6y = po=2 und 6y = —%0‘2 als Parameter-
vektor und die zugehorige log-partition-Funktion als

1 _ 1 1
g(8) = —10%02 1y 3 log 27 — 3 log(—265).

Im Folgenden suchen wir eine Parameterfunktion u, die eine Dichtefunktion
der Form

p(zly) = exp(u(z,y) — g(u, z))

charakterisiert. Damit hat man sehr viel Spielraum fiir die Wahl von u und
schrinkt sich nicht wie bei einem Standard MAP-Ansatz auf eine feste Vertei-
lung ein.

Mit Hilfe der Exponentialfamilien haben wir die Aufgabenstellung umformu-
liert in eine Suche nach einer geeigneten Parameterfunktion u, an die bisher
wenige Finschriankungen gemacht werden. Spéter wird « dann als Linearkombi-
nation von Basisfunktionen aus einem Funktionenraum V gewéhlt.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten einer Datenmenge D bei gegebenem
u kann man mit Hilfe der Likelihood-Funktion schreiben als

n

L(u, D) = [ [ p(yilz:) = [ [ exp(u(ai, vi) — g(u.2;)) = P(Dlu).  (5.1.2)
=1 =1

Diese wird oft der einfacheren Handhabung wegen durch die logarithmierte Li-
kelihood Funktion

n
Wu, D) = (ulwi, yi) — g(u, 7)) (5.1.3)
i=1
ersetzt.

Betrachtet wird nun ein Mazimum-a-posteriori-Ansatz, bei dem die Wahr-
scheinlichkeit fiir ein u bei gegeben Daten D maximiert werden soll. Voraus-
setzung ist eine a-priori Annahme an die Wahrscheinlichkeit P(u) mit der eine
Vorabinformation an die Verteilung der Daten eingeht. Hier wird spéter ange-
nommen, dass die Verteilung der mdoglichen Funktionen u normalverteilt ist.
Man spricht dann auch von einem Gaufs-Prior.
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Nach dem Satz von Bayes ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(u)P(Dlu)

P(ulD) = = F

wobei
P(D) = [ Plu)P(Dlujpn(c)
mit geeignetem Mafs pg ist. Als Mak interpretiert lautet die Gleichung:

B J 4 L(u, D) po(du)
p(A) = f]R;Xy L(u, D)po(du)’

Wenn in spéteren Betrachtungen vom a-priori-Maf die Rede ist, ist das Maf
o gemeint. Das a-posteriori-Mafs, beziiglich dem ein Maximum gesucht wird,
ist hier mit p; bezeichnet.

Wir bestimmen nun analog zu dem Standard MAP-Verfahren aus Kapitel
3.1.2 ein Maximum dieser Wahrscheinlichkeit P(u|D), beziehungsweise eine Ma-
ximalstelle des Mafes p1. Dazu sucht man so genannte kritische Punkte bezie-
hungsweise Maximalstellen der Verteilung von u. Die Wahrscheinlichkeit, dass
das gesuchte u sehr nahe bei solchen Punkten liegt, ist dann sehr grofs. Die Frage
ist, wie man solche Punkte findet. Offensichtlich hingt ein Maximum stark von
der Wahl des Mafes 19 ab. Es kann vorkommen, dass P(u|D) Maximalstellen
an Punkten hat, die bzgl. ug sehr geringes Mafs haben und daher nicht gewihlt
werden. Um dies zu verhindern, konnte man translationsinvariante Mafe wie das
Lebesguemak betrachten. Diese sind aber nur fiir endlich dimensionale Rdume
definiert. Demnach besitzen weder die a-priori Wahrscheinlichkeit P(u), als auch
die a-posterior Wahrscheinlichkeit P(u|D) eine Dichte im gewdhnlichen Sinne.

Um nun Punkte mit maximaler Dichte zu finden, braucht man einen allgemei-
neren Begriff der Dichte. Daher wurden in [GHO06] und [Heg06| verallgemeinerte
Dichten fiir spezielle unendlichdimensionale Funktionenrdume definiert, die es
dann ermoglichen eine numerische Losung zu bestimmen (siehe auch [Bog98]).
Dabei stimmen die im né#chsten Unterkapitel vorgestellten wverallgemeinerten
Dichten im endlich dimensionalen Fall bis auf eine Konstante mit den gew6hn-
lichen Dichten iiberein.

In bisherigen Verfahren des maschinellen Lernens wurden im Allgemeinen nur
endlich dimensionale Verteilungen betrachtet, die durch eine gemeinsame Ver-
teilung von w an den jeweiligen Datenpunkten z; ¢ = 1, ..., n charakterisiert sind
(siehe [YAO04],[See04]). Damit umgeht man zwar das Problem der unendlichdi-
mensionalen Dichten, bekommt aber immer noch keine variationelle Form fiir
das eigentliche maximum a-posteriori Problem.

Der Ansatz wie wir ihn im Folgenden betrachten werden, macht an die a-priori
Verteilung der Parameterfunktionen w die Annahmen, dass sie normalverteilt
sind. Man wihlt also einen Gauk-Prior, welcher als Gaufmaf iiber dem RX*Y
definiert ist. Alternativ kann man diesen Prior auch als unendlichen Zufallsvek-
tor von normalverteilten Zufallsvariablen w(z) interpretieren.
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Uber die a-posteriori Verteilung kann man in der Regel keine genaueren Aus-
sagen machen. Diese sind im Allgemeinen auch keine Gaufsmafe, konnen aber,
wie man spéiter sehen wird, analog charakterisiert werden.

Im Gegensatz zur a-priori und a-posteriori Verteilung besitzt die Likelihood-
Funktion L(u, D) eine Dichte im klassischen Sinne. Sie besteht aus dem endli-
chen Produkt der Dichtefunktionen an den Datenpunkten (siehe (5.1.2)).

Eine komplette Darstellung der hier aufgefithrten Theorien findet sich in dem
Artikel [Heg06], auf dem die folgenden Abschnitte basieren.

5.1.2 Gaulischer Prior

Auch wenn im Gegensatz zu endlich dimensionalen Mafen ein Gaufsches Wahr-
scheinlichkeitsmaf v iiber dem RX*Y im allgemeinen keine Dichte besitzt, so
wird es doch durch Erwartungswert und Varianz charakterisiert. Bevor wir die-
se angeben konnen, miissen wir einen Definitionsbereich fiir das Mafs und eine

entsprechende o-Algebra definieren.

Eine natiirliche Topologie auf RX*Y ist die durch die Topologie auf R indu-

zierte Produkttopologie. Diese ist die maximale Topologie, fiir die alle Punk-
tauswertungsfunktionale der Form u — wu(z,y) stetig sind. Der Dualraum des
Funktionenraumes RX*Y ist dann die Menge aller stetigen linearen Funktionale

n

$(u) = cjulzj,y;), (5.1.4)

J=1

fir ¢; € Rund z; € X, y; € Y. Man benétigt diese Funktionale, um eine
o-Algebra fiir das Wahrscheinlichkeitsmaf auf R**Y angeben zu konnen. Diese
ergibt sich fiir stetige lineare Funktionale ¢ dann in der Form

{u e RV : ¢(u) < ¢},

fiir eine Konstante ¢ < oo. Als Prior nimmt man nun ein Gauf-Radon-Mafs
~ auf dieser o-Algebra. Dabei heifst ein Wahrscheinlichkeitsmafs 1 Radon-Maf,
falls 1(A) das Supremum von u(K) iiber alle kompakten Teilmengen K C A ist.
Dass heifst bei einem Gauf-Radon-Mafs lassen sich alle messbaren Mengen durch
kompakte Teilmengen approximieren und die Auswertungen aller Funktionen
¢(u) sind normalverteilte Zufallsvariablen.

Hat man nun ein u gegeben, dass geméf einem solchen Mafs v verteilt ist, so
sind die punktweisen Auswertungen wu(z,y) eine Familie von normalverteilten
Zufallsvariablen und w somit ein sogenanntes Gaujf$sches Zufallsfeld. Die Werte
eines stetigen Funktionals ¢ sind dann normalverteilt mit Erwartungswert

n

/ Z ciu(zi, yi)y(du) = Z Citi(Ti, yi)
RXXY T

i=1
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und Varianz
/]RXXY > ccilu(ei,yi) — i, ya)lluley, y;) — alzj, y;)ly(du)

,j=1

n
— E CiCjK(xiayiaxjayj)v
ij=1

wobei @(z,y) der Mittelwert des Zufallsvektors und K(x,2’,y,y’) die Kovari-
anzmatrix ist, die auch als Kern bezeichnet wird. Diese beiden Funktionale
definieren also den Prior v und charakterisieren das ,wahrscheinlichste u, falls
keine Daten gegeben sind, sowie die Kovarianz zwischen Funktionswerten von u
an verschiedenen Stellen (z,y). Mit Hilfe dieser Funktionale kann man Gebiete
einfithren, an denen eine hohe Korrelation der Funktionswerte vorliegt und die
damit interresant fiir mogliche Maxima sind.
Der Prior ~ definiert eine Seminorm

ull ) = sip{sf)(U) P R(¢,9) <1}

wobei das Supremum iiber alle stetigen linearen Funktionale der Form (5.1.4)
gebildet wird und

n
R(¢7 ¢) = Z CZC]K(xzvylaxjvy])
ij=1
ist. Das Gebiet dieser Seminorm ist dann ein so genannter Cameron-Martin-
Raum

H(y) = {u: |[ull gy < o0}, (5.1.5)

der ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K ist. Mehr Details dazu finden
sich beispielsweise in [Bog98|. Es kann gezeigt werden, dass dieser Raum gerade
aus allen Funktionen u € RX*Y besteht, die sich als Grenzwert von Folgen
UL, Ug, ... Mit

n
Unp (xa y) = Z Ci,nK(xi,na Yin, T, y)
i=1
schreiben lassen. Dabei sind die Folgen ¢;,, und (z;,,yi ) so zu wihlen, dass
die entsprechenden Funktionale ¢, mit

Pn(u) = Z Cinlw(Zin, Yin) — WTin, Yin)]
i=1

in Lo(7) konvergieren.

Anzumerken ist dabei, dass der Grenzwert ¢ im allgemeinen kein stetiges
lineares Funktional auf X x Y ist. Allerdings kann er als stetiges lineares Funk-
tional auf dem Hilbertraum H () angenommen werden, wodurch man

QE(U) = ||UH?{(7)

erhilt. Die Menge der auf diese Weise definierten ¢ beinhalten alle stetigen
linearen Funktionale ¢ auf RX*Y.
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Damit haben wir nun sowohl das Maf ~, als auch den Raum aus dem wir unse-
re Losung bestimmen wollen. Jetzt miissen wir noch eine notwendige Bedingung
an Maximalpunkte beziiglich «y stellen. Dazu werden im néchsten Abschnitt sta-
tiondre Punkte und die so genannte logarithmische Ableitung definiert.

5.1.3 Logarithmische Ableitung und stationdre Punkte

Wir betrachten nun allgemeine, eventuell nichtlineare Funktionale der Form

P(u) = 0(P1(w), . dm (u))

wobei # aus dem Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kom-
paktem Tréger iiber dem R™ (Cp°(R™)) ist, und die Funktionale ¢; aus dem
Dualraum X* von X sind. Dies sind so genannte glatte zylindrische Funktionale,
deren Fréchet Ableitung von der Form

-3 g

ist. An die Stelle von 1 wird spéter die Likelihood-Funktion aus Gleichung
(5.1.2) treten.

Definition 5.1.2 (Logarithmische Ableitung). Man sagt ein Radonmafs p ist
differenzierbar in Richtung v € R, falls ein Funktional 8 € L!(u) existiert,
so dass fiir alle glatten zylindrischen Funktionale

/avw /w )32 () u(d)

gilt. Das Funktional 3} wird logarithmische Ableitung von u nach v genannt.

Man kann zeigen, dass fiir ein Gaufs-Radon-Mafs v mit Erwartungswert 0

,BJ(U) = _(Uv U)H('y)

und 7 differenzierbar fiir alle u € H(y) nach v € H(y) ist. Mit (.,.)p () sei
dabei das zur Norm ||.||z(,) gehorige Skalarprodukt bezeichnet.

Fiir ein beliebiges L € L'(7) sei u = L -y ein MaR, so dass L = du/dy die
Radon-Nikodym-Ableitung ist. Also ergibt sich

u(A) = /A L(u)y(du).

Falls L differenzierbar ist, folgt dann auch, dass pu = L -~ differenzierbar ist und

als logarithmische Ableitung resultiert

Oy L(u)
L(u) -

By (u) = —(v,u) gy + (5.1.6)

Definition 5.1.3 (Stationirer Punkt). Ein Punkt u € RX heift stationdrer
Punkt des Mafses p, falls die logarithmische Ableitung

By (u) =

fiir alle Richtungen v ist, entlang derer p differenzierbar ist.
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Man sieht, dass dies offensichtlich auch die stationdren Punkte fiir ein endlich
dimensionales Mafy p charakterisiert. Mit Hilfe der logarithmischen Ableitung
hat man nun also das Prinzip der stationidren Punkte von Wahrscheinlichkeits-
dichten auf allgemeine Mafe p der Form p = L - iibertragen. Dabei héngt der
Begriff der logarithmischen Ableitung nicht von der Existenz einer Dichte ab.
Aus Definition 5.1.3 und Gleichung (5.1.6) ergibt sich fiir ein Maf p = L - die
folgende Charakterisierung eines stationdren Punktes u:

OpL(u)

) =0, fir ve H(y).

— (v, u) F(y) +

Offensichtlich ist der Erwartungswert eines Gaufsmafles ein stationdren Punkt.
Um Maximalstellen von anderen stationdren Punkten unterscheiden zu konnen,
benotigt man zusdtzliche Bedingungen, die im néchsten Abschnitt genauer un-
tersucht werden. Dies fithrt zum Begriff der verallgemeinerten Dichte, mit deren
Hilfe man Maximalstellen von unendlich dimensionalen Mafen unter gewissen
Vorraussetzungen bestimmen kann.

5.1.4 Verallgemeinerte Dichte

Man betrachtet nun ein allgemeines Radonmaf s, welches auf RX*Y definiert
ist. Dann ist das translatierte Mafs pp definiert als

un(A) = p(A+ h).

Dabei ist A + h die Menge aller Funktionen u + h mit u € A. Vorausgesetzt A
ist messbar, ist auch A 4+ h messbar. Falls uj absolut stetig in Bezug zu p ist,
existiert nach Satz 2.3.2 eine messbare Funktion rp(u), so dass

) = [ ().
Also ist die Radon-Nikodym-Ableitung

dp
Man bezeichnet ein Maf p als quasi-invariant unter Translation mit h, falls
die Mafe pup und p gegenseitig absolutstetig, also dquivalent sind (up = ).
Sei H die Menge aller Funktionen u € RX*Y| fiir die p quasi-invariant unter
Translation mit w ist, also:

H:={u:p=puy,}

Offensichtlich ist 0 € H, und fiir jedes h € H auch —h € H. Weiterhin gilt falls
Why = [y fbhy+hy = M, mit Radon-Nikodym-Ableitung

Afhy 4y

= ha).
T ) = i, (0t )

Mit der Kettenregel fiir Radon-Nikodym-Ableitungen erhilt man dann

duh1+h2 (’LL) _ duh1+h2 (u) dlu’h2

= h .
d,LL dﬂh2 du (u) Th«l (’LL + Q)Th2 (U)
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Ersetzt man nun « durch 0, A; durch « und hy durch h, so erhélt man:

rusnl0) = 5 0) = L 0) 1 0) = 1, () 0).

Daraus resultiert:
Tu-l—h(o)
74 (0)

Damit kann man die Funktionen 7, (u) durch ihren Wert an der Stelle 0 charak-
terisieren. Wir bezeichnen r,(0) als die verallgemeinerte Dichte in u.

Falls H = R**Y ist, muss die Menge X x Y endlich sein (siehe [Bog98]). Im
Folgenden nehmen wir an, wir suchen ein v € H, an dem p ein Maximum hat.
Wir sagen dazu u + h ist wahrscheinlicher als u, falls

rh(u) =

Tu+h(0) 2> 74(0).

Eine Maximalstelle r,,(0) nennen wir Modus von p in Anlehnung an den héu-
figsten Wert einer Haufigkeitsverteilung (auch Modalwert genannt).

Fiir endliche Mengen X x Y, die eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(u) > 0 be-
sitzen, kann gezeigt werden, dass dann r,(0) = p(u)/p(0). Also ist ein Modus
im obigen Sinne im endlichen Fall gerade bis auf eine Normierung ein Maxi-
malpunkt der Dichte und damit ein Modalwert im gewohnlichen Sinne. Die
verallgemeinerte Dichte eines Gaufmafes mit Erwartungswert 0 kann als

ru(0) = exp(—|lull%)

mit der Norm des Cameron-Martin-Raumes H geschrieben werden.

Nun koénnen wir die Diskussion auf Wahrscheinlichkeitsmafe p ausdehnen,
die dquivalent zu einem Gaufimafs v sind. Sei H der Cameron-Martin-Raum des
Gaufsmafes v aus (5.1.5). Die verallgemeinerte Dichte ergibt sich nun als

dp
ru(0) = @exp(—HuH%),

wobei du/dy wieder die Radon-Nikodym-Ableitung ist.

Wir haben jetzt also ein Kriterium fiir mogliche Extremstellen eines Gauf-
schen Wahrscheinlichkeitsmafies hergeleitet. Diese beruht auf verallgemeinerten
Dichten, die auf einer Teilmenge H C RX*Y definiert sind. Falls wir MaRe
haben, die dquivalent zu einem Gaufmafs sind, ldsst sich die verallgemeiner-
te Dichte explizit in Abhéngigkeit von der Radon-Nikodym-Ableitung und der
Norm im entsprechenden Cameron-Martin-Raum darstellen. Damit haben wir
die Mdglichkeit eine variationelle Form fiir den ,wahrscheinlichsten Punkt einer
Verteilung angeben zu konnen.

Nun muss diese Methodik entsprechend auf den maximum a-posteriori Ansatz
mit Exponentialfamilien iibertragen werden, bei welchem das a-posteriori Mafs
dquivalent zum Gaufl-Prior ist.
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5.1.5 Anwendung auf Exponentialfamilien

Um die Theorie aus den vorherigen Abschnitten auf die maximum a-posteriori
Methode anwenden zu kénnen, braucht man eine geniigend glatte Likelihood-
Funktion. Diese Anforderung an die Regularitét iibertrdgt sich dann auf die
log-partition-Funktion g(u) aus Gleichung (5.1.1).

o(u,z) = log /Y exp(u(z, y))dy.

Ein wesentlicher Bestandteil ist der Integraloperator
uecH —>/ u(z,y)dy.
Y

Wir bezeichnen im Folgenden mit (R**Y)? den Dualraum von R**Y" beziig-
lich L?(7). Bedingung ist nun, dass dieser Integraloperator wohl definiert ist,
und ein Element von (RX XY); ist. Daraus folgt, dass der Operator ein stetiges
lineares Funktional auf H(v) ist. Nach dem Darstellungssatz von Riesz (siehe
z.B. [Alt02]) existiert dann ein k, € H(vy), so dass

/Y w(,y)dy = (kv )i
mit

kx—/ kx,ydya
Y

wobei k; , der reproduzierende Kern ist. Damit schreiben wir die log-partition-
Funktion als
9(u, z) = log((kz, exp(u)) H(y))-

Als Komposition von messbaren Funktionen ist g somit messbar und fiir beliebi-
ge u € R**Y q-fast-iiberall definiert. Sei H(7) stetig in C(X x Y), dem Raum
der stetigen Funktionen auf X x Y, eingebettet. Fiir ein h € H und t € R gilt
dann:
dg(u + th, z) [y exp(u(z,y) + th(z,y))h(z, y)dy

dt Jx exp(u(z,y) + th(zx,y))dy
Also ist g eine absolut stetige Funktion in . Betrachten wir nun die Likelihood-
Funktion

< 1Alloe < € 1Al 14

L(u, D) = [ [ exp(u(@s, 4i) — g(u, z;))
i=1

mit den gegebenen Datenpunkten D = (z1,y1), ..., (Tn, yn)- Mit den Eigenschaf-
ten von g ist L beziiglich des Produktmafes vy(du) x dy; X ... X dy, messbar
und

/ L(u, D)dy;...dy, = 1.

Nach dem Satz von Tonelli ist L(-, D) in L'(y) fiir fast alle D und man kann
die Reihenfolge der Integration vertauschen

/y/nL(u, D)~(du)dy; ...dy, = /n/yL(u,D)fy(du)dylmdyn —1.

Damit konnen wir folgende Proposition angeben
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Proposition 5.1.4. Sei v eine Gaufi-Radon-Maf auf R**Y | so dass H(vy) C
C(X xY) eine stetige Einbettung ist und h € H (). Weiterhin sei das Funktional
U — fy u(z,y)dy aus L2(y) fir alle x € X. Dann erfillt die logarithmische
Ableitung des Mafles = L(-, D) -~

8hL('7 D)

Das a-posteriori Maf ist das bedingte Mafs u, definiert durch

[, L(u. D)y(du)
HAD) = T D))

fiir alle messbaren Mengen A € RX*Y. Dies ist also nur eine skalierte Version des
im vorletzten Abschnittes betrachteten Mafses p, voraus folgt, dass die beiden
Verteilungen die gleichen Maxima und stationdren Punkte haben.

Setzen wir nun die negative logarithmierte Likelihood-Funktion

By =08+

n

lu, D) = = (u(i,y;) — glu, ;)

i=1
ein, so erhalten wir die Bedingung an einen stationdren Punkt
(h,u)p(y) + Opl(u, D) =0, fiir alle h € H(y).
Daraus folgt, dass ein Maximalpunkt von p(A|D) das Funktional
J(u) = Jullfy + () (5.1.7)

minimiert.

5.1.6 Konvexitdt und Eindeutigkeit

Nachdem wir eine variationelle Form fiir das maximum a-posteriori Verfahren
angegeben haben, wollen wir uns jetzt die Losbarkeit dessen anzusehen. Dazu
setzen wir die logarithmierte Likelihood-Funktion [(u, D) und die log-partition-
Funktion g(u,z) in (5.1.7) ein und erhalten

n

) = lulfy = 3 (ate) ~ 1o [ explutom)an)).

i=1
Der Beweis der folgenden Proposition zeigt fiir J(u) die Konvexitit und ein-
deutige Losbarkeit. Die Aussage und deren Beweis stammen aus [GHO6].

Proposition 5.1.5. Sei das nichtlineare Funktional ¢ : H — R definiert auf
einem reproduzierendem Kern-Hilbert-Raum mit Norm ||.||g durch

o(u) = log/yexp(u(x,y))dy.

Dann ist das Funktional

n

T(w) = [lullFr + > o(u) (@) = > ulwi, i)
=1 ;

=1

strikt konvex und besitzt ein eindeutiges Minimum.
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Beweis. Fiir beliebige Funktionen uj,us und g € (0,1) gilt offensichtlich

6(Bur + (1 — B)us) = log / exp(us (- ))° (exp(ua(-, 1)) ~dy.

Y

Mit der Ungleichung von HOLDER ergibt sich

/yexp(m(w y))’ (exp(ua(,y)))' Pdy

< ( / exp<u1<',y>>dy>ﬁ ( / exp(uzc,y))dy)l_ﬂ.

Da der Logarithmus monoton steigend ist, folgt die Konvexitit von ¢

¢(Bur + (1 = Blug) < Be(ur) + (1 — B)o(uz).

Nun ist J(u) strikt konvex, wenn ||.||%, positiv definit ist (Der Term Y 1 ; u(x;)
ist nur eine konstante Verschiebung).
Sei ¢ eine Konstante, sodass gilt

u(z, y)| < cllulla-

Weiterhin sei fY 1dy = C. Daraus resultieren obere und untere Schranken fiir
das Funktional ¢

¢(u)(x) = log/exp(—HUHoo)dy > —Cllullec = Cllulla

$(u)(x) < log/eXP(HUHoo)dx < Clluflee < Cllulla-

Es gilt somit ¢(u)(z) € [-C||ul|m, C||ul| ). Damit kann man Schranken fiir .J
angeben

—(Cn)? < lullfy — 2Cnllullm < J(u) < ||ull? +2Cnl|u] .

und hat somit gezeigt, dass J ein eindeutiges endliches Minimum besitzt. [

5.2 Minimierung des Zielfunktionals

Das zu minimierende Zielfunktional hat die Gestalt
n

) =l = 3 (wtesoe) ~ 105 | explutes,)y) — min.

=1

Ahnlich wie bei Regularisierungsnetzwerken existieren zwei grundsitzliche An-
sitze um dieses zu losen: Zum einen die Darstellung als Linearkombination von
auf den Datenpunkten zentrierten Kernfunktionen, und zum anderen die For-
mulierung der Galerkin-Gleichungen fiir eine Minimierung in einem Funktionen-
raum.

Zuniichst gehen wir auf den datenbasierten Ansatz mittels Kerndarstellung
ein. Anschliefsend werden die gitterbasierten Galerkin-Gleichungen fiir das Pro-
blem hergeleitet.
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5.2.1 Kerndarstellung

Sei H(vy) der Hilbertraum aus dem die Losung u gesucht wird. Weiterhin sei
K : H(y)* — H(7) eine Bijektion des Dualraums von H () auf sich selbst, die
nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert, mit

¢(v) = (K¢, v) gy, fiiralle ¢ € H(y)" und ve H(y).

Der Operator K ist offensichtlich der reproduzierende Kern des Hilbertraumes
und man kann daher jede Funktion v € H(v) mit Dirac’scher Deltafunktion ¢
schreiben als:

V(2,y) = 0zy(v) = (K0zy, v)p(y), fiir (z,y) € X xY.

Man bezeichnet K als den reproduzierenden Kernoperator. Als Folgerung daraus
bekommt man die Aussage:

Proposition 5.2.1. Sei u* ein Minimum des nichtlinearen Funktionals

J(u) = HUH%{(w + l(u, D). Dann gilt

1
u* + iKVl(u*,D) =0, (5.2.1)

wobei K der reproduzierende Kernoperator von H(vy) ist.

Beweis. Das Minimum von J(u) muf ein stationdrer Punkt sein, also
(VJ(u*),v) =0 firalle ve H(y).
Nach Einsetzen der Ableitung von HuH%@) und der Definition von K ergibt sich
(VJ(u"),v) = 2(u*,v) g(y) + (KVI(u*, D), v) gy
und die Aussage ist bewiesen, da dies fiir alle v € H Null ist. O

Hier ist wieder das bekannte Prinzip angewendet worden, den Regularisie-
rungsterm durch einen Kern auszudriicken. Das heifst die Glattheitsvorrausset-
zungen werden jetzt durch Wahl geeigneter Kernfunktionen und nicht mehr
explizit durch einen Regularisierungsterm vorgegeben.

5.2.2 Funktionenraumdarstellung
Unser Ziel ist die Minimierung des konvexen Funktionals J(u).

n

J(w) = Julf =3 <u<xi,yi> g | exp<u<xi,y>>dy) C 522)

i=1
Wobei ||ul|3, = nA/2(u,Tu), u € H die Norm des reproduzierenden Kern-
Hilbertraumes H mit einem Differentialoperator T ist. Mit (-,-) sei dabei das
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Lo-Skalarprodukt bezeichnet. Mit dem Glattungsparameter A lisst sich die Re-
gularitiat der Losung steuern.

Stellen wir nun u beziiglich einer (unendlichen) Funktionenraumbasis {¢;}72,
des Hilbertraumes H dar

o
u(z,y) =Y aje;(x,y).
j=1
Einsetzen in J(u) ergibt

J(w) = ajp;, Y oe)u—Y i (s i) —10g/exp(z Oéjﬁpj>dy
j=1 =1 i 1

i=1 \j= j=1

Nach Differentiation in den Koeffizienten oy, k = 1, ..., 00 erhilt man

0J (u) >
-9 . .
Far ; a;j(or, i) H

oils v — . exp(D521 ajp;(2,9))
_Z 104]90]( Zayz) /‘Pk( 7y)feXp(Z]Oil ajgoj(:c,y))dy

i=1 \j=

dy | ,

bzw. die notwendige Bedingung (k =1, ..., 00)

n

EREDY <90k:(90i,yz') - /@k(xiy?/)f exp(u(xi,y))dzdy> 2 0.

— exp(u(z;, z))

Wiéhlt man nun geeignete Testfunktionen v, so resultieren daraus die Galerkin-
Gleichungen in der schwachen Form

n

s 15 ety Sy 1) v
i=1 &

i=1
(5.2.3)
Dabei ist die Bilinearform a definiert als
2
a(v,u) = E(U,U)H = XNT'v,T'u), (5.2.4)

mit entsprechendem Differentialoperator T”. Der erste lineare Term entspricht
einer Steifigkeitsmatrix, wie er auch bei der Behandlung von partiellen Differen-
tialgleichungen auftritt. Man bezeichnet diese auch als Regularisierungsmatriz,
da mit ihr die Regularitit der Losung gesteuert wird. Auf der rechten Seite
haben wir in dieser Terminologie dann den Quellterm. Die Schwierigkeit beim
Losen kommt erst durch den zusétzlichen nichtlinearen (Massen-)Term hinein.
In den meisten bisherigen Arbeiten wie [HHR99] [MV99] tauchen an dieser Stel-
le lineare Massenterme auf. Alle resultierenden Gleichungssyteme sind linear, da
sie aus der Minimierung der quadratischen Fehlerfunktionale hervorgehen. Die



5.2. MINIMIERUNG DES ZIELFUNKTIONALS 63

Hoffnung ist nun, dass beim hier vorgestellten MAP-Ansatz durch die Nicht-
linearitdt zusédtzliche Information einfliefst, so dass ein besseres Lernverfahren
entsteht.

Um mehr Ubersichtlichkeit zu schaffen, fithren wir noch ein paar Hilfnotatio-

nen ein. Sei

Plu)(e.y) = Fot e i)

die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte und

1 n
[v,u] == g;/yv(%y)u(%,y)dy

ein weiteres Skalarprodukt auf V. Den Quellterm schreiben wir als

n

q(v) == % Z (x4, Yi)-

i=1
Damit ergeben sich die Galerkin-Gleichungen zu
a(u,v) + [v, F(u)] = q(v), Vv e H. (5.2.5)

Wie man bereits hier sieht, entsteht die Hauptschwierigkeit beim Losen der
Galerkin-Gleichungen durch den nichtlinearen Term [v, F'(u)]. Dieser enthélt un-
ter anderem ein Integral iiber die Exponentialfunktion der Parameterfunktion w,
welches in den meisten Féallen nicht analytisch 16sbar ist. Daher ist es notwendig
diese Gleichungen nach geeigneter Diskretisierung numerisch zu 16sen.

Regularisierungsnetzwerke und der MAP-Ansatz

Interressant ist an dieser Stelle der Zusammenhang zwischen der hier vorge-
stellten Maximum a-posteriori Methode und anderen klassischen Verfahren der
Lerntheorie. Wahlt man als Exponentialfamilie eine Normalverteilung mit

o (0P

202

plyla) = ——
Yi¥ea

so hat die logarithmierte Likelihood-Funktion die Gestalt

—log(L(u)) = l(u) = > _ log(p(yilzs))
=1

Als Zielfunktional resultiert

n 1
T(w) = ully + 5 log(2r0®) + o D" (u(w) - )*.
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Vernachléssigt man an dieser Stelle den fiir die Minimierung irrelevanten zwei-
ten, konstanten Term, so hat man wieder die klassische Form einer Regulari-
sierung nach TIKHONOV, wie sie auch bei smoothing Splines oder Regularisie-
rungsnetzwerken auftritt:

Tw) = 5 S (w) — i) + el
i=1

Dies zeigt wie méchtig der Maximum a-posteriori Ansatz ist. Ist die gesuchte
Dichte normal, so entsteht ein Minimierungsproblem mit quadratischem Fehler-
funktional und Glittungsterm ||lu||%;, wobei die Varianz o die Rolle des Regu-
larisierungsparameters iibernimmt.

5.2.3 Dichteschitzung mit der MAP-Methode

Bisher wurden Galerkin-Gleichungen und Kerndarstellung fiir ein allgemeines
Lernproblem aufgestellt. Nun werden diese fiir den Spezialfall der Dichteschét-
zung betrachtet.

Kerndarstellung

Das Zielfunktional J hat fiir ein Dichteschédtzungsproblem die Gestalt

n

J(u) = |Jul3 + nlog/exp(u(x))d:r — Zu(mz) (5.2.6)

i=1

und man erhilt somit den Gradienten der logarithmierten Likelihood-Funktion
als
n [y exp(u(z))dydx

Jx exp(u(x))dz

Vi(u,D) == &, +
i=1
Die zu losenden Gleichungen sind demnach

n [y )k ydy 1

u(z) + 5 =3 Zk(mz,x)

Jx exp(u(y))dy —

fiir einen Kern k. Diese nichtlinearen Fredholmschen Integralgleichungen der
zweiten Art, sind nun mit einem geeigneten numerischen Verfahren zu losen.
Einen Uberblick moglicher Losungsverfahren gibt das Buch [Hac89].

Alternativ gibt es wiederum die Darstellung der Lésung in einem Funktionen-
raum.

Funktionenraumdarstellung

Nach Minimierung von (5.2.6) resultieren in der schwachen Form die Galerkin-
Gleichungen

L Lee@ep)d 13
i)+ [xexp(u(z))dz  n ZZI #5(@i) (5.2.7)
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mit bekannter Bilinearform a(v,u) = A(T'w,T'u) fiir eine Funktionenraumbasis

{e; ?21-
Die Hilfnotationen lauten nun

_ exp(u(z))dx
Flu)(z) = [ exp(u(z))dz
und .
o(v) = 3 vl
=1

Also konnen die Gleichungen in verkiirzter Form geschrieben werden als
a(u,v) + (v, F(u)) = q(v), Yve H. (5.2.8)

Dabei ist wieder mit (-,-) das L2-Skalarprodukt bezeichnet.

Diskussion

Insgesamt haben wurden zwei verschiedene Darstellungen fiir das Maximum-a-
posteriori-Verfahren mit Gauf-Prior zur Dichteschétzung gezeigt.
Im ersten Fall war

oy xRy esp(u)dy 15,
@y [cexpluly))dy 2i21k< i\ ) (5.2.9)

fiir Kernfunktionen k zu losen. Beim anderen Ansatz entstehen in der schwachen

Form die Galerkin-Gleichungen fiir eine Funktionenraumbasis {tpz}f\; 1
[x ¢i(@) exp(u(z))de 1 &
a(pj,u) + =—> @iz (5.2.10)
524 [x exp(u(z))dz n; 5(i)

mit einer Bilinearform a(-, -).

Die Frage ist nun, fiir welchen der beiden Ansétze man sich entscheidet. Bei
beiden Ansitzen sind Integrale zu l6sen, fiir die es keine explizite analytische
Losung gibt. Insofern muss in beiden Fillen zur Integration ein numerisches
Verfahren verwendet werden. Des weiteren sind beides nichtlineare Gleichungen
in u, so dass eine direkte Losung nicht mdéglich ist und ein iteratives Verfahren
verwendet werden muss. Danach kann man jedoch die iiblichen Unterschiede
zwischen Kernverfahren und Funktionenraumverfahren feststellen.

Ein klarer Vorteil des datenbasierten Verfahrens ist, dass dieses nach Wahl ei-
nes Kernes die exakte Losung bestimmt und nicht erst noch diskretisiert werden
muss. Dafiir ist die entstehende Matrix allerdings in der Regel voll besetzt und
der Aufwand zur Losung ist von der Ordnung O(n?). Es ist jedoch méglich diese
etwas zu verbessern, indem man die Kerne nur approximativ aufstellt, wodurch
jedoch das Argument der exakten Losung wieder abgeschwicht wird. Trotzdem
ist das Verfahren somit fiir groffe Datenmengen nicht geeignet, da die Losung
des Gleichungssystems mit der n x n Kernmatrix zu viel Rechenzeit benotigt.

Das gitterbasierte Verfahren hingegen skaliert nur linear mit der Anzahl an
Datenpunkten. Entscheidend fiir die Komplexitéit ist hier die Auflésung des
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verwendeten Gitters bzw. das Diskretisierungslevel in der jeweiligen Dimension.
Fiir einen d-dimensionalen Datenraum ergibt sich demnach eine Komplexitét
von O(N?), falls in jeder Dimension ein dquidistantes volles Gitter verwendet
wird. Somit hingt es vom Verhiltnis von n3 zu N¢ ab, fiir welche Variante man
sich entscheiden sollte. Hat man eine mékig grofe Anzahl von Datenpunkten
in hohen Dimensionen vorliegen, ist die Kernvariante die bessere Wahl. Ist die
Dimension moderat und hat man sehr viele Datenpunkte, sollte man sich fiir
die Losung im diskretisierten Funktionenraum entscheiden.

Mit Hilfe diinner Gitter, wie sie in Kapitel 6.3 vorgestellt werden, ldsst sich
dieses Verhiltnis jedoch zu Gunsten der Gitterlosung verschieben. Diese hat
dann nur noch eine Komplexitit von O(N - log(N)(@=1). Falls die Lésung ge-
nligend glatt ist, erreicht die Diinngitter-Losung dabei eine Genauigkeit von
O(N~2-log(N)¥1) im Vergleich zu O(N~2) fiir ein volles Gitter.

Da man in den meisten Anwendungen nach geeigneter Vorverarbeitung die
Dimension des Datenraumes auf eine moderate Anzahl an Dimensionen redu-
zieren kann (siehe [Car97|), konzentrieren wir uns hier im Folgenden auf eine
Diskretisierung mit geeigneten Basen eines Funktionenraums. Genauer werden
wir die so genannte Kombinationstechnik fiir diinne Gitter verwenden. Man ist
damit in der Lage mit sehr grofen, moderat hochdimensionalen Datensétzen zu
arbeiten.

Im folgenden Kapitel stellen wir mégliche iterative Losungswege vor mit denen
man die Nichtlinearitdt behandeln kann.



6 Diskretisierung und Losung

Um den im vorherigen Kapitel hergeleiteten Ansatz 16sen zu kénnen, muss man
sich zunéchst Gedanken {iber ein geeignetes iteratives Verfahren zur ndherungs-
weisen Losung machen. Dazu werden hier zwei verschiedene Ansétze vorgestellt.
Erst ein recht naiver, voll expliziter Ansatz, danach ein etwas aufwendigeres Ver-
fahren, welches den nichtlinearen Massenterm quadratisch approximiert.

Im letzten Teilkapitel werden diinne Gitter als Diskretisierungstechnik vorge-
stellt, die in unserem Verfahren mittels der Kombinationstechnik implementiert
werden.

6.1 Voll expliziter Losungsansatz

Als bestimmende Gleichungen fiir den gesuchten Dichteschitzer ergaben sich im
vorherigen Kapitel:

a(u,v) + (v, F(u)) = q(v), Yve H.

Dabei liegt offensichtlich die Schwierigkeit beim Losen dieser Gleichungen in
dem nichtlinearen Term

[ v(z)exp(u(z))dx
[exp(u(z))dz

Um dieses Problem zu behandeln, ist ein erster Ansatz ein explizites Iterations-
verfahren.

(v, F(u)) =

(6.1.1)

6.1.1 Der Algorithmus

Ausgehend von einem Startwert u? wird jeweils die alte Iterierte in den nicht-
linearen Term eingesetzt und auf die rechte Seite gebracht. Das entstehende
Gleichungssystem ist somit nur noch linear in der neuen Iterierten und kann da-
her mit geeigneten Verfahren gelost werden. Die Gleichungen lauten demnach
in jeder Iteration (k =1,...,N)

N

ui‘J’,l (i . eXp(Z] 1 fP](x)) do
> uitla(er, ¢)) Z@k i) /@k( )feXP(Zjvl EI

J=1

wobei u; der j-te Koeffizient der Basisdarstellung der i-ten Iterierten v ist. In
Matrixform geschrieben lautet das in jeder Iteration zu losende Gleichunssystem:

Au™ = g — ®(u')

67
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mit so genannter Regularisierungsmatrix A; ; = a(ps,¢;) und Massenvektor
®(u)r = (K, F(u)). Dabei bezeichnet w nun den Koeffizientenvektor der Funk-
tion u beziiglich einer geeigneten Funktionenraumbasis {goj};\f:l. Nach Wahl
eines Startvektors u® ergibt sich die jeweils niichste Iterierte als

ut =u' +wA g - ®(uh)) (6.1.2)

mit Dadmpfungsparameter w > 0. Die Iteration wird abgebrochen, falls das Re-
siduum 7’ = Au' — q + ®(u') kleiner als eine vorgegebene Toleranz ist oder
eine maximale Anzahl von Iterationen erreicht wird. Hier 16st man also in jeder
Iteration ein lineares Gleichungssytem, wobei die rechte Seite jeweils durch die
alte Iterierte den nichtlinearen Term beinhaltet. Mit dem Dampfungsparameter
w lasst sich eine Konvergenz des Verfahrens erzwingen. In Algorithmus 1 ist das
hier vorgeschlagene Verfahren noch mal dargestellt.

Eingabe : Datenpunkte {z;}? ; Basisfunktionen {goj}j-v:l
Resultat : Dichtefunktion f
Regularisierungsmatrix A; j = a(p;, ¢;) aufstellen ;
Festen Anteil der rechten Seite g aufstellen ;
Wihle Startvektor u® = 0;
Setze Dampfungsparameter w > 0, Toleranz € und 4y,q:;
P =057 = [ Aul — g+ B
while r > € & i < i40 dO

1 =14 1;

b=q— ®(ut!);

Lose Au® = b = u’;

w = u ol

r=[Au’ — g+ ®(u)l;
end

Algorithmus 1 : Explizites Losungsverfahren

6.1.2 Eigenschaften des Verfahrens

Da eine theoretische Analyse der Konvergenzeigenschaft aufgrund des komple-
xen Zusammenspiels der Parameter und der Gestalt des nichtlinearen Terms
nicht direkt mdglich ist, beschrinken wir uns auf experimentelle Untersuchun-
gen. Dabei hat sich herausgestellt, dass das Verfahren sehr stark gedampft wer-
den muss (w < 0.1) um iiberhaupt eine Konvergenz zu erreichen. Mit einem
geringen w erzwingt man diese zwar, aber die Iterierte ndhert sich nur sehr
langsam der Losung.

Fiir die folgenden Ergebnisse wurde ein Datensatz aus 100 Punkten nach ei-
ner aus zwei Normalverteilungen bestehenden Dichtefunktion erzeugt. Gewihlt
wurde hier gy = 4, ps = 7 mit o3 = 1,09 = 1/4. Anschliefend wurden die er-
zeugten Daten auf das Einheitsintervall [0, 1] transformiert. Genauer beschrie-
ben ist diese Datenerzeugung in Kapitel 4.4.1. Die Schwierigkeit besteht hierbei
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0.9 1

Abbildung 6.1: Losung der expliziten Fixpunktiteration mit w = 0.1. Abgebildet ist
jede zehnte der dreihundert ersten Iterationen. Die Originaldichte ist
als schwarze gepunktete Linie dargestellt.

in den deutlich verschiedenen Varianzen der beiden Gaufglocken. Ein gutes Ver-
fahren sollte beide Spitzen der Verteilung gut approximieren und trotzdem in
der Breite nicht zu oszillieren anfangen. Weiterhin muss eine saubere Trennung
zwischen den beiden Gaufsglocken erfolgen.

In Abbildung 6.1 ist fiir diesen eindimensionalen synthetischen Datensatz jede
zehnte Zwischenlosung der Iteration eingezeichnet. Als Parameter wurden da-
bei A =5 und w = 0.1 gesetzt. Die verwendeten Basisfunktionen sind kubische
B-Splines mit dem Gradienten als Regularisierungsoperator. Als Gitter fiir die
Ansatzfunktonen ist das Einheitsintervall in 2° Teilintervalle unterteilt worden,
auf dem jeweils die kubischen B-Splines angesetzt werden. Die in den Gleichun-
gen auftretenden Integrale werden auf einem verfeinertem Gitter mit Hilfe der
Simpsonregel numerisch bestimmt.

Man sieht, dass die Originaldichte von Iteration zu Iteration zwar immer bes-
ser approximiert wird, sich der Schétzer aber nur sehr langsam der Losung der
nichtlinearen Gleichungen ndhert. In der linken Grafik von Abbildung 6.2 ist
das Residuum in der /2-Norm abgebildet, wihrend die rechte Grafik den mitt-
leren quadratischen Fehler (MSE) auf dem verfeinertem Diskretisierungsgitter
darstellt. Das Residuum fallt zu Beginn zwar relativ schnell, flacht mit hoheren
Iterationen aber immer stirker ab. Ahnlich verhilt sich der gemessene Fehler,
welcher ungeféhr bei der 50. Iteration schon relativ gering ist, spéter aber wieder
leicht ansteigt.

Aufgrund der hohen benétigten Anzahl an Iterationen und der damit verbun-
denen Rechenzeit, ist das hier beschriebene Verfahren fiir hohere Dimensionen
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Abbildung 6.2: Links Residuum, rechts mittlerer [2-Fehler auf dem Diskretisierungs-
gitter jeweils gegen Anzahl Iterationen geplottet.

nicht geeignet. Trotzdem stellt man fest, dass der Grenzwert - also der gesuchte
Maximum-a-posteriori-Schitzer - die Originaldichte sehr gut rekonstruiert. Man
benotigt nur ein schnelleres Verfahren um diesen zu bestimmen.

Hauptproblem scheint dabei zu sein, dass der nichtlineare Term ®(u) den
gewichtigeren Teil der Gleichungen ausmacht. Das explizite Verfahren approxi-
miert diesen durch eine Konstante, welche dann in die rechte Seite mit einfliefit.
Scheinbar ist eine konstante Approximation aber noch zu ungenau, um in an-
gemessener Zeit eine Losung zu finden. Daher muss man sich Gedanken iiber
Approximationen héherer Ordnung machen.

6.2 Quadratische Approximation der Nichtlinearitat

Ein natiirliches Vorgehen zur Verbesserung der Approximationsgiite ist eine li-
neare Ndherung an den nichtlinearen Massenterm. Dazu wird eine quadratische
Approximation an das urspriingliche Zielfunktional J(u) bestimmt, die nach Mi-
nimierung in ein lineares Gleichungssystem resultiert. Im Folgenden wird diese
Vorgehensweise naher erldutert.

6.2.1 Die Approximation

Gesucht ist nach wie vor ein Minimum iiber alle © € H des Funktionals

n

T(w) = lulfy +niog | expluta))de = 3 u(w,).

=1

Wir bilden nun analog zu einem Newton-Verfahren eine lokal quadratische N&-
herung an J, sodass nach Minimierung ein lineares Gleichungssystem entsteht.
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Der zu approximierende, nichtlineare Term des Funktionals J(u) hat die Ge-
stalt

log / exp(u(z))da.

Um diesen besser handhaben zu konnen, nutzen wir die Reihenentwicklungen
des Logarithmus und der Exponentialfunktion und schneiden nach der zweiten
Ordnung ab:

1
exp(a+b) = exp(a)(1 +b+ 5()2 + O0(b%))
b 10 b
log(a +b) =log(a) + = — 5 — + O(—).
a 2a

Damit ergibt sich fiir jedes v € H und kleine h € H

log / exp(u+ h)(z)dr = log/exp(u(x))(l + h(z) + %hQ(x))dx +O(h?)

a3

und im niichsten Schritt, wobei das Argument x der Ubersichtlichkeit halber
nicht angegeben ist

[ hexp(u)dz 1 [h?exp(u)dz
Jexp(u)dx 2 [exp(u)dx

1 ([ hexp(u)dx 2 3
2 ( [ exp(u)dz ) + O,

Lassen wir an dieser Stelle alle Terme ab Ordnung h® weg, so erhalten wir
ein quadratisches Funktional in h, welches das urspriingliche Funktional lokal
approximiert. Der Fehler hierbei ist dementsprechend von der Ordnung O(h?).

log / exp(u + h)dx = log/exp(u)dm +

6.2.2 Das lokal quadratische Zielfunktional

Wir suchen nun ein Minimum von
1
My(h) = —(J(u+h) = J(u) = O(h?)).

Die in h konstante Verschiebung J(u) verdndert dabei die Lage des Minimums
nicht, fiihrt aber zu einer iibersichtlicheren Darstellung.
Mit obigen Approximationen schreiben wir unser neues Zielfunktional als

[ hexp(u)dx 1fh2 exp(u)dx
[exp(u)dz 2 [exp(u)dz

2 n n
b IEE) SURACIE Sees)

2\ [exp(u)dx P P
=~ (ully + 2w, k) + (h, F(w)) + 52, Fuw)]
> h(as)
=1

:%a(h, h) 4+ a(u,h) + (h, F(u)) + %(hQ,F(u» — %(h, F(u)>2 —q(h).

1
My (h) =—(lu+ Bl — ullz) +

- 5 Fu)? -

S



72 KAPITEL 6. DISKRETISIERUNG UND LOSUNG

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist das Verschwinden der ersten Ab-
leitung. Dazu stellen wir h beziiglich einer Funktionenraumbasis {¢; };V: | eines
endlichen Teilraumes Hy C H dar:

= a ZO@%’Z%% + af 7204]'90]') + <Z ajpj, F(u))
Za]@] B Zaj@]a _Q(Za]’@j)'
J
Differentiation in den Koeffizienten oy, k =1, ..., N ergibt:

OM,(h
8(12 ) sok,zajsoj ) + a(u, p) + (pp, F ZO‘J%% u))

Z%%v )) ok F(w)) — alior) = 0.

Dies ist dquivalent zu:

>~ (alen ) + (pion F(w)) = (3 F(u)) ons F()))
J
= q(ek) — (pr, F(u)) — a(u, o).

In analoger Notation zum vorherigen Kapitel erhalten wir fiir alle Testfunktionen
v € H die Galerkin-Gleichungen:

a(v,h) + (vh, F(u)) — (v, F(u)){(h, F(u)) = q(v) — (v, F(u)) — a(u,v). (6.2.1)
6.2.3 Der Algorithmus
Die betrachteten Gleichungen lassen sich in Matrixschreibweise darstellen als

(A+ By — ®,®,) a=q— &, — Au. (6.2.2)
Dabei ist A die quadratische, positiv definite Regularisierungsmatriz
(A)jr = alej, or) = MT;, Tor), jk=1,.,N
mit Differentialoperator T'. B, ist ebenfalls quadratisch mit Eintrigen
{(B)utjk = (pjen, F(w), jk=1,.,N.

Massenvektor und Datenvektor sind analog zum vorherigen Abschnitt von der
Gestalt

(¢ ) <()0]7 7 ZSD] xz :1,’N

Mit a = (g, ...,an)t und u = (uq, ...,un)" seien die Koeffizientenvektoren von
h beziehungsweise u beziiglich der gewéhlten Funktionenraumbasis bezeichnet.
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An die Stelle von u wird nun ausgehend von einem Startvektor (iiblicherweise
wihlt man u? = 0) jeweils die gegebene Iterierte eingesetzt und die neue Iterierte
als ! = 4’ + wa bestimmt. Dabei ist w wiederum ein in Abhingigkeit von
A zu wihlender Dampfungsparameter. Es ist demnach in jeder Iteration ein
Gleichungssystem zu 16sen, welches linear in den Koeffizienten von h ist. Als
rechte Seite steht hierbei gerade das Residuum der urspriinglichen Galerkin-
Gleichungen (5.2.5), welches Null wird fiir die exakte Losung u.

In Algorithmus 2 ist das komplette Verfahren noch einmal iibersichtlich dar-
gestellt.

Eingabe : Datenpunkte {z;}? ; Basisfunktionen {tpj}j-v:l
Resultat : Dichtefunktion f

Regularisierungsmatrix A; j = a(p;, ¢;) mit Differentialoperator 7" und
Glattungsparameter A aufstellen ;

Festen Anteil der rechten Seite g aufstellen ;

Wihle Startvektor u® = 0;

Setze Toleranz e, Dampfungsparameter w und 4,,qz;
1=0, r=2¢

while r > € & i < i40 dO

Vektor @,,; aufstellen;

Matrix B, berechnen;

b=q—®, — Au’;

C=A+B, — ‘I’Li@ui;

Lose Ca =b = «;

utl=u +w a;

r =g = Pyin — Aut;

1 =1+ 1;

end

f=F(u);

Algorithmus 2 : Quadratische Approximation

6.2.4 Konvergenz der Iteration

Analog zum vorherigen Abschnitt iiber das explizite Verfahren, wollen wir die
Konvergenz des Verfahrens analysieren. Dazu untersuchen wir den iterativen
Loser anhand des oben vorgestellten Datensatzes.

Wie in Abbildung 6.3 zu sehen sieht, konvergiert das Newton-dhnliche Verfah-
ren wesentlich schneller als die einfache explizite Iteration. Bereits nach wenigen
Iterationsschritten verdndert sich der Schétzer nur noch minimal. Allerdings hat
hierbei der Dampfungsparameter w grofsen Einfluss auf die Konvergenz. In Ab-
bildung 6.4 sind das jeweilige Residuum und der mittlere quadratische Fehler
auf den Gitterpunkten dargestellt. Der Fehler ist bereits nach fiinf Iterationen
minimal und dndert sich anschlieffend nicht mehr merklich. Das Residuum féllt
nach kurzem Anstieg sehr schnell ab.

Analog zum Newton-Verfahren héngt die Konvergenz stark von der Wahl des
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Abbildung 6.3: Die Iterierten 1 (cyan) bis 8 (rot) des Approximationsverfahrens auf
Level 5 mit Parametern A = 0.01 und w = 1. Die schwarze, gepunktete
Linie stellt die zu rekonstruierende Originaldichte dar.

Startwertes ab. Falls der Startwert geniigend nahe an der gesuchten Losung
liegt, konvergiert die Iteration quadratisch gegen die Losung. Wie giinstig der
Startwert gewdhlt ist, hdngt dabei auch von der vorgegebenen Regularitéit ab.
Falls A sehr klein gewéhlt wird, oszilliert die Losung entsprechend stark, so dass
ein standardmifRig gewihlter Startwert von w’ = 0 nicht optimal ist. Unter
Umsténden liegt dieser zu weit von der Losung entfernt, sodass nur mit einem
Déampfungsparameter w < 1 eine Konvergenz erreicht wird.

Im Gegensatz zum nicht geddmpften Verfahren konvergiert die Iterierte fiir
w < 1 jedoch wesentlich langsamer gegen die Losung. In dem Fall erreicht das
Verfahren nur noch eine Konvergenzornung von 1 (siehe Abbildung 6.5 rechts).
Dafiir kann mit geeigneter Dampfung fiir beliebige Startwerte, Parameter A
und Level immer eine Konvergenz erzwungen werden. Ohne Dampfung ist eine
Konvergenz nicht garantiert. Liegt der Startwert zu weit von der Losung weg,
divergiert die Iteration unter Umsténden.

In Abbildung 6.5 ist dieser Sachverhalt veranschaulicht. In der linken Grafik
ist fiir verschiedene Level der Regularisierungsparameter variiert und der Fehler
als Summe aus Daten- und Gitterfehler gemessen worden. Auffillig ist dabei,
dass das ungedampfte Verfahren (die gefiillten Kreise) bei hoherem Level erst
ab einem gewissen Schwellwert konvergiert, wihrend die geddmpfte Variante fiir
alle X eine Losung liefert. Dieser Schwellwert liegt interessanterweise meist direkt
am Minimum. Fine Moglichkeit kdnnte also sein, immer mit der ungeddmpften
Variante zu arbeiten und jeweils das minimale A zu wahlen, fiir welches diese
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Abbildung 6.4: Residuum der MAP-Methode mittels quadratischer Approximation auf
Level 5 (A = 0.01), sowie der entsprechende mittlere quadratische Fehler
auf dem Gitter gegen die jeweilige Iterierte

konvergiert.

In der rechten Grafik von Abbildung 6.5 ist fiir das jeweilig optimale \ die
Entwicklung des Residuums iiber die Iterationen dargestellt. Das Verfahren be-
notigt hierbei fiir w = 0.8 zwischen 22 und 24 Iterationen bis der Fehler unter
10710 fllt, wihrend das ungedimpfte Verfahren schon nach circa 8 bis 9 Itera-
tionen diese Grenze deutlich unterschreitet.

Allgemein kann man festhalten, dass ab einem gewissen Schwellwert fiir den
Regularisierungsparameter das nichtgeddmpfte Verfahren (w = 1) divergiert
und um eine Konvergenz zu erhalten entweder \ erhoht oder w verringert wer-
den muss. Bei kleinem w verschlechtert sich die Konvergenz &hnlich wie bei
einem geddmpften Newton-Verfahren deutlich. Zusétzlich ist bei hoherem Dis-
kretisierungslevel der Parameter A entsprechend hoher zu wihlen, da ansonsten
dhnlich wie bei einem Histogramm eine Uberanpassung stattfindet.

Weitere Beispiele zu den hier beschriebenen Eigenschaften finden sich in Ka-
pitel 7. Dabei stellt man fest, dass sich das Verfahren mit den gegebenen Para-
metern sehr gut steuern ldsst und gute Ergebnisse liefert.

6.3 Diskretisierung mit diinnen Gittern

Fiir die numerische Behandlung der aufgestellten Gleichungen ist eine diskrete
Darstellung des Funktionenraumes notwendig. Da sich mit geeigneter Transfor-
mation jedes beliebige Rechteckgebiet auf den Einheitswiirfel [0,1]¢ abbilden
ldsst, werden wir uns bei den weiteren Ausfithrungen auf diesen beschrinken.
Ein iiblicher Ansatz zur Diskretisierung wéhlt ein dquidistantes Gitter der
Maschenweite h; = 27! in jede Koordinatenrichtung und stellt darauf die Basis-
funktionen auf, die den Raum Vi aufspannen. Mit [ ist hier die Verfeinerungs-
tiefe der Diskretisierung bezeichnet, oft auch Diskretisierungslevel genannt. Fiir
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Abbildung 6.5: Links: Ergebnisse des mit w = 0.8 geddmpften Verfahrens (mit Kreisen
markiert) im Vergleich zur nicht geddmpften Variante (gefiillte Krei-
se) fiir Level 3 (cyan) bis Level 7 (rot). Rechts: Fiir den jeweils be-
sten Regularisierungsparameter A die Entwicklung des Residuums fiir
das gedampfte (Kreise) bzw. das ungeddmpfte Verfahren (mit Sternen
markiert).

eine Genauigkeit von O(h;) entsteht somit eine Komplexitét von O(hfd) bei der
Losung der resultierenden Gleichungssysteme. Dieser exponentiell mit der Di-
mension wachsende Aufwand wird héufig als Fluch der Dimension bezeichnet.
Die in diesem Abschnitt vorgestellten diinnen Gitter sind in der Lage diesen zu
einem gewissen Grad zu umgehen, und erméglichen es damit hoherdimensionale
Probleme zu behandeln.

Die Idee basiert auf einer hierarchischen Basis, einer zur iiblichen nodalen
Basis dquivalenten Darstellung, bei der gewisse den Fehler nur wenig beeinflus-
sende Basen weggelassen werden. Es kann gezeigt werden, dass damit fiir eine
geniigend glatte Losung bei einer Genauigkeit von O(hl2 -log(hl_l)dfl) lediglich
ein Aufwand der Ordnung O(h;! -log(hl( — 1))@= nétig ist.

Realisiert werden diinne Gitter in dieser Arbeit mittels der so genannten
Kombinationstechnik. Dabei werden auf einer Sequenz von anisotropen, in jeder
Koordinatenrichtung dquidistanten Gittern Teillésungen bestimmt, aus denen
mittels der Kombinationsformel die Gesamtlosung auf dem diinnen Gitter auf-
gestellt wird.

Erstmals in der Literatur erschienen ist ein &hnliches Verfahren bei dem russi-
schen Mathematiker SMOLYAK, der in [Smo63| effiziente Methoden zur numeri-
schen Integration untersucht. Explizit vorgestellt wurden diinne Gitter erstmals
in [Zen91|,[Bun92|,|GSZ92| zur Losung elliptischer, partieller Differentialglei-
chungen. Mittlerweile finden diinne Gitter in vielen Bereichen des wissenschaft-
lichen Rechnens Anwendung. In [Gar04| werden sie bereits fiir Regressions- bzw.
Klassifikationsaufgaben eingesetzt. Des weiteren werden sie fiir Integration, Ap-
proximation und Interpolation, parabolische Differentialgleichungen, Eigenwert-
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Abbildung 6.6: Vergleich einer nodalen (links) zu einer hierarchischen Basis (rechts)
auf Level 3.

probleme, stochastische Differentialgleichungen in der Finanzmathematik und
andere Problemstellungen genutzt. Einen guten Uberblick iiber Diinne Gitter
und deren Anwendung liefert der Artikel [BG04].

Die folgende Darstellung der Kombinationstechnik fiir Diinne Gitter ist eng
angelehnt an [Gar04].

6.3.1 Hierarchische versus nodale Basis

Ein Standard-Finite-Elemente-Ansatz auf dem betrachteten Gebiet Q = [0,1]%
verwendet ein Gitter €; mit Multi-Index 1 = (I, ...,13) € N? und zugehorigen
Maschenweiten hy = (hy,, ..., hy,) in jeder Dimension. Dabei haben die Maschen-
weiten die Gestalt h;, = 27l Die Gitter sind demnach in jeder Koordinaten-
richtung aquidistant, konnen jedoch verschieden feine Maschenweiten in den
einzelnen Richtungen haben. Als Gitterpunkte der i-ten Koordinatenrichtung
ergeben sich folglich @), = j; - by, = j; - 275 i = 0,...,2%.
Auf jedem Gitter ; wird der Raum

Vi = span{¢y;|ji = 0,...,2% i = 1,...,d}

definiert, der durch die Funktionen ¢;;, welche sich als Tensorprodukt der ein-
dimensionalen Basisfunktionen

d
dij(z) = [ [ b, (i) (6.3.1)
=1

ergeben, aufgespannt wird. Fiir unsere Anwendung werden hier die in Definition
3.2.1 eingefiihrten eindimensionalen B-Splines verwendet.

Ein Beispiel einer solchen nodalen Basis mit linearen B-Splines ist in Abbil-
dung 6.6 angegeben. Im Gegensatz dazu arbeiten diinne Gitter auf einer hzer-
archisch angeordneten Menge von Basisfunktionen.

Um diese einfithren zu kénnen, brauchen wir die folgenden Differenzenrdume

d
W= Vi\ | Viee,, (6.3.2)
i=1
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Abbildung 6.7: Die Trager der hierarchischen Basisfunktionen des Raumes V3 mit Dif-
ferenzenrdumen Wy o (oben links) bis W3 3 (unten rechts)

wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Der Vollstdndigkeit halber setzen wir Vj, =
(), falls I; = —1 fiir ein 7. Mit diesen Differenzenraumen lisst sich der diskrete
Raum Vy als direkte Summe

N N
Ww=@  -pwm=H m
11=0

14=0 oo <N

schreiben, wobei |l|o := maxj<;<q!; die diskrete L>°-Norm ist. Die Relation
, < ist komponentenweise zu verstehen.

Analog lassen sich die Rdume Vj als direkte Summe der entsprechenden Dif-
ferenzenrdume schreiben:

I la
Vl:@...@wl:@wt'

t1=0 tq=0 t<l
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Mit Hilfe der Indexmenge

By = jE]Nd ;
]2.20721'7 ’izl,...,d, falls lZ:O

ji=1,..,2% —1, j; ungerade, i=1,...,d, falls [; > 0}

kénnen wir nun W; schreiben als:

Wi = span{¢y;,j € By}

Somit ist die Familie von Basisfunktionen

{¢15,7 € B,

gerade eine hierarchische Basis von V. Hierbei wird mit Hilfe eines Tensorpro-
duktes der eindimensionale Fall auf den d-dimensionalen Fall verallgemeinert.
Eine wichtige Eigenschaft der hierarchischen Basisdarstellung ist, dass die Tré-
ger der Basisfunktionen disjunkt sind. Fiir den linearen, eindimensionalen Fall
ist in Abbildung 6.6 ein Beispiel gegeben. Zur Veranschaulichung des interes-
santeren 2-dimensionalen Falles sind in Abbildung 6.7 die Tréger der einzelnen
Basisfunktionen der Differenzenrdume Wj angegeben. Stellen an denen die jewei-
ligen anisotropen Basisfunktionen den Wert 1 haben, sind als Punkte markiert.
Nimmt man alle diese Punkte zusammen, so erhélt man wieder ein dquidistan-
tes, volles Gitter.

Mit dieser hierarchischen Basis ldsst sich jede Funktion f € Vv schreiben als

fl@)y=">" > adix)

|l|oo§N leB;

mit Koeffizienten ag; € R. Da sich der Raum Vy als direkte Summe der Differen-
zenrdume schreiben lasst, kann jedes f € Viy auch als Summe der Teillosungen
f1 € Wy geschrieben werden:

f=> I

Uoo <N

Bisher ist die Anzahl benotigter Basisfunktionen im Vergleich zur nodalen
Basisdarstellung unveréndert. Sowohl in nodaler, als auch in hierarchischer Dar-
stellung sind (2 + 1) Basisfunktionen nétig, um eine Funktion f aus Vy darzu-
stellen. Der Aufwand steigt exponentiell mit dem Diskretisierungslevel und der
Dimension an.

6.3.2 Diinne Gitter und die Kombinationstechnik

Die Idee ist nun Basisfunktionen der hierarchischen Darstellung, welche nur ge-
ringen Einfluss auf die Gesamtlosung haben, zur Reduzierung des Aufwandes
wegzulassen. Fiir den zweidimensionalen Fall zeigt ZENGER in [Zen91] den Zu-
sammenhang zwischen der Grofse des Trégers einer hierarchischen Basisfunktion
und dessen Anteil an der Interpolation einer Funktion.

Es kann gezeigt werden, dass unter gewissen Voraussetzungen an die Glattheit
der zu interpolierenden Funktion, der Anteil einer hierarchischen Basisfunktion
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an der Approximation durch die Grofe des Trigers dieser Basisfunktion nach
oben beschrénkt ist. Fiir eine detailliertere Analyse sei auf [Bun92| verwiesen.
Dort wird auch gezeigt, dass die zu approximierenden Funktionen aus dem so
genannten Sobolevraum mit dominierender gemischter Glattheit an stammen
miissen. Die zugehorige Norm ist definiert als

1l = 3

0<k<L2

T

okl

2

Diese Rdume weisen analog zum diskreten Raum Vj eine Tensorproduktstruk-
tur auf. Das heifit sie lassen sich als Tensorprodukt der eindimensionalen Sobo-
levriaume H? schreiben.

Als Schlussfolgerung aus diesen Feststellungen werden in [Zen91| die so ge-
nannten dinnen Gitter definiert, in denen die hierarchischen Basisfunktionen
mit kleinem Tréger und somit kleinem Beitrag zur Funktionsdarstellung nicht
mehr zum diskreten Ansatzraum gehéren. In hierarchischer Darstellung erreicht
man dies, indem die diskrete Maximumsnorm |- |, durch die diskrete L!-Norm
| - |1 ersetzt wird. Der Diinngitterraum wird damit definiert als

V=P m. (6.3.3)
lth<N

was ein diskreter Teilraum von Vi ist.

In Abbildung 6.7 sind die wegfallenden Basisfunktionen grau eingezeichnet.
Das Schema wird bildlich gesprochen an der Diagonalen abgeschnitten. Fiir den
Aufwand bei der numerischen Behandlung bedeutet dies, dass statt O(2V9) Ba-
sisfunktionen nur noch O(N9~12") verwendet werden. Der Aufwand wird damit
substanziell reduziert. Fiir Interpolationsprobleme und Approximationsproble-
me, die von elliptischen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung her-
rithren, wird beispielsweise in [GSZ92| gezeigt, dass die Diinngitterlosung f]C\l,g
einer Verfeinerungstiefe NV nahezu die gleiche Genauigkeit liefert wie die Losung
fn auf dem vollen Gitter. Es gilt

If = f32ll2 = O(h3 log(hy) @)

auf einem diinnen Gitter mit hy = 27" im Gegensatz zu

If = fwlla = O(hR)

auf dem vollen Gitter. Dabei hat die Diinngitterlosung eine héhere Glattheits-
voraussetzung zu erfiillen. Es muss f]C\l,g € H2,, im Gegensatz zu fy € H? erfiillt
sein. Entsprechende Aussagen existieren ebenfalls fiir die Maximumsnorm.

Die so genannte Kombinationstechnik ist ein Verfahren, welches auf einer
Sequenz von anisotropen, in jeder Koordinatenrichtung dquidistanten Gittern
geméfs der Kombinationsformel die Losung auf dem diinnen Gitter berechnet.
Genauer betrachtet man die Sequenz von €; mit

d
dli=N-q, ,¢=0,..d-1, 1;>0.
=1
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Abbildung 6.8: Die bei der Kombintationstechnik verwendeten Gitter und das resultie-
rende diinne Gitter auf Level 4.

Die Teillosungen f; auf diesen Teilrdumen werden mit Hilfe der Kombinati-
onsformel wie folgt zur Diinngitterkombinationslésung f£7 kombiniert:

d—1
§T<x>—z<—1>q(d‘1) ) (6.3.4)
—0 q

q q |l‘1=N7

Die resultierende Funktion f&7 lebt im oben definierten Diinngitter-Raum V7 G,
Fiir den Fall der Interpolation wird in [GSZ92] gezeigt, dass der so erhaltene
Interpolant mit dem Interpolanten f}\?G iibereinstimmt. Allerdings ist dies nicht
bei allen Anwendungen garantiert. Ebenfalls in [GSZ92] wird gezeigt, dass bei
der numerischen Behandlung von Differentialgleichungen die mit der Kombina-
tionstechnik erzielte Losung zwar nicht mit der Galerkin-Losung im Diinngit-
terraum {ibereinstimmt, der Fehler aber in der Regel von der gleichen Ordnung
ist. Detailliertere Ausfithrungen zu dem Thema finden sich in [BGRZ94| und
den dort angegebenen Referenzen.

In dieser Arbeit wird mit einer leicht abgewandelten Form der diinnen Git-
ter gearbeitet, bei denen die starke Randdominanz des Gitters zu einem ge-
wissen Teil reduziert wird. Ahnlich wie bei partiellen Differentialgleichungen
mit Dirichlet-Randwerten, wo sich auf dem Rand keine Freiheitsgrade befin-
den, macht es auch fiir die Dichteschidtzung Sinn die Randdominanz zu redu-
zieren. Bei spiteren Anwendungen werden die Daten so auf den Einheitswiirfel
transformiert, dass keine Datenpunkte in unmittelbarer Nihe des Randes liegen.
Dadurch wird erreicht, dass die Dichtefunktion auf dem Rand gegen Null geht.

In Abbildung 6.8 sind fiir den zweidimensionalen Fall die verwendeten Gitter
dargestellt. Die entsprechende Kombinationsformel lautet fiir diese Gitter in
einer leicht abgewandelten Form:

d—1
§T<x>—z<—1>q(d;1) S ), (6.3.5)

q=0 [hi=N+(d—1)—g

wobei folgende Sequenz von Gittern verwendet wird:

d
Zli:NJr(d—l)—q, ,q=0,....d—1, [;>0.
=1
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Ein Hauptargument fiir die Nutzung der Kombinationstechnik ist die relativ
einfache Implementierung, da nach wie vor mit dquidistanten Gittern gearbeitet
wird. Weiterhin sind die einzelnen Teilprobleme in ihrer Komplexitit stark redu-
ziert. Anstatt ein Problem der Ordnung O(2V9), sind O(dN?~1) Teilprobleme
der Groke O(2") zu behandeln. Aufgrund der Unabhiingigkeit der Teillssungen
kann ein solches Verfahren in natiirlicher Weise parallelisiert werden. Das heifst
die Losungen auf den Teilgittern konnen auf verschiedenen Prozessoren unab-
héngig voneinander gelést werden. Sobald alle Prozesse beendet sind, werden
die Teillosungen an einen Prozessor gesendet, der nach der Kombinationsfor-
mel die Gesamtlosung aufstellt. Dies bedeutet eine grofe Beschleunigung des
Verfahrens.



7 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden erste Ergebnisse mit dem Maximum a-posteriori Ver-
fahren auf exponentiellen Familien mit Gauf-Prior auf diinnen Gittern vorge-
stellt (im Folgenden kurz MAP-Verfahren genannt). Dazu werden im ersten
Abschnitt einige Details zur Implementierung angegeben, bevor das Verfahren
zunéchst fiir den univariaten Fall untersucht wird. Fiir einen simulierten Daten-
satz wird die Konvergenz der Losung bei zunehmender Anzahl an Datenpunkten
gegen die Originaldichte gezeigt. Weiterhin wird das Verhalten des Schétzers in
Abhingigkeit von Level, Regularisierungsparameter und Grofe der vorliegenden
Datenmenge analysiert.

Zum Vergleich des MAP-Verfahrens mit anderen Schétzverfahren werden die
in Kapitel 3.2.1 definierten verallgemeinerten Histogramme, das in Kapitel 4.3
vorgestellte ecdf-basierte Verfahren, sowie ein Standard-Kernschétzer mit Gauf-
kern verwendet.

Im dritten Teilkapitel kommen diinne Gitter fiir zweidimensionale Dichte-
schitzungen zum Einsatz. Dabei vergleichen wir die auf dem diinnen Gitter
berechnete Losung mit dem Vollgitteransatz und untersuchen das Konvergenz-
verhalten fiir verschieden grofe Datensétze. Anschlieflend werden fiir simulierte
Datensétze die jeweiligen Dichteschitzer des MAP-Verfahrens mit denen eines
kubischen Histogramms verglichen. Zum Abschluss wird das implementierte Ver-
fahren auf einige reale Datensétze angewendet.

Samtliche in diesem Kapitel abgebildete Grafiken wurden dabei mit MATLAB
erzeugt [The06].

7.1 Implementierungsdetails

Nachdem die grundsétzliche Diskretisierung im vorherigen Kapitel vorgestellt
wurde, werden hier Aspekte der Umsetzung angesprochen. Grundsétzlich wird
mit der in Kapitel 6.2 vorgestellten Variante, bei der das nichtlineare Zielfunk-
tional quadratisch approximiert wird, gearbeitet.

Zunichst ist ein geeigneter Regularisierungsoperator zu wahlen, mit dem das
Problem erst eindeutig losbar wird und der die Gestalt der Losung mit vor-
gibt. Falls nicht explizit anders erwahnt, wird fiir die Berechnung der Regu-
larisierungsmatrix A; ; = a(p;, ;) der Gradient als Regularisierungsoperator
verwendet. Die Bilinearform a(-,-) hat damit die Gestalt

a(pi, pj) = A /VSOi(IB)thj(x)dx.

Die Gradienten der Basisfunktionen ¢; werden dabei vorab analytisch be-
rechnet. Als Basisfunktionen verwenden wir fiir die folgenden Experimente ku-

83
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bische B-Splines, die auf den Knoten des Gitters aufgesetzt werden. Als Re-
gularisierungsmatrix entsteht eine diinn besetzte Matrix, die je nach Ordnung
der B-Splines unterschiedlich viele Eintrége ungleich Null enthélt. Je hoher die
Ordnung der Basisfunktionen ist, desto dichter ist die Regularisierungsmatrix
besetzt und desto aufwéndiger ist folglich das Losen des resultierenden Glei-
chungssystems.

Eine Schwierigkeit bei der Aufstellung der Gleichungen besteht in den auftre-
tenden Integralen. Da sich

exp(u(y))
(o, F(u)) = WWO@
analytisch nicht berechnen ldsst, wird eine numerische Integration mittels der
Simpson- oder Trapezregel durchgefithrt [HB02]. Um die Genauigkeit der Inte-
gration zu verbessern, wird dazu auf einem zusétzlich verfeinerten Gitter die
jeweilige Iterierte als Kollokationslosung aufgestellt. Die diskreten Losungen
werden somit sowohl als Koeffizientenvektor der Basisdarstellung, als auch als
Vektor von Funktionswerten auf dem verfeinertem Gitter gespeichert.

Das entstehende Gleichungssystem ist mit dem Gradienten als Regularisie-
rungsoperator symmetrisch und positiv definit und wird mit einem diagonal
vorkonditionierten CG-Verfahren gelost [HB02]. Als Startwert wird bei der er-
sten Iteration ug = 0 gewdhlt; bei allen weiteren Iterationen wird die vorherige
Iterierte als Startwert verwendet. Dadurch spart man sich einige Iterations-
Schritte im Vergleich zum Startwert Null.

Um in allen Féllen eine Konvergenz gegen die Losung des MAP-Verfahrens
zu garantieren, wird in den folgenden Experimenten stets mit der gedampften
Variante gearbeitet. Die hier vorgestellten Algorithmen wurden in C++4 bzw.
MATLAB implementiert.

7.2 Das Verfahren in 1D

7.2.1 Konvergenz der diskreten Losung

Um die Konvergenz der diskreten Losung gegen die Originaldichte zu untersu-
chen, erzeugen wir einen Datensatz von zwei iiberlagerten Normalverteilungen
nach der bereits vorgestellten Inversionsmethode (siehe Kapitel 4.4.1).

Da die Originaldichte f explizit gegeben ist, werden die in Kapitel 2.5 vorge-
stellten Normen

N
A 1 X 2
MSEgialf — f} = 5 D (£t = f(t)
i=1
auf den Gitterpunkten ¢; und der analoge Datenfehler
R 1 < . 2
MSEualf =} = =3 (F@:) = f(a2)

n -
=1

verwendet.
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Abbildung 7.1: MSE auf Gitterpunkten (links) und Datenpunkten (rechts) fiir A = 0.1
(oben) und A =1 (unten) bei verschieden grofen Datensétzen.

A=1,n=1600 A=1,n=3200

MSE, . MSEL-] MSE! L MSEL-]

Level 1| (st | |3t | |t | e
3 1.1868 1.1317 1.1874 1.1280
4 1.6070 1.5813 1.5944 1.5679
5 2.3430 2.4453 2.3277 2.4247
6 3.0182 3.4054 2.9962 3.3676
7 3.3594 3.9221 3.3296 3.9100
8 2.5291 2.0943 3.1984 3.1621
9 0.7130 0.6300 0.9764 0.7161
10 0.5909 0.6258 0.5912 0.6099

Tabelle 7.1: Konvergenzverhalten bei 1600 (links) bzw. 3200 Datenpunkten (rechts) mit
Regularisierungsparameter A\ = 1.
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Wir betrachten zunéchst das Verhalten des Schétzers in Abhéngigkeit von
der Datenmenge n. Dazu ist in Abbildung 7.1 fiir zwei verschiedene Regula-
risierungsparameter A bei grofer werdenden Datensétzen der Fehler auf dem
fiir die Integration verwendeten Gitter sowie die analoge Fehlernorm auf den
Datenpunkten in Abhéingigkeit vom Diskretisierungslevel dargestellt.

In Tabelle 7.1 ist die relative Abnahme des Fehlers bei 512 Datenpunkten
und A = 1 (linke Hélfte) und 1024 Datenpunkten und A = 10 (rechte Hélfte)
dargestellt. Als Fehlernorm wird hier die diskrete L?-Norm verwendet, die sich
als Wurzel des MSE ergibt.

Wie bereits in der Grafik zu sehen ist, hingt das optimale Diskretisierungs-
level von der Datenmenge und dem Regularisierungsparameter ab. Bei beiden
Experimenten ist zu sehen, dass der minimale Fehler bei grofer werdender Da-
tenmenge kleiner wird. Bei geringem n steigt der Fehler bei steigendem Level
recht schnell wieder an, falls der Glattungsparameter nicht entsprechend erhéht
wird. Man gelangt dann in den Bereich der Uberanpassung. Hier tritt analog
zu Kernschitzern oder Histogrammen der Effekt auf, dass die Triager der Basis-
funktionen bei zunehmendem Level immer schmaler werden, so dass nur wenige
oder gar keine Datenpunkte darin liegen. Dadurch oszilliert der resultierende
Schéatzer relativ stark. Wie jedoch in Abbidung 7.1 unten rechts zu sehen ist,
kann dieser Effekt durch eine stérkere Glattung merklich abgeschwicht werden.

Insgesamt sieht man den zu erwartenden Zusammenhang, dass bei steigender
Datenmenge der Fehler immer geringer wird, sofern das Diskretisierungslevel
und der Regularisierungsparameter erhoht werden. Falls n grof und die Infor-
mationsdichte demnach hoch genug ist, konvergiert der Schitzer bei steigen-
dem Level offensichtlich gegen die Losung. Von einer festen Konvergenzordnung
(siehe Tabelle 7.1) kann hier jedoch nicht gsprochen werden. Vielmehr miissen
sowohl das Level als auch der Glattungsparameter A an die Datenmenge ange-
passt werden. Ab einem gewissen Level wéchst der Fehler sogar wieder, da der
Bereich der Uberanpassung erreicht wird.

Um das Wechselspiel von Diskretisierungslevel und Regularisierung noch ein-
mal besser zu verdeutlichen, ist in Abbildung 7.2 fiir die gleiche Originaldichte
mit 100 simulierten Daten auf verschiedenen Diskretisierungsleveln A variiert
und die Summe aus Gitter- und Datenfehler gemessen worden. Fiir dieses Bei-
spiel ist offensichtlich Level 6 bei A &~ 0.3 optimal. Auf hoherem Diskretisie-
rungslevel steigt der Fehler wieder leicht an. Auferdem fallt auf, dass der Re-
gularisierungsparameter A offensichtlich exponentiell mit dem Level ansteigend
zu wéhlen ist, um optimale Ergebnisse zu erreichen.

Weiterhin sieht man, dass am rechten Rand der Grafik - also fiir grofses A -
sich der Fehler auf allen Levels einem Grenzwert ndhert. Hier konvergiert die
approximierte Dichte bei zu starker Glittung gegen die Dichtefunktion einer
Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1].

Als n#chstes Experiment wird die optimale Wahl des Regularisierungspara-
meters bei unterschiedlicher Datenmenge n untersucht. Abbildung 7.3 stellt in
der linken Grafik fiir verschiedene Level (5-9) den optimalen Wert von A in Ab-
hingigkeit der Datenmenge dar. Ausgehend von einem Datensatz mit n = 50
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Abbildung 7.2: MSE auf Gitter und Daten fiir verschiedene Diskretisierungslevel (4-9)
in Abhéngigkeit vom Regularisierungsparameter .
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Abbildung 7.3: Links: Die optimale Grofe des Regularisierungsparameters A in Abhén-
gigkeit der Datenmenge n fiir die Level 5 bis 9. Rechts: Der zugehdrige

mittlere quadratische Fehler.
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Abbildung 7.4: Der Fehler auf dem Gitter in Abhangigkeit von Glattungsparameter \
und Anzahl an Datenpunkten n (links) sowie die Entwicklung des Feh-
lers bei grofer werdender Datenmenge fiir verschiedene feste A (rechts)
jeweils auf einem Diskretisierungslevel von 7.

Punkten ist diese sukzessiv bis zu einer Grofe von n = 12800 verdoppelt wor-
den. Die drei entstehenden Kurven verlaufen in doppelt logarithmischer Darstel-
lung parallel versetzt. Der Glattungsparameter ist demnach bei grofserem Level
exponentiell hher zu wihlen. Weiterhin wird ein umgekehrt proportionaler Zu-
sammenhang zwischen Datenmenge n und optimalem Parameter A deutlich: Bei
Verdopplung der Datenmenge ist der Glattungsparameter zu halbieren.

Auf der rechten Seite von 7.3 ist der jeweilige mittlere quadratische Fehler
auf dem Gitter in Abhéngigkeit von der Anzahl an Eingangsdaten dargestellt.
Dabei ist jeweils ein optimales A\ gewidhlt worden. Es tritt der zu erwartende,
deutliche Abfall des Fehlers bei jeweiliger Verdopplung der Datenmenge auf. Als
Konvergenzrate wurde im Mittel circa 1 gemessen.

Abbildung 7.4 stellt fiir eine Diskretisierung der Tiefe 7 die Auswirkungen
von A und n auf den Fehler dar. In der linken Grafik wird ein ,Tal“ erkenn-
bar, welches sich diagonal durch die Kurve zieht. Noch besser zu erkennen ist
dies in der rechten Grafik, welche die einzelnen Schnitte der zweidimensionalen
Kurve zeigt. Hier wird jeweils fiir einen festen Regularisierungsparameter der
mittlere quadratische Fehler in Abhéngigkeit von der Grofe des Datensatzes als
Kurve dargestellt. Enthélt der vorliegende Datensatz wenig Datenpunkte, ist ei-
ne hohe Regularisierung - in der rechten Abbildung tiirkis gezeichnet - optimal,
wihrend bei sehr groflen Werten von n ein kleines A - rot gezeichnet - den Fehler
minimiert.

Sofern also auf einem festen Diskretisierungslevel bei grofser werdendem Da-
tensatz der Regularisierungsparamter angepasst wird, ist eine Konvergenz gegen
die Originaldichte festzustellen. Fiir einen festen Datensatz ist nicht garantiert,
dass die Approximation bei Erh6hung der Dikretisierungsfeinheit einen geringe-
ren Fehler aufweist. Die optimale Approximation hingt vom Diskretisierungsle-
vel und dem dafiir zu wiahlenden Glattungsparameter ab.
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Abbildung 7.5: Drei erste Beispiele zum Vergleich der Verfahren. In der oberen Reihe
ist jeweils die Originaldichte mit den verwendeten Datenpunkten abge-
bildet. Die untere Reihe stellt den Fehler fiir die verglichenen Verfahren
in Abhéngigkeit vom Diskretisierungslevel dar.

7.2.2 Verfahrensvergleich

Nachdem beschrieben wurde, wie sich das MAP-Verfahren bei diversen Ande-
rungen der Eingabeparameter verhélt, werden in diesem Abschnitt die erzielten
Ergebnisse mit denen anderer Verfahren verglichen. Als Originaldichten werden
zunéchst jeweils aus zwei Gaufglocken bestehende Dichtefunktionen gewéhlt.
Mit Hilfe der bereits beschriebenen Inversionsmethode wurden daraus 100 Da-
tenpunkte erzeugt, die geméfs der jeweiligen Verteilung gleichméfig verteilt sind.
Dadurch ist es moglich eine Fehlermessung ohne stochastische Einfliisse durch-
zufiihren.

Verglichen wird das MAP-Verfahren mit dem in Kapitel 4.3 vorgestellten,
linearen ecdf-basierten Verfahren, einem verallgemeinerten Histogramm mit ku-
bischen B-Splines, sowie einem Standard-Kernschitzer mit Gauflkern.

In Abbildung 7.5 sind drei erste Experimente abgebildet. Die obere Reihe
stellt die jeweiligen Datenpunkte mit zugehoriger Originaldichte dar, bei der
zwei Normalverteilungen in verschiedenem Abstand iiberlagert worden sind. In
der unteren Reihe ist fiir alle verglichenen Methoden die Summe aus mittle-
rem quadratischen Fehler auf den Datenpunkten und analogem Fehler auf den
Gitterpunkten in Abh#ngigkeit vom Diskretisierungslevel abgebildet. Fiir das
ecdf-basierte-Verfahren und den MAP-Ansatz wurde jeweils ein optimaler Re-
gularisierungsparameter A gewahlt.

An dieser Stelle mag die Darstellung eines datenbasierten Kernschitzers be-



90 KAPITEL 7. NUMERISCHE ERGEBNISSE

MAP mit Gauss Prior ecdf-basiertes Verfahren
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Abbildung 7.6: Die betrachteten Schétzer auf verschiedenem Level (4-8) in jeweils einer
Grafik. Die Originaldichte ist als gestrichelte Linie eingezeichnet.

ziiglich eines Diskretisierungslevels irritieren, da der steuernde Parameter die
Bandbreite der Kernfunktionen ist und lediglich fiir eine diskrete Darstellung
der Losung ein Gitter verwendet wird. Um hier eine Vergleichbarkeit zu den
anderen Verfahren zu schaffen, wurde fiir jedes Beispiel ausgehend von einem
Startwert mit steigendem Level jeweils die Bandbreite halbiert. Ein direkter
Vergleich des Kernschitzers mit den anderen, gitterbasierten Verfahren macht
auf einem festen Level demnach keinen Sinn. Trotzdem kann der Grafik entnom-
men werden wie die bestmdglichen Dichtefunktions-Approximationen aussehen,
da die Ausgangsbandbreiten fiir den Kernschétzer so gewédhlt wurden, dass das
Minimum der Fehlerkurve im Bereich der betrachteten Level liegt.

In den beiden ersten, sehr einfachen Beispielen liefert unser MAP-Verfahren
Resultate, die mindestens ebenso gut sind, wie die der Vergleichsverfahren. Wih-
rend Kernschétzer und Histogramm jeweils ein deutliches Minimum aufweisen,
von dem der Fehler in beide Richtungen stark ansteigt, lassen sich das ecdf-
baiserte Verfahren und das MAP-Verfahren durch eine entsprechende Glattung
besser steuern und liefern stabilere Ergebnisse. Insbesondere fiir das sehr einfa-
che erste Beispiel unterscheiden sich die Fehler dieser Anséitze nur gering. Bereits
beim zweiten Beispiel ist jedoch das nichtlineare Verfahren dem linearen ecdf-
basierten Verfahren {iberlegen und weist auf allen Diskretisierungsleveln einen
geringeren Fehler auf.
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Abbildung 7.7: Drei weitere Beispiele zum Vergleich der Verfahren.

MAP mit Gauss Prior ecdf-basiertes Verfahren

Abbildung 7.8: Die betrachteten Schétzer auf verschiedenem Level (4-8) in jeweils einer
Grafik. Die Originaldichte ist als gestrichelte Linie eingezeichnet.
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MAP mit Gauss Prior  ecdf-basiertes Verfahren = Gauss Kernschaetzer kub. Histogramm
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Abbildung 7.9: Die betrachteten Schétzer mit jeweils bester Parameterkonstellation.
Die Originaldichte ist als gestrichelte Linie eingezeichnet.

Die mit dem dritten Datensatz erzeugten Dichteschétzer der MAP-Methode
unterscheiden sich qualitativ sehr deutlich von denen der Vergleichsverfahren.
Dieser Datensatz enthélt einige wesentliche Schwierigkeiten, die bei der Dich-
teschidtzung auftreten konnen. Eine Anforderung an ein Schitzverfahren sollte
hier eine saubere Trennung der iiberlagerten Gaufsglocken sein. Weiterhin sollte
ein Schétzer in der Breite nicht zu stark oszillieren und trotzdem die volle Spitze
der schmaleren Normalverteilung wiedergeben.

Wie der Fehlerkurve entnommen werden kann, bereitet der Datensatz dem
MAP-Verfahren deutlich weniger Schwierigkeiten als den Vergleichsverfahren.
Der Fehler ist hier ab Level 4 substanziell geringer. Es ist nicht verwunderlich,
dass auf Level 3 auch das MAP-Verfahren einen grofen Fehler aufweist, da bei
diesem Level die Tréger der Basisfunktionen entsprechend breit sind. Insofern
kann hier keines der Verfahren die schmale Gaufkurve gut approximieren.

Um die Stabilitdt des Verfahrens zu verdeutlichen, sind in Abbildung 7.6 fiir
jeden Schéitzer die Losungen auf Level 4 bis 8 jeweils in eine Grafik gezeichnet.
Offensichtlich 14sst sich das MAP-Verfahren sehr gut steuern und neigt auch bei
hoherem Level nicht zum Oszillieren.

Als viertes Beispiel haben wir nun eine weitere Gauftkurve hinzugenommen
und bei allen drei Dichtefunktionen verschiedene Varianzen gewéhlt. In Abbil-
dung 7.9 ist fiir jedes Verfahren die jeweils beste Approximation zusammen mit
der Originaldichte abgebildet. Wie aus Abbildung 7.7 deutlich wird, weist bei
diesem Beispiel auf Level 6 das kubische Histogramm den geringsten Fehler der
verglichenen Verfahren auf, wobei der Fehler bei Erhohung oder Verringerung
des Levels stark ansteigt. Im Gegensatz dazu verliuft die Fehlerkurve des MAP-
Verfahrens wesentlich glatter.

Die Beispiele 5 und 6 stellen Dichtefunktionen dar, wie sie auch in anderen
Arbeiten haufiger als Testfunktionen gewéhlt werden (z.B. [H0099|). Hierbei
fallt auf, dass das optimale Diskretisierungslevel des MAP-Verfahrens fiir diese
Beispiele deutlich hoher liegt. Offensichtlich wird ein gewisses Level bendtigt, um
vor allem den Sprung der Gleichverteilung gut genug rekonstruieren zu konnen.
Trotzdem ist auch bei niedrigerem Level der Fehler vergleichbar mit dem der
anderen Verfahren.

Abbildung 7.8 enthélt wiederum die einzelnen Schétzer auf verschiedenen Le-
vels in einer Grafik. Auch diese in realen Daten wohl nicht zu erwartende Dich-
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Abbildung 7.10: Approximation mit MAP-Verfahren auf Level 6 fiir verschiedene Wahl
von .

tefunktion wird vom MAP-Verfahren gut rekonstruiert.

7.2.3 a-priori Wahl des Regularisierungsparameters

Bei allen bisherigen Experimenten wurde das optimale X fiir das ecdf-basierte
Verfahren und den MAP-Schétzer a-posteriori bestimmt. Welchen Einfluss der
Regularisierungsparameter auf die Losung hat, ist in Abbildung 7.10 fiir das
4. Beispiel verdeutlicht. Wie bereits erwahnt, ist A mit steigendem Diskretisie-
rungslevel exponentiell wachsend zu wihlen. Im Folgenden wird eine Moglichkeit
vorgestellt aus den a-posteriori bestimmten Parametern dieser Beispiele eine
Regel fiir eine a-priori Wahl des Regularisierungsparameters zu erstellen.

In Abbildung 7.11 ist fiir beide Verfahren und die gerade beschriebenen Bei-
spiele der optimale Glattungsparameter A, iiber dem Diskretisierungslevel / in
logarithmischer Skala aufgetragen. Nach Ansicht dieser Grafik liegt es nahe hier
einen Zusammenhang der Form A, = exp(a + (- 1) zu erwarten. Um die Pa-
rameter v und 3 zu bestimmen, mitteln wir \; fiir die 6 Beispiele iiber jedem
Level und fiihren eine lineare Regression der logarithmierten Werte durch. Die
resultierenden Regressionskurven sind in Abbildung 7.11 als gepunktete Linien
eingezeichnet. Ihre genauen Gleichungen lauten fiir eine Datenmenge der Grofe
n = 100:

Aopt (1) = exp(—10.58 +1.71 - ) (MAP-Verfahren)
Aopt(l) = exp(—8.25 +1.38 - 1) (ecdf-basiertes Verfahren).
Geht man zusétzlich von einem umgekehrt proportionalen Verhéltnis von n

und A, aus, wie es anhand diverser Experimente zu vermuten ist, so ergeben
sich die Gleichungen:

Aopt(l,n) = — - exp(—5.98 + 1.71 - 1) (MAP-Verfahren)  (7.2.1)

S|—=31=

Aopt(l,n) = — -exp(—3.65+1.38 - 1)  (ecdf-basiertes Verfahren).  (7.2.2)

Dies konnte also eine Moglichkeit sein, den Parameter A a-priori anhand der
Datenmenge fiir ein bestimmtes Diskretisierungslevel zu wéhlen.

In Abbildung 7.11 ist weiterhin der Zusammenhang zwischen Glattheit der
Originaldichte und Grofe des optimalen Regularisierungsparameters zu sehen.



94 KAPITEL 7. NUMERISCHE ERGEBNISSE

MAP mit Gauss Prior ecdf-basiertes Verfahren
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Abbildung 7.11: Optimales A der 6 Beispiele in Abhéngigkeit vom Diskretisierungslevel.

So verlaufen die Kurven von Beispiel 5 und 6 deutlich unter denen der anderen
Beispiele. Ein optimaler Regularisierungsparameter héngt somit zusétzlich von
der Glattheit der Losung ab.

Alternativ gibt es die Méglichkeit mit Hilfe so genannter Kreuzvalidierungs-
verfahren oder Bootstrap-Methoden ohne Kenntnis der Losung den Glattungs-
parameter vorab zu bestimmen (siehe [Sc092]). Auf eine detailliertere Analyse
verzichten wir jedoch im Rahmen dieser Arbeit.

Wie wir bereits in den univariaten Beispielen gesehen haben, liefert das ent-
wickelte MAP-Verfahren sehr gute Ergebnisse, die fiir spezielle Dichtefunktionen
sogar eine ganze Ordnung besser als die der verglichenen Verfahren sind. Pro-
blematisch bleibt dabei die Wahl der optimalen Eingangsparameter. So lassen
sich statt der bisher verwendeten kubischen B-Splines andere Basisfunktionen
verwenden. Diese haben wieder Einfluss auf die Lage des optimalen Regularisie-
rungsparameters, da sie je nach Gestalt und Trager die Regularitit der Losung
beeinflussen. Des weiteren konnte man statt dem hier verwendeten Gradienten
andere Regularisierungs-Operatoren verwenden. Setzt man beispielsweise hohe-
re Ableitungen an, ist ein geringeres A notig um eine vergleichbare Gléttung zu
erreichen.

Insgesamt sind die eindimensionalen Experimente viel versprechend. Insbe-
sondere fiir Dichtefunktionen die &hnlich wie das dritte Beispiel mehrere, unter-
schiedlich breite Verteilungen aufweisen, ist das MAP-Verfahren den Vergleichs-
verfahren deutlich iiberlegen. Im néchsten Teilkapitel wird das Verfahren in zwei
Dimensionen untersucht.

7.3 Zweidimensionale Experimente

In den bisher betrachteten Beispielen ist jeweils mit einem vollen Gitter gearbei-
tet worden, welches im univariaten Fall mit dem diinnen Gitter iibereinstimmt.
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Abbildung 7.12: Konvergenzverhalten der Diinngitterlésung (links) im Vergleich zur
Vollgitterlosung (rechts) fiir verschieden grofe Datensétze.

Erst fiir zweidimensionale Datensitze kann zwischen den Diskretisierungstech-
niken unterschieden werden. Der folgende Absatz untersucht dazu zunéchst das
Verhalten der diskreten Losung auf dem diinnen Gitter im Vergleich zum vol-
len Gitter. Anschliefend wird anhand von simulierten Beispieldatensitzen die
Giite der mit einem diinnen Gitter erzielten Approximation untersucht. Als
Dampfungsparameter wird in den folgenden Beispielen w = 0.5 gewdhlt und
die Tteration bei einem Residuum von 107 bzw. nach maximal 30 Iterationen

beendet.

7.3.1 Konvergenz der diskreten Losung

Zur Konvergenzanalyse werden Dichtefunktionen vorgegeben, aus denen Daten-
sdtze simuliert werden. Konvergenz heifst wiederum, dass fiir groftes n die Ap-
proximation gegen die Originaldichte konvergieren sollte. Wir simulieren dazu
nach einer vorgegebenen Originaldichte Datensitze mit Hilfe der in MATLAB
integrierten Funktion normrnd. Die gewdhlten Originaldichten sind dementspre-
chend Summen von mehreren iiberlagerten Normalverteilungsdichten.

Fiir die Konvergenzanalyse verwenden wir nach der Dichtefunktion aus Ab-
bildung 7.14 verteilte Datensétze verschiedener Grofe. In Abbildung 7.12 ist der
Fehler auf dem Diskretisierungsgitter in Abh#ngigkeit vom Level fiir Datensét-
ze bestehend aus 1200, 12000, 120 000 und 1.2 Millionen Punkten aufgetragen.
Der linke Teil stellt das Konvergenzverhalten auf dem diinnen Gitter dar, der
rechte entsprechend auf dem vollen Gitter. Analog zum univariaten Beispiel re-
duziert sich der Fehler fiir beide Dikretisierungsvarianten je nach Datenmenge
bis zu einem bestimmten Level und steigt dann wieder an. Je grofer die An-
zahl an Punkten ist, desto hoher ist das entsprechende optimale Level, bevor der
Bereich der Uberanpassung beginnt. Tabelle 7.2 stellt fiir beide Diskretisierungs-
techniken die relative Abnahme des Fehlers im Vergleich zum néchstgroberen

Level dar.
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-1 —
Level [ Aj@iijigg \/ ]‘]@ % %f:
3 2.1250 1.5945
4 1.9497 2.6888
5 1.8369 3.0426
6 2.3499 2.7043
7 1.3959 1.3907
8 0.7283 0.8246

Tabelle 7.2: Konvergenzverhalten bei 1,2 Millionen Datenpunkten und A = 0.1 auf dem
diinnen Gitter (links) im Vergleich zum vollen Gitter (rechts).

Ebenfalls analog zum eindimensionalen Fall muss hier mit dem Level auch
der Regularisierungsparameter angepasst werden, um die Glattheit der Losung,
die durch Vorgabe der Ansatzfunktionen mit beeinflusst wird, zu steuern.

Abbildung 7.13 zeigt fiir wachsendes n das Konvergenzvehalten der Diinngit-
terdiskretisierung verglichen mit der Losung auf dem vollen Gitter bei jeweils
optimaler Wahl des Regularisierungsparameters. In der linken Grafik ist fiir
unterschiedliche Diskretisierungslevel der beiden Diskretisierungen der jeweils
optimale Regularisierungsparameter in Abhéngigkeit von der Anzahl an Daten-
punkten n dargestellt. In der rechten Grafik ist die Entwicklung des zugehorigen
mittleren quadratischen Fehlers abgebildet.

Sowohl bei der Vollgitterlosung als auch auf dem diinnen Gitter ist analog
zum univariaten Fall ein umgekehrt proportionales Verhéltnis zwischen Gréfe
der Datenmenge und optimalem Regularisierungsparameter festzustellen. Bei
vier mal so grofser Datenmenge ist A jeweils zu Halbieren.

In der rechten Abbildung ist ein dhnlicher Abfall des Fehlers fiir die verschie-
denen Diskretisierungstechniken zu beobachten. Jedoch flacht der Fehler der
Diinngitterlosung, wie aufgrund der O(h?log(h)@~)-Konvergenz der diinnen
Gitter zu erwarten ist, bereits bei kleineren Datenmengen ab. Auf dem vollen
Gitter bleibt die Konvergenzrate stabiler (siehe Tabelle 7.3). Ein analoger Ef-
fekt tritt hier nur auf Level 4 ein. Sind die Datenmengen also sehr grofs, ist
auch das Diskretisierungslevel entsprechend gréfser zu wihlen, um eine optimale
Approximation zu erzielen.

Weiterhin wird ersichtlich, dass auf dem diinnen Gitter wesentlich weniger
stark geglattet werden muss. Dies kann durch die Struktur der anisotropen Teil-
gitter begriindet werden, die bereits eine Glattung implizieren.

Abbildung 7.15 verdeutlicht den unterschiedlichen Einfluss des Regularisie-
rungsparameters fiir beide Diskretisierungstechniken. Fiir dieses Beispiel ist der
Fehler minimal fiir eine Vollgitterdiskretisierung vom Level 4. Fiir Level 5 und
6 ist hingegen der Fehler auf dem diinnen Gitter kleiner als auf dem vollen
Gitter. Hier kommt die durch die Teilgitter impilzierte Glattung zum Tragen.
Die optimalen Regularisierungsparameter auf dem diinnen Gitter sind daher
wesentlich kleiner zu wihlen als auf einem vollen Gitter mit analoger minimaler
Maschenweite.
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Abbildung 7.13: Das Konvergenzverhalten der Losung auf dem diinnen Gitter vergli-
chen mit der Losung auf dem vollen Gitter. Abgebildet ist das jeweils
optimale A in Abhéngigkeit von der Anzahl an Datenpunkten n (links),
sowie der zugehorige Fehler (rechts) fiir die Level 4-6.

Level 5 Level 6

MSE, ™! MSE, ! MSE, ™! MSE, !

n \/ MSE]! \/ MSE \/ MSE]! \/ MSEL
1200 1.4133 1.5017 1.3094 1.4540
4800 1.4617 1.2722 1.5051 1.2762
19200 1.8586 1.8673 1.9301 1.7699
76800 1.3537 1.6593 1.5818 1.3511
307200 1.1472 1.6757 1.4554 1.6318
1228800 1.0851 2.0466 1.1449 1.7773

Tabelle 7.3: Relative Abnahme des L2-Fehlers bei grofer werdenen Datensiitzen auf
dem diinnen Gitter (dg) im Vergleich zum vollen Gitter (vg)
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Abbildung 7.14: 1. Beispiel einer Dichteschétzung. In der Mitte sind die 12 000 Daten-
punkte mit Hohenlinien der rechts gezeigten Originaldichte abgebil-
det. Links sind fiir das MAP-Verfahren und das kubische Histogramm
die mittleren quadratischen Fehler auf jeweiligem Diskretisierungslevel
abgebildet.
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Abbildung 7.15: Experiment mit 12000 Datenpunkten. Links ist der Fehler fiir drei
verschiedene Level in Abhingigkeit vom Regularisierungsparameter \
fiir die Losung auf dem diinnen Gitter im Vergleich zum vollen Gitter
dargestellt.
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Abbildung 7.16: Experiment mit 12000 Datenpunkten auf Level 5 fiir verschiedene
Glattungsparameter. Die obere Reihe enthilt die Diinngitterlosungen
und entsprechend die untere die Losung auf einem vollen Gitter.

Um die unterschiedliche Gestalt der jeweiligen Losungen zu veranschaulichen,
stellt Abbildung 7.16 verschiedene Losungen auf einem Diskretisierungslevel von
5 dar. Die zugrundeliegende Originaldichte ist die gleiche wie bisher mit einem
aus 12000 Punkten bestehenden Datensatz. Die obere Reihe stellt die Diinn-
gitterlosung fiir drei verschieden grofse Werte von A dar. In der unteren Reihe
ist analog die Losung auf einem vollen Gitter dargestellt. Bei iiberméfig starker
Glattung (A = 10) ist die Struktur der anisotropen Teilgitter zu erkennen, die
zu einem ,Verschmieren“ in den Koordinatenrichtungen fiihrt.

Daraus folgernd entstand die Idee den Glattungsparameter nicht fiir alle ani-
sotropen Teilgitter der Kombinationslosung gleich zu wihlen, sondern separat
auf jedem enthaltenen Gitter ein eigenes A, 1,y zu bestimmen. Dazu wurden
die jeweiligen Losungen auf den anisotropen Teilgittern fiir verschiedene A auf-
gestellt und der Fehler gegen die Originaldichte gemessen. Um eine Vergleich-
barkeit zu schaffen, wurde hier die Teilgitterlosung auf ein volles dquidistantes
Gitter interpoliert. Als ein Beispiel ist in Abbildung 7.17 der Fehler der Teilgitter
des diinnen Gitters auf Level 6 gegen den Regularisierungsparameter abgetra-
gen. Hierbei ist der Fehler auf fast allen Teilgittern fiir ein minimales A am
geringsten. Trotzdem ist diese Konstellation in der Summe nicht optimal (siehe
Abbildung 7.15).

Offensichtlich ergibt sich die optimale Glattung erst durch Kombination der
Teillosungen, so dass dieses Vorgehen keinen Erfolg bringt. Um hier eine weitere
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Abbildung 7.17: Optimale Wahl von A auf den anisotropen Teilgittern des diinnen Git-
ters vom Level 6. Links die mit +1 gewichteten Gitter; rechts analog
mit —1 gewichtete Teilgitter.

Verbesserung zu erzielen, miissten die Koeffizienten der Kombinationstechnik,
die alle 1 oder —1 sind (siehe Gleichung (6.3.5)), in einer separaten Maximie-
rungsroutine optimiert werden. In [HGCO05| und |Gar06| stellen die Autoren
einen derartigen Ansatz fiir Regressionsaufgaben unter dem Namen Opticom
vor. Dort wird er bereits fiir Regressions- und Klassifikationsaufgaben einge-
setzt.

7.3.2 Zweidimensionale simulierte Datensatze

In Abbildung 7.18 sind fiir drei verschiedene Beispiele 12 000 Datenpunkte nach
einer vorgegebenen Dichte simuliert und der Fehler auf verschiedenem Diskreti-
sierungslevel fiir ein optimales A berechnet worden. Abgebildet ist rechts jeweils
die Originaldichte und links der mittlere quadratische Fehler auf den Gitter-
punkten des MAP-Ansatzes, verglichen mit analoger Fehlernorm fiir ein kubi-
sches Histogramm. In der Mitte sind die verwendeten Datenpunkte mit den
Hohenlinien der Originaldichte abgebildet.

Das kubische Histogramm eignet sich hier als Vergleichsverfahren, da die
zugrunde liegenden Ansatzfunktionen identisch zu denen des MAP-Verfahrens
sind. Es zeigt sich analog zu den univariaten Beispielen, dass das Verfahren sehr
stabile Ergebnisse liefert, die in vielen Fillen eine ganze Ordnung besser sind als
die des Vergleichsverfahrens. Weiterhin ist auch hier das optimale Diskretisie-
rungslevel abhingig von der Gestalt der Originaldichte. Wahrend im obersten
Beispiel von Grafik 7.18 der Fehler bereits auf Level 2 minimal ist, wird im
mittleren Beispiel das Minimum erst bei Level 6 erreicht.

Abbildung 7.19 zeigt fiir verschiedene Verfeinerungsstufen die unterschiedliche
Gestalt der Dichteschétzer. Das MAP-Verfahren ldsst sich offenbar auch mit
einer Diinngitterdiskretisierung gut steuern.

Um auch bei unbekannter Originaldichte eine Grofenordnung des Regularisie-
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Abbildung 7.18: Verschiedene Beispiele mit jeweils 12000 Datenpunkten. Abgebildet
ist der mittlere quadratische Fehler auf dem Diskretisierungsgitter fiir
die verglichenen Verfahren in Abhéngigkeit vom Level (links), die Ein-
gabedaten mit Hohenlinien der Originaldichte (Mitte) sowie die zu
rekonstruierende Dichtefunktion (rechts).
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Abbildung 7.19: Vergleich der Losungen des MAP-Verfahrens mit denen des kubischen
Histogramms auf Level 4 (oben) bis Level 6 (unten) fiir einen aus
12000 Punkten bestehenden Datensatz
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rungsparamters vorgeben zu kénnen, fithren wir analog zu den eindimensionalen
Beispielen eine Regressionanalyse der a-posteriori bestimmten Regularisierungs-
parameter in Abhéngigkeit vom Level durch. Als Regel fiir die optimale Wahl
von A erhalten wir damit unter Annahme eines umgekehrt proportionalen Zu-
sammenhangs zwischen Datenmenge und Regularisierungsparameter:

1
Aopt(l,n) = 7 exp(—5.75 4+ 1.41 - 1).
Im néchsten Abschnitt wird das implementierte Verfahren auf einige reale
Datensitze angewendet.

7.4 Anwendungsbeispiele auf realen Daten

Die bisher verwendeten Datenséitze sind durch geeignete Simulationen erzeugt
worden. Solch regelméfige Strukturen sind in realen Daten jedoch nur sehr selten
zu beobachten. In den folgenden Beispielen ist der Gldttungsparameter jeweils
nach obiger Regel gewdhlt worden. Ein passendes Diskretisierungslevel wurde
a-posteriori nach Ansicht der Dichten gewahlt.

Old Faithful Geyser

Der bereits in Kapitel 4 verwendete Datensatz des ,Old Faithful Geysers® ist
wohl der am meisten verwendete Datensatz in bestehender Literatur zur Dich-
teschitzung [Sil86],[Sco92]. Die 107 Werte stellen jeweils die Zeit zwischen zwei
Ausbriichen des Geysirs dar.

MAP mit Gauss Prior ecdf-basiertes Verfahren

0 kol Kok X K Fk SRR HMRHRHORMRH K K
1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Gauss Kernschaetzer kub. Histogramm
47 \ 5-
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| /| 3r
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Abbildung 7.20: Dichteschétzung des Old Faithful Geyser-Datensatzes.

In Abbildung 7.20 ist fiir diesen Datensatz die approximierte Dichtefunktion
der verschiedenen Verfahren auf Level 6 angegeben. Der Regularisierungspara-
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Abbildung 7.21: 1D Dichteschétzungen der Blut-Fett-Konzentrations-Daten auf Level
5. In der oberen Reihe fiir den kompletten Datensatz; unten getrennt
nach den Patientengruppen.

meter A ist hierbei nach den Regeln aus (7.2.1) und (7.2.2) gewéhlt worden. Fiir
dieses Beispiel weisen die jeweiligen Schitzverfahren &hnliche Ergebnisse auf.

Blut-Fett-Konzentrations Daten
Der hier untersuchte Datensatz stammt aus dem Buch [Sco92] von ScoTT. Die
Daten bestehen aus Cholesterin- und Triglycerid-Werten des Blutplasmas von
371 ménnlichen Patienten. Davon wiesen 51 Patienten keinerlei Anzeichen eines
Herzinfarktes auf. Bei den restlichen 320 Patienten wurden Verengungen der Ar-
terien festgestellt. Um hier eventuell einen Zusammenhang aufzeigen zu kénnen,
fithren wir eine Dichteschétzung sowohl der gesamten Datenmenge als auch fiir
beide Patientengruppen separat durch. In Abbildung 7.21 ist in der oberen Rei-
he fiir beide Messwerte jeweils eine Dichteschidtzung auf Level 5 durchgefiihrt
worden. In der unteren Reihe sind die beiden Gruppen separiert untersucht
worden. Die Dichtekurve der Patienten mit Anzeichen auf eine Verengung der
Arterien ist leicht nach rechts versetzt. Eine mogliche Schlussfolgerung wire,
dass ein Zusammenhang zwischen erhohten Chlosterin-Werten und Verengung
der Arterien besteht.

Abbildung 7.22 stellt links eine zweidimensionale Dichteschédtzung des kom-
pletten Datensatzes auf Level 5 dar. In der rechten Grafik sind die einzelnen
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Abbildung 7.22: 2D Dichteschétzung der Blut-Fett-Konzentrations-Daten auf Level 5
mit A = 0.01

Messwerte nach Patientengruppe getrennt markiert. Die Dichtefunktion lésst
hier zwei Zentren vermuten, die Interpretation soll jedoch einem Fachkundigen
iiberlassen werden.

Iris Daten

Der Iris-Datensatz stammt aus dem MACHINE LEARNING REPOSITORY [UniO6]
der University of California. Er besteht aus Messungen zu 150 Pflanzen, die
zur Gattung der Iris (Lilien) gehoren. Jeweils 50 Pflanzen gehoren einer spezi-
ellen Klasse an. Unterschieden wird in ,Iris Setosa“, ,Iris Versicolor” sowie ,lris
Virginica®. Gemessen wurde fiir jede Pflanze die Breite des Kelchblattes (sepal
width), die Lange des Kelchblattes (sepal length) und die Breite und Lénge des
Bliitenblattes (petal length, bzw. petal width). Das Ziel ist eine Zuordnung der
Pflanzen zu der jeweiligen Klasse anhand der vier Messungen.

Zunichst untersuchen wir den Datensatz in jeder Dimension einzeln. Bereits
hier wird deutlich, dass zumindest eine Klasse leicht linear separiert werden kann
(Abbildung 7.23 untere Reihe). So scheint sich bei einer Sorte die Form des Blii-
tenblattes deutlich von den anderen zu unterscheiden, wihrend die Kelchform
recht gleichméfig verteilt ist. Die Dichtefunktion unten rechts legt jedoch nahe,
dass die beiden anderen Klassen ebenfalls getrennt werden kénnen. Um dies ge-
nauer zu untersuchen, fithren wir eine zweidimensionale Dichteschitzung durch.
Abbildung 7.24 zeigt eine Dichteschédtzung fiir zwei Merkmalskombinationen
der betrachteten Pflanzen. In der oberen Reihe sind die Lange und Breite des
Kelchblattes verwendet worden. Unten sind die Breite der Bliite und die Breite
des Kelches als Eingangsdaten genommen worden. Ganz rechts sind die Daten-
punkte mit verschiedenen Farben fiir die einzelnen Klassen dargestellt. In der
oberen Grafik sieht man nochmal eine saubere Trennung einer der drei Pflan-
zensorten. Mit Hilfe der unten abgebildeten Dichtefunktion ist zusétzlich eine
Trennung der restlichen beiden Klassen moglich. Hier ist durch Kombination
zweier Merkmale eine Trennung der Klassen moglich, die anhand der eindimen-
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Abbildung 7.23: 1D Dichteschétzungen auf Level 5 der Komponenten des Iris-
Datensatzes.
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Abbildung 7.24: 2D Dichteschétzung des Iris-Datensatzes auf Level 4. Rechts sind die
verschiedenen Sorten der Lilien in unterschiedlichen Farben darge-
stellt.
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Abbildung 7.25: Links 2D Dichteschitzung des Abalone-Datensatzes auf Level 5.
Rechts ein Scatterplot der Messwerte.

sionalen Dichtefunktionen noch nicht realisierbar war.

Abalone Daten

Der hier prasentierte Datensatz stammt ebenfalls vom MACHINE LEARNING
REPOSITORY [Uni06] der University of California und besteht aus Messdaten
von 4170 Ohrschnecken, auch Seeohr genannt. Diese Tiere sind in Japan eine be-
gehrte Delikatesse und werden daher systematisch untersucht. Die Zielsetzung
ist eine Altersbestimmung anhand der Messdaten. Dieses Beispiel wird ange-
fiihrt, um den Vorteil einer Dichteschétzung bei der Prisentation und Analyse
von Daten gegeniiber klassischen Methoden zu verdeutlichen. In Abbildung 7.25
sind auf der rechten Seite Lénge und Hohe der Schalen fiir alle vermessenen Tie-
re in einem so genannten Scatterplot dargestellt. Da die Messwerte ganzzahlige
Millimeterwerte sind, liegen an vielen Stellen mehrere Messwerte iibereinander.
Im Gegensatz dazu liefert die auf der linken Seite von Abbildung 7.25 dargestell-
te Dichteschidtzung wesentlich mehr Informationen. So wird hier deutlich, dass
es drei Zentren der Verteilung gibt, an denen besonders viele Punkte liegen. Im
einfachen Scatterplot ist diese Struktur nicht zu erkennen.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine neue, nichtlineare Methode der Dichteschadtzung vor-
gestellt, die klassische, statistisch motivierte Ansétze mit effizienten Verfahren
der numerischen Mathematik verbindet.

Es wurde in die Theorie der Dichteschétzung eingefiithrt und bekannte, hiufig
verwendete Verfahren wurden vorgestellt. Zwei bestehende Ansétze, die mit Re-
gularisierungsnetzwerken [HHR99] beziehungsweise Support-Vektor-Maschinen
[MV99| arbeiten, wurden angefithrt und ein neues, ebenfalls als Regularisie-
rungsnetzwerk darstellbares Verfahren wurde daraus entwickelt. Sowohl viele
bestehende Verfahren der Dichteschédtzung, als auch das in Kapitel 4 vorgestell-
te ecdf-basierte Verfahren, resultieren durch Wahl einer quadratischen Kosten-
funktionen in linearen Gleichungssystemen. Im Gegensatz dazu ist bei dem in
den Kapiteln 5 und 6 vorgestellten Mazimum a-posteriori Ansatz mit exponen-
tiellen Familien und Gaufl-Prior ein nichtlineares Gleichunssystem zu losen.
Dabei wird ein iiblicherweise in der Statistik zur parametrischen Dichteschét-
zung verwendetes Maximum-a-posteriori-Verfahren auf unendliche Parameter-
vektoren bzw. Parameterfunktionen erweitert. Durch Verwendung exponentiel-
ler Familien von Verteilungen bleibt sehr viel Spielraum fiir die zu bestimmende
Parameterfunktion, so dass ein solches Verfahren fiir eine grofe Klasse von Dich-
tefunktionen anwendbar ist.

Die Nichtlinearitit wurde mit einer lokal quadratischen Approximation an
das Zielfunktional behandelt, die in der geddmpften Variante mit Konvergen-
zordnung 1 gegen die Losung konvergiert. In der ungeddmpften Variante fillt
die Konvergenz sogar quadratisch aus, kann aber nicht fiir alle Startwerte und
Regularisierungsterme garantiert werden. Es entsteht ein iteratives Verfahren,
welches in jeder Iteration ein lineares Gleichungssystem 16st. Durch Verwendung
diinner Gitter zur Diskretisierung ist es moglich moderat hochdimensionale Pro-
bleme zu behandeln und den Fluch der Dimension zu einem gewissen Teil zu
umgehen. Da die Datenmenge nur linear in die Komplexitidt eingeht, ist das
vorgestellte Verfahren fiir sehr grofse Datensétze geeignet.

Anhand numerischer Experimente wurde das Konvergenzverhalten des Ver-
fahrens fiir verschieden grofse Datensdtze analysiert und die steuernden Para-
meter untersucht. Dabei wurden unterschiedliche Auswirkungen des Glattungs-
parameters auf dem diinnen Gitter im Vergleich zum vollen Gitter beobachtet,
die durch die Struktur der anisotropen Teilgitter resultieren. Die gemessenen
Fehler der Diinngitterdiskretisierung unterscheiden sich nur gering von denen
der Diskretisierung mit einem vollen Gitter. Je nach Diskretisierungslevel und
Datenmenge liefert das diinne Gitter sogar bessere Ergebnisse. Weiterhin konnte
festgestellt werden, dass sich die resultierenden Approximationen mit Hilfe der
Eingabeparameter sehr gut steuern lassen und stabile Ergebnisse liefern.

Die hohe Qualitdt des resultierenden Schitzers wurde anhand simulierter ein-

109
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und zweidimensionaler Datensédtze verifiziert. Beim Vergleich mit anderen klas-
sischen Verfahren wurden insbesondere fiir Dichtefunktionen, die mehrere un-
terschiedlich breite Zentren aufweisen, deutlich geringere Fehler gemessen. Der
durch die Nichtlinearitdt verbundene Mehraufwand gegeniiber linearen Dichte-
schiatzungsverfahren lésst sich damit rechtfertigen.

Als Erweiterung der bisherigen Arbeit sind Experimente auf héherdimensio-
nalen Datenmengen von Interesse, wobei dimensionsadaptive Ansétze, wie sie
bereits in [Gar04] fiir Regressions- und Klassifikationsaufgaben verwendet wer-
den, zu untersuchen sind. Bei den numerischen Experimenten wurde ein grofer
Unterschied der Auswirkung des Glattungsparameters festgestellt. Um hier eine
Verbesserung zu erzielen, konnten in einer separaten Routine die Koeffizienten
der Kombinationstechnik fiir jedes anisotrope Teilgitter optimiert werden. Ein
solches Verfahren wird unter dem Namen Opticom bereits zur Regression erfolg-
reich eingesetzt [Gar06]. In dem Zusammenhang ist zusédtzlich eine Parallelisie-
rung des Verfahrens moglich, welche fiir die Kombinationstechnik in natiirlicher
Weise umsetzbar ist.

Um sehr hochdimensionale Datensétze mit relativ wenigen Datenpunkten be-
handeln zu kénnen, kann als Erweiterung der Kern-basierte Ansatz des nichtli-
nearen Zielfunktionals weiter verfolgt werden, wofiir die entstehenden nichtlinea-
ren Integralgleichungen geeignet zu 16sen sind. Auf diese Weise erhélt man ein
zweites nun datenbasiertes Verfahren, so dass je nach Gestalt der Datenmenge
ein passendes Verfahren zur Verfiigung steht.
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