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Einleitung

Seit den berithmten Arbeiten von F. Black, R. Merton und M. Scholes 1973 [BS] ist der sy-
stematische Handel mit Optionen weltweit massiv angewachsen und hat sich inzwischen als ein
umfangreiches und eigenstindiges Segment im Investmentgeschéft etabliert. Optionen sind Fi-
nanzvertrage, die ihrem Halter das Recht einrdumen, einen zugrundeliegenden Basiswert, z.B.
eine Aktie oder eine Devise, zu einem festgelegten Preis an einem zukiinftigen Zeitpunkt kaufen
oder verkaufen zu diirfen. Mittlerweile sind sie als Mittel zur Risikoabsicherung von Handels-
geschiften und Finanzanlagen oder als Mittel zur Spekulation auf den Finanzmérkten nicht
mehr wegzudenken. Allein in Deutschland wurden im letzten Jahr Optionen im Wert von 150
Mrd. Euro umgesetzt (Quelle Dt. Bank). Sie werden sowohl in standardisierter Form an den
Borsen angeboten, als auch individuell auf Kundenbediirfnisse zugeschnitten. Insbesondere im
zweiten Fall kann sich der Preis eines solchen Finanzvertrages nicht aus dem Verhéltnis von An-
gebot und Nachfrage ergeben, sondern es wird ein sogenannter fairer Preis durch eine geeignete
mathematische Modellierung und Berechnung bestimmt.

Man unterscheidet zwischen Europdischen und Amerikanischen Optionen. Unter bestimmten
Annahmen an den Finanzmarkt wird in [BS] nachgewiesen, dass der faire Preis einer Eu-
ropéischen Option ein Randwertproblem zu einer instationdren Diffusions—Konvektions—Reak-
tions—Gleichung zweiter Ordnung, der sogenannten Black—Scholes Gleichung, erfiillt. Fiir die-
ses Randwertproblem kann relativ einfach eine analytische Losung angegeben werden. Ame-
rikanische Optionen, die den mit Abstand gréfiten Teil der an den Boérsen gehandelten Op-
tionen ausmachen, diirfen im Gegensatz zu Européischen Optionen jederzeit ausgeiibt wer-
den. Bei der Bewertung wirkt sich dieses zusétzliche Recht insofern aus, dass nun ein Rand-
wertproblem zur Black—Scholes Gleichung in einem Gebiet gelost werden muss, dessen Rand
als Teil des Problems mitzubestimmen ist. Man spricht dann von einem freien Randwert-
problem, in dem der freie Rand den sogenannten optimalen Ausiibungszeitpunkt der Option
definiert. Fiir dieses Problem ist trotz der groflen praktischen Relevanz bisher keine analy-
tische Losung im Sinne einer geschlossenen Losungsformel bekannt und kann vielleicht auch
nicht erreicht werden. Daher ist die Konstruktion und Analyse analytischer Approximationen
und effizienter und flexibler numerischer Verfahren weiterhin Gegenstand aktiver Forschung (s.
[Bl, BR, BjS, CP, DH, FV, HW, JLL, Oo, Me, Zh2]).

Freie Randwertprobleme tauchen in verschiedenen Gebieten der Angewandten Mathematik auf.
Sie sind generell schwieriger zu behandeln als klassische Randwertprobleme und es sind nur in
wenigen Ausnahmefillen analytische Losungen bekannt. In vielen Féllen, z.B. bei Hindernis-
problemen, zu denen auch die Bewertung Amerikanischer Optionen gehort, lassen sie sich so
umformulieren, dass der freie Rand in der neuen Formulierung nicht mehr explizit auftaucht.
Bei entsprechend schwacher Formulierung ist jetzt eine Variationsungleichung oder dquivalent
dazu ein Minimierungsproblem iiber einer konvexen Menge zu l6sen.

Bei einer geeigneten Diskretisierung lasst sich dieses iterativ mit einer projektiven Variante des
klassischen Gauss-Seidel Verfahrens (s. [Cr]) 16sen. Die Konvergenz des Verfahrens ist bei kleinen
Gitterweiten zwar sehr langsam, sie ldsst sich aber mit dem Einsatz von Mehrgittertechniken
ahnlich wie bei Randwertproblemen beschleunigen (s. [BC, HM, Ho, Kol, Ko2, Kr, Ma, Oo]).



Die prinzipielle Schwierigkeit bei der Konstruktion solcher Mehrgitterverfahren ist es, den freien
Rand bzw. die Hindernisfunktion so auf groberen Gittern darzustellen, dass die Grobgitter-
korrektur moglichst effektiv ist, die korrigierte Losung die konvexe Losungsmenge aber nicht
verlédsst.

Bei den monotonen Mehrgitterverfahren (MMG) aus [Kol| wird dies durch die Verwendung
spezieller, sogenannter monotoner und quasioptimaler Restriktionsoperatoren fiir die Hindernis-
funktion erreicht. Auf diese Weise kann nachgewiesen werden, dass das Verfahren besonders
robust ist. Ein systematisches Anpassen der Basisfunktionen an die Position des freien Ran-
des fithrt zur abgeschnittenen Variante (TrMMG) des monotonen Mehrgitterverfahrens und zu
deutlich schnellerer Konvergenz. In numerischen Tests stellt man hier asymptotisch &hnliche
Konvergenzraten wie bei Standard—Mehrgitterverfahren fest.

Die Arbeit [Kol] bleibt, wie sédmtliche mir bekannte Arbeiten zu Mehrgitterverfahren fiir freie
Randwertprobleme, auf stetige, stiickweise lineare Ansatzfunktionen zur Diskretisierung des kon-
tinuierlichen Problems beschrinkt. Diese werden haufig als Hutfunktionen bezeichnet. In der Fi-
nanzmathematik sind jedoch moglichst gute Ndherungen an die Ableitungen der Losung ebenso
wichtig wie die Bestimmung der Losung selbst. Die Ableitungen haben grofle Bedeutung als Risi-
kokennziffern, die ben6tigt werden, um an die Marktsituation angepasste Absicherungsstrategien
fiir Aktien— oder Options—Portfolios ableiten zu kénnen. Die Verwendung glatter Ansatzfunk-
tionen hat hierbei im Vergleich zu Hutfunktionen den Vorteil, dass die hoheren Ableitungen
wesentlich genauer bestimmt werden koénnen.

Gegenstand dieser Arbeit ist es, die Konstruktion und die Theorie der monotonen Mehrgitter-
verfahren aus [Kol| auf beliebig glatte Ansatzfunktionen zu verallgemeinern und die Verfahren
zur Bestimmung von Werten und Risikokennziffern FEuropéischer und Amerikanischer Optionen
anzuwenden. Als Basisfunktionen werden B-Splines verwendet. Aufgrund der Positivitdt der
B-Spline-Basisfunktionen sind sie zur Konstruktion monotoner und quasioptimaler Restrikti-
onsoperatoren weitaus besser geeignet als die durch Hermite Interpolation bestimmten nodalen
C' — glatten FiniteElemente-Funktionen. AuBerdem sind sie aufgrund ihrer Verfeinerungsei-
genschaften fiir den Einsatz in Mehrgitterverfahren priadestiniert.

Das erste Kapitel beinhaltet die Grundlagen der Optionsbewertung im Rahmen des Black—
Scholes Modells. In Abschnitt 1.1 werden zunéchst die wichtigsten Arten von Optionsvertrigen
und das wichtige Prinzip eines arbitragefreien Marktes eingefiithrt. Man unterscheidet hierbei
zwischen Kaufoptionen (Call) und Verkaufsoptionen (Put). Es wird veranschaulicht, wie Optio-
nen zur Risikoabsicherung oder zur Spekulation verwendet werden kénnen. Auflerdem wird der
Satz von Merton und die sogenannte Put—Call-Paritéit behandelt. Damit ist motiviert, warum
im weiteren Verlauf dieser Arbeit nur Amerikanische Verkaufsoptionen und Européiische Kaufop-
tionen betrachtet werden. In Abschnitt 1.2 wird das Black—Scholes Modell eingefiihrt. Unter den
Modellannahmen, zu denen im Wesentlichen die Annahmen eines arbitragefreien Marktes und
von log—normal verteilten Aktienkursen gehoren, wird zunéichst das Randwertproblem hergelei-
tet, welches den fairen Wert einer Européischen Optionen bestimmt und fiir das eine analytische
Losung in Form der beriihmten Black—Scholes Formel bekannt ist. Danach wird das instationére
freie Randwertproblem vorgestellt, welches bei der Bewertung Amerikanischer Optionen auf-
tritt und in den nachfolgenden Kapiteln numerisch gelost wird. In Abschnitt 1.3 werden die
in der Praxis wichtigen Risikokennziffern Delta, Gamma und Theta eingefiihrt, die den Ab-
leitungen des Optionswertes entsprechen und den Einsatz von Verfahren héherer Ordnung zu
ihrer prazisen Bestimmung erfordern. Eine Literaturiibersicht {iber Verfahren zur Bewertung von
Amerikanischen Optionen findet sich in Abschnitt 1.4. Zu den verbreitesten Methoden zdhlen
Baumverfahren, Finite-Differenzen bzw. Finite—Elemente—Verfahren und analytische Approxi-
mationen. Die Inhalte von Kapitel 1 sind im Wesentlichen den Biichern [Hu, Sa, WHD2, Se]
entnommen.



Im zweiten Kapitel wird ein Finite-Elemente—Verfahren zur Losung des freien Randwertpro-
blems beschrieben, welches in Kapitel 1 zur Bewertung Amerikanischer Optionen hergeleitet
wurde. Diese Abschnitte orientieren sich eng an den Darstellungen in [Se, WHD1]. Dort ist das
Verfahren fiir Hutfunktionen beschrieben. Es wird in der vorliegenden Arbeit auf B-Spline—
Ansatzfunktionen beliebiger Glattheit verallgemeinert. Es wird gezeigt, dass die damit verbun-
denen Schwierigkeiten bei der Modellierung der Randdaten umgangen werden kénnen, indem die
schwache Form des Problems im Unterschied zu [Se, WHD1] auf homogene Randdaten reduziert
wird. In Abschnitt 2.2 wird zunéchst die schwache Form des freien Randwertproblems hergelei-
tet. Die Black—Scholes Gleichung wird dafiir in die Warmeleitungsgleichung transformiert und
auf homogene Randdaten reduziert. Finite-Differenzen Diskretisierung in der Zeit und Finite—
Elemente Diskretisierung im Ort fiihren im Abschnitt 2.3 zur vollstindig diskreten Form. Das
hieraus resultierende Minimierungsproblem iiber einer konvexen Menge im R? lisst sich nun mit
dem projektiven Gauss—Seidel-Verfahren l6sen. Es wird in Abschnitt 2.6 beschrieben. Massen—,
Steifigkeitsmatrix und die rechte Seite lassen sich bei dquidistanten Gittern explizit aufstellen.
AuBlerdem konnen die Ableitungen der Losung durch direktes Ableiten geniigend glatter An-
satzfunktionen bestimmt werden (Abschnitt 2.5). Mit quadratischen bzw. kubischen B—Splines
erhilt man auf diese Weise stiickweise stetige Approximationen an die erste bzw. an die ersten
beiden Ableitungen der Losung.

Zur Konvergenzbeschleunigung des Finiten Elemente Verfahrens werden in Kapitel 3 B-Spline—
basierte monotone Mehrgitterverfahren behandelt. In Abschnitt 3.1 wird zunéchst eine Litera-
turiibersicht iiber Mehrgitterverfahren fiir freie Randwertprobleme gegeben. Insbesondere wird
genauer auf die Mehrgitteralgorithmen PFAS aus [BC] und MMG aus [Kol] eingegangen. In
Abschnitt 3.2 wird die Theorie der monotonen Mehrgitterverfahren erldutert und von Hutfunk-
tionen auf B—Spline—Basisfunktionen beliebiger Ordnung iibertragen. Dazu werden zun#chst
erweiterte Relaxationsmethoden fiir Variationsungleichungen betrachtet. Dabei ergibt sich der
Bedarf nach monotonen und quasioptimalen Approximationen der Hindernisfunktion auf grobe-
ren Gittern. Ein systematisches Anpassen der Basisfunktionen an den aktuellen freien Rand fiihrt
in Abschnitt 3.2.4 zur abgeschnittenen Version der Verfahren. In der Vorgehensweise halten sich
diese Abschnitte eng an die Arbeit [Kol]. Anstelle von Funktionswerten an Gitterpunkten wird
jedoch auf die Entwicklungskoeffizienten der B—Spline—Basis zuriickgegriffen.

Der wesentliche Baustein monotoner Mehrgitterverfahren ist die Konstruktion monotoner und
quasioptimaler Restriktionsoperatoren zur Approximation der Hindernisfunktion auf gréberen
Gittern. Die Konstruktion wird in Kapitel 4 diskutiert.

Die Hindernisfunktion ist hierbei durch einen B-Spline S : I — R der Ordnung k£ mit 7
Freiheitsgraden auf einem Gitter A C I := [a,b] mit der Gitterweite h gegeben. Ziel ist es,
einen B-Spline S : I — R gleicher Ordnung mit n Freiheitsgraden auf einem groberen Gitter
T C A mit Gitterweite H :=2h zu finden, so dass gilt:

1. Fur alle x € I gelte S(x) < S(x) (Monotonie).

2. Fir alle = € I gelte S(z) > Lg(x) fiir eine noch zu spezifizierende untere Schranke
Li(x) (Quasioptimalitéit).

3. Der Spline S sollte die Hindernisfunktion S méglichst gut in Hinblick auf eine noch zu
spezifizierende Zielfunktion F approximieren (Optimalitét der Approximation).

4. Der Aufwand zur Konstruktion der Funktion S soll O(n) Operationen nicht iiberschrei-
ten (optimale Komplexitét).



Im Rahmen eines Mehrgitteralgorithmus sichert die erste Bedingung die Monotonie und Robust-
heit des Verfahrens, die zweite eine asymptotische Reduktion des Verfahrens zu einer linearen
Relaxation, die dritte eine moglichst effiziente Grobgitterkorrektur und die vierte die Erhaltung
der optimalen Komplexitit des Mehrgitterverfahrens.

In Abschnitt 4.1 wird zunéchst gezeigt, dass die Forderung nach Monotonie auf ein lineares
Ungleichungssystem fiir die Entwicklungskoeffizienten der B—Spline-Basis fithrt. Damit kann in
Abschnitt 4.2 die untere Schranke Lj konstruiert werden. Fiir den Fall der Ordnung k = 2
fithrt dies auf die Restriktionen, die in der Arbeit [Ma] angegeben sind. In Abschnitt 4.3 wird
schliefflich die Zielfunktion F' spezifiziert. Zusammen mit den Ergebnissen der beiden vorher-
gehenden Abschnitte kann das Problem, eine optimale monotone und quasioptimale Restrikti-
on S zu bestimmen, dann als Losung einer linearen Optimierungsaufgabe formuliert und mit
dem Simplex—Algorithmus geldst werden. Da der Aufwand des Simplex—Algorithmus jedoch zu
hoch ist, um ihn im Rahmen eines Mehrgitterverfahrens einsetzen zu kénnen, wird in Unterab-
schnitt 4.4.2 mit der sogenannten Fourier—Motzkin—Elimination eine direkte Losung der linearen
Optimierungsaufgabe fiir den Fall & = 2 hergeleitet. Hierbei werden die mit geometrischen
Uberlegungen konstruierten Restriktionsoperator aus [Kol] wiederentdeckt. Fiir den Fall k > 2
wird in Unterabschnitt 4.4.3 mit dem optimierten Grobgitterhindernis—Konstruktionsalgorithmus
(OGK) ein neues nidherungsweises Losungsverfahren vorgeschlagen, welches die spezielle Struk-
tur der Matrizen Ay ausnutzt und dadurch lediglich O(n) Operationen bendotigt.

In Kapitel 5 wird ausgefiihrt, dass sich iiber einen Tensorproduktansatz alle Ergebnisse auf
hohere Dimensionen iibertragen lassen. Fiir den 2d — Fall ist sowohl die direkte Losung mit-
tels Fourier-Motzkin Elimination fiir Hutfunktionen als auch die ndherungsweise Losung des
OGK-Algorithmus fiir C' — glatte B-Splines angegeben. Die dazu benétigten Eigenschaften
von Tensorprodukt—B—Splines sind in Abschnitt 5.1 zusammengefasst. Als mogliche Anwendun-
gen werden in Abschnitt 5.3 Optionsvertréige diskutiert, deren Bewertung auf mehrdimensionale
freie Randwertprobleme fithrt. Dazu gehéren Amerikanische Basket—Optionen, Amerikanische
Optionen mit stochastischer Volatilitdt und pfadabhingige Amerikanische Optionen.

Die numerischen Ergebnisse des Finite-Elemente—Verfahrens und der monotonen Mehrgitter-
verfahren bei ihrer Anwendung auf die Bewertung Européischer und Amerikanischer Optionen
sind in Kapitel 6 fiir Ansatzfunktionen verschiedener Glattheit zusammengefasst.

Es zeigt sich, dass direktes Ableiten geniigend glatter Basisfunktionen nach Abschnitt 2.5.2 zu
erheblich genaueren Approximationen an die Ableitungen der Lésung und damit an die wichtigen
Risikokennziffern der Option fiihrt als durch numerische Differentiation von Hutfunktionen. Bei
Verwendung von B-Splines der Ordnung & kann auf diese Weise die (k —2) — te Ableitung mit
quadratischer Konvergenz bestimmt werden.

Bei einem Vergleich der Konvergenzverhalten verschiedener Varianten der monotonen Mehrgit-
terverfahren wird festgestellt, dass die Verfahren mit OGK-optimierten Restriktionsoperatoren
generell schneller konvergieren als mit den einfacheren Restriktionsoperatoren aus Abschnitt 4.2
bzw. [Ma]. Dies ist in Ubereinstimmung mit den numerischen Ergebnissen aus [Ko1] fiir den Fall
k =2 und spricht fiir k£ > 2 fiir die Qualitdt des OGK—Algorithmus. Bei der abgeschnittenen
Version des monotonen Mehrgitterverfahrens werden die bekannt guten Konvergenzraten linea-
rer Mehrgitterverfahren erreicht. Diese Aussagen gelten sowohl fiir Hut— als auch fiir glatte B—
Spline-Ansatzfunktionen. Weiter wird festgestellt, dass der freie Rand bereits innerhalb weniger
Iterationen richtig bestimmt ist und, dass es im Hinblick auf Genauigkeit und Aufwand bereits
ausreicht, nur ein bis zwei Glattungsschritte auf jedem Verfeinerungslevel durchzufiihren. In Hin-
blick auf den Einfluss der Ordnung der Ansatzfunktionen stellt sich heraus, dass bei Verwendung
glatter Ansatzfunktionen sowohl die Losung als auch der freie Rand mit weniger Iterationen und
geringeren Aufwand bestimmt wird, als es mit Hutfunktionen der Fall ist.



Abschlieend werden in Anhang A einige fiir diese Arbeit bendtigte mathematische Grundlagen
zusammengefasst. Dazu zéhlen die wichtigsten Eigenschaften von B—Splines, die Definition der
Sobolevraume und Existenz— und Eindeutigkeitsaussagen fiir die Losungen von Variationsunglei-
chungen. Auflerdem werden die Zusammenhénge von Variationsungleichungen mit beschrénkten
Minimierungs—, mit Hindernis— und mit linear komplementéren Problemen erldutert.
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Kapitel 1

Optionen und ihre Bewertung

1.1 Grundlagen der Optionsbewertung

In diesem Kapitel sind die Grundlagen der Optionsbewertung zusammengefasst, die im weiteren
Verlauf dieser Arbeit benoétigt werden. Die wichtigsten Optionsvertrige und ihre Anwendun-
gen werden erliutert und aus der zentralen Annahme eines arbitragefreien Marktes werden die
grundlegenden Eigenschaften von Optionswerten hergeleitet.

1.1.1 Definitionen und Bezeichnungen

Definition 1.1.1 (Option) Bei einer Option handelt es sich um einen Finanzvertrag, bei dem
der Halter das Recht erwirbt, ein zugrundeliegendes Wertpapier (den Basiswert) zu oder vor
einem spezifizierten Zeitpunkt T (dem Filligkeitszeitpunkt) zu einem festen Preis K (dem
Ausiibungspreis) zu kaufen oder zu verkaufen.

Der Basiswert, der Falligkeitszeitpunkt 7' und der Ausiibungspreis K werden also vor Ver-
tragsabschluss festgelegt. Der aktuelle Wert V' eines solchen Finanzvertrages zum Zeitpunkt ¢
variiert je nach dem aktuellen Preis des Basiswertes. Der Preis des Basiswertes ist ein Prozess
S = S(t) in der Zeit t . Sind Missverstindnisse ausgeschlossen wird das Argument ¢ der Uber-
sichtlichkeit halber hdufiger unterdriickt. Anstelle der exakten Bezeichnung V = V (K, S(t),t,T)
wird meist die kiirzere Bezeichnung V = V(S,t) verwendet. Der Ausiibungspreis K und der
Falligkeitszeitpunkt T werden als feste Parameter behandelt.

Definition 1.1.2 (Kauf-/Verkaufsoption) Eine Option, die das Recht zum Kaufen beinhal-
tet, heifst Kaufoption oder Call. Handelt es sich um das Recht zum Verkauf, so spricht man von
einer Verkaufsoption oder einem Put.

Definition 1.1.3 (Europiische—/Amerikanische Optionen) Darf eine Option einmalig
wédhrend ihrer Laufzeit ausgetibt werden, handelt es sich um eine Amerikanische Option. Darf
sie nur zum Falligkeitszeitpunkt ausgetibt werden, handelt es sich um eine Européische Option.

Da der Wert einer Option vom Preis des Basiswertes abhéngt, werden Optionen neben ande-
ren Finanzvertriigen (z.B. Futures) auch als Derivate bezeichnet. Die zugrundeliegenden Basis-
werte kénnen von Aktien, Wahrungen und Rohstoffen, wie Gold oder Ol, bis zu Wetter oder
Schneehohen prinzipiell alles umfassen. Im folgenden wird angenommen, dass der zugrundelie-
gende Basiswert eine dividendengeschiitzte Aktie ist, d.h. eine Aktie, fiir die im Giiltigkeitszeit-
raum der Option keine Dividenden ausgezahlt werden. Alle Ergebnisse lassen sich aber leicht
auf allgemeine Basiswerte mit stetiger oder diskreter Dividendenausschiittung verallgemeinern.



8 1. Optionen und ihre Bewertung

Seit seiner Einfithrung 1973 am Chicago Board of Trade ist der Derivatenhandeln weltweit stark
angewachsen. Allein in Deutschland wurden im letzten Jahr Derivate im Wert von etwa 150
Mrd. Euro umgesetzt (Quelle Dt. Bank). Die meisten an den Borsen gehandelten Optionen sind
vom Amerikanischen Typ. Neben den oben definierten Standard Optionen gibt es eine Vielzahl
weiterer Formen und Varianten von Optionen, sogenannte Ezotische Optionen. Hier hingt die
Auszahlung der Option oft nicht nur vom Preis des zugrundeliegenden Wertpapiers bei Ausiibung
ab, sondern von Teilen oder vom gesamten Kursverlauf. Beispiele sind Barrier Optionen oder
Asiatische Optionen. Eine spezielle Art Amerikanischer Optionen wird als Bermuda Option
bezeichnet. Solche Optionen diirfen nur zu bestimmten Zeitpunkten wihrend der Laufzeit der
Option vorzeitig ausgeiibt werden.

Unter bestimmten Modellannahmen, insbesondere an die Entwicklung des Basiswertes, ist es
moglich einen fairen Wert fiir Optionen anzugeben. Dieser wird im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit als Optionswert oder Optionspreis bezeichnet. Hier spielen numerische Verfahren eine grofle
Rolle, da nur in wenigen Fillen eine geschlossene Formel bekannt ist. Der faire Wert einer
Option muss nicht gleich dem Bérsenwert des Derivates sein, welcher aus Angebot und Nachfra-
ge und der subjektiven Wertvorstellung von Kéufern und Verkédufern entsteht, bietet aber fiir
alle Marktteilnehmer ein wichtiges Hilfsmittel und hat den systematischen Handel mit Finanz-
derivaten erst ermdglicht. Européische Optionen lassen sich im Allgemeinen deutlich leichter
bewerten als Amerikanische, weil es hier nur einen einzigen moglichen Ausiibungszeitpunkt gibt,
den Falligkeitszeitpunkt 7' .

Die zentrale Annahme zur Bewertung von Finanzvertrigen ist der Ausschluss von Arbitra-
gemoglichkeiten.

Definition 1.1.4 (Arbitragemdéglichkeit) Eine Arbitragemoglichkeit ist eine Handelsstra-
tegie, die keine Anfangsinvestition bendtigt und mit positiver Wahrscheinlichkeit einen Gewinn
ergibt ohne das Risiko eines Verlustes zu beinhalten.

Definition 1.1.5 (Arbitragefreier Markt) Ein arbitragefreier Markt bezeichnet einen Fi-
nanzmarkt, in dem keine Arbitragemdglichkeiten bestehen.

Beispiel 1.1.6 Eine Arbitragemoglichkeit liegt z.B. dann vor, wenn eine Aktie an der New
Yorker Borse zum Preis von 125 Dollar und an der Frankfurter Borse zum Preis von 100 Euro
gehandelt wird und die Umrechnungsrate 1.20 Dollar fiir einen Euro betrégt. Bei gleichzeitigem
Kauf der Aktie in Frankfurt und Verkauf der Aktie in New York ergibt sich bei Vernachléssigung
von Transaktionskosten ein risikoloser Gewinn von 125 — 1.2 % 100 = 5 Dollar.

Der Ausschluss von Arbitrage impliziert sofort das Gesetz des einheitlichen Preises. Dieses be-
sagt, dass Finanzvertrige, die dieselbe Auszahlung ergeben, denselben Preis besitzen miissen.
Der faire Preis einer Option ist also unabhéingig von der Risikoneigung der Akteure eindeutig
bestimmbar.

Im Zusammenhang mit Optionen werden im gesamten Verlauf dieser Arbeit die Bezeichnungen
aus Tabelle 1.1 verwendet. Ist die Unterscheidung zwischen Kauf- und Verkaufsoption bzw.
zwischen Européischen und Amerikanischen Optionen nicht aus dem Kontext moglich, geschieht
dies durch untere Indizes ¢ und p bzw. obere Indizes eur und am an den entsprechenden
Bezeichnungen. So bezeichnet V™ den Preis einer Amerikanischer Verkaufsoption.

Aulerdem wird fiir @ € R die Abkiirzung

+

a” := max{a, 0}

verwendet.
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T eR" Félligkeitszeitpunkt der Option

S(t) e RT Preis des Basiswertes zum Zeitpunkt ¢

K eR" Ausiibungspreis der Option

V(S,t) € RT Wert der Option mit Félligkeit 7" bei aktuellen Aktienkurs S = S(t)

Tabelle 1.1: Bezeichnungen im Zusammenhang mit Optionen.

Der Wert einer Option am Filligkeitszeitpunkt 7' ldsst sich sofort angeben. Wenn der Preis
des Basiswertes S = S(T') zu diesem Zeitpunkt grofler als der Ausiibungspreis K ist, wird
der Halter einer Kaufoption sein mit der Option verbundenes Recht wahrnehmen, den Basiswert
zum Ausiibungspreis K zu kaufen und nach sofortigem Verkauf zum Preis S (bei Vernachléssi-
gung von Transaktionskosten) den Gewinn S — K realisieren. Ist der Preis des Basiswertes S
dagegen Kkleiner als der Ausiibungspreis K , wird er von seinem Recht kein Gebrauch machen
und die Option wertlos verfallen lassen. Analog ldsst sich fiir den Halter einer Verkaufsoption
argumentieren, so dass man zum Zeitpunkt 7' erhélt

Ve(S,T) = (S — K)" =:H.(S) bei einer Kaufoption,

(1.1)
Vo(S,T) = (K — S)* = H,(S) bei einer Verkaufsoption.

Die Auszahlung einer Option am Falligkeitzeitpunkt 7 im Abhéngigkeit vom Basiswert S
wird als Auszahlungsfunktion H = H(S) der Option bezeichnet. Je nachdem, ob es sich um
eine Kauf- oder eine Verkaufsoption handelt, gilt H = H. bzw. H =H, (vgl. Abbildung 1.1).
Zum Zeitpunkt t < T definiert der Wert der Auszahlungsfunktion H den sogenannten inneren
Wert der Option.

K S K S

Abbildung 1.1: Auszahlungsfunktionen einer Kaufoption (links) und einer Verkaufsoption
(rechts) mit Ausiibungspreis K .

1.1.2 Motive fiir den Kauf von Optionen

Optionen werden von Anlegern sowohl zur Spekulation als auch zur Absicherung (Hedging) von
bereits eingegangenen Positionen gegeniiber zukiinftigen Entwicklungen eingesetzt. Bei relativ
geringer Anfangsinvestition ermoglichen sie bei giinstiger Entwicklung des Basiswertes aufgrund
der sogenannten Hebelwirkung der Vertrige (Leverage Effekt) sehr hohe Gewinne. Bei ungiinsti-
ger Entwicklung droht dagegen schnell der gesamte Verlust der Anfangsinvestition.

Beispiel 1.1.7 (Spekulation) Eine Européische Kaufoption kostet V(S,¢) = 39 zum Zeit-
punkt t. Ihr liegt eine Aktie mit Kurs S(¢) = 666 zugrunde. Der Ausiibungspreis betrigt
K =680 .
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Ein Investor erwartet steigende Aktienkurse. Angenommen die Erwartung tritt ein und zum
Ausiibungszeitpunkt 7' betrigt der Aktienkurs S(7") = 730 . Dann liefert die Kaufoption die
Auszahlung

V(S,T) = (S(T) - K)* =50,

so dass die Investition in die Kaufoption mit einer Rendite von

V(S,T) — V(S,t)
V(S, 1)

= 28%

verbunden ist. Bei Kauf der Aktie hétte die Rendite dagegen nur

S(T) = 5()

0 = 9.6%

betragen. Tritt die subjektive Erwartung des Investors allerdings nicht ein, d.h. ist S(T) < K,
dann verliert er seine gesamte Anfangsinvestition V(S,t) = 39 .

Beispiel 1.1.8 (Hedging) Ein Investor besitzt eine Aktie mit Wert S(t) zum Zeitpunkt ¢ .
Er mochte sich gegen Aktienkurse S(T') < K absichern. Dies ist mit der Investition in eine
Verkaufsoption moglich. Der Wert P = P(S,V,t) eines Portfolios bestehend aus einer Aktie
mit Wert S(¢) und einer Verkaufsoption mit Ausiibungspreis K , Filligkeitszeitpunkt 7' und
Wert V(S,t) liegt zum Zeitpunkt ¢ =T mit

P(S,V,T) = S(T)+V(S,T) = S(T) + (K — S(T))" = max{S(T), K}

in jedem Fall iiber der unteren Schranke K . Ein solches Portfolio wird als Protective Put und
die Kosten V(S,t) als Hedgekosten bezeichnet.

1.1.3 Strukturaussagen

Die Moglichkeit eine Amerikanische Option jederzeit ausiiben zu kénnen, impliziert
(1.2) VaR(S,t) > H(S)

fir alle S > 0 und alle 0 < ¢t < T . Der Wert einer Amerikanischen Option V ist also
immer mindestens so hoch wie der Wert der Auszahlungsfunktion H . Wiirde dies nicht gelten,
konnte ein Héndler die Option kaufen und durch sofortige Ausiibung einen risikolosen Gewinn
H(S) — Vam(S,t) > 0 verbuchen. Dies widerspricht aber der Annahme, dass der Markt keine
Arbitragemdglichkeiten zulésst.

Unter der zentralen Annahme eines arbitragefreien Marktes lassen sich weiter ohne sonstige Mo-
dellannahmen, z.B. an die Aktienkursdynamik, folgende a priori Schranken fiir den Optionswert
angeben (s. [Se|, Anhang A.7)

(S(t) — KeT=0)" < ver(s,t) < S(t)
(Ker ™0 —8@t)" < Ve(St) < Ke (T
(S(t) - K)* < VEm(st) < S@)
(K —5S()" < Vmsit) < K.

Hierbei bezeichnet r € RT den konstanten Jahreszinssatz fiir eine sichere Anlage. Da es sich
bei einer Option um ein Recht handelt, gilt insbesondere immer V'(S,¢) > 0 . Da Amerikanische
Optionen im Vergleich zu Européischen das zusétzliches Recht beinhalten, dass die Option auch
vor dem Filligkeitszeitpunkt ausiibt werden darf, gilt
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V(S t) < VA¥(S)t)
sowohl fiir Kauf- als auch fiir Verkaufsoptionen fiir alle S >0 und alle ¢ € [0,7] .
Genauer ldsst sich zeigen, dass der Preis einer Amerikanischen Kaufoption mit zugrundeliegenden

dividendengeschiitzten Wertpapier immer gleich dem Preis einer entsprechenden Européischen
Option ist.

Satz 1.1.9 (Merton) Zahlt das zugrundeliegende Wertpapier keine Dividenden aus, so ist es
niemals optimal eine Amerikanische Kaufoption vor dem Fdlligkeitszeitpunkt auszuiiben und es
gilt

Veur(S,t) = Vam(s,t)

sowohl fiir Kauf- als auch fiir Verkaufsoptionen fir alle S >0 wund alle t € [0,T] .

Beweisskizze: Wegen den obigen Strukturaussagen V#™(S,t) > VU (S,t) und VV(S,t) >
(S — Ke "(T=)* > (§ — K)* lohnt sich vorzeitiges Ausiiben der Option nicht. Ausfiihrlich
findet sich dieses Argument in [Hu], S.175. O

Wegen Satz 1.1.9 beschrinkt sich die Betrachtung im weiteren auf Amerikanische Verkaufsop-
tionen. In diesem Fall kann vorzeitiges Ausiiben optimal sein.

Satz 1.1.10 Fir eine Amerikanische Verkaufsoption gibt es immer einen Aktienkurs S(t) > 0,
so dass vorzeitiges Austiben zum Zeitpunkt t < T optimal ist.

Beweisskizze: Die maximale Auszahlung einer Amerikanischen Verkaufsoption am Filligkeits-
zeitpunkt T ist K . Ein Héndler wird eine Amerikanischen Verkaufsoption zum Zeitpunkt ¢
vorzeitig ausiiben, wenn die Auszahlung grofler ist als die maximale diskontierte Auszahlung am
Falligkeitszeitpunkt T, d.h. wenn

K—St)>e T E.
Hinreichend fiir ein vorzeitiges Ausiiben der Option ist also S(t) < (1 - efT(T*t)) K . Dies ist

leicht variiert der Beweis aus [Sal, Seite 45, Satz 2.3. O

Bei Européischen Optionen reicht es aus entweder nur Kauf- oder nur Verkaufsoptionen zu
betrachten. Bei gegebenem Preis einer Européischen Kaufoption erhélt man den Preis einer
entsprechenden Verkaufsoption sofort mit der sogenannten Put—Call-Paritit.

Satz 1.1.11 (Put—Call-Paritit) Fir eine Europdischen Verkaufsoption und eine Europdische
Kaufoption auf ein dividendengeschiitztes Wertpapier mit demselben Ausiibungspreis K und
gleicher Fdalligkeit T gilt zum Zeitpunkt t

eur eur —r(T—
(1.3) S(t) + V(S t) — V(S t) = K e "1,

Beweisskizze: Aus (1.1) folgt VU (S,T) — VW (S,T) = K — S(T') . Damit impliziert das Gesetz
des einheitlichen Preises V" (S,t) — VU (S5,t) = K e "(T=t _ §(t) . Dieser Beweis findet sich
in [Hu| auf Seite 174. O

Fiir Amerikanische Optionen lésst sich dagegen nur
Ke™" T < S(t) + Va™(S,t) — VA™(S,t) < K

festhalten (s. [Se|, S.210). Die obere Schranke gilt dabei nur, falls keine Dividenden gezahlt
werden.
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1.2 Das Black—Scholes Modell

1.2.1 Einleitung und Annahmen

Das 1973 von F. Black, R. Merton und M. Scholes entwickelte Black-Scholes Modell aus [BS]
begriindet die wesentlichen und grundlegenden Ideen des Financial Engineering und hat nach-
haltig die Bewertung von Optionsvertrdgen im internationalen Finanzhandel beeinflusst. 1997
haben R. Merton und M. Scholes fiir ihr Modell den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften
erhalten. Eine gute Ubereinstimmung mit tatsichlich beobachteten Aktienkursen und Options-
preisen wurde mehrfach empirisch bestétigt (siche z.B. [Hu] S.448).

Die folgenden Annahmen werden in ihrem Modell und fiir den gesamten weiteren Verlauf dieser
Arbeit getroffen.

1. Es handelt sich um einen reibungsfreien Finanzmarkt, d.h.

e es werden keine Transaktionskosten und Steuern beriicksichtigt,
e der Aktien- bzw. Optionshandel ist zu jedem Zeitpunkt ¢t € [0, 7] moglich,

e gewiinschte Transaktionen koénnen in beliebigem Umfang ohne Riickwirkung
auf die Kursentwicklung durchgefiihrt werden,

e Wertpapiere stehen in beliebig teilbaren Einheiten zur Verfiigung.

2. Fiir die Aktien werden keine Dividenden gezahlt und der Zinssatz r fiir eine sichere Anlage
ist konstant iiber die Zeit.

3. Der Markt lisst keine Arbitragemoglichkeiten zu.

4. Die Aktienkursdynamik S(¢) ist ein Prozess mit stetigen Pfaden, der durch die stocha-
stische Differentialgleichung

(1.4) dS(t) = uS(t) dt + o S(t) dB(t)

mit konstanten Parametern p € R und o € RT gegeben ist. Dabei bezeichnet B(t) die
eindimensionale standardisierte Brownsche Bewegung. Eine Definition der Brownschen
Bewegung findet sich z.B. in [Ba]. Der Prozess S(t) wird als geometrische Brownsche
Bewegung bezeichnet. Der Parameter p wird als Drift, der Parameter o als die Volatilitdit
des Aktienkursprozesses bezeichnet.

Die beiden zentralen Annahmen des Black—Scholes Modell sind hierbei die letzten beiden Punk-
te. Verallgemeinerungen auf Aktien mit Dividendenzahlungen (stetig oder diskret) oder auf
zeitabhéngige Drift und Zinsraten sind leicht moéglich. Ebenso gibt es zahlreiche Erweiterungen,
die Transaktionskosten beriicksichtigen oder stochastische Zinsraten bzw. Volatilitdten model-
lieren (s. z.B. [Hu, BR, Si]). Diese fithren aber im Allgemeinen zu komplizierteren Modellen.
Ebenso gibt es mittlerweile ein Vielzahl an Modellen, die durch eine allgemeinere Modellierung
der Aktienkursdynamik (z.B. mit Sprungprozessen) versuchen eine verbesserte Ubereinstimmung
mit tatsichlich beobachteten Daten zu erreichen (s. [Eb, MCC, Ra, Zh2] zu den Modellen und
[MPS] zur Numerik).

Mit dem Lemma von It6 lésst sich die Losung der stochastischen Differentialgleichung aus (1.4)
bestimmen. Man erhélt

52
(1.5) S(t) = S(0)elh=TIHoBH),
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Hieran kann man ablesen, dass die normierten, logarithmierten Aktienkurse In (S(¢)/S(0)) nor-
malverteilt sind mit Erwartungswert (u — %Z)t und Varianz o +/t. Fiir den Erwartungswert
und die Varianz des stochastischen Prozesses S(t) ldsst sich dann zeigen, dass

(1.6) E[S(t) =€e"S(0) und Var[S(t)] = S(0)2e2 (e — 1).

Weiter wird angenommen, dass der Aktienkurs bereits alle relevanten Informationen fiir die
Preisbildung der Option besitzt. Der Kursprozess einer Option kann somit als Funktion der Zeit
t und des Aktienkurses S aufgefasst werden und wird folgerichtig wie bisher mit V = V(S,¢)
bezeichnet.

1.2.2 Europiische Optionen und die Black—Scholes Gleichung

Eine Handelsstrategie heifit selbstfinanzierend, falls nach einer Anfangsinvestition weder Geld-
zuschiisse notwendig noch Geldiiberfliisse moglich sind.

In der fundamentalen Arbeit [BS] wird gezeigt, dass es eine dynamische Handelsstrategie beste-
hend aus A Aktien und dem Geldbetrag B gibt, die selbstfinanzierend ist, und die unabhéngig
von der Entwicklung des Aktienkurses am Zeitpunkt 7' zu der gleichen Auszahlung fiihrt wie ei-
ne Europaischen Option. Auf einem arbitragefreien Markt folgt dann, dass der Preis der Option
V' der Anfangsinvestition AS(¢) + B in das Duplizierungsportfolio entsprechen muss, d.h.

V(S,t) = AS(t) + B.

Auf diese Weise wird gezeigt, dass der Optionspreis fir S > 0 und 0 < ¢ < T die berithmte
Black—Scholes Gleichung

0 o? , 07 0
1.7 LV :i=_V+ -8 V+rS__V-rV=0
(L.7) o’ T3 as Tst T
erfiillen muss. Die Black—Scholes Gleichung ist eine riickwiéirts parabolische partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit Konvektions—, Diffusions— und Reaktionstermen. Anfangs- und
Randbedingungen unterscheiden sich je nach Art der Option. Im Standardfall gilt wie in (1.1)
motiviert

(1.8) Ve(S,T) =H(S)  baw.  Vu(S,T) = H,(95).

Am Rand S =0 (im Falle einer Kaufoption) bzw. S — oo (im Falle einer Verkaufsoption) ist
die Option wegen (1.1) offensichtlich wertlos, d.h. fiir alle t < T gilt

(1.9) Vo(S,t) =0 fir S=0 baw.  V,(S,t) =0 fiir § — oo.

Uber die Put-Call-Paritiit 1.1.11 erhilt man die Randbedingung fiir S — oo (im Falle einer
Kaufoption) bzw. fiir S =0 (im Falle einer Verkaufsoption)

(1.10)  Vi(S,t) =S — Ke "7 fiir § — 0o bzw. V,(S,t) = Ke "= — 8 fiir § = 0.

Zusammenfassend ldsst sich der Wert einer Européischen Kaufoption durch das folgende Rand-
wertproblem eindeutig charakterisieren.

Satz 1.2.1 (Bewertung Européiischer Kaufoptionen) Der Wert V = V(S,t) einer Eu-
ropdischen Kaufoption erfullt fir S >0 und 0 <t <T die Black-Scholes Gleichung
0 o? , 0?

0
. 2 —_— —_ =
LV =gVt 8 gVt rS eV —rV =0
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mit den Randdaten

V(S,t)=0 firS=0 und V(S,t)=S5—Ke TV firS— oo

und den Enddaten
V(S,T)=(S— K)*.

Fine ausfiihrliche Herleitung der Black—Scholes Gleichung und der Randbedingungen fiir Eu-
ropéische Optionen mit Arbitrage-Argumenten findet man z.B. in [Se], Abschnitt 4.4 und An-
hang A.3. Man erkennt anhand der Black—Scholes Gleichung, dass der Optionspreis unabhéngig
von der Drift p und damit unabhéngig von der subjektiven Risikoneigung der Marktteilnehmer
ist. Dies wird als Prinzip der risikoneutralen Bewertung bezeichnet.

Fiir die Randwertaufgabe 1.2.1 lisst sich eine analytische Losungsformel angeben. Eine der vielen
Moglichkeiten der Herleitung besteht darin, die Black—Scholes Gleichung, wie in Abschnitt 2.2.2
ausgefiihrt, in die Wérmeleitungsgleichung

ou 0%

W=~ o2

=0

zu transformieren. Diese besitzt fiir gegebene Anfangsdaten wug(z) bekanntermafien die eindeu-
tige Losung

1 o ~(@=5)?
u(ar:,T):\/Zm up(s)e™ a7 ds.
—0o0

Riicktransformation liefert dann die beriihmte Black—Scholes Formel fiir Européische Kaufop-
tionen.

Satz 1.2.2 (Black—Scholes Formel) Der Wert V =V (S,t) einer Europdischen Kaufoption
st gegeben durch

(1.11) V(S,t) = SN(d) — Ke "D N(dy).

Dabei bezeichnet

9
N(x) : e 2 dy

=m L

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und di,ds € R sind gegeben durch

_ In(8/K) + (r+ 30%)(T - t)

dy :
! ov1l —t

und

dy :=dy —oVT —t.

Einen ausfiihrlichen Beweis findet man z.B. in [WHD2], Abschnitt 5.3. In obiger Form gilt die
Formel nur fiir Kaufoptionen. Der Wert einer Européischen Verkaufsoptionen lédsst sich jedoch
mit Hilfe der Put—Call-Paritit 1.1.11 direkt aus dem Wert einer entsprechenden Kaufoption
bestimmen.
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1.2.3 Die Bewertung Amerikanischer Optionen als freies Randwertproblem

Im Unterschied zu Europiischen Optionen darf der Halter einer Amerikanischen Option die
Option zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ < T ausiiben. Da a priori der Zeitpunkt, an dem die
Option ausgeiibt wird, unbekannt ist, ist die Bewertung Amerikanischer Optionen schwieriger als
die von Européischen. Sie fiihrt auf ein instationéres freies Randwertproblem zur Black—Scholes
Gleichung mit nicht—glatten Anfangsdaten. Die wichtigsten Ergebnisse sollen im folgenden kurz
zusammengefasst werden. Wegen Satz 1.1.9 werden zunéchst Amerikanische Verkaufsoptionen
betrachtet.

Nach Satz 1.1.10 gilt fiir beliebiges ¢ < T, dass es einen Aktienkurs S gibt, so dass direktes
Ausiiben der Option mit der Auszahlung K — S > 0 optimal ist. Ist es fiir einen Aktienkurs
S optimal die Option auszuiiben, so muss dies auch fiir alle Kurse S < S gelten, da die
Auszahlung umso hoher ist, je kleiner S ist. Damit gibt es fiir alle ¢ < T einen eindeutigen
Aktienkurs S¢(t) , so dass fiir alle S < S¢(t) Ausiiben der Option optimal ist, wohingegen es
fir alle S > S¢(t) giinstiger ist, die Option zu halten und auf einen fallenden Aktienkurs und
damit eine hohere Auszahlung zu hoffen. Der Wert Sf(t) wird als optimaler Ausibungspreis
der Option bezeichnet. Er definiert einen freien Rand Sy, der den Raum Qg := R™ x [0, T
in zwei Gebiete Qg1 := {(5,t) € Qg : S < Sf(t)} und Qo = {(S,t) € Qg = S > Sp(t)}
aufgeteilt. Der freie Rand ist zeitabhéngig und a priori unbekannt. Wegen Satz 1.1.10 gilt

(1.12) 0< Sp(t) < K.

In Qg1 betrégt der Optionswert V(S,t) = K — S und erfiillt nicht mehr die Black—Scholes
Gleichung. Einsetzen liefert

oV 1 4 ,0% oV
1.1 V=" 4202820 L 1SSV = K <.
(1.13) L 8t+205’852+7“585 r rK <0

In Qg gilt dagegen V(S,T) > H(S) und der Optionswert erfiillt die Black—Scholes Gleichung.

T A-777777777777777777777777777777777777777:_:__:_:_.T-:"T'
\ \ T S

R \ V= H(S) LV =

R LV <0 V > H(S)

Qf4 [Ausuben) Qro (Halten)

Aktienkurs S K

Abbildung 1.2: Die Bewertung Amerikanischer Optionen als freies Randwertproblem
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Damit das freie Randwertproblem eindeutig 16sbar ist, werden noch Randdaten am freien Rand
benotigt. Da fiir S = Sy Ausiiben optimal ist, gilt

(1.14) V(Sf,t) = (K — Sp)*.

Einfache Arbitrageargumente implizieren aufferdem (s. [WHD2], Abschnitt 7.4), dass der Opti-
onspreis V(S,t) einer Amerikanischen Verkaufsoption an S = S; stetignach S differenzierbar
ist und, dass dort

oV

(1.15) 55 (St =-1

gilt. Weiter lasst sich zeigen (s. [Kw]), dass der freie Rand Sf(t) eine stetige, monoton wachsende
Funktion der Zeit ist und, dass fiir ¢t — T, d.h. gegen Ablauf der Option

(1.16) lim Sy() = K

gilt. Zusammenfassend erhélt man folgendes freies Randwertproblem, welches den Wert einer
Amerikanischer Verkaufsoption eindeutig bestimmt.

Satz 1.2.3 (Bewertung Amerikanischer Verkaufsoptionen) Der Wert V = V(S,t) ei-
ner Amerikanischen Verkaufsoption erfiillt

2
B 8V+102528 V+ ov

i o . < T
LV T 552 7’5’85 rV =0 fir S>8p und 0<t<T,

V(S,t) = (K — S)*" fir S<S¢ und 0<t<T

mit den Randdaten
V(S,t)=0 fir S —o00 und 0<t<T,

den Enddaten
V(S,T)=(K—-S8)" fir S>0

und den Bedingungen, dass V und a—g an S = S¢(t) stetig sind.

Da es im folgenden noch gebraucht wird, sei aulerdem daran erinnert, dass wegen (1.2) und
(1.13) fiir alle S >0 gilt

LV <0,
(1.17)
V(S,t) > (K — S).

Ahnliche Uberlegungen gelten fiir Amerikanische Kaufoptionen mit Dividenden und fiir Ameri-
kanische Optionen mit allgemeineren, sogar pfadabhéngigen Auszahlungsfunktionen (s. [WHDZ2],
Abschnitt 7.5). Fiir Amerikanische Kaufoptionen mit stetiger Dividende d > 0 erhilt man
ov

Der freie Rand ist in diesem Fall eine stetige, monoton fallende Funktion der Zeit und fiir t — T
gilt

K falls d<r

lim Sy (t) = d

=T K falls d>r.
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Bemerkung 1.2.4 Es bezeichne H2(R*) den in Anhang A.2 definierten Sobolevraum der
zweimal schwach differenzierbaren Funktionen v € L2(RT) und V die Losung des freien Rand-
wertproblems aus Satz 1.2.3. Dann gilt V(.,#) € H?(R") fiir alle ¢ € [0,7), und V besitzt
eine einfache Sprungstelle in seiner zweiten Ableitung an freien Randpunkten.

Beweis: Nach (1.15) ist V einmal stetig differenzierbar nach S in R™ und jeweils beliebig
oft differenzierbar in Qq :=[0,S5f) bzw. Qg := [S¢,00) . Damit folgt die Behauptung aus Satz
A.2.3 mit k= 2. Fiir den Nachweis der zweiten Behauptung sei auf [BHR] verwiesen. O

Im Gegensatz zur Bewertung Européischer Optionen ist fiir die Bewertung Amerikanischer Op-
tionen keine geschlossene Losungsformel bekannt. Hier muss auf numerische Verfahren zuriick-
gegriffen werden.

1.3 Risikokennziffern — The Greek Letters

Der Handel mit Optionen ermoglicht hohe Gewinne, beinhaltet aber auch ein hohes Verlustrisiko.
Dem Verkéufer einer Kaufoption drohen bei steigendem Preis des Basiswertes sogar unbegrenzte
Verluste. In solchen Féllen ist es unabdingbar sich gegen diese Risiken abzusichern. Da der
Wert einer Option durch den gleichen stochastischen Prozess bestimmt ist wie der Wert des
Basiswertes, kann man den Verkauf einer Option vollstdndig durch den Kauf einer bestimmten
Menge an Basiswerten absichern.

Als Verkaufer einer Européischen Kaufoption zum Zeitpunkt ¢ =0 konnte dies z.B. durch den
Kauf einer Einheit des zugrundeliegenden Wertpapiers mit dem Wert S(0) geschehen. Liegt
der Aktienkurs zum Ausiibungszeitpunkt 7' iiber den Ausiibungspreis K ist man zwar zur
Auszahlung S(T') — K verpflichtet, verbucht aber auf der anderen Seite durch den Besitz der
Aktie den Gewinn S(T")—S(0) und begrenzt so sein Verlustrisiko. Wird die Option vom Kéufer
dagegen nicht ausgeiibt, da der Aktienkurs zum Zeitpunkt T unter dem Ausiibungspreis K
liegt, ist diese Strategie mit den im Vergleich zum Optionspreis V' (S5(0),0) hohen Kosten S(0)
fiir den Kauf der Aktie verbunden.

Verwendet man anstelle dieser Art der statischen Absicherung eine dynamische Absicherungs-
strategie, so lassen sich erheblich Kosten einsparen. In diesem Fall wird das zur Absicherung
verwendete Portfolio an Basiswerten regelméfig an die Aktienkursentwicklung angepasst. Die in
dem Portfolio zu haltende Anzahl an Aktien betréigt dann (s. die Herleitung der Black-Scholes

Gleichung in [Hu], Abschnitt 11.5) 5
Vv
Delta := 39"
Zur Risikominimierung wird in einem Portfolio von Aktienoptionen eine delta—neutrale Position
angestrebt. Dies bedeutet, dass das Portfolio moglichst so ausbalanciert wird, dass 9V/0S =
0 gilt. Da sich Delta aber stetig &ndert, muss das Portfolio regelméflig an die neuen Werte
angepasst werden. In der Praxis ist eine stetige Portfolioanpassung aber unmoglich und jede
Portfoliodnderung ist in der Regel mit Transaktionskosten verbunden. Aus diesem Grund muss
bei den Absténden, in dem das Portfolio neu ausbalanciert wird, ein Kompromiss zwischen hoher

Sicherheit und geringen Kosten gefunden werden. Hierfiir wird

il
e

Gamma :=

als Maf} verwendet. Ein kleiner Gamma Wert ist mit einem geringem Delta, also einer geringen
Sensitivitat des Optionspreis in Hinblick auf Aktienkursénderungen verbunden. Die Absténde, in
denen das Portfolio an die Aktienkursdynamik angepasst wird, kénnen also verhaltnisméfig grof3
gewihlt werden. Solange der Betrag von Gamma dagegen grof} ist, haben Aktienkursdnderungen
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einen starken Einfluss auf den Optionswert und es bietet sich an, die Abstdnde verhéltnisméfig
klein zu wihlen. Neben Delta und Gamma gibt es weitere in der Praxis zur Risikoanalyse
verwendete Risikokennziffern. Erwéhnt sei lediglich noch

1°)%

Theta := —
eta T

welches zur Ndherung fiir Gamma verwendet werden kann.

Unter den Annahmen des Black-Scholes Modell erfiillt der Wert V/(S,t) einer Européischen
Optionen die Black—Scholes Gleichung aus (1.7). Daher muss die Beziehung

1
Theta + 50252 Gamma + 7S Delta = rV

zwischen Delta, Gamma und Theta gelten. Aufilerdem kénnen die Ableitungen des Optionswer-
tes, d.h. die Risikokennziffern Delta, Gamma und Theta durch partielles Ableiten der Black—
Scholes Formel direkt angeben werden. Fiir eine Kaufoption erhélt man (s. [Sa], Abschnitt 7.3.)
mit der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung N und den in (1.11) definierten
di = di(S,t) und dy = da(S,t) die Identitéten

OV (S,t
Delta = a(S) — N(dl),
V(S N'(dy)
camma = e~ SovT —t
!
Theta = VS8 vy [0 N(d2)

TN LNy
ot vt —¢ T Vi)

Da 0 < N(z) <1 und N'(z) >0 fiir alle z € R ist, folgen hieraus sofort die Abschitzungen

0 < Delta < 1 (Der Optionspreis ist monoton steigend in S),
(1.18) 0 < Gamma (Der Optionspreis ist konvex in S),
0 > Theta (Der Optionspreis ist monoton fallend in t).

Diese Aussagen sind allein durch den Ausschluss von Arbitrage auch ohne Modellannahmen an
die Aktienkursdynamik und auch fiir Amerikanische Optionen giiltig.

Bei der Bestimmung der Risikokennziffern muss fiir Amerikanische Optionen allerdings auf nu-
merische Verfahren zuriickgegriffen werden.
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1.4 Verfahren zur Bewertung von Amerikanischen Optionen

Da die Bewertung Amerikanischer Optionen weiterhin Gegenstand aktueller und aktiver For-
schung ist (s. [Bl], [BR], [BjS], [CP], [DH], [FV], [HW], [JLL], [Me], [Oo], [Zh2]) und aufgrund
der Vielzahl und Vielfalt unterschiedlicher Optionsformen und Modellierungsansétzen, ist ei-
ne vollstindige Ubersicht iiber Verfahren zur Bewertung von Amerikanischen Optionen nicht
moglich. Die Ubersicht in diesem Kapitel ist zum Teil den Biichern [Hu] und [Se] entnommen
und bleibt auf die Modellierung des Black—Scholes Modell beschrankt.

Im Gegensatz zu Européischen Optionen existieren fiir Amerikanische Optionen bis auf ganz
wenige Ausnahmefiille keine geschlossenen Bewertungsformeln, so dass bei der Bewertung auf
numerische Verfahren oder analytische Approximationen zuriickgegriffen werden muss. In [GS]
wird in einem Vergleich mehrerer numerischer Verfahren geschlossen, dass je nach der speziellen
Struktur der Option jedes Verfahren ihre Vorteile und Nachteile hat und keines als allgemein
bestes angesehen werden kann.

Bei der Optionsbewertung lassen sich prinzipiell zwei Ansétze unterscheiden. Im Martingal—
Ansatz wird der Optionswert als diskontierter Erwartungswert der Auszahlung beziiglich eines
bestimmten Mafles, dem sogenannten dquivalenten Martingalmafl dargestellt. Dies fithrt auf ein
Integrationsproblem, welches z.B. mit Monte Carlo Verfahren gelost werden kann. Wenn dies
auch fiir viele Européische Optionstypen, wie pfadabhéngige Optionen oder Basket—Optionen
ein guter Ansatz ist, so ist er nur bedingt geeignet, die Moglichkeit vorzeitiger Ausiibung zu
erfassen, die fiir Amerikanische Optionen charakteristisch ist. Hier bietet es sich eher an, den
Wert der Option als Losung einer partiellen Differentialgleichung darzustellen, indem in geeigne-
ter Weise alle stochastischen Terme eliminiert werden. Die Differentialgleichung kann dann mit
Finite—Differenzen oder Finite—Elemente—Verfahren gelost werden. Auch Baumverfahren lassen
sich in diese Klasse einordnen. Den Zusammenhang zwischen dem Integral-Ansatz und dem
PDE-Ansatz liefert die Feynman-Kac Formel (s. [Du], S.237).

Fiir Amerikanische Option mit unendlicher Laufzeit ist eine analytische Losung bekannt (s.
[Mc]). Solche sogenannten Perpetual Optionen sind aber hochstens von theoretischem Interesse.
Fiir den Wert einer Amerikanischer Kaufoptionen zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit Falligkeitszeit-
punkt 7 und n Dividendenzahlungen zu den Zeitpunkten 0 < t1,...,t, < T ist in [Bk] die
Approximationen

Vam(oa T) ~ max{‘/eur(oa T)a V:eur(oy tn)}

vorgeschlagen. Eine exaktere Prozedur stammt aus [Ro], [Ge] und [Wh]. In diesen Arbeiten
wird ausgenutzt, dass es hochstens an den Zeitpunkten ¢;, ¢ = 1,...,n optimal sein kann,
eine Amerikanische Kaufoptionen mit diskreter Dividende vorzeitig auszuiiben. Dies ist eine
verallgemeinerte Aussage von Satz 1.1.9. In den meisten Fillen ist ein vorzeitiges Ausiiben
sogar nur zum Zeitpunkt ¢, optimal. In diesem Fall liefert die Formel aus [Ro], [Ge] und [Wh]
sogar die exakte Losung. Dies gilt aber generell nicht fiir Amerikanische Verkaufsoptionen oder
fiir Amerikanische Kaufoptionen mit stetiger Dividende.

1.4.1 Baumverfahren

Baumverfahren simulieren zunéchst in einem Vorwértsschritt die zukiinftige Aktienkursentwick-
lung bis zum Félligkeitszeitpunkt 7" und rechnen hieraus rekursiv bis zum Optionswert am
Zeitpunkt ¢t = 0 zuriick. Sie konnen als Diskretisierung des Black—Scholes Modell aufgefasst
werden. Das einfachste und in der Praxis verbreiteste Baumverfahren ist das Binomialverfahren.
Allgemeiner sind Multinomialverfahren und das Verfahren von Broady—Glasserman. Die Verfah-
ren werden h#ufig in Verbindung mit der sogenannten Control Variate Technik eingesetzt. In
vielen Féllen fithrt dies zu einer signifikanten Fehlerreduktion.
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Binomialverfahren

Das 1979 urspriinglich zur anschaulichen Darstellung und Interpretation des Black—Scholes Mo-
dells aus [BS] eingefiihrte Binomialmodell von J.Cox, S.Ross und M.Rubinstein [CRR] hat schnell
praktische Bedeutung dadurch erlangt, dass es einfach und intuitiv implementierbar und auf vie-
le Exotische Optionen erweiterbar ist. Die Konvergenzeigenschaften sind aus numerischer Sicht
allerdings nicht ausreichend. Die Konvergenz ist langsam und nicht monoton.

Das Binomialverfahren ist ausfiihrlich in den Biichern [Se], Abschnitt 1.4, [Hu], Kapitel 9 und
Abschnitt 16.1 und von [Sa], Kapitel 5 beschrieben. Das Prinzip und einige Erweiterungen
werden im folgendem kurz wiedergegeben. Das Binomialverfahren wurde zum Testen des imple-
mentierten Finite-Elemente—Verfahrens verwendet.

Ziel des Verfahrens ist die Berechnung eines fairen Optionswert V' (Sp,0) zu einem vorgegebenen
Aktienkurs Sy := S(0) zum Zeitpunkt ¢ = 0. Dafiir wird das Zeitintervall [0,7] in M
Zeitintervalle [t;,t;+1] der Liange At unterteilt.

Es wird angenommen, dass sich der Aktienkurs S in jedem Zeitintervall entweder mit der
Wahrscheinlichkeit p um den Faktor u > 1 nach oben oder mit der Wahrscheinlichkeit 1 —p
um den Faktor 1> d > 0 nach unten bewegt. Bei gegebenem Aktienkurs S; := S(¢;) betrigt
der Aktienkurs zum Zeitpunkt ¢;1q also

G uS; mit Wahrscheinlichkeit p
17 dS;  mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.

Weiter wird angenommen, dass fiir den Erwartungswert von S;;; bei gegebenen Aktienkurs
S; gilt

(1.19) E[Si+1] = erAt SZ

Dabei bezeichnet r wie bisher den konstanten Jahreszinssatz fiir eine sichere Anlage. Damit ent-
sprechen die Erwartungswerte des diskreten Binomialmodells den risikoneutralen Erwartungs-
werten aus (1.6) des kontinuierlichen Black—Scholes Modells. Wegen E[S;+1] = p S; u+(1—p) S; d
folgt aus (1.19), dass
erAt —d

u—d
AuBerdem bedeutet (1.19), dass der diskontierte Preisprozess e "A!S; unter dem durch die
Ubergangswahrscheinlichkeit p eindeutig bestimmten Wahrscheinlichkeitsmaf8 P ein Martin-
gal ist. Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung (s. z.B. [Se], Abschnitt 1.5.) lasst sich
dann der faire Wert einer Européischen Option zum Zeitpunkt ¢; unter dem Wahrscheinlich-
keitsmafi P als diskontierter Erwartungswert der Auszahlung zum Zeitpunkt ¢;1 schreiben,
d.h.

p:

(1.20) V(SZ, ti) = efr(twliti) EP[V(Si+17 ti-i—l)]-

Das auf den obigen Uberlegungen basierende Binomialverfahren besteht nun aus einer Vorwirts-
und einer Riickwértsphase.

Die Menge aller Aktienkurse, die unter obigen Annahmen bis zur Zeit T auftreten konnen,
definiert ein baumartiges Gitter S;; = Souw/d'™7 fir i =0,...,M und j =0,...,7, welches
in der Vorwértsphase des Binomialverfahren berechnet wird.

In der folgenden Riickwértsphase werden dann zu jedem Gitterpunkt S;; die Optionspreise

Vji berechnet. Zum Ausiibungszeitpunkt 7", d.h. fiir ¢ = M , ist der Wert der Option Vj i
fir j=0,...,M durch die Auszahlungsfunktion H als

Vim = h(Sjm)
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Abbildung 1.3: Diskretisierungsgitter der Binomialmethode fiir Sp =50, T = % und M = 32.

gegeben. Je nachdem, ob es sich um eine Kauf- oder Verkaufsoption handelt, gilt H = h. bzw.
H ="H, mit H.,H, aus (1.1). Die aus dem (i + 1) — ten Zeitschritt bekannten Werten Vj ;1
werden nun benutzt, um riickwéirts die Werte V;; fiir j =0,...,7 des i ten Zeitschritts als
diskontierten Erwartungswert

(1.21) Vii=e " (pVitrir1 + (1= p) Vjisr)-

zu berechnen. Die Rekursion in (1.21) entspricht der Formel (1.20) in der Doppelindexnotation.
Auf diese Weise werden in der Riickwértsphase des Binomialverfahrens fir ¢ = M —1,...,0
ausgehend von den Werten Vj ps alle Werte Vj; fiir 5 =0,...,% rekursiv bestimmt. Der Wert
Vo,0 ist die gesuchte Approximation an V(Sp,0) .

Fiir Amerikanische Optionen muss in jedem Schritt zusédtzlich noch iiberpriift werden, ob vor-
zeitiges Ausiiben giinstiger ist, als das Halten der Option. Anstelle von (1.21) erhélt man

(1.22) Vji = max {h(S;:), e " (pVj1im1 + (1= p)Vjiy1) } -

Niherungen an die Risikokennziffern Delta, Gamma und Theta (s. Abschnitt 1.3) lassen sich
als Differenzen von Optionswerten Vj;; und Aktienkursen S;; bestimmen. Zur Zeitpunkt ¢;

erhilt man z.B.
Vit — Vo

S11— So1’
Fiir die Wahl der beiden Parameter u und d gibt es verschiedene Moglichkeiten. In [CRR]
werden die beiden Parameter u und d so gewéhlt, dass neben den Erwartungswerten auch die

Varianzen vom diskreten und kontinuierlichen Modell iibereinstimmen. Zusétzlich wird ud =1
gefordert. Dies definiert zwei Gleichungen, aus denen die Parameter v und d bestimmt werden

konnen. Man erhalt
u = ﬁ + V 62 - 17
d = g—F-1

mit [ := % (e‘mt + e(r+‘72)At) . In diesem Fall kann man mit dem Zentralen Grenzwertsatz

zeigen (s. [Sa], Abschnitt 5.4 oder [Du], Abschnitt 11B), dass das Binomialmodell fir M — oo
gegen das kontinuierliche Black—Scholes Modell konvergiert.

Delta ~
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Beispiel 1.4.1 Es wird angenommen, dass der Zinssatz fiir eine sichere Anlage r = 2,5% und
der heutige Aktienkurs Sp = 9 betridgt. Dann betridgt der Black—Scholes Preis Vpg(Sp,0)
zum Zeitpunkt ¢ = 0 fiir eine Européische Kaufoption mit Ausiibungspreis K = 10 bei einer
Volatilitit des Aktienkurses von o = 0.6 und bei einer Laufzeit von einem Jahr

Vis(So,0) = 1.853859.

Ein Binomialverfahren mit obigen Parametern wu,d und p liefert in Abhéngigkeit der Anzahl
der Zeitintervalle M die Werte aus Abbildung 1.4. Man erkennt, dass die Konvergenz nicht
monoton und relativ langsam ist.

M [ V(S,,0) _ o
32 | 1.875648

128 | 1.851225 AN

256 | 1.856415 S

512 | 1.853251

2048 | 1.853733 \\

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
mmmmmmmmm

Abbildung 1.4: Konvergenz des Binomialmodells gegen das Black—Scholes Modell.

Das Binomialmodell ist erweiterbar auf viele pfadabhéingige Optionen, z.B. Barrier Optionen.
AufBlerdem lassen sich leicht Dividendenzahlungen und zeitabhingige Zinsraten beriicksichtigen.
In [Bn] wird eine beschleunigte Variante konstruiert, die die Anzahl der Schritte im Binomial-
modell mittel Richardson Extrapolation reduziert. In [By| wird die Binomialmethode erweitert,
so dass auch zwei zugrunde liegende Wertpapiere berticksichtigt werden kénnen. In [FG] wird
eine sogenannte adaptive Gittermethode vorgeschlagen, die die Bdume an die spezielle Struktur
der Option anzupassen versucht, indem sie in geeigneter Weise Teile eines feinen Baums iiber
einen groben Baum legen. Bei Amerikanischen Optionen werden so der Bereich in Néhe des
Ausiibungszeitpunktes und der Bereich in Nihe des Ausiibungspreises feiner aufgelost.

Trinomial- und Multinomialverfahren

Als Alternative zum Binomialverfahren kénnen auch Trinomialverfahren oder allgemein Multi-
nomialverfahren verwendet werden. Anstelle von nur zwei moglichen Aktienkursentwicklungen
innerhalb eines Zeitintervalls nimmt man jetzt an, dass B verschiedene Aktienkurse auftreten
konnen. Bei gegebenem Kurs S; zum Zeitpunkt ¢; gilt also in einem Trinomialmodell (B = 3)

uS; mit Wahrscheinlichkeit p,
Sit1 =< mS; mit Wahrscheinlichkeit p,,
dS; mit Wahrscheinlichkeit pg.

Dabei sind die Faktoren u, m und d € R™ und es gilt pg+ ppm +pu = 1.

Fordert man wie beim Binomialverfahren, dass Erwartungswerte und Varianzen vom diskreten
und kontinuierlichen Modell iibereinstimmen und nimmt man ud = m = 1 an, lassen sich die
Parameter d, m, u, pg, pm und p, eindeutig bestimmen. Unter Vernachldssigung von Termen
hoherer Ordnung als At erhélt man

_ 60\/ 3At

1
U , d=—, m=1,
u
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Man kann zeigen, dass ein Trinomialverfahren einem expliziten Finite-Differenzen Verfahren
und ein Multinomialverfahren mit B Zweigen pro Knoten einem impliziten Finite—Differenzen
Verfahren mit B + 1 Gitterpunkten im Ort entspricht (s. [Hul, S.422).

Control Variate Technik

Die Control Variate Technik kann verwendet werden, um den Fehler zu reduzieren, der bei der
Bestimmung Amerikanischer Optionswerte in einem Baumverfahren auftritt. Dazu werden die
approximativen Werte By, und Be,, einer Amerikanischen bzw. Européischen Option mit
dem Baumverfahren bestimmt und mit der Black—Scholes Formel der exakte Wert Vg, der
Européischen Option berechnet.

Man nimmt an, dass der Fehler, der bei der Bestimmung von B,,, auftritt, dem Fehler ent-
spricht, der bei der Bestimmung von Be,, entsteht.

Dann lésst sich der korrigierte Wert Vg, der Amerikanischen Option angeben als
Vam = Bam + Veuwr — Beur-

Numerische Tests zeigen, dass hiermit in der Tat oft eine signifikante Fehlerreduktion mdoglich
ist. Die Control Variate Technik kann auch in Zusammenhang mit anderen Verfahren, z.B. Mon-
te Carlo Verfahren, verwendet werden. Ausfiihrlichere Informationen iiber die Control Variate
Technik in Zusammenhang mit der Optionsbewertung finden sich in [HIW].

Das Verfahren von Broady—Glasserman

In der Arbeit [BG] wird vom Martingalansatz ausgegangen. Hier besagt der Satz von Girsanov
(s. [Du], S.288), dass der Preis einer Amerikanischen Option als ein Erwartungswert beziiglich
eines bestimmten Mafles, dem sogenannten dquivalenten Martingalmaf.

V(S,0) = supe ""E*[V(S,1)]
t<T
gegeben ist. Der Algorithmus von Broady—Glasserman bestimmt ein Konfidenzintervall fiir den
Optionspreis, indem er einen Erwartungswert mit zu hohem und einen mit zu niedrigem Bias
erzeugt. Asymptotisch besitzen beide Erwartungswerte keinen Bias.

Hierzu wir zunéchst ein Zufallsbaum mit B Zweigen je Knoten konstruiert. Zum Zeitpunkt
t; mit j = 1,...,M sind dann B’ verschiedene Aktienkurs mdoglich, die mit 5;1’12""’” ,
1 <iq,...,1; < B bezeichnet werden. Sie werden in einem Vorwértsschritt als Random Walk

S’il,i2»~~-7ij+1 o Sl:l,i27-‘~7ij e(r—%UQ)At—&-avAtzin

J+1 I
fiir ij41 =1,..., B simuliert. Hierbei ist z;,,, eine N(0,1) — verteilte Zufallsvariable.
In einem Riickwértsschritt wird nun zu jedem Knoten i1,142,...,%; zum Zeitpunkt ¢; der zu

ilyi27"'7ij
low,j

hohe Erwartungswert Qzllglijlj und der zu niedrige Erwartungswert 6

des Zeitpunktes tj;1 berechnet.

aus den Werten
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Fir j =M gilt
J 8 9“7 SIM 0117 WIM Vv Sily-n:ilw ¢
high,M — Ylow,M ( M ’ M)

Hieraus bestimmt man rekursiv fiir j =M —1,...,0

Ulyeesly U150ty —rAt Ulyeeeslyyigt+1
ehzghj = max V<S t] B E: 9hlgh,j+1

ij+1=1
und
B
Zl, Sl Z 17 37/j7
low,]
k:
PR 7k i 7---7"
Hierbei ist 1711 k= V(S’;1 .t;) , falls
V(3 t) 2 e o 37 iVt fiwalle k=1, B.
tj+1=1
3eey 7k — ‘7"'7"’]?
Ansonsten gilt 77“ ok gt ;;w ij_I .

Der gesuchte Optionspreis zum Zeitpunkt tg =0 und Kurs Sy betrigt dann
1
V(S(Jv O) = i(ehigh,O + elow,O)'

Das Broady—Glassermann Verfahren hat in Vergleich zum Binomialverfahren den Vorteil, dass es
viel leichter auf allgemeinere Optionstypen, wie pfadabhéngige Optionen oder Basket—Optionen
verallgemeinerbar ist.

1.4.2 Finite—Differenzen und Finite—Elemente

Sobald eine partielle Differentialgleichung und Randbedingungen fiir den Wert einer Option
angegeben werden kénnen, kénnen Finite-Differenzen und Finite-Elemente Methoden zur Op-
tionsbewertung verwendet werden. Fiir zahlreiche Optionstypen sind die partiellen Differential-
gleichungen und geeignete Randbedingungen in [WHD1]| aufgelistet. Da sich Integralansétze fiir
die Bewertung Amerikanischer Optionen nur sehr bedingt eignen, bietet sich hier besonders der
Weg iiber die Differentialgleichung an.

Werte von Européischen Optionen erfiillen im Allgemeinen Randwertprobleme, wohingegen Wer-
te Amerikanischer Optionen im Allgemeinen durch freie Randwertprobleme gegeben sind (s.
Problem 1.2.1 und Problem 1.2.3).

Die Diskretisierung der partiellen Differentialgleichungen mit Finite-Differenzen oder Finite—
Elementen fithrt bei Européischen Optionen auf ein lineares Gleichungssystem und bei Ame-
rikanischen Optionen auf ein diskretes, lineares komplementéires Problem (s. Abschnitt 2.2.1
und Anhang A.4). Beide kénnen mit Standardverfahren gelost werden. In Kapitel 2 ist dies
ausfiihrlich fiir den Finite-Elemente—Ansatz diskutiert. Um das diskrete, lineare, komplementére
Problem effizient zu lésen, konnen zusétzlich Mehrgittertechniken eingesetzt werden.

In [BS2] wird die Finite-Differenzen Methode zum ersten Mal auf die Bestimmung von Op-
tionspreisen angewandt. Detaillierte Informationen iiber die Diskretisierung der Black—Scholes
Gleichung findet sich in den Biichern [Hu], Abschnitt 16.8, [Se] und [WHD1], Kapitel 17-21.
Durch die Anwendung nichtlinearer Transformationen lésst sich oft die Effizienz des Verfah-
rens erhohen (s. [CP]) oder die Schwierigkeit umgehen, die Konvektionsterme in der partiellen
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Differentialgleichung verursachen (s. [Se]). Einen Vergleich verschiedener Finite-Differenzen Ver-
fahren findet sich in [GS]. Dort wird geschlossen, dass das explizite Finite-Differenzen Verfahren
verbunden mit einer logarithmischen Transformation der Aktienkurse fiir viele Optionstypen die
effizienteste Methode ist. In der aktuellen Arbeit [HW] wird gezeigt, dass durch die Einfithrung
kiinstlicher Randbedingungen die Effizienz der Finite—Differenzen Methode weiter erh6ht werden
kann.

Im Vergleich zu Finite-Elementen haben Finite-Differenzen den Nachteil, dass sie nur schwer
auf nicht—gleichméfige Gitter und nur schwer auf hohere Ordnungen verallgemeinerbar sind.
Auflerdem sind Fehlerabschitzungen im Finite—Elemente Rahmen leichter zu treffen.

Die Anwendung Finite—Elemente—Verfahren auf die Black—Scholes Gleichung ist in [Se], Kapitel 5
und in [WHD1], Kapitel 21 und Anhang D fiir stiickweise lineare Ansatzfunktionen beschrieben.
In Kapitel 2 wird das Vorgehen auf Ansatzfunktionen beliebiger Ordnung verallgemeinert. Fiir
generelle Informationen iiber Finite-Elemente—Verfahren siehe z.B. [Br].

1.4.3 Analytische Approximationen und weitere Verfahren

Als Alternative zu numerischen Verfahren sind eine Reihe analytischer Approximationen an den
Wert einer Amerikanischen Option vorgeschlagen wurden.

Die bekannteste ist eine quadratische Approximation, die auf die Arbeit [Mi] zuriickgeht und
in [BW] erweitert wurde. Hier wird ausgenutzt, dass die Differenz v zwischen dem Wert einer
Européischen und einer Amerikanischen Option die Black—Scholes Gleichung 1.7 erfiillt. Die
Substitutionen

r=T—t, hir)=1—¢"", q=2r/c>

und v(S,t) = h(7) g(S,h) fithren zur transformierten Gleichung

5239+ Sag q .1 h)f?g

052 s nI~ oh

Die Approximation besteht jetzt darin, anzunehmen, dass der letzte Term auf der linken Seite
gleich Null ist. Dies ist dadurch motiviert, dass 1 — A nah an Null ist, wenn 7 grof3 ist, und
dass 0g/Oh nah an Null ist, wenn 7 klein ist (s. [BW]).

Fiir die vereinfachte Gleichung ldsst sich eine analytische Losung angeben und nach Riicktrans-
formation erhélt man den Preis einer Amerikanischen Verkaufsoption als

Vour(S,) + A(Sy) (S/S;)  falls S > S,

Vam (S, t) =
K-S sonst.
Der optimale Ausiibungspreis S; wird durch die iterativ zu l6sende Gleichung

K — Sf = Vew(Sf,t) +A(Sf)

bestimmt. Dabei bezeichnet N die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und die
Variablen v =~(h), A= A(Sf) und d = d(S) sind gegeben durch

v = 5 (1—a-ig-DET4afh),

A = —<1—N[d<sf>1>*i

In(S/K) + (r+ %JZ)(T—t)
oV —t '
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Eine neuere Approximation stammt aus [BjS]. Sie ist etwas weniger rechenintensiv und genau-
er fiir Optionen mit langer Laufzeit. Beide Approximationen sind sowohl fiir Kauf— als auch
fiir Verkaufsoptionen anwendbar und sind direkt auf Aktien mit stetiger Dividendenzahlung
erweiterbar.

Interessant fiir diese Arbeit ist ein asymptotisches Modell zur Bewertung Amerikanischer Optio-
nen mit stochastischer Volatilitdt aus [FPS]. Hierfiir wird eine gute Approximation an die dritte
Ableitung 93V /083 der Losung V eines eindimensionalen Black-Scholes Modell benétigt. Dies
zeigt den Bedarf nach Black—Scholes Losern, die auf Funktionen héherer Ordnung beruhen.

Weitere Losungsverfahren

Die Bewertung Amerikanischer Optionen fithrt zu linearen komplementéren Problemen. Diese
sind eng verwandt mit restringierten Minimierungsproblemen (s. Abschnitt A.3). Damit kom-
men Penalty Methoden als Loser in Betracht. Hier wird ein geeignetes unrestringiertes Mini-
mierungsproblem geldst, welches einen Strafterm enthélt, der sicherstellt, dass die Losung im
Grenzwert der Losung des restringierten Problems entspricht. In der Arbeit [FV] wird fiir die
Bewertung von Amerikanischen Optionen eine Penalty Methode mit quadratischer Konvergenz
vorgeschlagen. In [DH] wird ebenfalls bei der Formulierung als Minimierungsproblem angesetzt.
Dort werden Methoden der linearen Optimierung zur Losung verwendet. Numerische Ergebnisse
zeigen schnellere Konvergenz als Finite-Differenzen Methoden mit dquidistanten Gittern.



Kapitel 2

Finite—Elemente LOsung des freien
Randwertproblems

2.1 Formulierung des freien Randwertproblems: Einleitung und
Ubersicht

In diesem Kapitel wird ein auf B-Spline-Basisfunktionen basierendes Finite-Elemente—Verfahren
zur Losung des zeitabhéngigen, freien Randwertproblems vorgestellt, welches bei der Bewertung
Amerikanischer Optionen im Black—Scholes Modell auftritt.

Es bezeichne €1y das Gebiet
(2.1) Q=R x[0,T)
und £ den Operator

01y, P )

zur Black-Scholes Gleichung aus (1.7) fiir gegebene Parameter r € Rt und o € RT . Aufilerdem
sei fiir K € RT die Funktion H = H(S) in Analogie zu (1.1) definiert als

H(S) = (K - S)".
Problem 2.1.1 (Freies Randwertproblem) Finde (V,S;) mit V. = V(S,t) und S; =
S¢(t) , so dass gilt
LV(S,t)=0 fir §> Sy und 0<t<T,
V(S,t) = H(S) fir S <Sp und 0<t<T,
mit den Randdaten
V(S,t)=0 fir S—o0 und 0<t<T,

den Enddaten
V(S,T)="H(5) fir S§>0

und den Bedingungen, dass V und 0OV /0S an S = S¢(t) stetig sind.
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Die Bewertung Die Losung

von Optionen freier Randwertprobleme

NS

Die Bewertung
Amerikanischer Optionen

Abbildung 2.1: Zusammenhang von Optionsbewertung mit freien Randwertproblemen.

Wie in Abschnitt 1.2.3 hergeleitet wurde, beschreibt die Losung V' den fairen Wert einer
Amerikanischen Verkaufsoption.

Das im folgenden beschriebene Losungsverfahren lédsst sich mit wenigen Modifikationen auch
zur Losung der parabolischen Black—Scholes Gleichung verwenden, welche bei der Bewertung
Européischer Optionen im Rahmen des Black—Scholes Modells auftritt (s. Abschnitt 1.2.2). Da
hier im Gegensatz zu Problem 2.1.1 nicht die Restriktion V(S,t) > H(S) gilt, wird es im
folgenden zur besseren Unterscheidung als unrestringiertes Randwertproblem bezeichnet.

Problem 2.1.2 (Unrestringiertes Randwertproblem) Finde V =V (S,t), so dass fir al-
le (S,t) € Qg die Black—Scholes Gleichung LV =0 mit den Randdaten

V(S,t)=0 fir S=0 und V(S,t)=S5—Ke TV  fir§— oo

und den Enddaten V(S,T) = H(S) gilt.

Wenn man nicht die Losung fiir die gesamte (S,t¢) — Fliche bendotigt, wird man zur Lésung
des unrestringierten Problem 2.1.2 auf die geschlossene Losungsformel aus (1.11) zuriickgrei-
fen. Im folgenden dient das unrestringierte Problem in erster Linie als Benchmarking fiir den
Losungsalgorithmus des schwierigeren freien Randwertproblems 2.1.1.

Die Finite-Elemente Methode besitzt eine Reihe von Vorteilen im Vergleich zu den anderen in
Kapitel 1.4 vorgestellten numerischen Verfahren. Dazu zédhlen unter anderem die Moglichkeiten,
dass auch nicht gleichméflige Gitter leicht beriicksichtigt werden kénnen und, dass Basisfunktio-
nen beliebiger Ordnung verwendet und damit héhere Approximationsordnungen erreicht werden
konnen. Die Verwendung von glatten Basisfunktionen beinhaltet ferner den grofien Vorteil, dass
die Ableitungen der Losung, die bei der Optionsbewertung die wichtigen Risikokennziffern lie-
fern, direkt durch Ableiten der Basisfunktionen bestimmt werden konnen.

Die folgenden Abschnitte orientieren sich an den Darstellungen in [Se], Kapitel 5 und in [WHD1],
Kapitel 21 und Anhang D. Dort ist jeweils das Verfahren fiir Hutansatzfunktionen beschrieben.
Es wird hier auf B-Splines beliebiger Glattheit verallgemeinert. Um die damit neu auftretenden
Schwierigkeiten bei der Modellierung der Randdaten zu umgehen, wird im Unterschied zu [Se]
und [WHD1] die schwache Form des Problems auf homogene Randdaten reduziert.

In Abschnitt 2.2 wird zunéchst die schwache Formulierung hergeleitet. Die Black—Scholes Glei-
chung wird dafiir in die Wérmeleitungsgleichung transformiert und auf homogene Randdaten
reduziert. Diskretisierung in der Zeit mit einem 6 — Schema und Finite-Elemente Diskretisie-
rung im Ort fithren im Abschnitt 2.3 zur vollstdndig diskreten Form. Das hieraus resultierende
Minimierungsproblem iiber einer konvexen Menge in R? lisst sich nun mit dem projektiven
Gauss—Seidel-Verfahren 16sen. Es wird in Abschnitt 2.6 beschrieben. Massen—, Steifigkeitsma-
trix und die rechte Seite lassen sich bei dquidistanten Gittern explizit aufstellen (Abschnitt
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2.5.1). AbschlieBend wird in Abschnitt 2.5.2 die Bestimmung des freien Randes und die Bestim-
mung der Ableitungen durch direktes Ableiten des Basisfunktionen und diskutiert. Eine solche
Losung ist natiirlich nur dann moglich, wenn Basisfunktionen verwendet werden, die ausreichend
oft differenzierbar sind. Mit quadratischen bzw. kubischen Splines erhélt man stiickweise stetige
Approximationen an die ersten beiden Ableitungen der Losung.

Im folgenden Schema sind die Losungsverfahren fiir das freie und das unrestringierte Randwert-
problem, wie sie in den Abschnitten 2.2 bis 2.5.2 ausgefiihrt sind, gegeniibergestellt.

Bewertung Europiischer Optionen Bewertung Amerikanischer Optionen
] (Annahmen des Black—Scholes Modell) !
PDE (Black—Scholes Gleichung) freies Randwertproblem
| (Transformation) (Umformulierung + Transformation ) |
PDE (Wirmeleitungsgleichung) lineares komplementéires Problem
] (Multiplikation mit Testfunktion, Partielle Integration) ]
Variationsgleichung Variationsungleichung
l (Finite-Elemente + Zeitdiskretisierung) 1
LGS LGS mit Nebenbedingung
! (SOR + Riicktransformation) (PSOR + Riicktransformation) |
Losung Losung

2.2 Herleitung der variationellen Form

Das Ergebnis dieses Abschnittes ist die variationelle Form des freien Randwertproblems 2.1.1.
Zunichst wird die lineare komplementére Formulierung des Problems hergeleitet. Durch eine ge-
eignete Transformation werden anschliefend die auftretenden Konvektions— und Reaktionsterme
eliminiert. Zuletzt wird das Problem mit einer geeigneten Substitution auf homogene Rand— und
Anfangsbedingungen reduziert.

2.2.1 Das freie Randwertproblem als lineares komplementires Problem

Eine grofie Klasse von freien Randwertproblemen l&sst sich in Form einer Variationsungleichung
oder in Form eines linearen komplementdren Problems (s. Anhang A.3 und A.4) formulieren.
Eine solche Umformulierung ist oft giinstig, um Schwierigkeiten bei der Behandlung des freien
Randes zu umgehen. Man spricht dann von einem ”fixed—domain” Ansatz, da das Gebiet, in
dem das neue Problem formuliert ist, jetzt festgelegt ist. Der freie Rand ist vollstéindig in diesem
Gebiet enthalten, taucht in der neuen Formulierung aber nicht mehr explizit auf. Er trennt die
Menge K° der Punkte, an denen die Losung die Differentialgleichung erfiillt, von der Menge
K* an Punkten, an denen dies nicht gilt. Im zweiten Fall werden die Punkte als Kontaktpunkte
oder auch als aktive Punkte bezeichnet. Liegt ein Hindernisproblem (s. Anhang A.4) vor, dann ist
diese Bezeichnung dadurch motiviert, dass die Losung an allen Punkten der Menge K°® Kontakt
mit der Hindernisfunktion besitzt. Dies soll an einem einfachen Beispiel erldutert werden.

Beispiel 2.2.1 Gegeben sei die Hindernisfunktion H(z) € C?(I) aus Abbildung 2.2 mit [ :=
[a,b] und H(a) = H(b) . Gesucht ist eine Funktion V € C'(I), die V > H und V(a) =
V(b) = 0 erfiillt und minimale Lénge besitzt. Damit eine Losung existiert muss H(a), H(b) < 0
gelten. Das Intervall [c,d] ,indem V(z) = H(z) gilt, wird als Kontaktmenge K°® der Funktion
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Hindernis

Abbildung 2.2: Hindernisfunktion H und Losung V .

‘H bezeichnet. Alternativ ldsst sich die Funktion V auch durch das folgende einfache freie
Randwertproblem festlegen: Finde V € C1(I) mit V(a) = V(b) =0 und

V=0 1in [a,c)U (d,b],
V=% inled.

Die Punkte c¢,d € I, an denen V das Hindernis H tangential beriihrt, bilden in diesem Fall
den a priori unbekannten freien Rand. Offensichtlich gilt

V"V —H) =0,

—V">0, V—-H>0.

Dies wird als die lineare komplementdre Formulierung des Problems bezeichnet. Mit partieller
Integration erhélt man analog zu Abschnitt 2.2.3 die Formulierung als Variationsungleichung:
Finde V € H}(I) mit

b
/ V'(v—=V)dx >0

fiir alle v € HY(I) mit v>"H.

Das freie Randwertproblems 2.1.1 kann analog zu dem obigen Beispiel als ein Hindernisproblem
aufgefasst werden. Die Funktion H definiert wie im Beispiel die untere Hindernisfunktion fiir
die Losung V . Fiir dieses Problem wird zun#chst die lineare komplementéire Formulierung
hergeleitet.

In Abschnitt 1.2.3 wurde gezeigt, dass fiir S < S¢(t)
LV <0, V(S,t) =H(S)

und fiir S > Sy(t)
LV =0, V(S,t) > H(S)

gilt. Da also entweder LV =0 oder V —H =0 ist, gilt in jedem Fall
LV - (V(S,t)—H(S)) =0.
Dies liefert die lineare komplementére Formulierung des freien Randwertproblems 2.1.1 im Ge-

biet Qp =R x [0,7) .

Problem 2.2.2 (Lineares komplementéres Problem) Finde V = V(S,t), so dass fir
(S,t) € Qp gilt
LV - (V(S,t)—H(S)) =0,
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mit den Randdaten
V(S,t)=0 firS—oo wund V(S,t)="H(S) firS—0,

und den Enddaten
V(S,T)=H(S).

Zur Aquivalenz dieser beiden Formulierungen sei auf den Anhang verwiesen.

2.2.2 Transformation und Lokalisation

Eine direkte Diskretisierung des Operators £ aus (2.2) fithrt in der Regel wegen des Konvek-
tionsterms zu numerischen Schwierigkeiten. Mit den Transformationen

- 27
und
(2.4) V(S,t) = K e~ 3@ D=(Ga-D*+q)7 u(x, 7),

wobei ¢ := 2r/0?, ist die riickwiirts parabolische Differentialgleichung £V = 0 in V/(S,t)
aber dquivalent zur homogenen, vorwérts parabolischen Warmeleitungsgleichung

ou  0%*u

in der neuen Unbekannten u(x, 7). Das Gebiet €z transformiert sich dabei auf

=0

Oy =R x (0, 0*T/2] .

Auf diese Weise umgeht man die numerischen Schwierigkeiten bei der Behandlung des Konvek-
tionsterms und vereinfacht durch die nun konstanten Koeffizienten die Implementierung. Auf
der anderen Seite wirkt sich die Transformation erst einmal unvorteilhaft auf das Diskretisie-
rungsgitter aus. Dies kann bei einem Finite-Elemente—Ansatz durch die Verwendung gestreckter
Gitter aber wieder kompensiert werden.

Wendet man obige Transformation auf die Funktion H(S,t) = H(S) = (K — S)* an, ergibt
sich die transformierte Funktion ¢ : Qy — RT als

(2.6) g(x, 7') = e(i(‘1+1)27) maX{B%(Q*l) _ e%(qul)’O}'

Weiter erhélt man folgende transformierte Formen des linear komplementéren Problems 2.2.2
und des unrestringierten Randwertproblems 2.1.2.
Problem 2.2.3 (Transformiertes lineares komplementires Problem) Finde die Funkti-

on u=u(x,7), so dass fir alle © € Oy gilt

Wu-(u—g)=0

Wu >0, u>g
mit den Randdaten
lim w(z,7)= lim g(z,7)
r—+o00 r—+o00

und den Anfangsdaten
u(z,0) = g(x,0).
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Problem 2.2.4 (Transformiertes unrestringiertes Randwertproblem) Finde die Funk-
tion u=wu(x,7), so dass fir alle (x,7) € Qy die Wairmeleitungsgleichung Wu =0 mit den
Randdaten

uw(z,7) =0 fir x - —oco und u(z,T)=r1. firxz— +o00
und den Anfangsdaten

u(z,0) = 2@V max{e” — 1, 0}

gilt. Dabei bezeichnet
Py = (e%(q+1)+q7 _ 6%(q—l)) eila—1)?

Exemplarisch, weil bis auf diese alle iibrigen Transformationen in [Se], Kapitel 4 ausfiihrlich
durchgefiihrt sind, sei hier nur die transformierte Randbedingung wu(x,7) = r. fiir =z — +o0
hergeleitet:

Mit (1.10) und (2.3) gilt fir S — oo

27

V(S t)=8—Ke T = Ke* — Ke "a? = K(e” — e 97).
Einsetzen in (2.4) liefert

u(z,7) = (ew_e—QT)6%(Q—1)+(i(q—1)2+q)r

o3 (a+1)+ar _ €g<q—1>) o5 (a—1)?

Te.

Lokalisation des Gebietes

Fiir numerische Berechnungen muss das unbeschriankte Gebiet )y durch ein beschréinktes
Gebiet

(2.7) Q:=1I, x I := [Tmin, Tmax] X (0,0°T/2] C R?

mit Tpmin < 0 < Tpax ersetzt werden. Fiir das unrestringierte Randwertproblem kann man zei-
gen (s. [MPS]), dass der Lokalisationsfehler mit steigendem zmax bzw. fallendem =z, expo-
nentiell kleiner wird. Fiir das freie Randwertproblem ist in [JLL] ein gleichméBig fallender Lokali-
sationsfehler nachgewiesen. Fiir die numerischen Berechnungen wurde [Oo] folgend Spax = 3 K
und Spin = %K gewdhlt. Aus den Transformationen 2.2.2 ergeben sich dann die Werte zmin
und ZTmax -

Die Ausfiihrungen in den Unterabschnitten 2.2.3 bis 2.3.1 beziehen sich nur auf das schwieri-
gere freie Randwertproblem 2.2.3, da die Herleitung der schwachen Form des unrestringierten
Randwertproblems 2.2.4 Standard ist und die Diskretisierung vollkommen analog verlduft. Die
Endresultate sind fiir beide Probleme in Abschnitt 2.3.2 zusammengefasst.



2.2. HERLEITUNG DER VARIATIONELLEN FORM 33

2.2.3 Schwache Form und Reduktion auf homogene Randbedingungen

Zu dem Gebiet Q = I, x I, C R? aus (2.7) sei der Raum H () definiert als die Menge aller
Funktionen v = v(z,7) in L?(Q), die beziiglich x einmal schwach und beziiglich 7 einmal
stark stetig differenzierbar sind. Eine kurze Einfiihrung der Sobolevrdume und ihrer wichtigsten
Eigenschaften findet sich in Anhang A.2.

Die Menge der Testfunktionen sei definiert als

= {veH®): v(x,71)
v(z,0)

v

g( )7 U(xmax; T) = g(xma)uT)? 'U(wmian) = g(xmin; 7'),
g(x,0) fiir alle (z,7) € Q}

und es bezeichne u € H(Q2) die Losung des transformierten linearen komplementéren Problems
2.2.3. Dannist v—¢g >0 und u—g¢ >0, wegen u,v € K. Subtrahieren von

/ Wu(v —g)dx >0

und s
/ Wau(u — g)dx >0
liefert

Tmax
/ Wu(v —u)dz > 0.
Tmin

Bei anschlieBender partieller Integration verschwinden die Randterme wegen u,v € K und man
erhilt die schwache Form von Problem 2.2.3.

Problem 2.2.5 (Schwache Form mit inhomogenen Randdaten)

Tmaz oy, Oou (Ov Ou
Oor Oz

(2.8) Finde u € K : / (vfu)qta— ) dz >0  fir alle v € K.
x

Im weiteren Verlauf ist es giinstig das Problem durch Subtraktion einer Funktion g(z,7) €
H(Q) ,die an den Ridndern x = xpax und & = xpi; mit den Randbedingungen iibereinstimmt,
auf homogene Randbedingungen zu reduzieren. Hierzu kann offensichtlich die Funktion g aus
(2.6) verwendet werden. Die Substitution

(2.9) u=y-+g

in (2.8) liefert das auf homogene Randdaten reduzierte Problem.

Problem 2.2.6 (Schwache Form mit homogenen Randdaten)

rmaz oy oy (81} oy

9y 9y (Ov Oy > ) '
87(v y>+3a: >dx_€(v y)  fir alle ve K

(2.10) Findey € K : % Ba

Dabei ist
K:={ve HQ): v(x,7) >0, v(Tmin, 7) = v(Tmaz, 7) = 0, v(z,0) = 0}

und das linearen Funktional ¢ ist definiert als

o Tmazx @ @@
(2.11) () = / o4 2,

min
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Es zeigt sich, dass die Losung des neuen Problems nicht nur homogene Randdaten hat, sondern
sogar in einer Umgebung des Randes & = xpni, konstant gleich Null und in einer Umgebung
VON T = Tpax beliebig klein ist, wenn xpa geniigend grofl und xnin geniigend klein gewéhlt
wird.

Lemma 2.2.7 Es gilt y(z,7) =0 fir alle 7 € I, falls x <In(1 —exp(—2r7/0?)) oder falls
T — 00 .

Beweis: Aus dem Beweis von Satz 1.1.10 folgt, dass

V(S t) =K — S, falls § < (1 - e*“T*t)) K.
Mit den Transformationen aus (2.3) bedeutet dies

V(S,t) =K (1—-¢%), fallsz<In(l-— 6_2%).
Wegen (2.9) und (2.4) folgt in diesem Fall

ytg = 3@ VTG Sari(ent)r

— (i1 +g)r (egm—n _ eg(«m)) ,

Ein Vergleich mit der Definition von g in (2.6), liefert schlieflich y(x,7) = 0, sobald die
Bedingung = < In(1 — e 252) < 0 gilt. Wegen

lim u(x,7) = lim g(z,7)
T—00 Tr—00

(s. Problem 2.2.3) und wegen (2.9) folgt aulerdem lim, . y(z,7) =0. O

Nach Lemma 2.2.7 erfiillt die Losung y der Variationsungleichung aus (2.10) nicht nur homoge-
nen Randdaten, sondern ist sogar in einer Umgebung des Randes konstant gleich Null. Damit ist
die Modellierung der Randdaten auch fiir B-Splines hoherer Ordnung einfach durch Nullsetzen
der Rand B—Splines ohne Verlust an Approximationsgiite moglich. Neben homogenen Randda-
ten erhélt man auflerdem anstelle der urspriinglich nicht—glatten Anfangsdaten verschwindende
Anfangsdaten. Dies erleichtert die Konvergenzanalyse und man erspart sich die Konstruktion
einer Approximation aus dem Finite—Elemente Raum an die Anfangsdaten. Ein weiterer Vorteil
ist, dass anstelle der Nebenbedingung u > g die einfachere Nebenbedingung y > 0 gilt. Dies
vereinfacht den Einsatz von Mehrgitterverfahren, weil — im Gegensatz zur Funktion g — der
Transfer der Nullfunktion von feineren auf grobere Gitter trivial ist. Dafiir erhélt man jetzt
allerdings eine rechte Seite. Fiir dquidistante Gitter kann diese aber ebenso wie Massen— und
Steifigkeitsmatrix fiir Ansatzfunktionen beliebiger Ordnung explizit aufgestellt werden.

a(u,v) = / i ;xu(fxv dx

Mit der Bilinearform

min
und mit dem L? - Skalarprodukt (-,-) in I, = [Zmin, Tmax] l#sst sich die Variationsungleichung
aus (2.10) schreiben als

0
(2.12) finde y € K : (8—y,v—y)+&(y,v—y) >/{l(v—y) firallevek.
T
Dies ist eine parabolische Variationsungleichung der ersten Art. Es ist bekannt (s. [EO]), dass

diese eine eindeutige Losung besitzt, wenn die Bilinearform a(-,-) symmetrisch und positiv
definit ist. Wegen Lemma A.2.6 ist dies erfiillt.
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2.3 Diskretisierung

Die Variationsungleichung aus (2.10) soll mit dquidistanter Schrittweite in der Zeit mit Finite—
Differenzen und mit variabler Schrittweite im Ort mit Finite-Elementen diskretisiert werden.
Zunéichst wird die Zeit diskretisiert, so dass in jedem Zeitschritt ein elliptisches Problem zu
16sen ist. Als Finite-Elemente—Ansatzfunktionen dienen hierbei B-Splines. Die Definition und
die wichtigsten Eigenschaften von B—Splines sind im Anhang A.1 zusammengestellt.

Ein urspriinglich gleichméfiges Gitter wird durch die in Abschnitt 2.2.2 angewandte nichtlineare
Transformation der Black—Scholes Gleichung verzerrt. Je kleiner der Basiswert, desto enger wird
das Gitter. Diesem fiir die Genauigkeit der Ndherungslosung nicht vorteilhaften Effekt kann mit
der Verwendung von gestreckten Gittern a priori entgegengewirkt werden. Zusétzlich kann die
Genauigkeit drastisch erhoht werden (s. [CP]), indem das Gitter in der Nihe des Ausiibungpreises
weiter verfeinert wird. Das ist der Bereich, der in der Praxis besonders interessant ist. Bei
Amerikanischen Optionen bietet es sich weiterhin an, das Gitter in der Néhe des freien Randes
vergleichsweise eng zu wahlen.

2.3.1 Diskretisierung in der Zeit

Es sei 7j:=jA7r fir 5 =0,..., N und N € N eine dquidistante Diskretisierung des Zeit-
1
intervalls I, mit der Schrittweite At := 502T/N . Diskretisierung von (2.10) mit Finiten—

Differenzen fithrt dann mit der Bezeichnung y” := y(z,7,) auf die semidiskrete Form

Tmax ,,v+1 _ v v+1 v v+l _ v+l
/ y Y7t gy %Y +(1_9)0y I(v v

(2.13) AT Ox Ox Ox

min

> (VT — T fiir alle v € KV
FEin solches Schema, das zwischen einer expliziten und einer impliziten Darstellung interpoliert,
wird als 6 — Schema bezeichnet. Fiir 6§ = 0 beschreibt die Zeitdiskretisierung in (2.13) ein
explizites Fulerverfahren, fir 6 = % ein Crank—Nicholson und fiir 6 = 1 ein implizites Euler-
verfahren.

Mit der Bilinearform

Pmax Oou Ov
(2.14) a(u,v) := /xmin U —i—HAT%a—xdm
und dem linearen Funktional
Tmax Y ayu av
(2.15) f(v) == Atl(v) + /xmin Yy v+ [(9 — AT o ] e dx

erhilt man

Problem 2.3.1 (semidiskrete Form) Finde y*™' € K" | s0 dass

a(y’ ot — gt > ot =T fiir alle v € KV

K" :={v(.,7,) € Hy(Iy) : v(z,7,) >0 fir alle x € I, } .
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Hierbei bezeichnet H{(I,) den Raum der einmal schwach differenzierbaren Funktionen v €
L?(I,) mit kompaktem Triiger in I, (s. Anhang A.2). Wegen Lemma A.2.6 ist die Bilinearform
a(-,-) aus (2.14) stetig, symmetrisch und positiv definit in H'(I,) und elliptisch in HJ(I,) .
Nach dem Satz A.3.3 von Lax—Milgram existiert daher eine eindeutige Losung von Problem
2.3.1.

Die elliptische Variationsungleichung aus Problem 2.3.1 lésst sich als ein Hindernisproblem auf-
fassen. Vergleiche hierzu Anhang A.4. Die Hindernisfunktion ist in diesem Fall die Nullfunktion.

2.3.2 Diskretisierung im Ort

Sei x; :==xmin+ih;, it=1,...,M mit M € N eine nicht notwendig dquidistante Diskretisie-

rung des Intervalls I := [Zmin, Tmax| 2z vorgegebenen Schrittweiten h; mit
M—1
Z hz = Tmax — Tmin-
i=1

Zu einer vorgegebenen Ordnung k € N sei weiter

Sy, = Nk,Th C H&(Ix)
der endlich—dimensionale Raum der Splines der Ordnung k beziiglich der in (A.1) eingefiihrten
erweiterten Knotenfolge T}, := {6;}i=1,. n+ zur Knotenfolge {z;}i—1, . m -

Die Losung y”*! € H{(I;) des semidiskreten Problems 2.3.1 soll nun durch y}’;H € S), approxi-
miert werden. Ist {N;}i—1, ., die B-Spline-Basis der Ordnung £ fiir den n — dimensionalen
Raum S} , dann gilt

n=M+k—2

und y; € S, und vy € S), lassen sich darstellen als

(2.16) vh(z) =Y wiNyy(@), vi(x) = Y of Nig(x)
i=1 i

mit eindeutigen Koeffizienten w} € R bzw. vy € R fiir i =1,...,n.

Der diskrete Losungsraum sei bezeichnet mit
(2.17) Cr o= {vy € Sy : v (x) >0 fiir alle = € I} C Hy(I,).

Es gelten die Definitionen
w” = (w¥,...,w))T eR",

vVo= (o}, .., u0)T e R,

Tmax
A= (4;;) e R™" mit A4;;:= / Nz{,kN]/‘,kdﬂf die Steifigkeitsmatrix,
Tmin
Imax
B = (B;;) € R"™" mit B;;:= / N; i N; pdz die Massenmatrix
Tmin

und es bezeichnet Nj; := dN;;/0x .



2.3. DISKRETISIERUNG 37

Einsetzen der Darstellung aus (2.16) in die Definition der Bilinearform a(-,-) aus (2.14) liefert

l/+1 1/+1 v+1
(yh — Yy )

Z wy+1NZ ks Z ( v+1 w;/+1)N‘]7k‘ )

(2.18) = Z wy T = wi ) a(Nig, Njg)
i, j=1

n ) . . Tmax Tmax
— § R A CALEE AL / N; kNj i da;+9Ar/ NN pda
i Tmin Zmin

_ (VV-H _ Wu-i-l)T(B + 9A7’A)WV+1

Mit Einsetzen der Darstellung aus (2.16) in die Linearform ¢ aus (2.11) erhélt man analog

(gt = )

_ /xmax 99 < Z vHL_ )N, 39 Z vt _ N da

T

(2.19) i
max 8 a
=—§ AR ”*1)/ o yk—i-azNJ’»’kdx

min
— (Vqul _ wu+1)T r
mit r:= (ry,...,7,)7 und
Tmax 8 a
(2.20) i = —/ gNzk + gNi’kdas.
Zmin or Ox >

Fiir den zweiten Teil der rechten Seite f aus (2.15) ergibt sich

8( v+1 l/+1)

Tmax 8y” -y
v+1 v+1 h h
/:rmin o ( h+ yh+ ) - |:(0 - 1)AT Ox :| ox dr
Tmax Imax
(2.21) — Z Yt — T (/ N; g Njrdr + (0 — 1)AT/ Ni,,kN]{,kdx)
i,j=1 Zmin Tmin

= v —w™hHT(B+ (0 - 1)ATA) w”

Aus (2.18), (2.19) und (2.21) setzt sich die vollstdndig diskretisierte Form der semidiskreten
Variationsungleichung aus Problem 2.3.1 in Matrixschreibweise zusammen als

0 < a(yythortt —y ) — flopt =yt

= (v —w™T [(B+0ATA) W' — Arr — (B4 (0 — 1)ATA) w”|
oder mit den Abkiirzungen

C = B+460ATA,
b = Arr+ (B+(6—-1)A7TA) w¥
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als

(2.22) 0< (v —w T (Cw”t —b).

Der konvexe Losungsraum KY im v — ten Zeitschritt aus (2.17) soll durch den leicht restrikti-

veren Raum
K ={vy € Sp: vy >0firalle i=1,...,n},

der einen Quader im R™ beschreibt, ersetzt werden. Dabei sei erinnert, dass fiir feste v die
Darstellung aus (2.16) gilt. Die beiden diskreten Riume K% und K% sind nur fiir stiickweise
lineare Funktionen &quivalent. Mit den Strukturaussagen aus Abschnitt 1.3 weifl man aber,
dass die Losung keine Minima in der Nédhe der Hindernisfunktion aufweist und die diskrete
Approximation damit nach Lemma 2.6.6 in der eingeschrénkten Losungsmenge K} liegen muss.

Die Ergebnisse dieses Abschnittes lassen sich jetzt in Problem 2.3.2 mit w = w*™! und v =
v’ zusammenfassen.

Problem 2.3.2 (Diskrete Variationsungleichung) Finde in jedem Zeitschritt ein w € R"
mit w >0, so dass

(2.23) (v—w)l (Cw—-b) >0

fiir alle v € R™ mit v >0 gilt.

Man beachte, dass im Hinblick auf Problem 2.2.6 die Hindernisfunktion Null ist. Mit dem Satz
5.4. aus [Se], Seite 155 kann die diskrete Variationsungleichung in ein diskretes linear komple-
mentires Problem umformuliert werden.

Satz 2.3.3 Die Lisung von Problem 2.3.2 ist dquivalent zur Losung von Problem 2.5.4.

Problem 2.3.4 (Diskretes lineares komplementires Problem) Finde in jedem
Zeitschritt ein w € R"™ | so dass

(w)" (Cw —b) =0,
(2.24)
Cw—-—b>0, w >0

gilt.

Die Ungleichungen sind dabei komponentenweise aufzufassen.

Die Existenz einer eindeutigen Losung folgt aus Satz A.3.3 mit der Bilinearform a(w,v) :=
wl Cv , der Linearform f(v) :=b’v und der konvexen Menge K :={veR": v >0}.

Die Losung von Problem 2.3.4 kann nun iterativ mit dem projektiven Gauss—Seidel-Verfahren
bestimmt werden. Dieses ist eine Variante des klassischen Gauss—Seidel-Verfahrens. Sie wird in
Abschnitt 2.6 beschrieben.
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Zum unrestringiertes Randwertproblem

Fiir das leichtere Randwertproblem 2.2.4 erhélt man die schwache Form durch Multiplikation mit
einer Testfunktion v € HJ(Q2) und anschlieBender partieller Integration. Diese kann ebenfalls
durch Subtraktion der Funktion

Gz, 7) 1= ex@ DT max {€%<q+1>+q7 s, 0}

auf homogene Randbedingungen reduziert werden. Solange i, < —q7 erfiillt ist,

gilt g(min, 7) = 0 und offensichtlich ist §(Tmax,7) = r.. Da auflerdem g(z,0) = u(z,0)
ist, erhélt man auch hier anstelle nicht—glatter Anfangsdaten verschwindende Anfangsdaten.
Diskretisierung in der Zeit liefert das semidiskrete Problem

(2.25) finde u € HY(I,): a(u,v) = f(v) fiir alle v € HY(I,).

Diskretisierung im Ort mit Finite-Elementen fithrt mit den gleichen Bezeichnungen wie oben
zur vollstdndig diskreten Form des unrestringierten Randwertproblems 2.2.4.

Problem 2.3.5 (Diskretes unrestringiertes Randwertproblem) Finde in jedem
Zeitschritt ein w € R" | so dass

(2.26) Cw—b=0
gilt.

In jedem Zeitschritt ist ein lineares Gleichungssystem zu l6sen. In dem bisher behandelten ein-
dimensionalen Fall ist dies mit LR—Zerlegung in O(n) Operationen moglich.

Bemerkung 2.3.6 Es sind auch Kombinationen von Problem 2.3.4 und Problem 2.3.5 denkbar
in dem Sinn, dass an gewissen Zeitpunkten das lineare komplementire Problem aus (2.24) gilt,
wihrend zu allen anderen Zeiten das Gleichungssystem aus (2.26) erfiillt sein muss. Solche
Probleme, die bei der Bewertung von sogenannten Bermuda Optionen auftreten, konnen in dem
vorgestellten Rahmen ebenfalls ohne Schwierigkeiten und mit nur minimalen Verédnderungen am
Losungsalgorithmus behandelt werden.

2.4 Fehlerabschitzungen

In diesem Abschnitt sollen Fehlerabschéitzungen fiir die semidiskrete Form
(2.27) finde u € Hy :  a(u,v) = f(v) fiir alle v € H}
(s. (2.25)) des unrestringierten Randwertproblems 2.2.4 und fiir die semidiskrete Form
(2.28) finde wekK: a(u,v—u)> f(v—u) firalle vek
mit der konvexen Menge
K:={veH: v(x)>0firalle z € I}

(s. Problem 2.3.1) des freien Randwertproblems 2.2.3 hergeleitet werden. Es sei daran erinnert,
dass die Bilinearform a(-,-) aus (2.14) nach dem Lemma A.2.6 stetig, symmetrisch, positiv
definit und H& — elliptisch ist. Der Abschnitt 2.4.1 behandelt Fehlerabschéitzungen fiir Variati-
onsgleichungen und ist im Wesentlichen den Biichern [Br| und [Th] entnommen. Die Resultate
aus Abschnitt 2.4.2 zu Hindernisproblemen stammen aus [BHR]. Bei den Abschitzungen wird
im folgenden anstelle von x < cy mit einer generischen Konstante ¢, die unabhéngig von der
Gitterweite h ist, die Schreibweise z < y verwendet.
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2.4.1 Elliptische Variationsgleichungen

Zunéchst sei die Variationsgleichung aus (2.27) betrachtet. Die diskrete Form lautet

(2.29) finde up € Sy : a(up,vp) = f(vy)  fur alle vy, € Sp,.

Grundlegend fiir die Fehlerabschitzung der Finite-Elemente Naherung wy; ist das folgende
Lemma.

Lemma 2.4.1 (Céa) Die Bilinearform a(-,-) sei elliptisch in H§" und stetig. Dann ist

- < inf — .
R e e

Beweis: Subtrahieren von a(u,v) = f(v) fiir alle v € H} und von a(up,vy) = f(vp,) fiir alle
vy € Sy liefert wegen Sp, C H& die Galerkin—Orthogonalitit

a(u —up,vp) =0 fiir alle v, € Sp,.
Aus der Elliptizitdt von af(-,-) , der Galerkin—Orthogonalitidt und der Stetigkeit von a(-,-) folgt
allu—unl2, < alu—up,u—up)
= a(u—up,u—uvy) + alu—up, vy —up)
S llu—unlmlle = vnllm
und nach Kiirzen und Dividieren durch « die Behauptung. O

Die Genauigkeit der Losung hingt also wesentlich davon ab, wie gut die Lésung w« in den
diskreten Funktionenrdumen S; approximiert werden kann. W&hlt man stiickweise Polynome
der Ordnung k zu einem #dquidistanten Gitter mit Gitterweite h als Ansatzfunktionen und ist
die Losung u geniigend regulér, dann lédsst sich die Fehlerordnung

lu —unlls < O(RF)

nachweisen. Der Beweis beruht auf folgender Interpolationsabschitzung, die der Einfachheit
halber nur fiir den Fall einer uniformen Intervallunterteilung formuliert wird. Fiir quasiuniforme
Zerlegungen des Gebietes siehe [Br], S.75.

Satz 2.4.2 (Approximationssatz) Es bezeichne I, : H* — S}, die Interpolation durch stiick-
weise Polynome vom Grad k — 1. Dann gilt

lu — Ipu|lmn < RE="ul,  fir we HY, 0<m < k.

~

Die Definitionen der diskreten Sobolevnorm || - ||;,,, und der Semimorm |- |, fir m € N
finden sich in Anhang A.2.

Beweis: Der Beweis beruht auf dem Lemma von Bramble-Hilbert. Vergleiche [Br] S.75. O

Aus dem Lemma von Céa und aus dem Approximationssatz folgt jetzt die Fehlerabschétzung
fiir das elliptische Variationsproblem aus (2.27), falls das Problem geniigend regulér ist.

Definition 2.4.3 (Regularitéit) Das Variationsproblem aus (2.27) heiffit H® — reguldr, wenn
es zu jedem f € H*2 eine Losung v € H® gibt und

lulls < [1flls—2

gilt.
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Fiir die Variationsgleichung aus (2.27) ist bekannt, dass das Problem H? — regulir ist, falls das
Gebiet konvex ist, dass es H® — regulér ist, wenn das Gebiet einen C® Rand besitzt (s. [Br],
S.85) und dass die Losung im Inneren des Gebietes unendlich glatt ist (s. [Ev], S.59).

Satz 2.4.4 (Fehlerabschitzung in der Energienorm) Das in (2.27) formulierte Variations-
problem sei H* — regulir mit einer elliptischen und stetigen Bilinearform a(-,-) und es sei
S, C H} der Raum der stickweisen Polynome der Ordnung k. Dann gilt fiir die Finite—
Elemente Ndiherung uy, € Sy, die Fehlerabschdtzung

[u = upl1 = O(RF1).

Beweis: Aus dem Lemma von Céa, wegen I, € S;, , dem Approximationssatz und der
H* — Regularitit folgt

U—U < inf )
fu=wly S ot fu= vl
S lu—Thulh
< Rl
< R f k-2

Die Fehlerabschétzung
lu — unllo = O(R")

in der L? — Norm liisst sich hieraus mit der Dualititstechnik des Aubin-Nitsche Lemmas (s.
[Br], S.87) ableiten. In der L* — Norm erhilt man mit einer inversen Abschéitzung und dem
Lemma vom Bramble-Hilbert (s. [Br], S.89)

lu —unlle < hlul
bzw. mit Hilfe gewichteter Normen die wesentlich stéirkere Aussage

lu—upllo < hz‘ 10gh|3/2”D2uHoo-

~

Wird das lineare Gleichungssystem nur ndherungsweise z.B. bei Verwendung numerischer Qua-
dratur aufgestellt, benttigt man eine Verallgemeinerung des Lemmas von Céa, um die zusétzli-
chen Fehler abzuschétzen.

Lemma 2.4.5 (Strang) Sei anstelle von (2.29) das gestorte Variationsproblem
(2.30) findeup, € Sp 2 ap(up,vp) = fr(vy)  fir alle vy, € Sy

mit einer stetigen und elliptischen Bilinearform ap(.,.) gegeben, dann gilt

+c sup
wp E€Sh HwhHm

=l < ¢ inf (= ol + sup 120 0R) = Gn (R o) £ (on) = faCwn)]
vRLESH wpESH 1w l|m

Wird z.B. die Bilinearform exakt aber die rechte Seite nur ndherungsweise berechnet, dann
folgt, dass eine Quadratur-Genauigkeit von ||f — fullm = O(h¥~™) ausreichend ist. Mit der
Cauchy—Schwarz Ungleichung kann der entsprechende Term aus Lemma 2.4.5 durch

sup |f (wn) = fa(wn)|

wiesn  |[wallm

< |If = fullm
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abgeschitzt werden.

Betrachtet man das urspriingliche parabolische Problem

(2.31) finde u € Hy : <%

3 )+ a(u,v) = f(v) fiir alle v € HY,
-

dann setzen sich die Fehlerabschétzungen aus den Fehlern zusammen, die bei der Finite-Elemente
Diskretisierung im Ort und aus denen, die bei der 6 — Diskretisierung der Zeit entstehen.

Fiir das implizite Eulerverfahren (6 = 1) erhilt man die Fehlerordnung O(h¥ 4+ A7) (s. [Th],
S.13) und fiir das Crank-Nicholson Verfahrens (6 = 1) die Fehlerordnung O(h* + (AT)?) (s.
[Th], S.15) jeweils unter der Annahme, dass die Losung u von (2.31) geniigend glatt ist. Hierbei
bezeichnet k& € N wie bisher die Ordnung der Ansatzfunktionen im Ort und A7 € RT die Zeit-
schrittweite. Die Konvergenzordnungen bleiben auch dann erhalten, wenn die Gleichungssysteme
in jedem Zeitschritt nicht mehr exakt, sondern nur noch iterativ z.B. mit Mehrgitterverfahren
gelost werden, solange dies ausreichend genau geschieht (s. Lemma 2.4.5 und [Th], Satz 11.1
und Satz 11.4).

2.4.2 Elliptische Variationsungleichungen

Die diskrete Form der Variationsungleichung aus (2.28) lautet
(2.32) finde up € Kp, 0 alup, vy —up) > flop —uyp)  fir alle vy, € Ky,
mit der konvexen Menge
K :={vp, € S, : vp(x) >0 fiir alle x € I} .
Zunichst soll eine Verallgemeinerung des Lemmas 2.33 von Céa bewiesen werden. Dazu sei

A: H} — H! der Riesz—Operator, der (Au,v) = a(u,v) fiir alle v € H} erfiillt. Wie bisher
bezeichnet S, den Raum der B-Splines von vorgegebener Ordnung £ .

Lemma 2.4.6 Zu einer stetigen, H{' — elliptischen Bilinearform a(-,-) seien u € H& bzw.
up € Sy die Losung von (2.28) bzw. (2.32). Dann ist

N

lu—unll < inf (lu— oall?, + (Au— f,v5 — )
VL ESH

Beweis: Wie im Lemma von Céa folgt
(2.33) allu —upl?, < alu — up,u —vp) + alu — up, v, — up).

Der zweite Term verschwindet hier allerdings nicht. Wegen (2.32) lésst er sich aber nach oben
abschétzen.

a(u —up,vp —up) < a(u,vp —up) = f(vp — up)
= <AU*f,Uh*Uh>
= (Au—f,vh—u>—|—<Au—f,u>+<Au—f,—uh>

Der zweite Term verschwindet und der dritte Term kann durch Null nach oben abgeschétzt
werden. Fin Beweis hierfiir findet sich im Anhang in Lemma A.4.6. Man beachte, dass die
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Hindernisfunktion hier Null ist und, dass bei der Anwendung des Lemmas die Positivitdt der
B—Splines eingeht. Damit ergibt sich zusammen mit (2.33) die Ungleichung

allu —upl?, < alu — up, uw — vp) + (Au — f,vp — u).

Die Stetigkeit a(u,v) < ¢|[ullm|v]/m und die Binomische Formel ab < 1a? 4 $b* fiihren zu

C C
(0 =5) lhu—unllZ, < Sllu—val2 + (Au = f,0 = u).

Teilen durch (o — ) und Wurzelziehen fiihren dann zur Behauptung. Der Beweis ist an [EO]
angelehnt. O

Bemerkung 2.4.7 Die Regularitit u € H? wurde fiir das hier relevante Problem bereits
in Bemerkung 1.2.4 nachgewiesen. Fiir allgemeine Hindernisprobleme wie in (2.28), liefert eine
genauere Analyse von F. Brezzi [BHR| u € H%?~¢ fiir ein beliebiges € > 0, falls f € H'NL>™ .

Satz 2.4.8 (Fehlerabschiitzung fiir lineare Elemente) Zu f € L? sei uw € H? die Losung
der Variationsungleichung aus (2.28). Weiter sei Sy, C H} speziell der Raum der stetigen stiick-
weise linearen Splines. Dann gilt fir die Finite-Elemente Ndherung up, € Sp aus (2.32) die
Fehlerabschditzung

[ — unlly = O(h).

Beweis: Nach der Cauchy—Schwarz Ungleichung folgt

(2.34) (Au — f,op —u) < [[Au — fllollvn —ullo < [[hu —ullo

~

und Anwendung des Approximationssatz 2.4.2 liefert

(2.35) Hpu —ullp < h2||u||2 und  |[[pu —ull; < hlluls.

~ ~

Aus Lemma 2.4.6, (2.34) und (2.35) folgt nun

lu =l < o ([lu— o} + (Au = foon —u))
vpESh
< (lu = Inuld + [ — ullo)
S (R34 22 lull2)
= O(n?).
Der Beweis ist analog zu [BHR| gefiihrt. O

Satz 2.4.9 (Fehlerabschiitzung fiir quadratische Elemente) Zu f € H' N L>® sei u €
H5/2=¢ dje Losung der Variationsungleichung aus (2.28). Ist Sp, C H& der Raum der stiickweise
quadratischen B-Splines, dann gilt fir die Finite-Elemente Néiherung up € Sy aus (2.32) die
Fehlerabschditzung

lun —ully = O(R**7).

Beweis: Der Approximationssatz 2.4.2 und Bemerkung 2.4.7 implizieren

~ ~

(2.36) 1Thw—ullo < B2 Yullsjpe  wnd  |Tu—ulli < R ulls .
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Aus Lemma 2.4.6 und den Abschétzungen (2.34) und (2.36) folgt wie oben

lu—unlli < it ([lu—oplf+ (Au— foop —u))
v ESY,

S (= Dyl + [ Zh — ullo)

< (Bl + P ulls )
= O/,
Wurzelziehen liefert schlieBlich |juj, — ulj; = O(h%/?7€) . O

Bemerkung 2.4.10 Werden anstelle stiickweise quadratischer B—Splines stiickweise quadra-
tische durch Interpolation bestimmte Finite-Elemente Basisfunktionen verwendet, dann sind
wegen der fehlenden Positivitédtseigenschaft Lemma A.4.6 und damit auch Lemma 2.4.6 nicht
anwendbar. In diesem Fall ist der Beweis deutlich komplizierter. Er findet sich in [BHR].

Bemerkung 2.4.11 Die beiden Fehlerabschiatzungen sind optimal fiir die betrachteten Réume
und angegebenen Regularitéitsannahmen. Die Frage, ob eine optimale Abschitzung in der L? —
Norm mittels einer Verallgemeinerung des Lemmas von Aubin—Nitsche moglich ist, ist noch
offen. In der L* — Norm gelten unter geeigneten Annahmen an die Regularitéit der Daten die
Abschitzungen

lup, — ullos = O(R*™)

und
[un, — ulloo = O(h?|log h)

die auf [Bc] und [N] zuriickgehen.

2.5 Implementierung des Verfahrens

2.5.1 Aufstellen von Massen—, Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite

Im Fall von dquidistanten Gittern lassen sich die Eintrdge der Steifigkeitsmatrix A und der
Massenmatrix B explizit angeben.

Lemma 2.5.1 Fir i=1,...,n sei N;j der i — te Basis—-B-Spline der Ordnung k zu einem
dquidistanten Gitter mit Gitterweite h . Dann gilt:

Bi,j = / Ni7k(l‘)Nj7k(x)d$ = hNy 2k—1 (k‘ +1— ]) =: hsi-g_j,
R
1 _ _ _
Aij = /RNz'/,k;(gﬁ) ]/',k(x)dx =7 (25?—} - 5?-}—1 - 5?—3‘1“) = %df—f
Beweis: Der Beweis findet sich in [H6] auf Seite S.35. O

Fiir lineare ( k = 2 ), quadratische ( k = 3 ) bzw. kubische ( kK = 4 ) B-Splines sind die Matri-
xeintrage in Tabelle 2.1 aufgefiihrt.
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k k k k ak k k
51 S3 53 dy di dy dj

2 T

306 2 -1

113 1 1 -1 _1

20 60 120 3 6

151 387 1 1 2 _1 _1 1

315 1680 42 5040 | 3 8 5 120°

Tabelle 2.1: Eintrage der Massen— und Steifigkeitsmatix.

Fiir den Fall k£ =2 und nicht dquidistanter Gitter gilt (s.

1

[Se], Seite 150)

1
— falls j =i —(h; + h; falls j =i
1 . 1 .
— yfalls j =i+ 1 ——hi1 yfalls j =i+ 1
Aij = i+l Bij = 6
1 . 1 .
- yfalls j =i —1 —=h; yfalls j =4 —1
i 6
0 , sonst, , sonst.

Alternativ kann natiirlich auch numerische Quadratur zur ndherungsweisen Berechnung der Ma-
trixeintrige verwendet werden. Lemma 2.4.5 gibt hierbei die benétigte Genauigkeit O(h¥) der
Quadratur vor.

Berechnung der rechten Seite
Im Fall dquidistanter Gitter und der Funktion ¢ aus (2.6) ldsst sich die diskrete rechte Sei-

te r aus (2.20) explizit angeben. Es sei erinnert, dass die erweiterte Knotenfolge mit 7}, :
{0:}i=1... nt+r bezeichnet ist.

Lemma 2.5.2 Fs sei g(x,7) := s(7) max{ez("1) —
qilt fiir die i — te Komponente der rechten Seite

Tmazx ag ag
/x ar ikt gy

e3(a+1) ,0} die Funktion aus (2.6). Dann

!
T - Z‘ch.'lj

min

(2.37)
—s(7) (i(q +1)? [az’,k + (—1)]6_1%4 + Bik + <_1)k_2bi,k>

mit der Funktion

1
s(t) == exp(i(q + 1)27-)7
den Konstanten
k-1
. -
ai = Y (=1)He;(0) N5 (0),
j=1
k-3 A -
Bik =3 (~1)7e;(0) NI (0),
j=1
i k
ik = ark(0, 0it1, ..., Oigr) )7+ <]> er(0i5 N O),
k: k
bik = bok(0i,0i1, ..., 0ik) 1)7+ <]> ep—2(0irj NO)
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und der Funktion

ej(x) = 2 je%(qfl)— 2 ]e%(qﬂ) fir j € Z.
/ g—1 qg+1

Dabei bezeichnet a A b:= min{a,b} .
Beweis: Wegen g(z,7) =0 fiir x >0 ist

0
TP = —/x aﬁT (s(7) eo(w)) Nig(x) + ;; (s(7) eo(x)) Nj j.(z)da.

min

Die Funktionen e; sind gerade so definiert, dass

0

Daher gilt
1 0 ‘
ri=—s(r) | Jla+ 1)2/ eo Ni pda +/ €1 Njpda |

Integriert man das erste Integral (k — 1) — mal und das zweite Integral (k — 2) — mal partiell,
so erhélt man

ri = —s(7) (i(q+1) [OMHF LN neklei(,]Z_l)dx]
(2.38)
Bk + (“1F2 [ e g Ny )dx).

Wegen N, € Hg_l(lgc) mit dem Intervall I, := [Zpin, Tmax] sind die Integrale wohldefiniert
und die Randterme am linken Rand z = zyj, gleich Null. Die Randterme am rechten Rand
x =0 sind mit o;; bzw. §;; abgekiirzt. Mit (k — 1) — facher Anwendung der Rekursion aus
(A.4) folgt, dass

7=0
und wegen
1 fallsz e [91'+j, 9i+j+1)
Nitji = X054,,004511) = { 0 sonst
folgt, dass
k—1 0., - AO
_ k-1 it+j+1
fg? . €k—1 NZ-(IZ Vazr = hlkZ(—l)]( . > / er—1dx
min ’ =0 J 0;4;NO

k-1
_ ok Z(_l)j (k B 1> (er(Birjs1 AO) — er(Bir; AO))

= A= kz ]+1( >ek(9i+j/\0) = k-
J

Die im letzten Schritt bendtigte Identitét

k

S Y= (e

Jj=

[{ng
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fir k€N und z; € R ldsst sich leicht mit Induktion iiber k nachweisen. Analog gilt fiir das
zweite Integral

0 k-1
/ €L_3 Nl(yki )dl‘ = bi,k-

min

Einsetzen in (2.38) liefert schlieBllich die Behauptung. O

Bemerkung 2.5.3 Fiir kleine &k sind auf diese Weise nur sehr wenige Funktionsauswertungen
zur Berechnung der Eintrdge r; der rechten Seite aus (2.37) notwendig. Die Funktionswerte
er(0;) bzw. er_o(6;) fur i =1,...,n+k und die Werte ¢;(0) fir j=1,...,k—1 miissen
nur einmal am Programmanfang berechnet werden und die Konstanten «;j bzw. ;) miissen
nur berechnet werden, falls Null im Inneren des Trigers von Nj;; liegt. So ldsst sich im Falle
k = 3 der Eintrag 7; mit nur zwei Funktionsauswertungen berechnen. Bei k = 4 sind vier
Funktionsauswertungen notwendig.

Berechnung der rechten Seite bei nicht dquidistanten Gittern

Bei nicht dquidistanten Gittern kann die Funktion g¢(z,7,) € H' zum Zeitpunkt 7, durch eine
Funktion I,g” =: g; € S, approximiert werden. Stellt man diese in der B—Spline-Basis mit

dem Koeffizientenvektor g” := (g¥,...,g%)T als
n

(2.39) gh(x) = g Nig(x)
i=1

dar, erhélt man vollkommen analog und mit den gleichen Bezeichnungen wie in Abschnitt 2.3
die diskrete rechte Seite

(2.40) r=(Cg"™' —(B+(0-1)ATA) g") /Ar.

Auf diese Weise ist die rechte Seite mit zwei Multiplikationen diinnbesetzter Matrizen berechen-
bar. Mit Lemma 2.4.5 folgt, dass dieser zusétzliche Approximationsfehler keinen Einfluss auf die
Fehlerordnung hat. Alternativ kann natiirlich auch numerische Integration zur Bestimmung der
rechten Seite verwendet werden.

2.5.2 Bestimmung der Ableitungen und des freien Randes

Ein Vorteil bei der Verwendung glatter Basisfunktionen im Finite-Elemente—Ansatz ist, dass
die Ableitungen der Losung direkt durch Ableiten der Basisfunktionen und damit wesentlich
genauer bestimmt werden konnen.

Lemma 2.5.4 Es sei k > 3 wund fir festes T sei u(x,7) die Finite-Elemente Lisung des
transformierten Problems 2.2.8 oder 2.2.4. Dann gilt fir die erste Ableitung der Losung V(S,t)
des urspringlichen Problems 2.1.1 bzw. 2.1.2

ov(S,t) —2(g+1)—(L(g=1)2+q)7 ou(z,7) 1
a5 ¢’ ‘ pe 2((1 Du(z,7) ).

Falls k>4 ist, dann gilt auflerdem fiir die zweite Ableitung

9?V(S,t =z (1 - Pulx, T ou(x, 1
paa ) =Bt (50T ORI S~ e ) ) /5.
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Beweis: Unter Ausnutzung der Identitdten aus (2.3) und aus (2.4) und wegen 0S/0x = Ke*
gilt
oV (S,t) av(s,t) 1

oS Jor Ke®
_ Ke-3@-D-Gla-1+or (%ﬁﬂ _ %(q - 1)u(x,7’)) -
= e 5@t (3(¢-)*+9) (8“’5;;’ 7 _ %(q - 1)u(x,7)> .
Falls k > 4 ist, erhélt man durch erneutes Ableiten
PVISH b (2V(50)
052 oS oS

0| _= C(L(g—1)2 ou(x, ) 1
- 2 (¢+1)—(3(¢=1)*+q)7 ’ —
o | st (22D - L= nuten) |

i
2
2
— e 5t (3(a=1)*+a)7 (8 u(@,7) 8“295’7) + 1(q2 _ 1)u(x,7)> !
0

0z2 4 Ke®

x
I = (L(g— o (% u(z,T u(z,7) 1
= e 5(a+3)—(3(¢=1)*+0q) ( 851:2 ) _ q éw ) + Z(QQ - 1)U(x,7)> .

Ausgehend von der Darstellung

n

u(z, 1) = Z w; (T)N; i ()

i=1

fir die diskrete Losung w € Ny, lassen sich die Funktionswerte wu(x,7) und die partiellen
Ableitungen Ou/0r bzw. 0?u/0z? mit den Rekursionsformeln fiir B-Splines aus (A.6) und
der Rekursionsformel fiir deren Ableitungen aus (A.5) stabil und effizient bestimmen.

Erfiillt V(S,t) die Differentialgleichung aus (1.7), dann ldsst sich die Verinderung der Losung
in der Zeit bei bereits bestimmter erster und zweiter partieller Ableitung nach S iiber die durch
die Differentialgleichung gegebene Beziehung

ov 1 0’V oV

ot~V 27 557 T

berechnen.

Bei der Verwendung von Hutansatzfunktionen kénnen die Ableitungen lediglich durch numeri-
sche Differentiation der Losung bestimmt werden. Die in numerischen Tests beobachteten Ap-
proximationsordnungen bei der Bestimmung der Ableitungen mit unterschiedlich glatten An-
satzfunktionen wird in Abschnitt 6.2 diskutiert.

Der freie Rand

Der freie Rand S¢(t) aus Problem 2.1.1 besteht aus den Punkten, an denen die Losung V' die
Hindernisfunktion H tangential beriihrt. Durch Riicktransformation l&sst er sich aus dem freien
Rand xf(7) des transformierten Problems 2.2.3, d.h. aus den Punkten, an denen die Lésung
u des transformierten Problems die transformierte Hindernisfunktion ¢ tangential beriihrt,
berechnen.

Der freie Rand xy(7) ldsst sich innerhalb der Hauptprogrammschleife berechnen. In jedem
Zeitschritt v muss lediglich derjenige Gitterpunkt x; fiir ein j € {1,...,M} festgehalten
werden, ab dem (von Xy, nach Zpyax gesehen) zum ersten Mal

u(xj, Tl/) > g(xj, TV)
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gilt. Das heifit, es ist
w(zi, ) = gz, 7)) fiiralle 1 <i<j.

Die Approximation zf(7) ~ x; kann noch leicht verbessert werden, wenn man x¢(7) als den
Schnittpunkt der Geraden durch die Punkte w(zi,7,) und u(z;—1,7,) und der Geraden durch
w(zj,7,) und w(xp,7,) bestimmt.

2.6 Das projektive Gauss—Seidel-Verfahren

Das Gleichungssystem
Cw=Db

mit der symmetrischen und positiv definiten Matrix C = (C; ;) € R"*™ aus Problem 2.3.5 ist
dquivalent zum Minimierungsproblem

(2.41) findew e R": J(w) < J(v) fiir alle veR"

1
mit dem quadratischen Funktional J(w) := 5a(w,w)—(b,w> und der Bilinearform a(u,v) :=

u’ C'v . Der Beweis ist im Anhang in Satz A.3.1 ausgefiihrt. Beim klassischen Gauss—Seidel-
Verfahren wird im v — ten Iterationsschritt beginnend mit einer Startiterierten w° bei bereits

bestimmten wj fiir j <4 die neue Komponente w; sukzessive als Losung von

(242) j(wi cee ’wiy—b wiy’ w?—;llv s 7w7z_1) < j(wllla s 7wiy—17 Uiyv w?ﬁjll? cee wryz_l)
fir alle v/ € R bestimmt. Es ist bekannt, dass die Losung von (2.42) gegeben ist durch
(2.43) w/=w""1+(U+ D) (b-Cw" )

mit der Zerlegung C'= L+ U+ D in untere Dreiecksmatrix L , Diagonalmatrix D und obere
Dreiecksmatrix U . Weiter ist bekannt (s. [GLT]), dass das Verfahren gegen die Losung von
(2.41) konvergiert, falls C' symmetrisch und positiv definit mit positiven Diagonaleintrégen ist.

Ist anstelle eines Gleichungssystems ein lineares komplementéres Problem

(w—g)" (Cw—b)=0,

Cw—-—b>0, w—g>0
gegeben, erhilt man anstelle von (2.41) dquivalenterweise das beschrénkte Minimierungsproblem
(2.44) findew e KL: J(w) < J(v) firalle ve K

mit der konvexen Menge K := {v € R": v > g} . Die Menge K C R" wird als faktoriell
bezeichnet, da sie sich in der Form

(2.45) K=]]k

mit K; := [g;, o0) C R darstellen lisst. Die Aquivalenz von linear komplementiren Problemen
mit Variationsungleichungen folgt aus Satz 2.3.3 und die Aquivalenz von Variationsungleichun-
gen mit beschrinkten Minimierungsproblemen findet sich im Anhang in Satz A.3.2.

In Analogie zu (2.42) werden die neuen Komponenten w? nun bei bereits bestimmten wy fiir
j < i sukzessive als Losung von

—1 -1 -1 -1
(2.46) T (WY, wlgwl wll L wl T < Tl ol wl L wl T



50 2. Finite-Elemente Losung des freien Randwertproblems

fiir alle v} € K; bestimmt. Dafiir wird in jedem Iterationsschritt die Losung von (2.42) in den
Quader K projiziert. Bezeichnet Py, die Projektion in die Menge K; , d.h.

Prc, (vi) == max{g;, v},

dann sind die beiden Schritte

S

Vi=w’ 14+ (U+ D) '(b-Cw"!) und
(2.47)

wl =Px,(wy) firi=1,...,n

durchzufiihren. Das Verfahren entspricht also bis auf den Projektionsschritt dem klassischen
Gauss—Seidel-Verfahren und wird als projektives Gauss—Seidel-Verfahren bezeichnet.

Satz 2.6.1 Es sei K € R™ eine faktorielle, konvexre Menge wie in (2.45).

(i) Falls die Matriz C symmetrisch und positiv definit ist, konvergiert das projektive Gauss—
Seidel-Verfahren fiir eine beliebige Anfangsniherung w® > g gegen die Losung w des Mini-
mierungsproblems aus (2.44).

(i1) Gilt strikte Komplementaritit, d.h. (w —g); + (Cw —b); > 0 fir alle i = 1,...,n,
dann g¢ibt es eine Konstante vg , so dass fir alle v > vy und fir alle i =1,....,n die i — te
Komponente der v — ten Iterierten w; echt gréfier als g; ist, falls die exakte Losung w; echt
gréfler als g; ist, und es gilt wy = g; , falls w; = g; .

Beweisskizze: Ausgehend von der Formulierung als Minimierungsproblem zeigt man, dass die
Folge {J(w")}, ey eine monoton fallende Folge ist. Ein Kompaktheitsargument liefert dann
die Konvergenz. Ausfiihrlich findet man den Beweis in [Cr]. O

Bemerkung 2.6.2 Ist die Menge K konvex, aber nicht faktoriell, so konvergiert das projektive
Gauss-Seidel Verfahren im Allgemeinen nicht gegen die Losung des Minimierungsproblems aus
(2.44). Fiir ein Gegenbeispiel siehe [GLT], S.65.

Bemerkung 2.6.3 Der zweite Teil des Satzes besagt, dass ab einer bestimmten Anzahl an
Iterationen die Menge K*® der Kontaktpunkte, d.h. die Menge der i € {1,...,n} fir die
w; = g; gilt, richtig bestimmt ist. Damit entspricht das Konvergenzverhalten des projektiven
Gauss—Seidel-Verfahrens asymptotisch dem des klassischen Gauss—Seidel-Verfahrens fiir linea-
re Gleichungssysteme. Bei abnehmender Gitterweite h ergeben sich asymptotisch damit auch
beim projektiven Gauss-Seidel-Verfahren nicht zufriedenstellende Konvergenzraten 1—O(h?) .
Das Verfahren besitzt allerdings ebenfalls die Eigenschaft, die hochfrequenten Fehleranteile zu
gliatten. Dies wird in Kapitel 3 mit der Anwendung von Mehrgittertechniken zur Konvergenzbe-
schleunigung ausgenutzt.

Bemerkung 2.6.4 In vielen Fillen ist es moglich, die Konvergenz des Verfahrens zu beschleu-
nigen, indem man das etwas allgemeinere projektive SOR Verfahren (PSOR) mit einem Rela-
xationsparameter 1 < w < 2 verwendet. Das projektive Gauss—Seidel-Verfahren ist das PSOR
Verfahren mit w = 1 . In Hinblick auf die Verwendung von Mehrgitterverfahren zur Konvergenz-
beschleunigung bietet sich die sukzessive Uberrelaxation aber nicht an, da die Glittungseigen-
schaft der hochfrequenten Fehleranteile verloren geht. Aus diesem Grund wird hier das PSOR
Verfahren und die damit verbundene Frage nach einem optimalen Relaxationsparameter nicht
weiter betrachtet.



2.6. DAS PROJEKTIVE GAUSS-SEIDEL-VERFAHREN o1

Bemerkungen zu Minimierungsproblemen aus der Diskretisierung von freien
Randwertproblemen

In Abschnitt 2.3.2 wurde gezeigt, dass die Diskretisierung des freien Randwertproblems 2.1.1
auf eine diskrete elliptische Variationsungleichung fiihrt. Nach Satz A.3.2 ist diese dquivalent zu
einem quadratischen Minimierungsproblem der Form

(2.48) finde yp, € Kp, : J(yn) < J(vp,) fiir alle vy, € K,
iiber der konvexen, aber nicht faktoriellen Menge
Kn :={yn € Sh : yn(x) > g(x) fiir alle x € I}
mit einer gegebenen Hindernisfunktion g € H'(I) und dem Interval I C R. S, bezeichnet

wie bisher den endlich—dimensionalen Raum der B-Splines vorgegebener Ordnung k£ > 1.

Damit die Nebenbedingung y; > ¢ richtig beriicksichtigt wird, ist bei der Losung mit einem
projektiven Verfahren zu kléren, wie B-Splines y, € S, = Nj 7, der Ordnung k mit der
Darstellung

n
(2.49) Yn = Z w; Nj i
i=1

in den Losungsraum K, projiziert werden kénnen. Es wird vorgeschlagen, die Hindernisfunktion
g € HY(I) ebenfalls (notfalls approximativ) in der B-Spline-Basis von N7, zu entwickeln,
d.h.

(2.50) g(x) = Ing(x) = Zgi Nik(z) =: gn(x) € Sh.
i=1

Aufgrund der Positivitéit der B-Splines kann auf diese Weise iiber einen Vergleich der Entwick-
lungskoeffizienten gepriift werden, ob y, die (approximative) Hindernisfunktion erfiillt.

Lemma 2.6.5 Ist g; < w; fir alle i =1,...,n mit den Darstellungen von yn,gn € S aus
(2.49) bzw. (2.50), dann folgt gn(x) < yp(x) fir alle x €1 .

Beweis: Einsetzen der Darstellungen aus (2.49) bzw. (2.50), die Voraussetzung und die Positivitét
der B-Spline-Basisfunktionen Nj;(z) > 0 fiir alle € I liefern

n

yn(x) — gn(w) = Z(wi — i) Nix(z) =20
i=1

fir alle x € I und damit die Behauptung. O

Auf diese Weise reicht es also anstelle von Funktionswerten die n Entwicklungskoeffizienten von
yr und gp zu betrachten, um sicherzustellen, dass y, € Kp gilt. Der diskrete Losungsraum

Kni={yn € Sp:w;>g; firallei=1,...,n} C Ky
beschreibt dann wie in (2.45) einen Quader im R™, so dass das projektive Gauss—Seidel-
Verfahren ohne weitere Modifikationen angewendet werden kann.

Fir k = 2 sind die beiden Réume K, und K, #quivalent. Fiir k& > 2 gilt K, C Ky .
Dass die umgekehrte Inklusion fiir & > 2 im Allgemeinen nicht richtig, ist in Abbildung 2.3
veranschaulicht. Dort ist ein B-Spline y; dargestellt, der im gesamten Intervall echt oberhalb
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Hindernis

Abbildung 2.3: B-Spline y; mit Entwicklungskoeffizenten w; mit lokalem Minimum in der
Nahe der Hindernisfunktion.

der konstanten Hindernisfunktion liegt. Der Entwicklungskoeffizient ws ist jedoch kleiner als
der entsprechende Koeffizient der Hindernisfunktion.

Fine Einschrinkung auf den leicht restriktiveren Losungsraum [p ist natiirlich nur dann
moglich, wenn die Losung des urspriinglichen Problems auch in K}, enthalten ist und der oben
diskutierte Fall ausgeschlossen werden kann. Dies ist auf jeden Fall dann gesichert, wenn die
Losung keine echten lokalen Minima in der Ndhe der Hindernisfunktion aufweist.

Lemma 2.6.6 Fulls die diskrete Losung yp, € Ky des Minimierungsproblems aus (2.48) keine
echten lokalen Minima in der Ndhe der Hindernisfunktion besitzt, dann gilt y;, € ICp, .

Beweis: Es sei yj, € K, mit der Darstellung aus (2.49) die Losung des Minimierungsproblems
aus (2.48) und ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei g(x) =0 fiir alle € I . Anderenfalls
betrachte 9, ==y — g .

Angenommen es wire yj, € Kj, . Dann ist w; < 0 fiir ein i € {1,...,n} . Damit y, € K, gilt,
muss w;—j; >0 und w44, >0 gelten fiir 1 < j; < jo <n mit

supp N; i, C (supp Nj, 1 Usupp Nj, ) -

Im Widerspruch zur Voraussetzung besitzt die Funktion y;, dann aber im Intervall supp IV;, U
supp Nj, 1 ein echtes lokales Minimum (z*, yp(2*)) (vgl. Abbildung 2.3). Aus der Konvexe—
Hiille-Eigenschaft fiir B-Splines folgt, dass yx(x*) in der konvexen Hiille der Entwicklungsko-
effizienten ¢;_j11,...,¢; liegt. In diesem Sinne liegt das Minimum in der Ndhe der Hindernis-
funktion ¢ . O

Bemerkung 2.6.7 Im konkreten Problem 2.3.4 ist die Hindernisfunktion ¢ konstant gleich
Null. Wegen 0 € N, 7, , ist hier also eine Approximation der Hindernisfunktion ¢ durch eine
Splinefunktion Ijg € Ny r, nicht notwendig.



Kapitel 3

B—Spline basierte monotone
Mehrgitterverfahren

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird eine Literaturiibersicht iber Mehrgitteralgorithmen fiir
freie Randwertprobleme gegeben, die sich in Form einer Variationsungleichung bzw. in Form ei-
nes linearen komplementiren Problems darstellen lassen. Alle zitierten Arbeiten bleiben auf
Hutfunktionen zur Diskretisierung des kontinuierlichen Problems beschrinkt. Zum besseren
Verstandnis wird zunéchst der vielen Verfahren zugrunde liegende Mehrgitteralgorithmus PFAS
(projective full approxzimation storage) aus [BC] erldutert und mit einem Mehrgitteralgorithmus
FAS (full approximation storage) fiir nichtlineare Differentialgleichungen zusammengestellt. Der
fiir diese Arbeit zentrale monotone Mehrgitteralgorithmus MMG (monotone multigrid method)
aus [Kol| wird anschlieBend im Zusammenhang mit Mehrgitteralgorithmen fiir lineare Differen-
tialgleichungen dargestellt.

In den néchsten beiden Abschnitten wird die Konstruktion und Theorie der monotonen Mehrgit-
terverfahren erldutert und von Hutfunktionen auf B-Spline-Basisfunktionen beliebiger Ordnung
iibertragen. Dazu werden wie in [Kol, Ko2] zunichst erweiterte Relaxationsmethoden betrach-
tet.

3.1 Mehrgitteralgorithmen fiir Variationsungleichungen: Einlei-
tung und Ubersicht

Mehrgitterverfahren gehoren zu den effizientesten Methoden zur Losung von Randwertproblem-
en. Thnen liegt die Beobachtung zugrunde, dass klassische Iterationsverfahren wie das Jakobi oder
das Gauss—Seidel-Verfahren zwar nur langsam konvergieren, aber bereits nach wenigen Schritten
sehr gute Approximationen an die hochfrequenten Anteile der Losung liefern. Mehrgitterver-
fahren kombinieren dies mit einer komplementiren Komponente, welche die niederfrequenten
Anteile der Losung anschliefend auf einem groberen Diskretisierungsgitter mit entsprechend
geringerem Aufwand approximiert.

Die ersten Mehrgitteralgorithmen stammen von 1964 aus [F1, F2]. Dort wird fiir die Poisson—
Gleichung im Einheitsquadrat gezeigt, dass der Rechenaufwand nur proportional mit der Anzahl
der Unbekannten ansteigt. Diese Ergebnisse konnten 1966 in [Bv] auf Differenzenschemata fiir
elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung erweitert werden. Den obigen Arbeiten fol-
gend entdeckte A. Brandt 1973, dass Mehrgitterverfahren fiir viele aktuelle Probleme anderen
bekannten Verfahren iiberlegen sind (s. [B]). W. Hackbusch hat 1976 die Mehrgitteridee wieder
aufgegriffen und die Konzepte mit neuen Ideen vereinfachen konnen (s. [H1]). Seitdem ist die
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Mehrgittertechnik intensiv weiterentwickelt und auf immer komplexere und allgemeinere Pro-
bleme angewendet worden. Sie gehort mittlerweile zu den Standardverfahren zur Losung von
linearen und nichtlinearen Randwertproblemen.

Das prinzipielle Problem bei der Behandlung von freien Randwertproblemen mit Mehrgitter-
techniken ist, dass der freie Rand auf groberen Gittern nur ungenau aufgelost werden kann.
Durch die notwendige Projektion im Glattungsschritt und eventuell irregulérer Verldufe des
freien Randes ist der Fehler im Allgemeinen nicht so glatt wie bei Problemen mit festem Rand
und kann daher zumindest in der Néhe des freien Randes durch die Grobgitterkorrektur in der
Regel nur unzureichend approximiert werden.

Das PFAS Verfahren von A. Brandt und C.W. Cryer: Algorithmus,
Varianten und aufbauende Arbeiten

A. Brandt und C.W. Cryer stellten 1980 in [BC] einen Mehrgitteralgorithmus fiir lineare kom-
plementére Probleme vor, welche aus der Diskretisierung freier Randwertprobleme entstehen.
Ihr sogenanntes PFAS (projective full approximation storage) Verfahren entspricht im Wesent-
lichen einem Mehrgitterverfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme, bei dem das projektive
Gauss—Seidel-Verfahren als Glétter verwendet wird. Sie zeigen, dass ihr Verfahren substantiell
schneller als vorher bekannte Verfahren ist, geben aber keinen Konvergenzbeweis an. Der PFAS
Algorithmus kann als eine Variante des FAS (full approximation storage) Algorithmus aus [B]
fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen aufgefasst werden. Dies soll im folgenden fiir
das lineare komplementire Problem

Lu s
(3.1) u > g,
(u—g)(Lu—f) = 0

kurz erldutert werden. Es werden die Bezeichnungen aus Tabelle 3.1 verwendet.

AV,

Die Idee wird zunéchst fiir zwei Gitter erkléart. Hierbei wird zwischen dem feinen Gitter mit
Gitterweite h und dem groben Gitter mit der Gitterweite H unterschieden. Die Algorithmen
werden dagegen gleich fiir den allgemeinen Fall von J Gittern beschrieben. Das grobste Gitter
auf der untersten Ebene ¢ = 1 besitzt dann die Gitterweite hq . Die Gitterweite des feinsten
Gitters auf der obersten Ebene ¢ =.J betrigt hy =2"7/71h; .

L linearer Operator

N nichtlinearer Operator

Se endlich—dimensionaler Raum stiickweiser Polynome

S Glattungsoperator

m1,M2 | Anzahl der Vor— bzw. Nachglattungsschritte

P Projektionsoperator

r, T Restriktionsoperatoren

P Prolongationsoperator

u?t™ | Naherung im v— ten Zykel auf Ebene £ im m— ten Teilschritt

Tabelle 3.1: Bezeichnungen im Zusammenhang mit Mehrgitterverfahren.

Auch wenn es sich bei den linear komplementéren Problem in (3.1) um einen linearen Operator
L handelt, ist das Problem wegen der Nebenbedingung u > ¢ als nichtlinear aufzufassen. Daher
liegt es nahe zunéchst Mehrgitterverfahren fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen

(3.2) N(u) = f
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zu betrachten. Sie basieren auf dem gleichen Prinzip wie die fiir lineare Gleichungen. Der Fehler
der Losung wird erst auf einem feinen Gitter durch ein nichtlineares Analogon zum Jakobi oder
Gauss—Seidel-Verfahren geglittet, so dass er dann gut auf einem groberen Gitter approximiert
werden kann. Es sei S} ein endlich—dimensionaler Raum stiickweiser Polynome. Weiter sei

Ni(up) = fn

die diskrete Form von (3.2) in S; und es bezeichne uZ’l die geglittete Ndherung im v — ten
Zykel mit Fehler vy, := up — u;;’l . Dann gilt

Nh(uZ’l + Uh) = Nh(u}VL’l) + d,

mit dem Defekt dj, = fp — /\/’h(uZ’l) . Diese Gleichung wird jetzt auf einem groben Gitter
approximiert durch

NH(UH + UH) = NH(UH) +dy.

Dazu seien zwei Restriktionsoperatoren 7,7 : Sy — Sy fiir den Defekt dj, bzw. fiir die Ndhe-
rung u,yl’l gegeben und es bezeichne dy := rdy und ug := FuZ’l . Damit erh&lt man in
wg = uyg + vy die auf dem groben Gitter zu l6sende nichtlineare Gleichung

Nu(wg) = fu

mit fy := Ng(uyg) + dy . Aus der Losung wpy  der Grobgittergleichung bestimmt man die
Grobgitterapproximation vy := wy — uyg an den Fehler vy . Diese wird mittels eines Prolon-
gationsoperator p auf das feine Gitter zuriick transformiert und zur Naherung uZ’l addiert.
Wendet man dieses Vorgehen nicht nur auf zwei Gittern, sondern rekursiv auf mehreren Ebenen
an, erhdlt man den FAS Algorithmus fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen aus [B].

Algorithmus 3.1.1 FAS, (v — ter Zyklus auf der Ebene £ >1)

Sei u”t eine gegebene Niherung in Sy .

1. A priori-Glattung: u bt = Sm (uh).

2. Grob-Gitter-Korrektur: dy := fy — Np(u"b1),
w10 = bl
No—1 == 1Ny,

foo1 = Np_qut =10 + 1 dy.

Falls £ =1 ist, l6se Ny_1(v) = fo_1 exakt und setze v~ := v.
Falls £ > 1 ist, fihre v Schritte von FAS,_1 mit Startwert u*=10 und Ergebnis v'~! aus.

Setze u”t? i= y bl 4 p (vt — L0,
3. A posteriori—Glittung: b3 .= g (u”’m),

vl+1

Setze u = b3,

Ist nun anstelle der nichtlinearen Differentialgleichung das lineare komplementéire Problem aus
(3.1) mit der diskreten Form

Lyup, > f,
(33) Up, Z 9h,
(up, — gn)(Lrup, — frn) = 0
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im endlich—dimensionalen Raum Sj zu losen, erhélt man analog fiir die gegléttete Ndherung
ul,:’l , fiir den Fehler vy, := up, — ul;L’l und fiir den Defekt djp := f, — Ehu'}fl das Defektproblem

Lo(ut +vp) > Lpult +dy,

o+ Ut > gn,
(Uh + UZ’l — gh)(ﬁhvh — dh) = 0.

Das Defektproblem wird dhnlich wie oben auf dem groben Gitter approximiert durch
['H(UH + UH) > Lpug +dg,
VH + UuH > 9H,
(v +up — gu)(Lgve —dg) = 0.
Dazu seinen wieder Restriktionsoperatoren r,7 : S, — Sy fiir den Defekt dj bzw. fiir die
Niherung u;'l’l gegeben, und es ist dy = rd; und upg := fuZ’l . Die Diskretisierung der

Funktion ¢ in Sy wird mit gy bezeichnet. Damit erhélt man in wgy := ug + vy das auf
dem groben Gitter zu losende lineare komplementére Problem

Lywg > fH,

WH Z 9H,
(wg — gu)(Lrwg — fa) = 0
mit fg := Lyug + dyg . Aus der Losung wgy des Grobgitterproblems bestimmt man die
Grobgitterapproximation vy := wg — uyg an den Fehler v, . Nachdem diese mittels eines

Prolongationsoperators p auf das feine Gitter zuriick transformiert ist, wird sie zur Ndherung
uZ’l addiert. Wendet man dieses Vorgehen nicht nur auf zwei Gittern, sondern rekursiv auf
mehreren Ebenen an, erhilt man den PFAS Algorithmus fiir lineare komplementére Probleme
aus [BC].

Algorithmus 3.1.2 PFAS, (v - ter Zyklus auf der Ebene > 1)

Sei u”! eine gegebene Niherung in Sy .
1. A priori-Glittung: bt = Sm(uh).
Projektion: u bt = pahl

2. Grob-Gitter-Korrektur: dy := f; — Lou?b?,
ul=10 = bl
L1 :=rLyp,
foo1 = Loqu=10 4 rdy,
ge—1:=T7ge-

Falls ¢ =1 ist, ldse das lineare komplementdre Problem
Lov > fooa,
v Z gi—1,
(v—=g-1)(Le—1v—fr1) = 0
/—1

exakt und setze v i=wv .
Ist £ > 1, fihre v Schritte von PFAS,_ mit Startwert u*=19 und Ergebnis v'=! aus.

Setze 2 i= ut! 4 p(vt=1 — u10),
3. A posteriori-Glittung: %3 .= S™(u"4?).
Projektion: utd = pghts

vl+1l . v t3

Setze u u



3.1. MEHRGITTERALGORITHMEN FUR VARIATIONSUNGLEICHUNGEN:
EINLEITUNG UND UBERSICHT 57

Numerische Tests zeigen, dass die Konvergenz deutlich beschleunigt werden kann, indem die
Grobgitterkorrektur nur weg vom Hindernis angewandt wird. Diese Variante aus [BC] wird als
PDPFAS bezeichnet. Falls das Verfahren konvergiert, stellt man oft sehr gute Konvergenzraten
fest. Allerdings gibt es weder fiir das PFAS noch fiir das PDPFAS Verfahren einen Konvergenz-
beweis. Das Problem ist, dass die Ndherung «*%? nach Grobgitterkorrektur im Allgemeinen
nicht mehr die durch die Hindernisfunktion gegebene Nebenbedingung

ul/,e,2 Z g[

des linearen komplementéren Problems erfiillt. Dies fiihrt dazu, dass bei bestimmten Problemen
Robustheitsprobleme auftreten (s. [Ko2]). Eine Klassifizierung von Problemen, fiir die das der
Fall ist, ldsst sich nur schwer festlegen. Verfahren, welche die obige Nebenbedingung einhalten,
werden im folgenden als monoton bezeichnet. Solche Verfahren, die im zweiten Teil dieses Ab-
schnitts beschrieben werden, sind deutlich robuster als das PFAS Verfahren. Auflerdem existieren
fiir sie Konvergenzbeweise.

Die Arbeit [BC] ist Grundlage zahlreicher weiterfithrender Arbeiten. Erwihnt seien die Arbeiten
[HM, Ho, Kol, Ma, CP, Oo|, auf die im Rahmen einer Literaturiibersicht im folgenden kurz
eingegangen wird.

Alle Verfahren bleiben auf Hutfunktionen zur Diskretisierung des kontinuierlichen Operators
beschrinkt. Daher bezeichne S), fiir den Rest dieses Abschnittes den endlich—dimensionalen
Raum der Hutfunktionen. Weiter sei im folgenden a : Sp x S, — R eine symmetrische, stetige
und auf S} positiv definite Bilinearform und f: S; — R ein lineares Funktional.

In [HM] wird das diskrete, nichtlineare Minimierungsproblem
(3.4) finde up, € KCp, : Fp(up) < Fp(vpy) fir alle vy € Ky,

behandelt. Hierbei ist Fj, : S, — R ein Operator mit positiv definiter, selbstadjungierter zweiter
Frechétableitung und
Kn ::{thSh:ghﬁvhﬁgh}CSh

eine konvexe Menge mit gegebenen unteren und oberen Schranken 9,:9n € Sy, . Es wird vorge-
schlagen, das restringierte Minimierungsproblem aus (3.4) zu einer Folge von unrestringierten
Minimierungsproblemen zu reduzieren. Der Algorithmus besteht dann aus zwei Phasen. In Phase
A wird mit dem PFAS Verfahren aus [BC] die Menge K*(up) der aktiven Punkte gesucht. Da-
mit sind diejenigen Punkte gemeint, an denen die Losung das Hindernis beriihrt. In Phase B wird
das unrestringierte Minimierungsproblem fiir die Menge K°(uj) der in Phase A bestimmten
nicht aktiven Punkte mit einem Mehrgitterverfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme gelost.
Die Losung liefert die optimale Abstiegsrichtung, in die aber hochstens so weit gegangen wird,
wie es die Nebenbedingung zulédsst. Unter der Annahme, dass ”Phase B hinreichend dominant
ist”, wird die Konvergenz des Gesamtalgorithmus nachgewiesen.

In der Arbeit [Ho] wird von der Variationsungleichung
finde up, € Kp, 0 alup,up —vp) < f(up, —ovp) fiir alle vy, € Ky,

ausgegangen. Dabei ist
Kn ::{UhGSh:Uhggh}CSh

eine konvexe Menge mit dem oberen Hindernis gp € Sp . Alternativ werden auch beidseiti-
ge Hindernisse und Hindernisse, die von der Losung des Problems abhéngen, betrachtet. Mit
dem Riesz—Operator Ap, : S, — Sy, der a(up,vp) = (Apup,vy) erfiillt, ldsst sich die Va-
riationsungleichung dquivalent als komponentenweise aufzufassende Hamilton—Jacobi—Bellmann
Gleichung

max {<Ahvh — fh, Vhp — gh)} =0
v ESY,
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umformulieren, fiir die in [LM] ein iterativer Losungsalgorithmus angegeben ist. Dieser wird
als duflere Schleife verwendet. Die innere Schleife beinhaltet die Losung eines um die aktiven
Komponenten der gegebenen Iterierten verkleinerten Gleichungssystems. Die Losung des Glei-
chungssystems erfolgt analog zu Phase B in [HM] mit einem Mehrgitterverfahren fiir nichtli-
neare Gleichungssysteme. Unter der Annahme, dass in der inneren Schleife exakt gelost wird,
wird monotone Konvergenz des Algorithmus nachgewiesen. Numerische Ergebnisse bestéitigen
die Konvergenz auch bei ndherungsweiser Losung der Gleichungssysteme.

In den Arbeiten [CP, Oo] wird das PFAS Verfahren verwendet, um den Wert von Amerikanischen
Optionen mit stochastischer Volatilitéit zu bestimmen. Die Bewertung fiihrt auf ein instationéres,
zweidimensionales freies Randwertproblem zu einer linearen Konvektions—Diffusions—Reaktions—
Gleichung zweiter Ordnung (s. Unterabschnitt 5.3.2). In [CP] wird die lineare komplementére
Formulierung des Problems mit Finite-Differenzen im Ort und einem impliziten 6 — Schema in
der Zeit diskretisiert. Die Diskretisierung fithrt in jedem Zeitschritt auf ein diskretes lineares kom-
plementéres Problem, welches mit dem PFAS Verfahren aus [BC] gelost wird. Als Glétter dient
das projektive Gauss—Seidel-Verfahren. Mittels einer analytischen Transformation des Gitters
und adaptiv gewéhlten Zeitschrittweiten, kann der Aufwand des Verfahrens deutlich reduziert
werden.

Im Unterschied zu [CP] wird in den neueren Arbeit [Oo] die Zeit mit dem BDF2-Verfahren dis-
kretisiert. Das BDF2—Verfahren ist stabiler als ein 6 — Schema, welches zu Oszillationen in den
Ableitungen der Losung fithren kann. Die diskreten linearen komplementéren Probleme werden
mit der schnelleren Variante PDPFAS aus [BC] gelost. Um die Robustheit und die Konvergenz-
geschwindigkeit weiter zu verbessern, wird das Mehrgitterverfahren als Vorkonditionierer fiir
eine Krylov Unterraummethode eingesetzt. Fourieranalyse und numerische Test zeigen schnelle
Konvergenz des Verfahrens.

Das monotone Mehrgitterverfahren MMG von R. Kornhuber

Die Mehrgitterverfahren aus [Ma, Kol, Ko2] unterscheiden sich von allen obigen Verfahren da-
durch, dass durch spezielle Restriktionen der Hindernisfunktion sichergestellt wird, dass die
Niherung u*%2? nach Grobgitterkorrektur auf jeder Ebene ¢ < J des Verfahrens die Nebenbe-
dingung u"*? > g, einhilt. Die Konstruktion solcher Restriktionsoperatoren ist ein zentrales
Thema dieser Arbeit und wird in Kapitel 4 diskutiert. Die dadurch resultierende Monotonie der
Verfahren fiihrt dazu, dass die Verfahren besonders robust sind.

In [Ma] wird das restringierte Minimierungsproblem
finde up € Kp 0 T(up) < J(vy) fiir alle v, € K,

mit dem quadratischen Funktional

1
T (vn) = Salvn, vn) — f(vn)
und der konvexen Losungsmenge
]Ch::{UhESh: thgh}CSh

behandelt. Die Grundstruktur des Mehrgitterverfahrens aus [Ma] entspricht der des monotonen
Mehrgitteralgorithmus aus [Kol] und ist unten ausfiihrlicher beschrieben. Es wird nachgewiesen,
dass das Verfahren fiir alle Startwerte u2 € Ky konvergent ist. Weiter wird unter der Annahme,
dass das Problem nicht—degeneriert (s. Definition 3.2.5) ist, gezeigt, dass die Kontaktmenge der
Losung nach einer bestimmten Anzahl an Iterationen richtig bestimmt ist und sich das Verfahren
asymptotisch zu einer linearen Iteration reduziert.



3.1. MEHRGITTERALGORITHMEN FUR VARIATIONSUNGLEICHUNGEN:
EINLEITUNG UND UBERSICHT 59

Die weiterfithrenden Arbeiten [Kol, Ko2] von R. Kornhuber kénnen als Pionierarbeit fiir die
Konvergenzanalyse von Mehrgitterverfahren fiir Variationsungleichungen iiber Teilraumzerle-
gungsmethoden betrachtet werden ([Tai]). Die Grundstruktur des sogenannten monotonen Mehr-
gitteralgorithmus MMG (monotone multigrid method) ist unten erldutert. Die Theorie wird
ausfiihrlich in den Abschnitten 3.2 und 3.3 behandelt. Die Restriktionsoperatoren fiir die Hinder-
nisfunktion kénnen in Vergleich zu [Ma] verbessert werden. Die Konstruktion wird in Kapitel 4
diskutiert. Mit Teilraumzerlegungsmethoden wird Mehrgitterkonvergenz des Verfahrens nachge-
wiesen. Fin systematisches Anpassen der Basisfunktionen an den aktuellen freien Rand fithrt zur
abgeschnittenen Variante TrMMG (truncated monoton multigrid method) des Verfahrens. In nu-
merischen Tests erreicht diese bei Anwendung auf Variationsungleichungen die bekanntermaflen
guten Konvergenzraten linearer Mehrgitterverfahren.

Der Mehrgitteralgorithmus MMG aus [Kol] zur Lésung von Variationsungleichungen bzw. von
linear komplementéren Problemen kann in Analogie zu einem klassischen Mehrgitteralgorithmus
MG fiir lineare partielle Differentialgleichungen betrachtet werden. Dies wird im folgenden mit
den Bezeichnungen aus Tabelle 3.1 kurz erldutert. Es sei

(3.5) Lu=f
eine lineare Differentialgleichung mit diskreter Form

Lyup = f

im endlich—-dimensionalen Raum S und es bezeichne u}VL’1 die gegléttete Naherung im v — ten
Zykel mit Fehler vy, := uj, — uZ’l . Dann gilt

Lyvp, = dp,

mit dem Defekt dp := fj, — ,Cth’l . Diese Gleichung wird jetzt durch die in Sy zu losende
lineare Gleichung
L HUVH = d H

approximiert. Dazu sei ein Restriktionsoperatoren r : S;, — Sy fiir den Defekt dj, gegeben
und es bezeichne dpg := rdy . Die Losung wvg ist eine Ndherung an v, und wird mittels
eines Prolongationsoperator p auf das feine Gitter zuriick interpoliert. Wendet man dieses
Vorgehen nicht nur auf zwei Gittern, sondern rekursiv auf mehreren Ebenen an, erhélt man den
Mehrgitteralgorithmus MG fiir lineare partielle Differentialgleichungen.

Algorithmus 3.1.3 MG, (v — ter Zyklus auf der Ebene ¢ > 1)

Sei u”t € Sy eine gegebene Niherung.

1. A priori-Glittung: u bl = Sm(uh.
2. Grob-Gitter-Korrektur: dy := fo — Lou?b1,
fe—1 = rdy,
Lo_1 :=1Lyp.
Falls ¢ =1 ist, lose Lo_1v = fy_1 exakt und setze v~ = v.

Ist £ > 1, fihre v Schritte von MGy_1 mit Startwert u*=10 := 0 und Ergebnis v~ aus.
Setze ub? = VO 4 put1.
3. A posteriori-Glittung: u”%3 := 8™ (u"4?).

vl+1l . v t3

Setze u u
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Fir v =1 ist dies ein V-Zyklus fiir v =2 ein W-Zyklus.

Ist anstelle einer linearen Differentialgleichung das diskrete lineare komplementére Problem aus
(3.3) zu losen, erhilt man analog fiir die gegléttete Nédherung u}VL’l € Sy , fiir den Fehler vy :=
up, —ujy' und fiir den Defekt dj, := f, — Lpu)" das Defektproblem

Lyvy, > dp,
(3.6) v > gn—uy,
(v — gn +uy ) (Lyop, —dp) = 0.

Ein glatter Fehler v, kann ohne wesentlichen Informationsverlust in Sy approximiert werden.
Das Grobgitterproblem lautet nun

Lyvg > dm,
(37) VH 2 9H,
(v — gu)(Luavg —dg) = 0.

Es erweist sich als sinnvoll verschiedenen Restriktionsoperatoren r,7 : Sy — S fiir den Defekt
dp, bzw. fiir das Hindernis gp — uZ’l zu verwenden. Es bezeichnet dy := rd, die Restriktion
des Defektes. Bei Inspektion von (3.6) in Hinblick auf (3.7) ist zu beachten, dass gy nicht die
Diskretisierung der Funktion ¢ in Sp ist, sondern definiert ist als

v,1

gu = T(gh —up").

Die Losung vy ist eine Ndherung an den Fehler wv; und wird mittels eines Prolongationsope-
rator p auf das feine Gitter zuriick transformiert und zur Néherung uZ’l addiert. Wichtig ist,
dass der Restriktionsoperator 7 so gewéhlt wird, dass die neue Ndherung die Nebenbedingung

(3.8) u? = w4 pog > g

auf dem feinen Gitter erfiillt.

Wendet man dieses Vorgehen nicht nur auf zwei Gittern, sondern rekursiv auf mehreren Ebenen
an, erhilt man das monotone Mehrgitterverfahren MMG fiir lineare komplementéire Probleme.

Algorithmus 3.1.4 MMG, (v — ter Zyklus auf der Ebene ¢ >1)

Sei u”t € Sy eine gegebene Niherung.

1. A priori-Glittung: bl .= sm (u”’e),
Projektion: ubl .= pnbl,
2. Grob-Gitter-Korrektur: dy := fr — Lou”b1,
fe—1 :==rdy,
ge-1 = F(ge — ub1),
Lo_1:=1Lyp.

Falls ¢ =1 1ist, l6se das lineare komplementdre Problem

‘Ce—lv > fZ—l?
vz 9gi—1,
(v —=ge-1)(Le—1v— fr1) = 0

exakt und setze v'"1:=wv .

Ist £ > 1, fiihre v Schritte von MMG_, mit Startwert u*=19 := 0 und Ergebnis v'=! aus.

Setze ub? .= O 4 pot1.
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3. A posteriori-Glittung: %3 := S (u4?).
Projektion: ubt3 .= pghts.

vl+1l . vt3

Setze u u

Die Bedingung aus (3.8) sichert, dass monotone Mehrgitterverfahren besonders robust sind.
Damit diese Bedingung erfiillt ist, werden spezielle Restriktionsoperatoren 7 fiir die Hindernis-
funktion bendtigt. Die Konstruktion solcher Restriktionsoperatoren wird fiir B-Splines beliebiger
Ordnung in Kapitel 4 diskutiert. Die Konvergenztheorie monotoner Mehrgitterverfahren wird in
den folgenden Abschnitten 3.2 und 3.3 behandelt.

3.2 Relaxationsverfahren

Die Konvergenztheorie fiir das monotone Mehrgitterverfahren soll [Kol] folgend iiber Teilraum-
zerlegungsmethoden gefithrt werden. Dafiir werden zunéchst erweiterte Relaxationsverfahren
betrachtet. Die Vorgehensweise hélt sich eng an [Kol|. Die Beweise sind zum Teil in Anlehnung
an [Kr] gefiihrt. Wahrend in den zitierten Arbeiten nodale Basisfunktionen verwendet wer-
den, wird hier das Verfahren und die Theorie auf B-Spline-Basisfunktionen beliebiger Ordnung
iibertragen.

Zur besseren Ubersicht ist die an [Kol] angelehnte Notation in Tabelle 3.2 zusammengefasst.
Iterationen werden mit oberen Indizes v und Zwischeniterationen mit oberen Indizes j bezeich-
net. Bei Entwicklung in einer Basis werden die Koeffizienten einer Funktion mit dem gleichen
Buchstaben wie die Funktion, aber mit einem unteren Index ¢ bezeichnet.

Sy C Sy C H} () endlich-dimensionale Rdume mit Dimension ny

Y C Sy Basis von Sy mit Kardinalitéit n,

veN Iterationszéhler

jeN Zwischeniterationszéhler

MY C Sy Menge der Suchrichtungen im v—ten Iterationsschritt
MY Cc MY Menge der Grobgitterfunktionen in M"

i e MY j—te Suchrichtung im v—ten Iterationsschritt

DY D*¥J C span{u’} | eindimensionale Losungsriume lokaler Teilprobleme
v € DV v*vi € D% | Korrekturen in Richtung von p*J

YV € span{pu} lokale, approximierte Hindernisfunktionen

uy €Sy gegléttete Iterierte u”

Tabelle 3.2: Bezeichnungen im Zusammenhang mit Relaxationsverfahren.

Die zugrundeliegende Idee von Relaxationsverfahren ist es, das Minimierungsproblem im endlich—
dimensionalen Raum S; in endlich viele lokale Teilprobleme zu zerlegen. Beim Gauss—Seidel—-
Verfahren spannt z.B. jede Basisfunktion von Sj; einen lokalen Teilraum auf, in dem dann
sukzessive minimiert wird. Bei Mehrgitterverfahren wird diese Teilraumzerlegung um zusétzli-
che Réume ergénzt, die von Grobgitterfunktionen p € Sy mit ¢ < J aufgespannt werden.

3.2.1 Erweiterte Relaxationsverfahren

Es sei Q ein Gebiet im R? und
S1CSyC,...,C Sy C HHQ)

eine geschachtelte Folge endlich—dimensionaler R&ume.
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Dabei sei Sy := Ny, fir 1 < ¢ < J der Raum der B-Splines der Ordnung k zum Gitter
Ay C Q (s. Anhang A.1). Die Basis von S; sei stets mit

Sy=A{ut o n™ = {Nias - Noya, b

bezeichnet. Hierbei wird die Abkiirzung N; A, := N;,a, verwendet. Beziiglich dieser Basis
besitzen die Funktionen w,g € S; die Darstellungen

u(r) = Zuz Nin,(z), g(z) = Zgi Nia,(z).
=1 =1

Bemerkung 3.2.1 Wihrend es fiir Hutfunktionen u,g € Ny a, reicht nur Funktionswerte
an Stiitzstellen 6 € Ay zu betrachten, um die Bedingung u(z) < g(z) fiir alle = € Q zu
tiberpriifen, ist dies bei Funktionen hoherer Ordnung nicht mehr ausreichend. Bei einer Dar-
stellung in der B-Spline-Basis folgt die Monotonie aber wegen Lemma 2.6.5 aus u; < ¢g; fiir
alle 1 =1,...,ny.Damit kann bei der Verwendung von B-Splines anstelle eines Vergleiches von
Funktionswerten an Stiitzstellen auf den Vergleich von Entwicklungskoeffizienten zuriickgegriffen
werden. Der Vorteil ist, dass diese Vorgehensweise einfacher auf beliebig glatte Ansatzfunktionen
iibertragbar ist.

Im folgenden sei
1
(3.9) J(v) = ia(v,v) —L(v)
ein quadratischer Operator mit einer stetigen, symmetrischen und H& (Q) — elliptischen Bilinear-

form a(-,-) und einem Funktional ¢ € H~(Q).

Betrachte hierzu das diskrete Minimierungsproblem
(3.10) finde uy e Ly: J(uy) < J(v) firalle vek;
mit der abgeschlossenen und konvexen Menge

Kji={veSy: v;<g; firalei=1,...,ns}.
Die Funktion g € S; stellt ein oberes Hindernis fiir die diskrete Losung wu; dar. Wegen
Sy C HY(Q), muss dabei g(x) > 0 fiir alle # € 9Q gelten, damit das Problem wohlgestellt
ist. Die Behandlung unterer Hindernisse ist vollkommen analog mdoglich.

Nach den Sétzen A.3.3 und A.3.2 besitzt das Minimierungsproblem eine eindeutige Losung und
ist dquivalent zur Variationsungleichung

(3.11) finde uy € Ky: aluy,v—wuy) >L(v—uy) firalle vekK;.

Iterativ kann eine Loésung mit dem projektiven Gauss—Seidel-Verfahren (s. Abschnitt 2.6) be-
stimmt werden. Dabei wird das Funktional J sukzessive in Richtung der Feingitterbasisfunk-
tionen g/ € ¥; minimiert. Dies ist ein sogenanntes nichtlineares multiplikatives Schwarz—
Verfahren mit der Zerlegung

Sy =span Xj.

Ausfiihrliche Informationen iiber die Theorie der Schwarz—Verfahren finden sich z.B. in [GO,
Zh1]. Aus der gegebenen Iterierten w% erhilt man so die neue Iterierte

uit =l = S(uY).
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Im folgenden werden die Funktionen s/ auch als Suchrichtung des Relazationsverfahrens be-
zeichnet. In Bemerkung 2.6.3 ist bereits darauf hingewiesen worden, dass die Konvergenzge-
schwindigkeit des projektiven Gauss—Seidel-Verfahrens mit steigender Anzahl an Unbekannten
schnell abnimmt. Wie bei linearen Mehrgitterverfahren soll die Konvergenz daher unter Aus-
nutzung der Glattungseigenschaft des projektiven Gauss—Seidel-Verfahrens mit Korrekturen be-
schleunigt werden, die durch Minimierung des Funktionals 7 in Richtung von Funktionen mit
groffem Triger bestimmt werden. Fiir v € N lautet die erweiterte Menge der Suchrichtungen
dann

(3.12) MY :=¥,;UM’

mit einer Menge MY := {p*™/+1 ... u»™} an Grobgitterfunktionen, die in jedem Iterations-
schritt v variieren kann. Das Erzeugendensystem M"Y fiihrt jetzt zu der Zerlegung

Sy =span X ; Uspan M/
des diskreten Raumes S . Die durch die Menge M"Y induzierte erweiterte Relaxationsmethode

(extended relazation) lautet nun folgendermafien:

Zu gegebener Iterierter " =: wg werden sukzessive die Zwischeniterierten w” = Wyt
fir j =1,...,m” bestimmt. Die Korrektur v*"7 ist dabei die eindeutige Losung des lokalen
Teilproblems

(3.13) finde v*"J € D*"J . J(w” ™! +u*"I) < J(w” ! +v)  fiir alle v € DI

mit dem eindimensionalen Teilraum

D" = {v € span{p”’} : v; < g; — wi”’j_1 firallei=1,...,ns}.
Hierbei bezeichnet der untere Index i die Koeffizienten bei Darstellung in der Basis X ; . Die

neue Iterierte lautet dann

mY mY
(3.14) u5+1 = w”"™ =+ Zv*,u,j = a4 + Z oV
J=1 j=ng+1

Man beachte, dass bei einem erweiterten Relaxationsverfahren iiber ein Erzeugendensystem mi-
nimiert wird. Dieses enthélt alle Basisfunktionen des diskreten Raumes Sj. Es gilt w”™ =
4 = S§(uY) . Das erweiterte Relaxationsverfahren kann insofern als ein restringiertes Linienver-
fahren aufgefasst werden, als iiber jede Richtung des Erzeugendensystems MY soweit minimiert
wird, wie es das Hindernis zulésst.

3.2.2 Approximative erweiterte Relaxationsverfahren

Das erweiterte Relaxationsverfahren aus (3.14) ist monoton im Sinne, dass

T (u™h) < T (u)

v

fir alle w4 € K; gilt . Fir j =ny+1,...,m" zerstort das Uberpriifen, ob v € span{yu”’}
auch in D*"J liegt, allerdings die optimale Komplexitit des Verfahrens, weil v dazu zuriick
auf das feinste Gitter Aj; transformiert werden muss. Um diese Problematik zu l6sen, werden
anstelle der exakten Korrekturen v*"J im folgenden approzimative Korrekturen v*J fiir j =
ny+1,...,m” durch die Losung des approximativen lokalen Teilproblems

(3.15) finde v € D" . J(w"~! 4 0v") < J(w 1 +v) fiir alle v € D¥
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bestimmt. Der eindimensionale Losungsraum DY/ C span{p*7} ist nun als
DI .= {v € span{u"7} : v; < w;"j firallei=1,...,ns}

definiert. Die approzimative lokale Hindernisfunktion 1" wird dabei durch eine geeignete Re-
striktion der ezakten lokalen Hindernisfunktion ¢ — w71 fiir die Korrektur v*7 konstruiert.
Die Konstruktion wird in Kapitel 4 fiir B—Splines beliebiger Glattheit beschrieben. Fiir das
exakte Hindernis gilt offensichtlich

(3.16) g—w "t >0.

Die neue Iterierte des approzimativen erweiterten Relaxationsverfahrens (approximated extended
relazation) lautet dann

ny mY mY
(3.17) uf =™ =+ Z v Z v =+ E v,
Jj=1 j=nj+1 j=nj+1

Entscheidend ist, dass 1"/ im eindimensionalen Raum span{u” 7} liegt. Daher muss jetzt nur
noch ein einziger Entwicklungskoeffizient v; mit w;' 7 verglichen werden, um festzustellen, ob
v € DY ist.

Die approximativen lokalen Hindernisse "7 sollen so konstruiert sein, dass die mit diesem
Hindernis bestimmten Korrekturen v*7 auch zuliissig im Hinblick auf das exakte Hindernis
g — w"I™1 sind. Dies motiviert dies folgende Definition.

Definition 3.2.2 (Monotone lokale Hindernisse) Das lokale Hindernis "I € span{u*}
heifst monoton, falls DI C D*VJ gilt.

Monotone Hindernisse fiihren also zu einem ”damping” der exakten Korrekturen. Liegen mono-
tone Hindernisse vor, dann folgt aus % =: w e Ky, dass w”l € Ky firalle j=1,...,m"
gilt. Weiter ldsst sich als Verallgemeinerung von Satz 2.6.1 (i) globale Konvergenz des approxi-
mativen erweiterten Relaxationsverfahren aus (3.17) nachweisen.

Satz 3.2.3 Es sei 0 € D% C D*"I fiir alle v > 1. Dann konvergiert das approzimative
erweiterte Relaxationsverfahren aus (3.17) mit v*7 und v*7 aus (3.13) bzw. (3.15) fiir alle
Startiterierten w9 € Sy gegen die Losung uy von (5.10).

Beweis: Der Beweis ist aus [Kr], S.36 ibernommen. Die Folge {u'}, .y ist beschrinkt, weil
Jw4) < J(ul) firalle v €N

gilt und weil wegen (3.9) J(v”) — oo fiir jede unbeschrénkte Folge v” € S; gilt. Da der Raum
S endlich—dimensional ist, reicht es zu zeigen, dass jede konvergente Teilfolge

(3.18) u} —uyeS; firl— oo

von u; gegen die Losung u; von (3.10) konvergiert. Aus der Stetigkeit des Glattungsoperators
S folgt dann

(3.19) S}) — S(uy) fir I — o0
und die Monotonie der Iteration impliziert

(3.20) T < J@ht) < J(SWh)) < J(W)  fiir v =1,2,....
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Die Stetigkeit von J und (3.18) — (3.20) fiihren schlieflich zu
J(S(uy)) = I (ug)-

Man sieht leicht, dass dies zu S(u%) = u’ é&quivalent ist. Nach Satz 2.6.1 ist u; aber der
einzige Fixpunkt des projektiven Gauss-Seidel-Verfahrens. Damit folgt v’ = u; . Wegen

Ty < T (W) < I (u)
fuir 5 =1,...,m" folgt sogar die Konvergenz der Zwischeniterierten

(3.21) w” —uy  fiir v — oo.

3.2.3 Asymptotisches Konvergenzverhalten

Im folgenden soll das asymptotische Konvergenzverhalten des approximativen erweiterten Rela-
xationsverfahrens aus (3.17) genauer untersucht werden.

Definition 3.2.4 (Kontaktmenge) Die Kontaktmenge von v € Sy ist definiert als
K5w):={ie{l,...,ns}: vi=g9}.
Die Menge ohne Kontakt wird mit
K5w):={ie{l,....,ns}: vi # gi}
bezeichnet.
In der Menge K9(uy) beriihrt die Losung w; das Hindernis g , wohingegen sie in der Menge
KG(uy) die Variationsgleichung
a(luy,v—uy) =L(v—uy) firallevel;

erfiillt. Im folgenden soll ausgeschlossen werden, dass es Punkte in der Kontaktmenge K$(uy)
gibt, an denen w; die Variationsgleichung erfiillt. Es wird also gefordert, dass die Hindernisfunk-
tion an allen Punkten der Kontaktmenge einen restriktiven Einfluss auf die Losung ujy besitzt.
Anderenfalls wird das Problem als degeneriert bezeichnet. In Abbildung 3.1 ist der Unterschied
zwischen nichtdegenerierten und degenerierten Hindernisproblemen veranschaulicht.

Definition 3.2.5 (Nicht—degeneriertes Minimierungsproblem) Wir nennen das diskrete
Minimierungsproblem aus (3.10) nicht—degeneriert, falls

a(ug, Nin,) <lNia,) firalleiec Kj(uy).

Als Verallgemeinerung von Satz 2.6.1 (ii) ldsst sich nachweisen, dass die Kontaktmenge nach
einer bestimmten Anzahl an Iterationen richtig bestimmt ist.

Lemma 3.2.6 Das diskrete Minimierungsproblem aus (3.10) sei nicht—degeneriert. Dann gibt
es e vy >0, so dass
K5w5) = K3(uy)  fir alle v > vy.
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Nichtdegeneriertes Problem

Hindernis

Degeneriertes Problem

restringierte Loesung
unrestringierte Loesung

Hindernis

Abbildung 3.1: Beispiel fiir ein nichtdegeneriertes und fiir ein degeneriertes Hindernisproblem.

Beweis: Der Beweis ist in Anlehnung an [Kr], S.38 gefiihrt. Es sei i € K9(uy). Wegen Satz
3.2.3 konvergiert v — uy fir v — co und damit ist g; — (u), > 0 fiir alle v > vy fiir ein
hinreichend grofiles 17 > 0. Dies impliziert

(3.22) K5(uy) C K3(uy) fir alle v > vy.

Ist 1e K }(u J) , dann besagt die Voraussetzung, dass das Problem nicht—degeneriert ist, dass
a(uy, Nia,) < lN;a,).

Wegen der Konvergenz der Zwischeniterierten aus (3.21) gilt dann auch

(3.23) a(w”’j, Nin,) <UN;a,) firalle v>uwy

und alle j =1,...,m" mit einem hinreichend groflem o > vy .

Angenommen es wire ¢ ¢ K }(w”’j ) , dann gilt fiir die Entwicklungskoeffizienten

l/,j _ Z/,j—l *7V7j .
w;” = w; + v, < g;

fir alle j =1,...,n; . Wegen (3.13) und Satz A.3.1 folgt hieraus, dass die Korrektur v*"J €
span{y”’} die Variationsgleichung

a(v™ v) = L(v) — a(w” " v) fiir alle v € span{u*’}
erfiillt. Wegen w"? = w71 + vj ist dann aber
a(w” | v) = L(v) fir alle v € span{p”’}

im Widerspruch zu (3.23). Damit ist K%(uy) € K$(w"?) fiir alle v > vy und wegen w"™/ =
@ = S(uY) insbesondere fiir j =n; die Inklusion

K5(uy) C K$(u%) firalle v > 1y

gezeigt. Fiir v > v, werden Entwicklungskoeffizienten der geglitteten Néherung % mit Kon-

takt, d.h. Entwicklungskoeffizienten mit (u';), = g; , in der Iteration nicht wieder inaktiviert.

Daher folgt K9%(u%) C K$(u4™) fiir v > vy . Dies impliziert
(3.24) K5(uy) C K$(u%) furalle v > vy +1.
Aus (3.22) und (3.24) folgt nun die Behauptung mit vy :=wve + 1. O
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Definition 3.2.7 (Regulire Suchmenge) FEs bezeichne vy den Iterationsschritt aus Lem-
ma 3.2.6, ab dem die Kontaktmenge der Lisung wy richtig identifiziert ist. Eine Folge an
Suchrichtungen {MV},en heifit regulér, falls sie konstant ist, sobald die Kontaktmenge richtig
identifiziert ist, d.h. MY = M = X;U M, fir alle v > vy mit einer von v unabhdngigen
Menge M. C Sy .

Sobald die Kontaktmenge der Losung w; identifiziert ist, lisst sich die Variationsungleichung
aus (3.11) als Variationsgleichung

(3.25) finde uy € S5: a(uy,v) =4(v) firalle v € S5
mit dem reduzierten Teilraum

(3.26) SG={veSy:v=0 fiurie Kjus)}CS,

schreiben. Die reduzierte Menge an Suchrichtungen

(3.27) M ={peM: p=0 firiec Kjus)}CcM

induziert dann eine sogenannte lineare multiplikative Schwarz—Methode zur iterativen Losung
der Variationsgleichung aus (3.25). Die Korrektur v*“ in Richtung von p*J € M° ist die
Losungen des linearen, lokalen Teilproblems

(3.28) finde v*7 € span{p*’} : J(w"I"t+0"7) < J(w”t 4 v)  fiir alle v € span{p”7}.

Falls das Problem nicht—degeneriert ist, reduziert sich das auf die Variationsungleichung aus
(3.11) angewandte erweiterte Relaxationsverfahren wegen Satz 2.6.1 asymptotisch zur linearen
erweiterten Relaxation aus (3.28). Soll dies auch fiir das approximative erweiterte Relaxati-
onsverfahren gelten, miissen die lokalen approximativen Hindernisse "7 so konstruiert sein,
dass sie alle Korrekturen des linearen Schemas in Richtung von u*J € M° zulassen. Solche
Hindernisse werden als quasioptimal bezeichnet.

Definition 3.2.8 (Quasioptimale lokale Hindernisse) Wir nennen eine Folge lokaler Hin-
dernisse {"7},en quasioptimal, falls die Konvergenz der Zwischeniterierten w'? — uy und
der zugehorigen Kontaktmengen K$(w"7) — K$%(uy) implizieren, dass es ein ¢ > 0 und ein
v >0 gibt, so dass fiir alle p*’ € M°

0<c<oy”  firale v> 1

gilt.

Wihrend monotone Hindernisse eine obere Schranke erfiillen, die die Robustheit des Verfah-
rens sicherstellt, erfiillen quasioptimale Hindernisse eine untere Schranke, die sicherstellt, dass
sich das Verfahren asymptotisch zu einer linearen Relaxation reduziert. Der Begriff der Quasi-
optimalitéit definiert also eine Mindestanforderung, der die Hindernisse im folgenden geniigen
sollen. Wéhrend die Hindernisse aus [Ma] genau dieser Mindestanforderung entsprechen, liegen
die Hindernisse in [Kol] oft sogar oberhalb dieser Mindestanforderung. Die Konstruktion wird
ausfiihrlich in Kapitel 4 fiir B-Splines beliebiger Glattheit diskutiert.

Nach dem folgenden Satz besitzen das erweiterte Relaxationsverfahren und alle approximativen
erweiterten Relaxationsverfahren, die von derselben reguléren Folge {M"},cn an Suchrichtun-
gen und beliebigen quasioptimalen Hindernissen induziert werden, das gleiche lineare asympto-
tische Konvergenzverhalten.
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Satz 3.2.9 Das diskrete Minimierungsproblem aus (3.10) sei nicht—degeneriert. Dann konver-
giert das durch eine regulire Folge {M"},en von Suchrichtungen und monotone und quasiopti-
male Hindernisse {{"7},en induzierte approrimative erweiterte Relaxationsverfahren fir alle
Startiterierten ug € Sy gegen die Losung uy wvon (3.10) und reduziert sich asymptotisch zum
linearen erweiterten Relaxationsverfahren aus (3.28).

Beweis: Die globale Konvergenz folgt sofort aus Satz 3.2.3. Nach Lemma 3.2.6 ist nach 1y
Iterationen die Kontaktmenge K$(uy) identifiziert. Da {M"},en reguldr ist, gilt MY = M
fir alle v > 1y .

Betrachte fiir v > 1y zunichst Korrekturen v*7 in Richtung von p*J € M° ohne Einfluss
auf die Kontaktmenge. Wegen v — 0 fiir v — oo und da {1"*7},cn quasioptimal ist, gibt
es ein v > vy mit

W < e< ™ fiir alle v > v,

Die Korrekturen v*7 erfiillen damit fiir alle v > v; das unrestringierte Minimierungsproblem
aus (3.28).

Ist dagegen p*? € M\M° , dann sind die entsprechenden Korrekturen v* = 0, sobald die
Kontaktmenge K§(uy) identifiziert ist, d.h. fiir alle v > vy . Der Beweis ist [Kol], S. 10
entnommen. O

Im Konvergenzverhalten lassen sich somit zwei Phasen unterscheiden. Dies ist zum einen die
transiente Phase, die von der Suche nach der Kontaktmenge der Losung dominiert ist, und zum
anderen die asymptotische Phase, in der das reduzierte lineare Schema gelost wird.

3.2.4 Abgeschnittene Version der erweiterten Relaxationsverfahren

Insbesondere wenn gute Startnédherungen zur Verfiigung stehen, ist die Gesamtkonvergenz des
Verfahrens hiufig von Anfang an von der asymptotischen Phase dominiert. Dort wird das Ver-
fahren um so effektiver sein, je grofier die reduzierte Menge M° an Basisfunktionen ist, die zur
Losung des reduzierten linearen Systems verwendet werden kénnen. Da alle Grobgitterfunktio-
nen, die zu Korrekturen an Kontaktpunkten fithren, bisher nicht in der Menge M®° enthalten
sind, ist die Konvergenz des Mehrgitterverfahrens unter Umstédnden deutlich schlechter als im
unrestringierten Fall. Aus diesem Grund sollen im folgenden solche Grobgitterfunktionen in ei-
ner geeigneten Weise an die aktuelle Position der Kontaktmenge K$§(u";) angepasst werden.
Dies fithrt zu einer gréferen Menge an Suchrichtungen M° , was wiederum durch den Mul-
tiskaleneffekt mit schnellerer Konvergenz verbunden ist. Das resultierende Verfahren wird als
abgeschnittene Version (truncated version) des erweiterten Relaxationsverfahrens bezeichnet.
Die Menge an Suchrichtungen hingt dann in jedem Iterationsschritt von der Position der Kon-
taktmenge K$(u%) ab, die durch die Basisfunktionen des feinsten Gitters bestimmt wird. Die
Konstruktion der modifizierten Suchrichtungen erfolgt iiber einen Abschneideoperator. Dies wird
im folgenden erldutert.

Priziser als in (3.12) wird die Menge der Grobgitterfunktionen M, zunichst unabhéngig vom
Iterationsschritt v als

(329) M, = {MnJJrl,...,,u,m} =Xy 1 UX; oU.. U,

mit den B-Spline Basen ¥ := {Nja,,...,Np, A, } CS¢ dargestellt. Dabei sei A; ein dquidi-
stantes Gitter mit Gitterweite hy und A, ein entsprechend verfeinertes Gitter mit Gitterweite

hy =27 by,
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Fir k=2, d.h. fiir Hutfunktionen, ist die Anzahl n der Entwicklungskoeffizienten gleich der
Anzahl m der Stiitzstellen. Allgemein gilt

n=m-+k-—2

fiir B-Splines der Ordnung % . Die Anzahl ng; der Entwicklungskoeffizienten in Abhéngigkeit
vom Level ¢ und der Ordnung k betrégt

ne g = kot 4 b —1.

Die konstante Menge M, wird iiber einen Abschneideoperator in jedem Iterationsschritt an
die aktuelle Kontaktmenge angepasst. Die so modifizierte Menge an Suchrichtungen wird mit
M Y bezeichnet. Die Ausgangspunkt fiir die Konstruktion ist die Definition von Kontaktmengen
auf dem Level ¢ < J . Sie sind rekursiv in Abhéngigkeit der Kontaktmenge K$(u’) auf dem
feinstem Level J (s. Definition 3.2.4) als

(3.30) Kp(ay)={ief{l,....ng}: 20— (k—1) € K}, (u})}
definiert. Fiir v € Sy sei weiter der Operator t,:.S; — S; definiert durch

(to0), :{ 0 falls i € Kp(a%)

v; sonst
fir ¢ =1,...,ny mit den an die aktuelle Kontaktmenge angepassten Riumen
Sy ={veSi: vy=0 firieKj(uy), i=1,...,n0} C Sy
Damit kann nun der Abschneideoperator Tj : S, — S% als
(3.31) Ty:=tjop) qo0...0tu opﬁ"’1
definiert werden. Hierbei bezeichnet pi“ den kanonischen Interpolationsoperator von Sy nach
Sey1 (Gittertransferoperatoren fiir B-Splines sind im néchsten Abschnitt dargestellt).

Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 3.2 die Basisfunktion Njoa, , € Sj—2 und die abge-
schnittenen Basisfunktion

J—1
Ty-1N1g,a, 5 i=tj—10pj 30 Niga, , €57y
und
._ J-1
Ty oNiga, o =tj_10p5 50T 1Nign, , €SY

fiir den Fall von zwei Kontaktpunkten an den Stellen x =4 und z =7 dargestellt. Dabei ist
das feinste Gitter Ay C Z und das grobste Gitter Ay o C47Z.

Bemerkung 3.2.10 Die Definitionen der Kontaktmengen aus (3.30) und der Abschneideope-
ratoren aus (3.31) entsprechen den Definitionen aus [Kol] fiir den Fall k=2 .

Die abgeschnittene Version ist nun dadurch definiert, dass die an die Kontaktmenge angepasste
Menge

(3.32) M! :={TyN;pa, miti=1,....np £=0,....J —1}
an Grobgitter—Suchrichtungen zur Bestimmung der Grobgitterkorrekturen verwendet wird.

Die reduzierte Menge an Suchrichtungen (s. (3.27)) sei mit M° bezeichnet. Da offensichtlich
M° C MP° gilt, kénnen bei der abgeschnittenen Version verbesserte Konvergenzraten in der
asymptotischen Phase erwartet werden. Weil variable Suchrichtungen {M"} .y von Anfang an
mit berticksichtigt worden sind, lassen sich die Ergebnisse von Satz 3.2.3, Lemma 3.2.6 und Satz
3.2.9 direkt auf die abgeschnittene Version iibertragen.
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5 I I I I I
AL TJlel,z,AJ_Q — |
Niga; s
3 - —
2 - —
1 - —
0 l l 1 1 1 !
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 I I I I I
AL TJ72N1,2,AJ_2 — |
Ni2.a;_,
3 - —
2 - —
1 - —
0 l l 1 1 !
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abbildung 3.2: Hutfunktion Nj2 A, , und abgeschnittene Basisfunktion T;_1Nj2a,_, (links)
bzw. Tj_aNi2a, , (rechts) bei den beiden Kontaktpunkten = =4,7.

3.3 Monotone Mehrgitterverfahren (MMG)

Nach den vorhergehenden Abschnitten kann das monotone Mehrgitterverfahren (MMG) aus
Algorithmus 3.1.4 als ein approximatives erweitertes Relaxationsverfahren mit der konstanten
Menge an Suchrichtungen M := ¥ ;UM,. mit M. aus (3.29) aufgefasst werden. Auf diese Weise
wurde die globale Konvergenz und die asymptotische Reduktion der Verfahren zu einer linearen
Relaxation nachgewiesen. Insbesondere wurden iiber diese Betrachtungsweise die Forderungen
nach Monotonie und Quasioptimalitéit der lokalen Hindernisse motiviert.

In diesem Abschnitt werden zunichst konkrete Hinweise zur Implementierung der monotonen
Mehrgitterverfahren aus Algorithmus 3.1.4 und der abgeschnittenen Version gegeben. Anschlie-
Bend wird ein endgiiltiger Konvergenzsatz und asymptotische Fehlerabschétzungen fiir die Ver-
fahren geliefert.

3.3.1 Implementierung des Verfahrens

Um die beschriebenen B—Spline-basierten—-Mehrgitterverfahren implementieren zu kénnen, wer-
den zunichst geeignete Gittertransferoperatoren fiir B—Splines der Ordnung k benétigt. Die
Unterteilungsformel aus (A.10) liefert durch

k
ok
(3.33) p (Nia,,)=>» 2"F < ; >Ni+jAz
=0

einen kanonischen Prolongationsoperator p = pil von Sy_1 nach Sy fiir B-Splinefunktionen
Nin, , der Ordnung Fk . [H2] folgend, wird als gewichteter Restriktionsoperator r = rffl die
Adjungierte p* von p beziiglich des vom Gitter A, abhéngigen Skalarproduktes

(g, vg) 1= Z heug(x)ve(x) fir ug,vp € Sy
TEAy

gewdhlt. In unserem Fall hy 1 = 2 hy rechnet man leicht nach, dass p* = % pl gilt.
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Auf diese Weise wird der Defekt, die Massen— und die Steifigkeitsmatrix auf grobere Gitter
transportiert. Der Operator kann allerdings nicht fiir die Konstruktion der monotonen und
quasioptimalen lokalen Hindernisse "/ verwendet werden, da er die Voraussetzungen aus Satz
3.3.1 nicht erfiillt.

Anstelle dessen werden zunéchst monotone und quasioptimale Approximationen ¥, € S, fiir

¢ < J fiiber eine geeignete, sukzessive Restriktion der exakten Hindernisfunktion
Vyi=g—u5;€8y

konstruiert. Die Konstruktion wird ausfiihrlich in Kapitel 4 beschrieben. Besitzt die Funktion

W, € Sy bei Entwicklung in der Basis ¥, C Sy die Darstellung

ne
v, = ¢i Nia
i—1

nyg?

dann kénnen fiir 7 € M die lokalen Hindernisse durch
Y =g Ni,Anl c Span{,u”’j}

definiert werden. Dabei sei erinnert, dass es nach Konstruktion der Menge M fiir alle j =
1,...,m ein £€{1,...,J} undein i€ {1,...,n,} gibt, so dass "’ = Nia,, gilt. Dass sich
auf Weise wirklich monotone und quasioptimale lokale Hindernisse im Sinne der Definitionen
3.2.2 bzw. 3.2.8 ergeben, wird ebenfalls in Kapitel 4 in Lemma 4.2.7 gezeigt.

Unter Verwendung der oben beschriebenen Gittertransfer— und Restriktionsoperatoren, kann
das monotone Mehrgitterverfahren jetzt als Modifikation eines klassischen linearen Mehrgitter-
verfahrens implementiert werden.

Der Glétter, das klassische Gauss—Seidel-Verfahren, muss um den Projektionsschritt zum pro-
jektiven Gauss—Seidel-Verfahren ergéinzt werden. Massen—, Steifigkeitsmatrix und Defekt werden
mit gewichteten Restriktionen bestimmt. Die Korrektur wird kanonisch mit Interpolation auf
das feinste Gitter zuriicktransportiert.

Fiir die abgeschnittene Version (TrMMG) des monotonen Mehrgitterverfahrens miissen aufler-
dem folgende Modifikation durchgefiihrt werden.

Beitrége von Entwicklungskoeffizienten mit Index i € K9(@%) werden bei der Berechnung des
Defekts und der Steifigkeitsmatrix zu Null gesetzt. Die Entwicklungskoeffizienten der Hindernis-
funktion werden fiir i € K$(u) auf plus (bei einem oberen Hindernis) bzw. minus (bei einem
unteren Hindernis) unendlich gesetzt, so dass sie keinen restriktiven Einfluss mehr auf die Be-
stimmung der Korrekturen haben. Dies ist in Abbildung 4.8 bzw. 4.9 in Abschnitt 4.4.3 fiir den
Fall stiickweise linearer bzw. quadratischer Ansatzfunktionen veranschaulicht. Korrekturen wer-
den auf jedem Level ¢ nur zu Entwicklungskoeflizienten (uj), addiert, fiir die i ¢ K$(u") gilt.

)

3.3.2 Asymptotische Fehlerabschitzungen

Fiir das monotone Mehrgitterverfahren und die abgeschnittene Version lassen sich ohne Annah-
men an die Regularitit des freien Randes oder an die Koeffizienten in der Bilinearform af(-,-)
folgende asymptotische Fehlerabschitzung fiir Gebiete Q C R? angeben.

Satz 3.3.1 Das diskrete Minimierungsproblem aus (3.10) sei nicht-degeneriert, und es seien
monotone und quasioptimale Hindernisse {{"7},en gegeben. Dann konvergiert das durch die
Menge M :=%;UDM,. mit M. aus (3.29) induzierte monotone Mehrgitterverfahren als auch
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die durch die Menge MY := X ;UMY mit MY aus (3.32) induzierte abgeschnittene Version fiir
alle Startiterierten u?, € Sy gegen die Losung uy von (3.10) und es gilt in der Energienorm
||| == v/a(v,v) fir ein hinreichend grofies vy > 0 die Fehlerabschditzung

c
(3.34) Juy —utH| < (1 — (J‘f‘l)4> lug — 4| fiir alle v > vy

fiir das monotone Mehrgitterverfahren und

C

3.35 —u < (1 ——
3:3) s =1 < (1= s

> lug — 4| fiir alle v > vy
fiir die abgeschnittene Version. Die Konstante 0 < ¢ < 1 hdngt nur von der Elliptizitit von
a(+,-) und vom Gitter Ay ab.

Beweisskizze: Die Mengen M, MY definieren reguliire Folgen an Suchrichtungen. Damit folgt
die globale Konvergenz des monotonen Mehrgitterverfahrens und der abgeschnittenen Version
aus Satz 3.2.9. Auflerdem folgt aus dem Satz, dass sich die Verfahren asymptotisch zur linea-
ren multiplikativen Schwarz—Methode zur Losung des reduzierten linearen Problems aus (3.28)
reduzieren, die durch die Zerlegung

S5 = Z span f

pneMe

induziert wird. Fiir v € S5 gilt also die Darstellung v = Zue Mo Uy mit v, € span p . Der
Arbeit [GO] folgend wird fiir v € S die Norm

Bl = inf § 7 JloulP: v, € span g, v= 3 v, € 53
peMe peEM®

eingefiihrt. Resultate aus [KY] liefern dann die Abschétzung
lol* < (7 +1)?]olf?
nach oben und aus der verschirften Cauchy—Schwarz Ungleichung folgt die Abschéitzung

ol < Jol®
nach unten. Die beiden Abschétzungen fithren schliefilich nach Satz 4 aus [GO] zu den behaup-
teten Fehlerabschétzung aus (3.34) und (3.35). O

Bemerkung 3.3.2 Die Fehlerschranken sind nicht gitterweitenunabhéngig. Wegen J < |log h |
wéchst die Schranke aber nur logarithmisch und damit nur sehr méfig. Ob sich der logarithmi-
sche Faktor in den Fehlerabschitzungen vermeiden ldsst, ist noch eine offene Frage.

Bemerkung 3.3.3 Numerische Tests zeigen, dass die Abschétzungen den schlechtesten Fall be-
schreiben. Insbesondere ist die Konvergenz der abgeschnittenen Version TrMMG in numerischen
Tests immer schneller als die des Standardverfahrens MMG (s. [Ko2] und Kapitel 6). Man stellt
sogar fest, dass die abgeschnittene Version bei restringierten Minimierungsproblemen die gleiche
asymptotische Effizienz erreicht wie bei unrestringierten Minimierungsproblemen (s. [Ko2] und
Kapitel 6).



Kapitel 4

Konstruktion monotoner und
quasioptimaler
Grobgitterapproximationen

Um die Konstruktion der monotonen Mehrgitterverfahren aus Kapitel 3 abzuschlieSen, werden
noch monotone und quasioptimale Restriktionsoperatoren fiir die Hindernisfunktion benétigt.
Die Konstruktion solcher Grobgitterapproximationen an die Hindernisfunktion ist der zentrale
Inhalt dieses Kapitels.

Der Ubersichtlichkeit halber werden nur zwei Gitter betrachtet. Die Verallgemeinerung auf meh-
rere Gitter ist aber offensichtlich. Zu vorgegebener Ordnung k und zu vorgegebenem n € N
sei T :={0;}i=1... n+x eine dquidistante erweiterte Knotenfolge (s. Anhang A.1)

77777

(4.1) 01 :...:9k:a<9k+1 <... <0n<b:‘9n+l :'-‘:en—i-k
in I := [a,b] € R mit Gitterweite H = 0,41 — 0, = ... = Oppq1 — 0 . Weiter sei A :=
{0:}i=1, itk die verfeinerte Knotenfolge
(4.2) 51:...:0~k:a<9~k+1 < ... <éﬁ<b:0~ﬁ+1 :...:éﬁ+k
_ _ 1
mit Gitterweite h = %H und Opi2; = Ok und Opi0j g = i(ﬁkﬂ,l + ;) fir j =

1,...,n— k. Dann ist
(4.3) n=2n+1-k.

Beziiglich der Knotenfolgen A bzw. T sei Nya bzw. Npr der in Anhang A.1 definierte
Raum der B—Splines der Ordnung k . Weiter sei S € Nk,A eine auf dem feinen Gitter A

definierte Hindernisfunktion mit Koeffizienten € = (éi,...,é)? . In Hinblick auf Bemerkung
3.16 wird ¢ >0 fiir ¢ =1,...,n gefordert. SchlieBlich sei S € Ny eine Splinefunktion auf
dem groben Gitter 7' mit den Entwicklungskoeffizienten ¢ = (c1,...,¢,)T . Es gelten also die
Darstellungen

(4.4) S(0) => & Nigal0), S(0) =i Nigr(0).
i=1 =1

Abkiirzend wird auch die Schreibweise als Skalarprodukt
S =& Nya, S=c'Nyr

verwendet. Hierbei wird die Menge der Basisfunktionen {N;,r:i=1,...,n} alsein geordneter
Vektor Nj 7 € R" aufgefasst.
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4.1 Monotone Grobgitterapproximationen

Definition 4.1.1 (Monotone Approximation) Die Funktion f : 1 — R heiffit monotone
(oder einseitige) untere Approximation an die Funktion g: I — R, falls f(x) < g(x) fir alle
xz el gilt.

Es gibt eine Fiille an Literatur (z.B. [Bu, DV, LP, Mv, Pi]) insbesondere aus der Approxima-
tionstheorie, die sich mit monotonen Approximationen an Funktionen beschiftigt. Meist wird
eine bestimmte Approximationsgenauigkeit e vorgegeben und die Anzahl n der Freiheitsgrade
so gewahlt, dass diese Genauigkeit erreicht werden kann.

Die Fragestellung in diesem Abschnitt ist dagegen anders. Hier soll zu einer vorgegebenen Anzahl
n an Freiheitsgraden eine B-Splinefunktion S € N gefunden werden, die eine ”méglichst
gute” monotone Approximation an eine gegebene Hindernisfunktion S € Ni.a liefert. Die
Funktion S ist ebenfalls ein B-Spline der Ordnung k , aber mit einer hdheren Anzahl 7 > n
an Freiheitsgraden. Eine solche Approximation wird im folgenden als monotone Grobgitterap-
proximation bezeichnet.

Definition 4.1.2 (Monotone Grobgitterapproximation) Es sei T die Knotenfolge aus
(4.1) und A die verfeinerte Knotenfolge aus (4.2). Die Funktion S € Ny r heifit monotone
untere Grobgitterapproximation an S € Ny a , falls S(x) < S(z) fir alle x € I gilt.

Wie in Kapitel 3 dargestellt wurde, sind solche Approximationen ein wichtiger Baustein von
monotonen Mehrgitterverfahren zur Losung von freien Randwertproblemen. Thr Einsatz ist aber
auch in anderen Anwendungen denkbar, z.B. zur Komplexititsreduktion von Geometrien (s.
[LP]). Wichtig ist, dass bei Anwendung im Rahmen eines Mehrgitterverfahrens der Aufwand
zur Konstruktion einer monotonen Grobgitterapproximation O(n) Operationen, mit n der
Anzahl der Freiheitsgrade des Splines S bzgl. des groben Gitters, nicht iiberschreiten darf.
Um eine moglichst effiziente Grobgitterkorrektur zu erhalten, sollte die Grobgitterfunktion die
Hindernisfunktion ”mdglichst gut” approximieren. Die Fragestellung dieses Kapitels ist damit
die folgende:

Konstruiere mit O(n) Operationen zu einer gegebenen Hindernisfunktion S e N’fvé eine mono-
tone untere bzw. obere Grobgitterapprozimation S € Ny , welche die Funktion S im Hinblick
auf eine noch zu spezifizierende Zielfunktion mdglichst gut approximiert.

Bemerkung 4.1.3 Fiir Hutfunktionen sind in [Ma, Ko1l] Restriktionsoperatoren angegeben, die
obige Forderungen erfiillen. Fiir B-Splines hoherer Ordnung gibt es solche Operatoren bisher
noch nicht. Die Konstruktion wird in diesem Kapitel diskutiert.

Ist S € Nor eine stetige, stiickweise lineare Funktion, #; und 6;41 zwei aufeinanderfolgende
Stiitzstellen und ist x € [0;,0;41] , dann gilt

min {5(91),5(01+1)} § S(l‘) S maX{S(Hi), 5(91+1)} .

Fiir stiickweise Funktionen S € Ny der Ordnung k > 3 ist dies im Allgemeinen aber nicht
mehr richtig. Es reicht folglich nicht mehr aus, nur Funktionswerte an Stiitzstellen zu betrachten.
Daraus resultiert eine Hauptschwierigkeit bei der Konstruktion monotoner Grobgitterapproxi-
mationen und der wesentliche Unterschied zum stiickweise linearen Fall. Unter der Ausnutzung
der Eigenschaften von B—Splines wird hier eine Konstruktion vorgeschlagen, die wie in Lem-
ma 2.6.5 iiber die Entwicklungskoeffizienten der B—Splinefunktion erfolgt. Fiir Hutfunktionen
reduziert sie sich auf die Konstruktionen in [Ma, Kol].
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Satz 4.1.4 (Monotone Grobgitterapproximationen) Zu vorgegebener Ordnung k und zur
Knotenfolge A := {él}lzl,Hk aus (4.2) sei ein B-Spline S e Ni.a mit S =g’ Npa gege-
ben. Dann ist S € Nyp mit S = cl Nir und der Knotenfolge T := {0;}i=1,. . n+x aus (4.1)
eine monotone untere Grobgitterapprorimation an S, falls das Ungleichungssystem

(4.5) Apc <&

erfillt ist. Dabei ist die Matrix

ag—1 Qk—3
ag Qg2
ak—1 ao
ag al
a2 ao
ai
a9 a
Ap = . : ay c R@n+1-k)xn
a 3 as
ak—1
ag
k-1 aop
af ai
az ag
az ai
mit den Eintrdagen
(4.6) a; = 2'7F <§> firj=0,..., k.

Beweis: Der Beweis beruht auf den Verfeinerungseigenschaften und der Positivitédt von B—-Splines.
Es wird zuerst der Fall k£ gerade behandelt. Dann ist 7 = 2n + 1 — k ungerade. Wegen der
Verfeinerungseigenschaft von B-Splines aus (A.10) ldsst sich N; 1 € My r im Raum Ny A als

k

Nigr(x) = Z aj Noi i j ()
=0

darstellen. Einsetzen in die Darstellung von S aus (4.4) und Aufteilen in Funktionen mit geraden
und ungeraden Indizes liefert:

n
S = Z ci (a0 Noj—k oA + a1 Noj_pr1 oA+ ..o+ ap Nojp.A)
=1
n
= Z ci (a0 Noj—g A + a2 Noj—pyo kA + - oo+ ap Noj ., A)
=1

n
+ Z ci (a1 Noj—p1k,A + a3 Noj_p3pA + .o+ ap—1 Noj_11,0) -
i—1
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Ordnet man alle Summanden nach den Basisfunktionen /N;j, A und fiihrt einen Indexwechsel
durch erhélt man weiter

n

S(x) = Z (ak—l C(i+1)/2 T Ak—3 C(;43)/2 + .. T+ a1 C(i+k71)/2) Ni ()
i=1
i ungerade
A—1
+ Z (ar Cij2 T Q-2 C(iy2)/2 T ...+ Qo C(i—i—k)/z) Niga().
=2
i gerade

Dabei sind alle ¢; mit j <1 oder j>n wie Null zu behandeln. Die Darstellung der Differenz
S(z) — S(x) in der Basis von N a lautet dann

(4.7) S(z) = S(x) =Y di Nipa(x)
i=1

mit den Koeflizienten

C; — (ak,l Clit1)/2 T Ak—3C(iy3)/2 + -t a1 c(i+k_1)/2) , falls ¢ ungerade ist

Ci — (ak Cijg + ag—2C(i42)/2 + ..+ ao c(i+k)/2) , falls ¢ gerade ist.

Wegen N;;a(z) >0 firalle x € I, folgt wie in Lemma 2.6.5 aus d; > 0 fiiralle i =1,...,7,
dass S(x)—S(z) >0 fiiralle € I ist. Damit ist S monotone untere Grobgitterapproximation
an S . Schreibt man die Bedingungen d; > 0 fiir i = 1,...,7 in Matrixform, erhilt man das
Ungleichungssystem aus (4.5).

Ist k& ungerade verlduft der Beweis analog. Man erhélt

C; — (ak_l C(i+1)/2 T Qk—3 C(i+3)/2 T - .-+ ao C(i+k)/2) , falls ¢ ungerade ist

C; — (ak Cij2 T k—2Cy2y2 + ... + alc(i+k_1)/2) , falls i gerade ist.

Fasst man die beiden Félle zusammen, erhélt man fiir beliebige Ordnungen k£ > 1 die Koeffizi-
enten d; fir i=1,...,n mit

Ci — (ak,l Cit1)/2 + ak—3C(iy3)2 + .-t ao cL(iJrk)/QJ) , falls ¢ ungerade ist

C; — (ak Cijg + ak—2¢642)2+ ..+ ach(Hk)/zJ) , falls ¢ gerade ist.
Hierbei bezeichnet |z]| fir = € R die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich x . a
Zur Illustration sind die Matrizen A fiir einige Spezialfille explizit aufgelistet.

Beispiel 4.1.5 Fiir stetige, stiickweise lineare (k= 2), C!- glatte, stiickweise quadratische
(k=3) und C? - glatte, stiickweise kubische (k =4) Splines erhiilt man die Matrizen
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3 1
1 11
11 103
2 2 4 4
3 1
1 101
11 103
2 2 4 4
Ay = . e IK(Qn—l)Xn7 Ay = L . € R(Zn—Q)Xn,
11 301
2 2 4 4
1 3
1 11
11 3 1
2 2 4 4
1 3
1 11
4 4
8 8
16 1
8 8 8
4 4
8 8
16 1
8 8 8
A4 — .. ) . . 6 R(Qn—?))Xn.
16 1
8 8 8
4 4
8 8
16 1
8 8 8
4 4
8 8

Bemerkung 4.1.6 Fiir monotone obere Grobgitterapproximationen S an S, d.h. fir S mit
S(z) > S(x) fiir alle z € I, gilt Satz 4.1.4 vollkommen analog mit Ayc >¢.

Satz 4.1.7 Die Matrizen Ay mit k € N aus (4.5) besitzen mazimalen Rang.

Beweis: Die Aussage folgt, wenn die Matrix Ay mit Gauss—Elimination auf die Form

I

o O =
= O O

o O =
- o O

gebracht wird. Hierbei bezeichnet [ o die Einheitsmatrix der GroBle k& — 2. Die Transfor-
mationsmatrizen und die Rechtfertigung dafiir, dass die Gauss—Elimination ohne Pivotisierung
durchgefiihrt werden kann, findet man in [DKU], Abschnitt 4.1 und [DM]. Dort tauchen Matrizen
mit obiger Struktur bei der Konstruktion von biorthogonalen Spline-Wavelets auf. O

In einer Darstellung mit der Matrix aus (4.9) lasst sich auch ablesen, welche Bedingungen die
Koeffizienten ¢&; eines B-Splines S auf dem feinen Gitter A erfiillen miissen, damit er exakt
auf dem groberen Gitter T dargestellt werden kann. Betrachte dazu das folgende Beispiel.
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Beispiel 4.1.8 Es sei k = 3. Gauss—Elimination liefert, dass Ajc = ¢ &quivalent zu

3~ 1=
1 0 501 - 562
3~ 1=
010 502 - 561
000 361 — 3G+ 33— 3¢
1 3~ 1x
0 0 0 o §C4 — §C3
00 0 O
010 tn
1~ 3~ 3~ 1~
000 5Con—5 — 5C2n—4 + 5C2n—3 — 5C2n—2
3 1~
0 1 5Con—2 — 5C2n—3

ist. Eine Losung kann es nur dann geben, wenn alle Komponenten der rechte Seite Null sind,
die zu Nullzeilen auf der linken Seite gehoren. Da die um die Nullzeilen reduzierte Matrix nach
Satz 4.9 maximalen Rang besitzt, folgt, dass ein Spline S € M, A genau dann in Ny liegt,
falls

1. 3. 3. 1. . )
(410) 5621',1 — 5621‘ + §Cgi+1 — 5621+2 =0 firallei=1,...,n—2
gilt. Die Koeffizienten c¢; ergeben sich in diesem Fall als die eindeutige Losung des obigen
Gleichungssystems.

4.2 Quasioptimale Grobgitterapproximationen

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass ein Spline S = ¢’ N7 monotone untere
Grobgitterapproximation an einen Spline S = &7 Ny A ist, falls die Entwicklungskoeffizienten
das System Aic < € aus (4.5) erfiillen. Auf diese Weise soll im Rahmen eines Mehrgitter-
verfahrens die Hindernisfunktion auf grobere Gitter transportiert werden. Ziel ist es, aus der
Menge aller Funktionen S € Ny r, deren Entwicklungskoeffizienten das Ungleichungssystem
Apc < & erfiillen, eine "moglichst gute” Approximation an den Spline S zu finden. Je ge-
nauer das Feingitterhindernis auf dem groben Gitter dargestellt wird, desto effizienter kann eine
Grobgitterkorrektur wirken und umso hoher wird die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens
liegen.

In diesem Abschnitt werden geeignete Restriktionsoperatoren 7 : Ny — N fiir das Hin-
dernis hergeleitet, die fiir Hutfunktionen zu den Restriktionsoperatoren aus [Ma] fiithren. In
Abschnitt 4.4 wird gezeigt, wie diese Restriktionsoperatoren iiber die (ndherungsweise) Losung
einer linearen Optimierungsaufgabe noch einmal deutlich verbessert werden kénnen. Fiir Hut-
funktionen erkennt man dann den Restriktionsoperator r : Ny A — N p aus [Ko2] wieder. Die
in der folgenden Proposition konstruierten Restriktionen 7 : S +— Lj bilden untere Schranken
fiir die endgiiltigen Restriktionen r aus Abschnitt 4.4.

Proposition 4.2.1 Der B-Spline Lj :=q’ Ny € Nipyr mit den Entwicklungskoeffizienten
(4.11) ¢ = min{éo;_p, ..., G2} firi=1,...,n

ist monotone untere Grobgitterapprozimation an den Spline S=gr Nia € Nia -
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Beweis: Nach (A.11) sind die Zeilensummen der Matrix Aj immer gleich eins. Daher erfiillt
der Vektor q:= (q1,...,q,)7 aus (4.11) offensichtlich das System Ajq < &. Damit folgt die
Behauptung direkt aus Satz 4.1.4. O

Fiir den Fall £ =2 bzw. k& = 3 ist eine untere bzw. obere Hindernisfunktion und die monotone
und quasioptimale Approximation nach Proposition 4.2.1 in Abbildung 4.1 bzw. 4.2 dargestellt.
Man erkennt, dass die Approximationen in bestimmten Bereichen deutlich verbesserungsfihig
sind. Fiir den glatten Fall sind in der rechten Abbildung zusétzlich die Kontrollpolynome der
Funktionen abgebildet. Hier sieht man, dass fiir die Kontrollpolynome die gleiche Monotonie gilt,
wie fiir die Funktionen. Im Unterschied dazu kénnen in Abschnitt 4.4.3 iiber ein Optimierungs-
verfahren monotone untere Grobgitterapproximationen konstruiert werden, deren Kontrollpoly-
nome zum Teil oberhalb des Kontrollpolynoms der Hindernisfunktion verlaufen.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
12 [ i unteres Feingitterhindernis

L L L L L L L L L L L n L H H
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Abbildung 4.1: Unteres stiickweise lineares Hindernis auf dem Gitter [0,23]N1/27Z und Grob-
gitterapproximation Ly auf dem Gitter [0,23]NZ .

T T T T T
oberes Feingitterhindernis —— Kontrollpolynom des Hindernis ——

T T T T T T
s | 1
s 1
6 1
6 1
5| 1
5L 1
4t g WL |
3t i sl
. . . . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 4.2: Links: C! — glatter, stiickweise quadratischer Spline auf dem Gitter [0,13]NZ/2
und Grobgitterapproximation Ls auf dem Gitter [0,13] NZ . Rechts: Zugehorige Kontrollpo-
lynome.

<

Bemerkung 4.2.2 Fiir k£ = 2 entspricht der in Proposition 4.2.1 definierte Restriktionsope-
rator 7: Naa — Nop, S — Ly dem Restriktionsoperator aus [Ma)].
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Die Werte ¢; dienen im folgenden als punktweise untere Schranke fiir die Entwicklungskoeffizi-
enten ¢; des B-Splines S . Sie kénnen mit in das System Aic < ¢ aus Satz 4.5 aufgenommen
werden.

Beispiel 4.2.3 Mit den oben definierten Werten ¢; ergibt sich auf diese Weise speziell fiir
k =2 das neue System Bsc < e mit

-1 —q

NO|—= =
N[
(®X

[\

. NI =
N[ —

By = . S _ e R

1 ~

5 Con—2
-1 —Qn

1 Con—1

Bemerkung 4.2.4 Fine andere Moglichkeit zur Konstruktion einer Grobgitterapproximation
S fiir B-Splines der Ordnung k£ > 2 besteht darin, den Restriktionsoperators 7 aus Bemer-
kung 4.2.2 fiir Hutfunktionen auf das Kontrollpolynom des B-Splines S € Ni.a (mit einer
gegebenenfalls leichten Variation des Randes) anzuwenden. Das Ergebnis definiert dann das
Kontrollpolynom fiir die Grobgitterapproximation S € Nj 1 , wie in der rechten Abbildung 4.2
dargestellt ist. Interessanterweise ergeben sich fiir k = 3 genau die Koeffizienten ¢; aus (4.11).

Mit Proposition 4.2.1 ist eine untere Schranke Lj fiir die Grobgitterapproximation an die Hin-
dernisfunktion gegeben. Diese kann offensichtlich an vielen Stellen weiter verbessert werden, wie
aus den Abbildungen erkennbar ist und in den folgenden Abschnitten gezeigt wird. Approxima-
tionen die im gesamten Intervall oberhalb von Lj liegen, werden im folgenden als quasioptimal
bezeichnet.

Definition 4.2.5 (Quasioptimale Grobgitterapproximation) FEine monotone untere Grob-
gitterapprozimation S = c’ Ny an den Spline S = ¢l Ny A heifst quasioptimal, falls ¢ > q
mit dem Vektor q aus (4.11) gilt.

Bemerkung 4.2.6 Aus monotonen und quasioptimalen Grobgitterapproximationen im Sinne
der Definition 4.1.2 bzw. 4.2.5 kénnen monotone und quasioptimale lokale Hindernisse im Sin-
ne der Definition 3.2.2 bzw. 3.2.8 konstruiert werden. Das folgende Lemma fiihrt {iber diesen
Zusammenhang die Ergebnisse dieses Kapitels mit den Ergebnissen aus Kapitel 3 zusammen.

Hierzu bezeichne wu'; eine Ndherung an die Losung w; des restringierten Minimierungspro-
blems aus (3.10) auf dem feinsten Level J . Fiir £ < .J bezeichne weiter Vo3 € Ny a,,, die
Hindernisfunktion auf dem feinen Gitter Ayy; und ¥y € N, kA, die Hindernisfunktion auf dem
groben Gitter A, . Bei Entwicklung in der B-Spline—Basis gelten die Darstellungen

Ne+1

e
(412) ‘I’g_,_l == Z El Ni7k’A"£+1 5 \I/g == Z C; Ni7k7AnZ'
=1 =1
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Es sei weiter an die Definition der Menge M"Y an Suchrichtungen aus (3.12), an die Definition der
reduzierten Menge M° an Suchrichtungen aus (3.27) und an die Definition der Kontaktmenge
K} (u%) der Naherung u% auf dem Level ¢ aus (3.30) erinnert. Man beachte, dass es fiir jedes
'l € MY ein €€ {1,...,J} undein i€ {1,...,ny} gibt, so dass p*’ = Nik,a,, gilt.

Lemma 4.2.7 Ist ¥, € N A, eine monotone und quasioptimale Grobgitterapprozimation an
die Hindernisfunktion W,y € Nk,Aul im Sinne der Definition 4.1.2 bzw. 4.2.5 und pu*7 € MY
fir 5 =74(i,0) €{1,...,m"} eine Suchrichtung, dann definieren

(4.13) Y= ¢ Nik,An, € span{ 7}

monotone und quasioptimale Hindernisse im Sinne der Definition 3.2.2 bzw. 3.2.8.

Beweis: Aus der Annahme der Monotonie der Grobgitterapproximation folgt nach Definition
der lokalen Hindernisse "7 | dass D"7 C D*"J gilt. Nach Definition 3.2.2 sind die lokalen
Hindernisse dann monoton.

Um auch Quasioptimalitdt nachzuweisen, gelte K7, ,(u}) = K7, (uy) auf dem Level ¢+1 fiir
alle v > 1y und es sei p? € M° . Dann gibt esein £ € {1,...,J} undein i€ {1,...,n4},
so dass
p7 = Niga,,
gilt. Bei Entwicklung in der B-Spline-Basis N a, ., gilt nach (A.10) die Darstellung
2i

l/7j — . .
pl = E a—2itk Nik,An,, |
1=2i—k

mit den Verfeinerungskoeffizienten ag,...,ar >0 (*). Wegen p*/ € M° und der Darstellung
aus (4.12) von U,yq folgt hieraus

Coiky - vy Coi > 0. (¥%)
Denn wire ¢ =0 fiirein [ € {20 — k,...,2i}, dann ist nach Definition der Kontaktmenge
le Kpp(uy) = Kipi(ug)

fiir alle v > v . Wegen p"’ € M° wire dann aber a;_o;4; = 0 im Widerspruch zu (%) . Aus
(%) und der Definition von ¢; erhilt man schliefllich, dass ¢; > 0 gilt. Aus der Annahme der
Quasioptimalitat c¢; > ¢; folgt damit

W9 = ¢ Niga, 2 4i Niga,, > 0.

Nach Definition 3.2.8 ist das lokale Hindernis *” dann quasioptimal und wegen p"7 = Nk, An,
gilt ¢J € span{u”I} . O

4.3 Formulierung als lineare Optimierungsaufgabe

Die im vorherigen Abschnitt konstruierten monotonen und quasioptimalen Grobgitterapproxi-
mationen sollen weiter optimiert werden. Dazu soll das Problem, eine monotone und quasiop-
timale Grobgitterapproximation S = ¢’ N7 an einen Spline § = ¢l N A zu finden, in die
Standardform einer linearen Optimierungsaufgabe gebracht werden.
Lineare Optimierungsaufgabe

Minimiere die Zielfunktion — F(c) =¢&Tc+n

4.14
( ) unter den Nebenbedingungen Arc<c¢ und c>q.

Dabei sind q € R", ¢ €R", A, € R™" | € € R™ und n € R gegeben, und es gilt 7 >n .
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Bemerkung 4.3.1 Die Nebenbedingung ~Ak c < ¢ ist die Bedingung aus Satz 4.1.4 und sichert
die Monotonie der Approximation, d.h. S(z) > S(x) fiir alle = € I. Die Nebenbedingung
c > q beinhaltet die unteren Schranken aus (4.11) und sichert die Quasioptimalitiit.

Um die Giite verschiedener monotoner und quasioptimaler Approximationen vergleichen zu
koénnen, wird nun die lineare Zielfunktion F' definiert. Sie sei so gewdhlt, dass die Summe
der Abstédnde von Grob- und Feingitterspline an allen Gitterpunkten 6 € T' des groben Gitters
minimal ist, d.h.

(4.15) F(c):=>_[5(6) — S(0)]
0T

soll minimal sein.

Lemma 4.3.2 Die Zielfunktion F aus (4.15) definiert eine lineare Funktion R™ — R in der
Form
F(c)=¢Te+.

Dabei gilt fiir ungerades k :

i _(ak—Q’H—l + +6Lk)/2 f'LLT’ 1= ]-a"" Lk/2J7
() n=23e &={ (w0t +ta)2=-1  fir i=|k/2]+1,....n— k2],
i=1 —(a0—|—...+a2n,2i+1)/2 fiir i:n—U{Z/QJ—Fl,...,TL

und fiir gerades k :

—(’ykak_gi+1 +...+ﬁkak) fﬁ?“ 7, = 1,...,“43/2J,
(i1) n=syé, & =4 —(Brao+ywar+...+Bray)  fir i=[k/2]+1,...,n—|k/2],
—(Brap+ ...+ Yk a2n—2i+1) fir i=n—|k/2]+1,...,n.

Dabei ist sy, := (Br, Yk, Bk, ---)T € R® mit By, v aus Lemma A.1.3. Die Verfeinerungskoeffi-
zienten a; sind in (4.6) definiert.

Beweis: Wegen der Nebenbedingung Apc < € ist S(x) > S(z) fiir alle € I und damit
|S(z) — S(z)| = S(x) — S(z) . Die Differenzen S(z) — S(z) wurden bereits in (4.7) berechnet.
Damit gilt fiir £ € N:

Fle) = Y (S6)-50)

0T

= ZZ d; Ni A (0)

0eT i=1
n

= 2 i) Nipal®).
i=1  0eT
Wegen d; = ¢ — A ¢; und mit der Abkiirzung (si); := Z Nik.a(0) erhdlt man weiter
0eT

n

(4.16) F(C) = Z(Sk)z (Ei — Ak Ci) .

i=1

Fiir ungerades k gilt (s); = % unabhéngig von ¢ nach Lemma A.1.3 . Damit miissen nur
noch die verbliebenen Terme in (4.16) summiert und nach ¢; geordnet werden. Mit §; wie
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oben iiber die Verfeinerungskoeffizienten der Matrix Aj definiert und unter Beriicksichtigung

des Faktors % folgt schliefflich

n

F(c) = ;Z@Z}ﬁici'

=1

Wegen A.11 gilt fiir alle Koeffizienten ¢; weit genug entfernt vom Rand, d.h. fir i = [k/2] +
1,...,n—|k/2], dass

1
& = —§(a0—|—...+ak):—1

gilt. Damit ist (i) gezeigt.

Fiir gerades k sind je nach der Position des B-Splines N; . Ao zwei Félle zu unterscheiden. Je
nach Fall gilt nach Lemma A.1.3 (s;); = Bk bzw. (sg); = 7% - Fir ¢ =1 gehort der Knoten
01412 , der genau in der Mitte des Triger von N liegt, zum groben Gitter T'. Daher gilt
(sk)1 = B (s. Lemma A.1.3). Da sich die beiden Félle jeweils abwechseln, ergibt sich insgesamt
st = (Br, Vs B, - - -)T . Durch Aufsummieren und Ordnen folgt damit aus (4.16) die Behauptung
(ii), d.h.

F(C) = Ské — Z&CZ
=1

Die durch B und ~; gewichteten Koeffizienten &; sind hierbei wie oben definiert. O

Fir k=2 ist z.B. o =1 und 72 =0 nach Lemma A.1.3 und man erhalt

n

(4.17) Fle)=) (21— ci).

i=1
Fir k=3 ergibt sich
G =G
(4.18) F(c) :;CiQCl Zz;ciQCn.

Man beachte, dass fiir Ordnungen k > 2 nach Lemma 4.3.2 Entwicklungskoeflizienten c¢; nahe
am Rand, d.h. fir ¢ < |k/2] oder i >n — |k/2|, weniger stark in der Optimierung gewichtet
werden als Entwicklungskoeffizienten im Inneren des Gebiets.

4.4 Losung der linearen Optimierungsaufgabe

Im vorhergehenden Abschnitt wurde das Problem, eine monotone und quasioptimale Grobgit-
terapproximation zu konstruieren, fiir welche die Summe der Abstdnde von Fein— zu Grobgit-
terspline an Grobgitterpunkten minimal ist, in Form der linearen Optimierungsaufgabe (4.14)
formuliert. In diesem Abschnitt werden drei verschiedene Moglichkeiten zur Losung angegeben.
Besonders nahe liegt eine Losung mit dem Simplex—Algorithmus. In einem optimalen Mehrgit-
terverfahrens kann dieser jedoch wegen des zu hohem Aufwandes nicht eingesetzt werden. Daher
werden zwei weitere Losungsmoglichkeiten dargestellt. Dies ist zum einen eine direkte Lésung
mit Fourier—Motzkin Elimination fir den Fall £ = 2 und zum anderen eine ndherungsweise
Losung mit dem neuen OGK-Verfahren fiir allgemeines k .
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4.4.1 Lo6sung mit dem Simplex—Algorithmus

Die lineare Optimierungsaufgabe (4.14) kann durch einen einfachen Simplez—Algorithmus gelost
werden. Fiir mehr Informationen iiber das Simplex—Verfahren siehe z.B. [HH, Sj].

Wegen Proposition 4.2.1 kann der Punkt q € R™ aus (4.11), der die untere Schranke angibt,
hierbei als Startecke gew#hlt werden. Eine separate Konstruktion der Startecke ist also nicht
erforderlich.

Um beim Simplex—Verfahren von einer Ecke zu einer Nachbarecke zu kommen, betrigt der
Aufwand 2n(m+1)+1 Multiplikationen und n(m+1) Additionen. Die Anzahl der Ecken ist
durch (") beschréinkt. In der Praxis beobachtet man, dass man meist mit 3(m —n) Schritten
auskommt. In jedem Fall liegt die Komplexitéit aber oberhalb von O(n) Operationen. Fiir
eine Losung der linearen Optimierungsaufgabe im Rahmen eines Mehrgitteralgorithmus miissen
daher alternative Verfahren verwendet werden.

4.4.2 Direkte Losung fiir Hutfunktionen mit Fourier—Motzkin—Elimination

Fiir stetige, stiickweise lineare Splines ist eine rekursiv definierte direkte Losung der linearen
Optimierungsaufgabe (4.14) in Abhéngigkeit der Entwicklungskoeffizienten € bestimmbar. Die
Nummerierung der groben und feinen Gitterpunkte im Fall k = 2 ist aus Abbildung 4.3 er-
sichtlich.

C;
[ ] (@] [ ] (@] [ ]
C2i—2 C2i—1 C24

Abbildung 4.3: Nummerierung der groben Gitterpunkte ¢; und der feinen Gitterpunkte ¢; im
Fall k=2.

Lemma 4.4.1 (Direkte Losung fiir Hutfunktionen) Fir k = 2 und gegebenem & € R"
ist die Lisung der linearen Optimierungsaufgabe aus (4.14) rekursiv durch

cn = min{,_1, 2¢2n—2 — ¢n-1}
(419) c; = min{2 EQZ‘_Q — {qi—-1, 52i—17 25% — Ci+1} fd?” 1=n— 1, PN ,2 und
c1 = min{é, 2¢3 — ca}

gegeben. Dabei ist

(4.20) ¢ = min {¢g;_2, Coi—1, Coi} fir 1=1,...,n  (vgl. hierzu (4.11)).

Insbesondere ist der B-Spline S = ¢’ N7 eine quasioptimale und monotone Grobgitterappro-
zimation an den B-Spline S = ¢&T Noa .

Beweis: Der Beweis erfolgt mit der sogenannten Fourier—-Motzkin—Elimination. Dies ist eine
Technik, mit der fiir lineare Ungleichungssysteme der Form Ac < b mit der Matrix A €
R™™ und 7 > n der zuldssige Losungsbereich der Koeffizienten ¢; bestimmt werden kann.
Insbesondere lésst sich feststellen, ob das System {iberhaupt eine Losung besitzt. Eine genaue
Beschreibung findet sich z.B. in [Sj]. Zunéchst wird jede Ungleichungen so mit einem positiven
Faktor multipliziert, dass die erste Spalte nur +1, —1 und 0 Eintrége enthilt. Wendet man
die Methode auf die Ungleichungen
Byc<e
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aus Beispiel 4.2.3 an, muss also die dritte Ungleichung mit zwei multipliziert werden. Man erhélt

_1 0 .. cl _ql
i 0 .- C ¢1
1 1 s C3 2 52
0 -1 a | <| -
Hieran liest man ab, dass
(4.21) q1 < c1 <min{éy, 26 — e}

gelten muss, damit die ersten drei Ungleichungen erfiillt sind. Da in (4.21) bereits alle Infor-
mationen der ersten Spalte des Systems enthalten sind, kann im né&chsten Schritt das um die
erste Spalte reduzierte System betrachtet werden. Allerdings muss, um die Giiltigkeit von (4.21)
sicherzustellen, die Ungleichung

c2 <20 —q1

als neue Zeile in das System mit aufgenommen werden. Die andere Ungleichung ¢ < ¢1 ist
wegen (4.20) automatisch erfiillt. Im zweiten Schritt wird somit das System

mit der modifizierten Matrix Bél) der entsprechend modifizierten rechten Seite e(!) und dem

um die erste Komponente reduziertem Vektor c¢() := (c2,...,cn)T € R"! betrachtet, d.h.
1 0 --- 2 200 —qu
-1 0 C3 —q2
1 0 C4 3
1 1 cs | < 2¢4
Hieran liest man die Bedingungen ab, die ¢o in Abhéngigkeit von cs,...,c, erfiillen muss. Auf

diese Weise fihrt man fort, bis nur noch das System

Bé”_l) 1) < g(n—1)

mit ¢ 1) := ¢, € R iibrig ist, an dem die Bedingungen fiir den letzten Koeffizienten ¢,

ablesbar sind. Fiir das System Bsc < e erhélt man auf diese Weise schliefilich

gn < ¢, < min{éon_1, 2¢2n—2 — Gn-1},

IN

qi ¢ < min{2éy_2 — qi—1, C2i—1, 2C2; — ¢i41} firi=n—1,...,2 und

IN

q1 C1 S min{él, 252 — CQ}.

Wegen (4.20) gilt ¢, < min{éa,_1, 2¢2p—2 — Gn-1} -

Um die Zielfunktion F(c) aus (4.17) zu minimieren, die sich im Fall k£ =2 aus Lemma 4.3.2
ergibt, miissen die Entwicklungskoeffizienten ¢; jeweils moglichst grof§ gewéhlt werden. Dies
fithrt zu der Wahl in (4.19). O
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Bemerkung 4.4.2 Der durch Lemma 4.4.1 definierte Restriktionsoperator r: Naoa — No 7,
S +— S entspricht dem mit geometrischen Uberlegungen hergeleiteten Restriktionsoperator aus
[Kol]. Er ist eine Verbesserung des Restriktionsoperators 7 aus Bemerkung 4.2.2 [Mal, da

r(S) > #(S) fiir alle S € Noa

gilt.

In der Abbildung 4.4 ist im Intervall [0,23] eine stetige, stiickweise lineare, untere Hindernis-
funktion und die nach Lemma 4.4.1 konstruierte optimale Grobgitterapproximation in Vergleich
zu der Grobgitterapproximation aus Proposition 4.2.1 dargestellt. Die Verbesserung ist in den
Bereichen [0,2], [5,8], [13,15] und [20,22] deutlich erkennbar.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
12 [ unteres Feingitterhindernis

Grobgitterapproximation nach Propositon 5.2.1

L L L L L L L L L L L L L L L L L L 1 L L H
o 1 2 3 a 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Abbildung 4.4: Stetige, stiickweise lineare untere Hindernisfunktion auf dem Feingitter [0,23]N
7,/2 , Grobgitterapproximation nach Lemma 4.4.1 und Grobgitterapproximation nach Proposi-
tion 4.2.1 auf dem Grobgitter [0,23]NZ .

Bemerkung 4.4.3 Die Fourier—Motzkin—Elimination ist nur fiir kleine Matrizen mit wenigen
Nicht—Nulleintriagen geeignet (s. [Sj]). Fiir Ordnungen k > 2 fiihrt — bedingt durch die gestiege-
ne Bandbreite der Matrix Aj — ein analoges Vorgehen auf eine mit n stetig wachsende Anzahl
an unteren und oberen Schranken, die die Entwicklungskoeffizienten c¢; erfiillen und die in je-
dem weiteren Eliminationsschritt mit beriicksichtigt werden miissen. Fiir allgemeines k € N
und grolem n € N ist es daher zur Losung der linearen Optimierungsaufgabe (4.14) nicht
geeignet. Anstelle dessen wird im folgenden Abschnitt eine ndherungsweise Losung konstruiert.

4.4.3 Naherungsweise Losung fiir B-Splines hoherer Ordnung mit dem
Optimierten Grobgitterhindernis—Konstruktionsalgorithmus (OGK)

Die lineare Optimierungsaufgabe aus (4.14) ist zwar prinzipiell mit dem Simplex—Algorithmus
fiir beliebige k& € N Iosbar. Im Rahmen eines Mehrgitterverfahrens zerstort die Anwendung
des Simplex—Algorithmus aber sofort die optimale Komplexitédt von O(n) Operationen. Das
folgende Vorgehen nutzt dagegen die spezielle Struktur der Matrix Ay aus (4.5) aus. Dadurch
ist es moglich in optimaler Komplexitét eine zulidssige Losung des Ungleichungssystems aus (4.5)
zu konstruieren, welche die untere Schranke Lj; aus Proposition 4.2.1 erfiillt. Die numerischen
Ergebnisse zeigen, dass die Losung des Verfahrens nahe an der durch die lineare Optimierungs-
aufgabe definierten optimalen Losung liegt.

Betrachte dazu das lineare Ungleichungssystem, zu vorgegebenem b € R™ ein ¢ € R" mit

(4.22) Ac<b
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und m >n zu finden. Dabei sei A € R™*™ eine Matrix der allgemeinen Form

CL171 0 0
az 1 0
as 2 0
CL47 2 0
as,3 0
a6,3 0
A=
a2p—3,n—1 0
a2p—2, n—1 0
2n—1,n—1 aA2n—1,n
m,1 Gm,2 am,3 Gm,n—1 Qm,n
mit Koeffizienten a; ; >0 fiir ¢=1,...,m und j=1,...,n.

Bemerkung 4.4.4 Das System Ac < b ist von allgemeiner Form als die Systeme Ay
aus (4.5). Um sie in der obigen Form zu schreiben, setze b, ..

oo und (bg_g,...

feinerungskoeffizienten aus (4.6) hier den Startindex eins.)

eRan

c <
‘7bk71 =00, bmf(k72)7 s 7bm =
,bm,(k,g)))T = ¢ . (Man beachte im Unterschied zur Nummerierung der Ver-

1

Bringt man in den Ungleichungen alle Eintrdge a;;jc; mit i > 27 auf die rechte Seite, erhélt
man das zu Ac < b &quivalente Problem

ai, 1 0
as 1 0
0 as 2 0
0 Q4,2 0
0 as, 3 0 &1
0 ag, 3 0 C2
C3
(4.23) <
0 az-1,; O o
(]
0 a2i,q 0
Cn
0 a2n—1,n
0 0 Qm,n

Die neue rechte Seite b = (by, ...

(4.24)

bi = l;i(cl, .

bm)T besitzt die Eintriige

[(i-1)/2]
s Cl(i=1)/2)) = bi — Z a; jCj.

=1

52}4
bo;
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Ausgehend von (4.23) kann jetzt rekursiv eine zuléissige Losung des Ungleichungssystems be-
stimmt werden.

Lemma 4.4.5 Es seinen A € R™*" und b € R™ wie in (4.22) gegeben und es sei b; wie in
(4.24). Dann erfiillen die rekursiv definierten Koeffizienten

a2i—1,i Q25

boii1  ba
(4.25) ci::min{ 211, 21} firi=1,...,n
das Ungleichungssystem Ac <b . Dabei sind nur die Terme mit a; ; # 0 zu betrachten.
Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus der Darstellung (4.23). O

Bemerkung 4.4.6 Im allgemeinen weist die mit (4.25) berechnete Losung Oszillationen im fol-
genden Sinn auf. Bei bereits bestimmten Koeffizienten ¢y, ...,¢;—1 wird der Koeffizient ¢; nach
(4.25) genau so grofi gewéhlt, dass die (2¢ — 1) — te und die (2¢) — te Ungleichung gerade noch
erfiillt sind. Je grofer aber ¢; ist, desto kleiner wird der Wert lN)]- fir j > 2i der rechten Seite.
Der folgende Koeffizient ¢;11 kann dann eventuell nur noch sehr klein sein, unter Umstédnden
muss er sogar negativ gewahlt werden.

Um solche Oszillationen in der Losung zu verhindern, soll bei der Bestimmung von ¢; in (4.25)
zusétzlich

(4.26) c>q

fiir einen gegebenen Vektor q € R"™ gefordert werden. Damit darf in der Rekursion jeder
Koeffizient ¢; hochstens so groff gewéhlt werden, dass alle folgenden Koeffizienten c¢; mit
j > die untere Schranke ¢; > ¢; noch erfiillen kénnen, ohne die (2j —1) — te und die 2j - te
Ungleichung in (4.23) zu verletzen. Es ist klar, dass es fiir zu grofl gew#hlte untere Schranken q
keinen Vektor c¢ mehr geben kann, der Ac < b und c > q erfiillt. Wir erinnern allerdings,
dass bereits in (4.20) eine geeignete Schranke q angegeben wurde. Nach Proposition 4.2.1 ist
in diesem Fall auch die Losbarkeit des Systems sichergestellt.

Die Forderung c¢; > ¢;, die (2j — 1) — te Ungleichung und die Definition von b; in (4.24)
implizieren
j—1
(gj1,; 0 < a2j-1,5 ¢ < byj_1 =byj_1— > _apj_1¢cr.
(=1

Hieraus folgt mit erneuter Anwendung von c¢; > ¢; fiir alle j >4 die Ungleichung

i1 j
a;j—1,i¢; < baj_1 — Zazj—u cp— E agj—1,0qe =: baj_1,i.
=1 (=it1

Falls agj—1,; # 0 ist, ergibt sich also fiir den Koeflizienten ¢; die zusétzliche Bedingung

¢ < 32]'71,@'/612]‘71,2'-
Mit ¢; > q; , der 2j — ten Ungleichung und der Definition von b; folgt analog, dass
i—1

J
agj,i ¢; < byj — Z@j,écg - Z ag;j 0 qe =: baj
=1 l=it1
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und damit
c; < bajifasy,i
fiir alle j > ¢ gelten muss.

Zusammen mit Lemma 4.4.5 ist damit der folgende Satz zur ndherungsweisen Losung der linearen
Optimierungsaufgabe aus (4.14) bewiesen.

Satz 4.4.7 (Optimierter Grobgitterhindernis—Konstruktionsalgorithmus (OGK)) Es
seien A € R™*™ und b € R™ wie in (4.22) gegeben, b; wie in (4.24) und

[73/2]
(4.27) bji Z:bj—zaj’gCg— Z aj ¢ qe firi=1,...,n, und j > 1.
= (=i+1
Die Vektor c sei rekursiv durch
) 52‘71 52' 32‘ 1, 62‘ 2. bon.i .
(4.28) ¢; »= min = Z+’Z, Z+’Z,...,—m’z firi=1,...,n
a2i—1,i 02,5 G2i+1,i 02+2,4 Am, i

definiert, wobei nur die Terme zu betrachten sind, bei denen aj;; # 0 ist. Dann erfillt der
Vektor ¢ € R™ das Ungleichungssystem

(4.29) Ac <b, c>q,

falls die Lésungsmenge von (4.29) nicht leer ist.

Fiir das speziellere Problem, eine monotone und quasioptimale Grobgitterapproximation zu
konstruieren, ist wegen Proposition 4.2.1 die Existenz einer Losung des Systems (4.29) gesichert.
Damit ist auch das folgende Korollar bewiesen.

Korollar 4.4.8 Es sei speziell q aus (4.20), Ay aus (4.5), und b wie in Bemerkung 4.4.4.
Weiter sei der B-Spline S e Ni.a mit S =c7 Ni.a gegeben. Dann definiert der B-Spline
S =c’ Nyr € Nipr mit den Koeffizienten c¢; aus (4.28) eine monotone und quasioptimale
Grobgitterapprorimation an den B-Spline Se Nia -

Bemerkung 4.4.9 Bei der Losung des urspriinglichen Problems Apc < ¢ aus (4.5) sind bei
der Bestimmung des Minimums in (4.28) wegen der geringen Bandbreite der Matrizen Aj nur
sehr wenige Terme zu berechnen, wie das folgende Beispiel fiir den Fall stiickweise quadratischer
und kubischer B—Splines zeigt.

Beispiel 4.4.10 Betrachte das Problem Azc < & mit ¢ > q aus (4.14) zur Konstruktion einer
monotonen und quasioptimalen Grobgitterapproximation einer quadratischen Hindernisfunkti-
on. Vergleiche hierzu die Definition der Matrix Ay in (4.5) und Bemerkung 4.4.4. Dann miissen
in (4.28) nur bj 241 und bj 2i12 berechnet werden. Alle anderen Terme b mit j > 2i + 2
entfallen wegen a;; =0 fiir j > 2i 4+ 2. Entsprechend vereinfacht sich (4. 28) wesentlich auf

c; = min{ 4521',3—301',1,
4~ 1
3C2i—2 — 3Ci—1,
(4.30)
de . 1,
3C2i—1 — 34i+1,

46 —3qit1 }-
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Fiir kubische B-Splines, d.h. k¥ =4 erhélt man
c; = min{ 8521;4 — Cj—9 — 661;1,
2¢9i-3 — Ci—1,
4~ 1 1
(4.31) 3C2i-2 — gCi—1 — 5qi+1,
2C2i-1 — Qiy1

8¢2i — Gi+2 — 6¢iy1 }.

Fiir jeden Koeffizienten ¢; sind also lediglich vier Terme zu berechnen. Dass dies auch fiir allge-
meines k gilt, wird durch die Struktur der Matrix des dquivalenten Problems (4.23) illustriert.

Zum Aufwand des Verfahrens

Fiir die rekursive Bestimmung der Koeffizienten ¢; nach dem nicht optimierten Verfahren (4.25)
bené6tigt man m + 2n Multiplikationen und 2m Additionen.

Fiir die rekursive Bestimmung der Koeffizienten ¢; nach dem optimierten Verfahren OGK
benétigt man 3 N Multiplikationen und N 4+ m Additionen.

Dabei bezeichnet N die Anzahl der Nicht—Nulleintrége in der Matrix A . Fiir das urspriingliche
Problem aus (4.5) ist m = 2n + 1 — k wegen (4.3) und fiir die Anzahl der Nicht-Nulleintréige
in der Matrix Ay gilt offensichtlich N < (k + 1)n, so dass der Aufwand nach oben durch
3 (k + 1) n Multiplikationen und (k + 1) n + (2n 4+ 1 — k) Additionen, also durch

(4k + 6)n + 1 — k Operationen

beschrankt ist.

Satz 4.4.11 Fir festes k € N liegt der Aufwand des nicht optimierten Verfahrens (4.25), als
auch der Aufwand des optimierten Verfahrens OGK in der Gréfenordnung von O(n) Opera-
tionen.

Numerische Beispiele

Das Verfahren OGK ist in dem Sinne stabil, dass keine Ostzillationen in der Lésung auftauchen
und sichergestellt ist, dass bei der Durchfithrung nicht durch Null geteilt wird. Fiir den Fall,
dass sich die Hindernisfunktion exakt auf dem groben Gitter darstellen ldsst (vgl. hierzu die
Bedingung aus (4.10)), liefert das Verfahren immer diese optimale Losung. Dies ist dadurch
begriindet, dass in diesem Fall alle Ungleichungen mit gleich erfiillt werden kénnen. Mit der
Funktion Lj aus Proposition 4.2.1 kann eine gute untere Schranke fiir die Losung des Verfahrens
direkt angegeben werden.

Die nachfolgenden numerischen Ergebnisse zeigen, dass diese nochmal deutlich durch die mit dem
OGK-Algorithmus verbundenen Optimierung verbessert werden kann. In der linken Abbildung
4.5 definiert die oberste Linie einen C! - glatten, quadratischen oberen Hindernis-B-Spline
zur Knotenfolge A := [0,13] NZ/2 . Die unterste Linie stellt die untere Schranke Ls € N3
nach Proposition 4.2.1 dar, die auf der groberen Knotenfolge 7' := [0,13] N Z definiert ist.
Die mit dem OGK—-Algorithmus bestimmte Approximation verlduft zwischen diesen Linien. Die
Verbesserung im Vergleich zum Spline L3 ist deutlich erkennbar.

Sehr glatte Bereiche des Hindernisses kénnen erwartungsgemifl gut approximiert werden. Hoch-
frequentere Schwankungen des Hindernisses konnen dagegen nur bedingt approximiert werden.
Dies ist z.B im Bereich [10,12] erkennbar.
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T T T
oberes Feingitterhindernis

T T T
oberes Feingitterhindernis

—\

nach Proposition 5.2.1 —— |

T T T
8 /\ nach Proposition 5.2.1 —— |

\

Abbildung 4.5: Links: C! — glatte, quadratische obere Hindernisfunktion auf dem Feingitter
A :=1[0,13] N Z/2 mit OGK-optimierter quadratischer Restriktion und der unteren Schranke
L3 , die beide auf dem Grobgitter T :=[0,13] NZ definiert sind. Rechts: Zugehorige Kontroll-
polynome.

In der rechten Abbildung 4.5 sind die zugehorigen Kontrollpolynome dargestellt. Es fallt auf,
dass das Kontrollpolynom der Approximation teilweise oberhalb des Kontrollpolynoms der Hin-
dernisfunktion verlauft, obwohl die OGK—Approximation echt unterhalb des Hindernisses liegt.
Dies zeigt, dass das OGK—Verfahren aus Satz 4.4.7 allen alternativen Verfahren iiberlegen ist,
in denen monotone Approximationen iiber eine monotone Restriktion des Kontrollpolynoms der
Hindernisfunktion bestimmt werden (vgl. hierzu auch Bemerkung 4.2.4).

In der linken Abbildung 4.6 wird die nach Satz 4.4.7 bestimmte C' - glatte, stiickweise quadra-
tische Restriktion mit der optimalen Restriktion verglichen, die mit dem Simplex—Algorithmus
ermittelt wurde. In der rechten Abbildung wird sie auflerdem mit einer optimalen stetigen,
stiickweise linearen Restriktion verglichen.

T T T
oberes Feingitterhindernis

mit Simplex-Algorithmus

T T T
oberes Feingitterhindernis

mit Simplex-Algorithmus

L
12

Abbildung 4.6: Vergleich der mit dem OGK-Algorithmus bestimmten monotonen und quasi-
optimalen C' — glatten Grobgitterapproximation mit der optimalen Approximation nach dem
Simplex—Algorithmus (links) und mit einer Approximation durch einen stetigen, stiickweise li-
nearen Spline (rechts).

Fiir die Hindernisfunktion aus Abbildung 4.6 ergeben sich die folgenden Werte der zu minimie-
renden Zielfunktion F' aus (4.15), je nachdem mit welchem Verfahren die Grobgitterapproxi-
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mation bestimmt wird.

mit Simplex-Algorithmus F(c) =4.56
mit OGK—-Algorithmus F(c) =4.83
mit stiickweise linearen Splines | F'(c) = 5.05
nach Proposition 4.2.1 F(c)=1145

Man erkennt an den Werten und in der linken Abbildung 4.6, dass die mit dem OGK—-Algorithmus
bestimmte C! - glatte, stiickweise quadratische Approximation mit einem Zielwert F(c) = 4.83
der optimalen mit dem Simplex—Algorithmus (Zielwert F(c) = 4.56 ) bestimmten Approxima-
tion bis auf kleinerer Randeffekte entspricht. Den numerischen Ergebnissen nach scheint dies in
vielen Féllen der Fall zu sein. In der rechten Abbildung ist der Vergleich mit einer stetigen, stiick-
weise linearen Approximation dargestellt. Diese liefert den hoheren Zielwert von F(c) = 5.05 .
Fiir die Approximation nach Proposition 4.2.1 erhélt man den Wert F'(c) = 11.45 . Man beachte
bei den Ergebnissen, dass der OGK—Algorithmus und das Verfahren aus Proposition 4.2.1 im
Unterschied zum Simplex—Verfahren nach Satz 4.4.11 nur optimale O(n) Operationen benéotigt.
Die guten Ergebnisse spiegeln sich auch in den Konvergenzgeschwindigkeiten der Mehrgitterver-
fahren wieder, die in Kapitel 6 diskutiert werden.

Bemerkung 4.4.12 Es wurde auch die Verwendung von mehrfachen Stiitzstellen in der Kno-
tenfolge untersucht. Die dadurch erhthte Anzahl an Freiheitsgraden fithrt zu einer hoheren Flexi-
bilitat in der Wahl der Grobgitterapproximation. Mit geringen Modifikationen des beschriebenen
Losungsverfahrens kénnen auf diese Weise Grobgitterapproximationen konstruiert werden, die
sich an die Glattheit der Hindernisfunktion anpassen. In Abbildung 4.7 ist ein stetiger, quadra-
tischer B-Spline S mit doppelten Stiitzstellen auf dem Feingitter A := [0,14]N %Z dargestellt,
der im ersten Bereich fir = € [0,9] glatt und im zweiten fiir x € [9,14] stiickweise linear ist.
Die untere Grobgitterapproximation S passt sich automatisch an diese Struktur an, um die
vorgegebene Zielfunktion minimieren zu kénnen. Insbesondere kénnen a priori bekannte, unter-
schiedliche Glattheitsstrukturen analog wie oben behandelt werden. Im Rahmen eines Mehrgit-
terverfahrens hat sich die Verwendung von Funktionen mit mehrfachen Stiitzstellen jedoch nicht
angeboten und wird daher in dieser Arbeit auch nicht weiter verfolgt.

Abbildung 4.7: Stetige, quadratische obere Hindernisfunktion S mit doppelten Stiitzstellen auf
dem Feingitter A :=[0,14] NZ/2 mit quadratischer Restriktion S und der unteren Schranke
L3 jeweils auf dem Grobgitter T :=1[0,14]NZ .
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Bemerkung 4.4.13 Bei der abgeschnittenen Version des monotonen Mehrgitterverfahrens aus
Abschnitt 3.2.4 muss das Verfahren aus Satz 4.4.7 bzw. aus Lemma 4.4.1 leicht modifiziert
werden. Die Entwicklungskoeffizienten & der Hindernisfunktion S mit Kontaks, d.h. fiir die
i € K5(u%) (s. Definition 3.2.4) gilt, werden auf plus (bei einem oberen Hindernis) bzw. minus
(bei einem unteren Hindernis) unendlich gesetzt, so dass sie keinen restriktiven Einfluss mehr auf
die Bestimmung der Korrekturen haben. Die entsprechend modifizierten Restriktionen sind fiir
stetige, stiickweise lineare bzw. glatte, stiickweise quadratische Hindernisse in den Abbildungen
4.8 bzw. 4.9 in Abschnitt 3.3 dargestellt.

T T T 14 T T T T T
unteres Feingiterhindernis —— unteres

12 B 12

10 / g 10 -

Abbildung 4.8: Links: Stetige, stiickweise lineare Hindernisfunktion auf dem feinen Gitter
[0,15] NZ/2 und stetige, stiickweise lineare Approximation auf dem groben Gitter [0,15]NZ .
Rechts: Abgeschnittene Hindernisfunktion und Restriktion bei den Kontaktpunkten z =
1.5,8.5,9.0,9.5,10.0 .

T T T T T T
oberes Feingitterhindernis —— g oberes

! Ao A
\ J \ \

L L L L L L L L
10 12 0 2 4 6 8 10 12

@

IS

Abbildung 4.9: Links: C! - glatte, stiickweise quadratische obere Hindernisfunktion auf dem
feinen Gitter [0,13]NZ/2 und glatte, stiickweise quadratische Restriktion auf dem groben Gitter
[0,13] NZ . Rechts: Abgeschnittene Hindernisfunktion und Restriktion bei den Kontaktpunkten
z =25,3.0,3.5,4.0,4.5,11.0 .
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Kapitel 5

Verallgemeinerung auf mehrere
Dimensionen

In diesem Kapitel wird die Verallgemeinerbarkeit der bisherigen Ergebnisse auf héhere Dimensio-
nen diskutiert. In Abschnitt 5.3 wird gezeigt, dass die Optionspreistheorie eine Reihe wichtiger
Anwendungen bietet, die auf mehrdimensionale Probleme fiihren. Fiir solche Probleme muss
das monotone Mehrgitterverfahren aus den Kapiteln 3 und 4 auf héhere Dimensionen verall-
gemeinert werden. Fiir Hutfunktionen ist das Verfahren fiir zwei Raumdimensionen in [Kol]
beschrieben.

In Abschnitt 5.2 wird ausgefiihrt, dass iiber einen Tensorproduktansatz eine Verallgemeinerung
der in Kapitel 4 fiir den eindimensionalen Fall konstruierten Restriktionsoperatoren fiir B-Splines
beliebiger Ordnung auf Quadergebieten moglich ist.

Das Ungleichungssystem
Adc<e
im d - dimensionalen Fall wird iiber Tensorproduktbildung der Matrizen Ay aus (4.5) aufge-
stellt. Der B-Spline
S - CTNg’T

bildet dann eine d — dimensionale monotone Restriktion an die Hindernisfunktion

S =& 'N{,.

Hierbei ist A bzw. T ein feines bzw. grobes Tensorprodukt-Gitter im R . Mit Hilfe der
Fourier—Motzkin—Elimination kann damit der optimale monotone Restriktionsoperator fiir ste-
tige, stiickweise lineare Splines angegeben werden. Bei Verwendung von B—Splines hoherer Ord-
nung kann die Losung wie im eindimensionalen Fall nicht mehr direkt bestimmt werden. Hier
ist eine Verallgemeinerung des OGK—Algorithmus aus Abschnitt 4.4.3 notwendig. Fiir den Fall
d =2 und k = 3 wird auf diese Weise eine zweidimensionale, C' — glatte, monotone und
quasioptimale Grobgitterapproximation konstruiert.

5.1 Tensorprodukt—B—Splines

Zu Intervallgrenzen a,b € R? sei

d

Q= [[(ae,b;) c RY
=1

ein Quader im R? .
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AuBlerdem seien fir ¢ =1,...,d in [ag,by] erweiterte Knotenfolgen
(5.1) Op1=...=0=ap <Oppp1<...<0pp <bp=0ppp1=...= 04k
gegeben und auf diesen eindimensionale B-Splines Nj, , fiir j=1,...,n+ k definiert (s. An-

hang A.1). Die Menge aller Knotenpunkte definiert dann ein Gitter
T:={0;: t=1,....d,5=1,...,n+k}
in Q cR?.

Definition 5.1.1 (Tensorprodukt—B—Splines) Der i —te, d —dimensionale Tensorprodukt—
B-Spline der Ordnung &k zum Gitter T C Q ist als

(5.2) Nf,lk,T(x) = ka(w) = H Niz,k(x)
=1

definiert. Dabei ist i := (i1,...,1q) ein Multiindex.

Ein zweidimensionaler Tensorprodukt—B—Splines der Ordnung k = 4 ist in Abbildung 5.1
dargestellt.

Abbildung 5.1: Zweidimensionaler Tensorprodukt—B—Splines der Ordnung k=4 .

Ein Tensorprodukt B—Spline besitzt wie im eindimensionalen Fall die Eigenschaften:
(i)  supp Ni‘fk - H?Zl[ﬂg’i, ri+x) (lokaler Triger)
(ii)  Nfp(x) >0 fiir alle 2 € O (
(iii) >, Nig(x) =1firalle x € Q (Zerlegung der Eins)
(iv) Nf, € Ch2() (

nicht negativ)

Differenzierbarkeit)

Die Menge
o= V(@) i = (eia) i =1, n kY

bildet eine Basis fiir den Raum N, ,fT der Splines der Ordnung k in 2. Die Auswertung von
Tensorprodukt—B—Splines und ihren Ableitungen kann analog zu den Neville-artigen Schemata
aus (A.6) und (A.5) erfolgen. Ebenso lassen sich die Unterteilungs— und Knotenverfeinerungs-
strategien aus (A.9) und (A.10) auf beliebige Dimensionen iibertragen.

Auf Basis der Tensorprodukt—B—Splines lassen sich nun Splinefunktionen S : © — R der
Ordnung % in der Form

SO = Y &Ny

1=(i1,.+1q)
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mit 7; =1,...,n+k fiir j =1,...,d mit den Entwicklungskoeffizienten c € R™*? darstellen.
Abkiirzend wird die Schreibweise als Skalarprodukt

_ T4
S=c Nirp

verwendet.

5.2 Monotone und quasioptimale Grobgitterapproximationen

Fiir den Rest dieses Kapitels sei T' das Gitter aus (5.1) in € R? mit dquidistanter Gitterweite
H und A DT ein verfeinertes Gitter mit Gitterweite h:= H/2.

Als Verallgemeinerung der Definitionen 4.1.2 und 4.2.5 aus Kapitel 4 ergeben sich fiir d Raum-
dimensionen die folgenden Definitionen.

Definition 5.2.1 (Monotone Grobgitterapproximation in RY) Die Funktion S € N,fT

heift monotone untere Grobgitterapproximation an S € NI?,A , falls S(z) < S(x) fir alle
x € gilt

Definition 5.2.2 (Quasioptimale Grobgitterapproximation in R? ) Eine monotone un-
tere Grobgitterapprorimation S € nglT mit S = cTN%T an den Spline S € NI?A mit
S =¢r N?A heifit quasioptimal, falls ¢ > q gilt. Dabei ist q € R™*? ein Vektor mit den
Eintrigen

(53) qi ::min{él: lZ(iliTl,...,idﬂ:T'd>, TjG{O,...,k—l}, j=1 ,d}
mit i = (i1, ..,iq) -

Bemerkung 5.2.3 Fiir den Fall der Ordnung k = 2 entspricht Definition 5.2.2 der Definition
aus [Kol]. Fiir den Fall der Dimension d =1 entspricht sie Definition 4.2.5.

Monotone und quasioptimale Grobgitterapproximationen S sollen analog zum eindimensiona-
len Fall iiber Tensorproduktbildung bestimmt werden.

Definition 5.2.4 (Tensorprodukt) Das Tensorprodukt A®B zweier Matrizen A, B € R™"
st definiert durch

(A® B)ijry:=Aix By  firi,j=1,...,0 und k,l=1,...,n.

Insbesondere gilt A ® B € RVXxXnxn

Analog zu Satz 4.1.4 aus Kapitel 4 liefert der folgende Satz 5.2.6 in d Dimensionen die Basis
zur Konstruktion einer monotonen Grobgitterapproximation. Er beruht auf der Positivitit, den
Verfeinerungseigenschaften von B—Splines und dem folgenden Lemma.

Lemma 5.2.5 Erfillen die Matrizen A,B € R™ "™ und die Vektoren c,d € R® mit ¢,d >0
und ¢,d € R® mit &,d >0 die Ungleichungssysteme

Ac<& und Bd<d,
dann folgt fir die Tensorprodukte

(A® B)(c®d) <&®d.
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Beweis: Einsetzen der Definition der Tensorprodukte und die Voraussetzung fithren zu

(A® B) (c® d))i,j = Z A; kBjuickd
k=1

n n
= > Airer Y Bjudy
k=1 =1

= (Ac), (Bd)j

IN

& d;.

O

Satz 5.2.6 (Monotone Grobgitterapproximationen im R?) Es sei S € J\/'k‘fA ein Ten-
sorprodukt-B-Spline mit der Darstellung S = &~ Ng A - Dann ist S € Ny mit S = cl NzT

monotone untere Grobgitterapproximation an S, falls das Ungleichungssystem
(5.4) Alc<e
erfillt ist. Hierbei ist
A=A ®...® Ay
mit der Matriz Ay aus (4.5).

Proposition 5.2.7 Der Spline Lg € /\/}iT mit LY = TNgT und den Entwicklungskoeffi-
zienten q aus (5.3) is~t monotone und quasioptimale untere Grobgitterapprorimation an den
Spline S € Nya mit S = ¢l Nia -

Beweis: Der Beweis folgt wie in Proposition 4.2.1 direkt aus Satz 5.2.6 und Definition 5.2.2. O

Bemerkung 5.2.8 Die Restriktion Lg entspricht fiir den speziellen Fall £ =2 und d = 2
der Restriktion aus [Ma].

Optimale Elemente aus der Menge der monotonen und quasioptimalen Grobgitterapproxima-
tionen sind analog zu Abschnitt 4.3 dadurch charakterisiert, dass sie die Summe der Absténde
zum Hindernis an allen Grobgitterpunkten minimieren.

Direkte Losung fiir Hutfunktionen

Die Bestimmung einer optimalen Grobgitterapproximation fiir den Fall k = 2 aus Lemma 4.4.1
kann auf beliebig viele Dimensionen erweitert werden.

Lemma 5.2.9 (Direkte Losung fiir Hutfunktionen in R?) Es sei S € /\/'227A eine Hut-
funktion mit der Darstellung S = &* N%A . Dann ist die monotone und quasioptimale untere

Grobgitterapprozimation, welche die Abstinde zum Hindernis S an allen Grobgitterpunkten
minimiert, durch S = cT Ng’T € Né{T und den Entwicklungskoeffizienten
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Cnn ‘= Qdn,n,
4C2i—22j — qi—1,j — Cit1,j41 — Cij+1, 2C2i—1,2j — Cij+1,
, 2C2i-2,2j-1 — i—1,j, C2i—1,2j—15
CZ'J = min B B
(5.5) 4Coi22j-2 — Qi1 — QGi—1,j—1 — Qij—1, 2C2i—12j—2 — qij—1,

4C2;,2j — Cij+1 — Cit1,j+1 — Citl,j
2C2i2j—1 — Cit1,
4C2i2j-2 — Qi j—1 — Qit1,j—1 — Cit1,j

fir i,7=1,...,n gegeben. Dabei ist

C2i—2,2j, C2i—1,2j, C2i,2;
¢ij :=min ¢ Coi-22j-1, C2i-12j-1, C€2i2j-1
Coi—22j-2, C2i—12j-2, C22j-2

Beweis: Der Beweis verlauft mit Fourier—Motzkin—Elimination wie in Lemma 4.4.1. Dafiir miissen
zunéchst die 2n Bedingungen
—c< —q

mit dem Vektor q aus (5.3) in das System
Asc<ée

aus Satz 5.2.6 analog zu Beispiel 4.2.3 integriert werden. Auf das resultierende Ungleichungs-

system
Bic<b

wird dann die Fourier—-Motzkin—Elimination angewandt. O

In Abbildung 5.2 ist fiir den zweidimensionalen Fall eine obere Hindernis—Hutfunktion aus N22’ A
und die optimale Grobgitterapproximation aus N;T dargestellt, die sich mit den Koeffizienten
aus Lemma 5.2.9 ergibt. Betrachtet man nur den Rand, dann sind die eindimensionalen Appro-
ximationen aus Abschnitt 4.4.2 wiederzuerkennen. Die Nummerierung der groben und feinen
Gitterpunkte fiir den Fall k£ =d =2 ist in Abbildung 5.3 veranschaulicht.

Bemerkung 5.2.10 Fiir den speziellen Fall £ = 2 und d = 2 entsprechen die Approxima-
tionen S aus Lemma 5.2.9 den Approximationen aus [Kol]. Dort wird allerdings auch der
allgemeine Fall von Nicht—Tensorproduktgittern behandelt.

Verallgemeinerungen auf beliebige Dimensionen d sind analog moglich. In drei Dimensionen
ist das Minimum in (5.5) iiber 27 Terme zu bilden, in d Dimensionen allgemein iiber 3¢
Terme. Die Formel in (5.5) kann leicht hergeleitet werden, wenn die drei Vorfaktoren fiir den
eindimensionalen Fall bekannt sind. Fiir d =1 (s. Lemma 4.4.1), d =2 (s. Lemma 5.2.9) und
d = 3 sind die Vorfaktoren in Abbildung 5.4 dargestellt.
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Feingitterhindernis

Abbildung 5.2: Stetige, stiickweise lineare obere Hindernisfunktion mit monotoner und quasiop-
timaler Grobgitterapproximation nach Lemma 5.2.9.

Niherungsweise Losung fiir B-Splines der Ordnung k£ > 3

Fiir B-Splines der Ordnung k£ > 3 kann bei groem n die Losung wie im eindimensionalen
Fall nicht mehr mit Fourier—-Motzkin—Elimination bestimmt werden. Anstelle dessen ist eine
Verallgemeinerung des Naherungsverfahrens aus Abschnitt 4.4.3 notwendig. Die Vorgehensweise
soll fiir den Fall £k =3 und d =2 skizziert werden.

Beispiel 5.2.11 Zunéchst wird das lineare Ungleichungssystem
Ajc<e
fiir glatte, zweidimensionale quadratische B—Splines mit der Matrix
A2 = Ay ® Ag € RPXAXnXD

aufgestellt. Dabei ist Az die Matrix aus (4.5) mit & = 3. Bei geeigneter Anordnung der
Koeffizienten erhilt man das System
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° o ° o °
o _ o _© o 0
C2i—2,25 C2i—1,25 C€2i,2j
e O ° o °
C2i—2,2j—1 Ci j

o . 0 O o o
C2i—-2,2j—2

° o ° 0 °

Abbildung 5.3: Nummerierung der groben Gitterpunkte c¢;; und der feinen Gitterpunkte ¢,
imFall k=2 und d=2.

,,,,,,,,,,,,,

d=1 d=2 d=3

Abbildung 5.4: Vorfaktoren zur Bestimmung einer stetigen, stiickweise linearen Grobgitterap-
proximation fiir d =1,2,3.

3A3 As 1,1

As 3 A3 11
3 A3 A3 CNI,n
2,1

A3 3 A3 Cln )
L < 62,n

16 -
Cn,1
: é

34 Ay Cn,n !
A 3A; .

Nach dem gleichen Prinzip wie in Abschnitt 4.4.3 erhélt man durch geeignete Umformung des
linearen Ungleichungssystems Bedingungen an die Koeffizienten ¢; ; , mit denen eine monotone
und quasioptimale zweidimensionale quadratische Grobgitterapproximation S bestimmbar ist.
In Analogie zu (4.25) ergeben sich hier die Bedingungen

Cij < min{ C2i-3,2j-3 — 9 Ci—1j-1 — 3Ci—15 — 3¢Cij-1,

M

2i-3,2j—2 — Ci—1j-1 — 3Ci—1,j — 3 Cij—1,

(N

2i—2,2j—3 — Ci—1,j—1 — 3 Ci—1,j — 3 Cij-1,
1 1

2i-2.2j-2 ~ g Ci-lj-1 = 5 Ci-1, = 3Ci,j—1} =:mq(i,7)

(®}

O] = W= =
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fir ¢,j = 2,...,n . Diese Bedingungen sichern die Monotonie der Approximation. Ist zusétz-
lich Quasioptimalitéit gefordert, ergeben sich in Analogie zu Satz 4.4.7 aus Abschnitt 4.4.3 die
zusétzlichen Bedingungen

ca;>q,; firj=1,...,n
und

. 1.
Gy < mm{ § C2i—3,2j—1 — 3Ci—1,j - 3Cz‘—1,j+1 - § 4i,j+1,

C2i—3,2j — 3Ci—1,j — 9Ci—1j4+1 — 3 i j+1,

1. 1 1 1

§ C2i—225—1 — 3 Ci—1,5 — § Ci—1,5+1 — g qi,j+1,

1. 1 .
3 C2i-22j — 3 Cin1j ~ Cimlj+1 — 3Gij+1 ¢ = ma(i,])

fir i=2,...,n,j=1,...,n. An dieser Stelle wird die Wahl
ca,; = q  firj=1,...,n
¢y = min{my(s,j), me(i,j)} firi=2,...,n, j=1,...,n

vorgeschlagen. Damit ist eine 01: glatte, monotone und quasioptimale Grobgitterapproxima-
tion ~S = cTN%T an den Spline S = ETN; A definiert. Die Frage, ob bessere Approximationen
an S moglich sind, und die Herleitung allgemeiner Formeln fiir beliebige Dimensionen d und
Ordnungen % wiirde den Umfang dieser Arbeit sprengen und soll hier nicht weiter verfolgt
werden.

5.3 Mehrdimensionale Optionspreistheorie

Wie in Abschnitt 1.2.3 hergeleitet wurde, fithrt die Bewertung Amerikanischer Standard—Optio-
nen auf ein eindimensionales instationéres freies Randwertproblem. Im folgenden sollen Beispiele
fiir Finanzvertrige vorgestellt werden, die auf freie Randwertprobleme mit mehr als nur einer
Raumdimension fithren. Analog zur Bewertung Amerikanischer Standard—Optionen kann jeweils
eine linear komplementéire Formulierung hergeleitet werden, in der der freie Rand nicht mehr
explizit auftritt und auf die eine entsprechend mehrdimensionale Verallgemeinerung des Finite—
Elemente—Verfahrens aus Kapitel 2 und des Mehrgitterverfahrens aus Kapitel 3 angewendet
werden kann. Die folgenden Abschnitte sind den Arbeiten [TR], [Oo] und [WHD1] entnommen.

5.3.1 Amerikanische Basket—Optionen

Fine Basket—Option ist eine Option, deren Preis von mehreren zugrundeliegenden Wertpapieren
abhéngt. Fiir ¢ =1,...,d bezeichnet im folgenden S; den Preis des i — ten Wertpapieres mit
Volatilitdt o; und der Korrelation p;; mit dem j — ten Wertpapier. Zusammen ergibt sich der
Vektor S :=(S1,...,84)7

Unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 1.2.1 erfiillt der Preis V = V(S,¢) einer Européischen
Basket Verkaufsoption die d — dimensionale Black—Scholes Gleichung (s. [TR])

d

2
LV = QVJF ZZ/}”UZU] ]855V+ZTSZ~€;;V—TV:O fiir 5, >0, 0<t<T

=1 i=1 i=1
mit der Auszahlungsfunktion

d +
h(S) := <K -3 ai&-)

=1
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fiir gegebene Konstanten «; € RT .

Die Bewertung Amerikanischer Basket—Optionen fithrt dann auf ein instationéres freies Rand-
wertproblem in d Raumdimensionen zu obiger Differentialgleichung mit der Bedingung, dass
V und VV := (0V/0S1,...,0V/0S,) stetig iiber den freien Rand verlaufen. Die Méglichkeit

die Option jederzeit ausiiben zu kénnen, impliziert
V(S,1) > h(S)
fiir alle S und alle ¢. Auflerdem gilt
LV L<0.

Damit erhélt man analog zu Abschnitt 2.2.1 die lineare komplementire Formulierung
(LV)(V —=h)=0,
LV <0, V—-—h>0

des freien Randwertproblems mit der Endbedingung V' (S,7T") = h(S) . Die Randbedingungen
lauten V(S,7) =0 firS; — oo und V(S,T) = b;(S,T) firS; =0 fur i =1,...,d.
Dabei bezeichnet b; die Losung des entsprechenden (d — 1) — dimensionalen Black—Scholes
Problem (s. [TR]).

5.3.2 Amerikanische Optionen mit stochastischer Volatilitéit

Im Black—Scholes Modell (s. Abschnitt 1.2) ist die Aktienkursdynamik S(¢) modelliert durch
die stochastische Differentialgleichung

dS(t) = 1 S(t) dt + /5 S(t) dBy(t)

mit konstanter Drift p € R und konstanter Volatilitit o = \/y € R* . In der Praxis ist
die Volatilitat jedoch weder konstant noch fiir langere Zeitrdume vorhersagbar. Sie muss daher
aus historischen Daten geschitzt oder aus bekannten Optionswerten zuriickgerechnet werden.
Allgemeiner ist es, die Volatilitét ebenfalls als einen stochastischen Prozess o(t) = /y(t)
aufzufassen. Ublicherweise wird er dann durch die stochastische Differentialgleichung

dy(t) = (B — y(t))dt + v/ y(t) dBa(t)

mit den Konstanten «,3 und v € Rt modelliert. B(t) = (Bi(t), Ba(t)) bezeichnet dabei
eine zweidimensionale standardisierte Brownsche Bewegung mit Korrelations-Koeffizient p €
[—1,1] . Fiir eine Definition der mehrdimensionalen Brownschen Bewegung siehe z.B. [Ba].

Der Optionswert V = V(S,y,t) héngt jetzt zusitzlich von einer dritten Variablen y ab. Er
erfiillt (s. [BR]) die Konvektions—Diffusions—Reaktionsgleichung

LV :

_ov 1 Sgyaﬁv v, oV oV
ot

ov
= — =— S— —y)— A — —rV =0
+3 a52Jrcfmaervy(f)yg trSog + (@B -y) 7\/§)+ay r

in Q:=R*" x R" x [0,7) . Hierbei bezeichnet A\ = \(S,y,t) die sogenannte ”"Market Price
of Risk” Funktion. Sie wird oft als konstant gleich Null angenommen (s. [Oo], [CP]). Fiir eine
Verkaufsoption gelten die Dirichlet Randbedingungen

V(0,y,t) =K, und V(S,0,t)= (K —S)" = H(S)

und die Neumann Randbedingungen

g—g:ofﬁrSHoo, und a‘;:()fﬁry—m)o.
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Amerikanische Optionen mit stochastischer Volatilitdt fithren somit zu einem instationéren zwei-
dimensionalen freien Randwertproblem. Analog zu Abschnitt 2.2.2 ldsst es sich in ein lineares
komplementéres Problem der Form

(LV)-(V =h)=0,
LV <0, V—h>0

mit den obigen Randbedingungen umschreiben.

Ausgehend von dieser Formulierung wird das Problem in den Arbeiten [CP] und [Oo] numerisch
mittels Finite-Differenzen Diskretisierung behandelt.

5.3.3 Pfadabhingige Amerikanische Optionen

Die Auszahlung H zum Filligkeitszeitpunkt T einer pfadabhéingigen Option ist nicht wie
bisher nur vom Aktienkurs S(7") zum Zeitpunkt 7 abhingig, sondern allgemeiner von allen
Kursen S(¢) mit 0<¢<T.

Ein Beispiel sind Asiatische Optionen. Hier ist die Auszahlungsfunktion H abhéngig vom durch-
schnittlichen Kursverlauf.

Definition 5.3.1 (Asiatische Kaufoptionen) Fiir eine Asiatische Kaufoption mit arithme-
tischem Durchschnitt gilt

1 T
HS, 1) = (I — K an:T/S@ﬁ
0
und bei geometrischem Durchschnitt

T
H(S, 1) = (! — K)* mﬁﬂ:;/l%mmw
0

Pfadabhingige Optionen lassen sich in einem einheitlichen Rahmen zusammenfassen (s. [WHD1],
Abschnitt 9.2). Sei hierzu fiir eine gegebene Funktion f = f(S(t),t) die neue Variable

T
L:A £(S,t)dt

eingefiihrt. Im Falle Asiatischer Optionen gilt f(S,t) = % S(t) bei arithmetischem Durchschnitt
bzw. f(S,t) = % log S(t) bei geometrischem Durchschnitt. Da nach den Annahmen des Black—
Scholes Modells die Kursvergangenheit unabhéingig vom aktuellen Aktienkurs ist, sind S,I und
t drei unabhéngige Variablen, von denen der Optionswert V = V (S, I,t) abhéngt.

Mit dem Lemma von Ito und Arbitrage—Argumenten folgt dhnlich wie in Abschnitt 1.2.2, dass
der Wert einer pfadabhéngigen Européischen Option die partielle Differentialgleichung
0 o , 0? 0 0
LV = V48— V+f(St)=V+rS—-V-—rV=0
gV T gV IS gV A rSEgv -
mit der Endbedingung
V(S,1,T) = h(S,1I)

erfiillt. Die genaue Form der Auszahlungsfunktion und der Randbedingungen héngt hierbei von
der jeweiligen Art der Option ab. Sie sind fiir die wichtigsten pfadabhéingigen Optionsformen
in [WHD1] aufgefiithrt. Der Wert einer pfadabhéngigen Européischen Option erfiillt somit ein
instationéires Konvektions—Diffusions—Reaktions— Randwertproblem in zwei Raumdimensionen.
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Bei einer pfadabhéingigen Amerikanischen Option fithrt die Moglichkeit, die Option vorzeitig
ausiiben zu konnen, zu der Nebenbedingung

V(S,I,t) > h(S,I) firalle 0<t<T

und damit auf ein instationéires freies Randwertproblem in zwei Raumdimensionen mit der
Bedingung, dass V' und 0V/0S auch iiber den freien Rand hinweg stetig sind. Es kann in
linear komplementéirer Form formuliert werden als

(LV)-(V—-h)=0,
LV <0, V—h>0.

Fiir pfadabhéngige Européische Optionen lassen sich in einigen Féllen analytische Losungen an-
geben. In einigen anderen ist eine Dimensionsreduktion von zwei Dimensionen auf eine moglich.
Ansonsten muss auf numerische Verfahren zuriickgegriffen werden. Dies ist generell der Fall,
wenn es sich um pfadabhéingige Amerikanische Optionen handelt.
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Kapitel 6

Numerische Ergebnisse

In den vorhergehenden Kapiteln wurde ein auf B-Splines beliebiger Glattheit basierendes Finite—
Elemente—Verfahren und verschiedene Varianten monotoner Mehrgitterverfahren zur numeri-
schen Losung des zeitabhingigen freien Randwertproblems 2.1.1 vorgestellt, welches bei der
Bewertung von Amerikanischen Optionen auftritt. Die Konvergenzeigenschaften der Verfahren
sollen in diesem Kapitel untersucht und verglichen werden.

Die Korrektheit der Algorithmen wird zundchst anhand des unrestringierten Randwertproblems
2.1.2 iberpriift, fiir das eine analytische Losung bekannt ist. Der Losungsalgorithmus &ndert
sich dabei im Vergleich zum restringierten Problem nur insofern, dass das Hindernis so gesetzt
wird, dass es keinen restriktiven Einfluss mehr auf die Losung hat. Um auch die Ergebnisse fiir
das schwierigere freie Randwertproblems 2.1.1 mit einem unabhéingigen Verfahren vergleichen
zu koénnen, wurde zusétzlich das Binomialverfahren aus Unterabschnitt 1.4.1 implementiert.

Im ersten Abschnitt werden die Losungen der beiden Randwertprobleme graphisch dargestellt.
Der Verlauf der Losungen und der Verlauf des freien Randes wird in Hinblick auf die theoreti-
schen Aussagen aus Kapitel 1 diskutiert. In Abschnitt 6.2 werden dann die numerischen Ergeb-
nisse bei der Bestimmung der Lésung und bei der Bestimmung der Ableitungen der Losung fiir
Ansatzfunktionen verschiedener Glattheit aufgefiihrt. Der Einfluss unterschiedlicher Parameter
auf die Losung ist in Abschnitt 6.3 dargestellt. In Abschnitt 6.4 wird das Konvergenzverhal-
ten der verschiedenen Varianten des monotonen Mehrgitterverfahrens aus Kapitel 3 untersucht.
Insbesondere werden die Iterationszahlen, die benttigt werden bis die Losung bis auf Maschinen-
genauigkeit bestimmt ist, und die Iterationszahlen, die benotigt werden, bis die Kontaktmenge
der Losung richtig identifiziert ist, verglichen. Abschliefend werden in Abschnitt 6.5 die nume-
rischen Ergebnisse zu den asymptotischen Mehrgitter-Konvergenzraten in Abhéngigkeit von der
Anzahl der Unbekannten und in Abhéngigkeit von der Anzahl der Gléattungsschritte dargestellt.

Séamtliche Algorithmen sind auf einem Intel Pentium 4 CPU mit 2,66 Gigahertz in der Program-
miersprache C implementiert worden. Der Quellcode umfasst etwa 2500 Zeilen.

6.1 Européiische und Amerikanische Optionspreise

Wie in Abschnitt 1.2 hergeleitet wurde, beschreibt die Losung des unrestringierten Randwert-
problems 2.1.2 den Wert einer Européischen Kaufoption und die Lésung des freien Randwert-
problems 2.1.1 den Wert einer Amerikanischen Verkaufsoption. Mit N bzw. M wird wie bisher
die Anzahl der Gitterpunkte in der Zeit bzw. im Ort bezeichnet. Fiir die Darstellungen in diesem
Abschnitt wurde generell M = N = 64 gewahlt. Wenn es nicht explizit anders erwéhnt wird,
werden die Parameter aus Tabelle 6.1 verwendet.
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Ausiibungspreis K =10
Falligkeitszeitpunkt 7T =1
Volatilitat oc=0.6
Dividende d=0
Zinssatz r=25%

Tabelle 6.1: Gewéhlte Parameter fiir die Randwertprobleme 2.1.1 und 2.1.2.

Der Preis V(S,t) einer Européischen Kaufoption ist in Abh#ingigkeit vom Aktienkurs S und
der Zeit t in der linken Abbildung 6.1 dargestellt. Uber die Put-Call-Paritit aus Satz 1.1.11
kann aus dem Preis einer Européischen Kaufoption der Preis der entsprechenden Verkaufsoption
bestimmt werden. Dieser ist in der rechten Abbildung 6.1 dargestellt. Fiir t = 1 erkennt die
Randdaten V(S,T) = (S — K)* = H.(S) bzw. V(S5,T) = (K — S)T = Hp(S) mit der
Nicht-Differentierbarkeitsstelle am Punkt (10,1) .

Loesung V(S,t) —— Loesung V(S,t) ——

T,
20 Ui
i

Iy
/I/;I"'/Il/'/','
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Iy /7//////////////// )
g
////// 7
- ////////////

N

Zeitt

15 10
Aktienkurs S

Aktienkurs S

Abbildung 6.1: Preis einer Européischen Kaufoption (links) und einer Européischen Verkaufs-
option (rechts).

Solange keine Dividendenzahlungen auftreten, entspricht der Preis einer Amerikanischen Kauf-
option nach Satz 1.1.9 immer dem einer Européischen. Fiir Verkaufsoptionen gilt dies aber nicht,
wie in Satz 1.1.10 gezeigt wurde. Der Preis einer Amerikanischen Verkaufsoption entspricht der
Losung V(S,t) des freien Randwertproblems 2.1.1. Er ist zusammen mit der zu berticksichti-
gen Hindernisfunktion H in der Abbildung 6.2 dargestellt. In der linken Abbildung wurden die
Parametern aus Tabelle 6.1 gewahlt. Die in der rechten Abbildung dargestellte Losung ergibt
sich, wenn man eine etwas hohere Volatilitit ¢ = 0.8 des Aktienkursprozesses annimmt.

Man erkennt, dass die Losung V' immer oberhalb der Hindernisfunktion H = H(S,t) liegt.
Dies bestéitigt die theoretische Aussage aus (1.2). Die Hindernisfunktion H beschreibt den
inneren Wert einer Amerikanischen Option. Der Wert einer Amerikanischen Option ist also
immer mindestens so hoch wie ihr innerer Wert. Zum Félligkeitszeitpunkt T entspricht der
innere Wert der Auszahlungsfunktion.

Speziell fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 sind in Abbildung 6.3 die unterschiedlichen Verldufe der Lésun-
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Abbildung 6.2: Preis V(S,t) einer Amerikanischen Verkaufsoption mit Volatilitit o = 0.6

(links) und ¢ = 0.8 (rechts).

gen des unrestringierten Randwertproblems 2.1.2 und des restringierten Randwertproblems 2.1.1
in Vergleich mit der Auszahlungsfunktion H(S) = (K — S)" dargestellt. Um den Unterschied
moglichst deutlich zu machen, wurde abweichend von den Parametern aus Tabelle 6.1 hier die
lingere Laufzeit T = 10 gewéhlt. Man erkennt gut die restriktive Wirkung der Hindernisfunk-
tion im Falle Amerikanischer Optionen. Zum Zeitpunkt ¢t =T entsprechen die Losungen beider
Probleme der Hindernisfunktion H .

10

Amenkamsche‘Verkaufsoptlon
Europaeische Verkaufsoption
Auszahlungsfunktion

Optionspreis V
o

[ 5 10 15 20
Aktienkurs S

Abbildung 6.3: Preis
punkt ¢t =0.

einer Européischen und einer Amerikanischen Verkaufsoption zum Zeit-
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Es sei erinnert, dass in Lemma 2.2.7 bewiesen wurde, dass die Losung des transformierten Pro-
blems 2.2.6 nicht nur homogene Randdaten hat, sondern sogar in einer gréfferen Umgebung der
Rénder verschwindet. Dies wird in Abbildung 6.4 bestétigt. Dort ist die bereits zuriicktrans-
formierte Losung des auf homogene Randdaten reduzierten Problems dargestellt. Man erkennt,

Loesung des auf homogene Randdaten reduzierten Problems ——

Abbildung 6.4: Losung des auf homogene Randbedingungen reduzierten Problems.

dass die Losung in den Bereichen S <4 und S > 28 fiir beliebiges ¢ verschwindet. Dies hat
den groflen Vorteil, dass die Modellierung der Randdaten einfach durch Nullsetzen der Rand
B—-Splines ohne Verlust an Approximationsgiite auch fiir B-Splines hoherer Ordnung moglich
ist.

Der freie Rand

Der zeitabhéingige freie Rand Sy , der in Problem 2.1.1 auftritt, und den optimalen Ausiibungs-
zeitpunkt einer Amerikanischen Option beschreibt, ist fiir die Parameter aus Tabelle 6.1 in
Abbildung 6.5 dargestellt. Auf der x — Achse ist dort der Aktienkurs S, auf der y — Achse die
Zeit t aufgetragen. Man erkennt die Abbildung 1.2 wieder.

Im Bereich links von Sy gilt V(S,t) = H(S) und Ausiiben der Option ist optimal. Dagegen
ist rechts von Sy die Black-Scholes Gleichung

0 o2 o 0? 0

—V+ =SV 4rS_V—rV=0

o’ T2 as TesY T
erfiillt und es ist giinstiger die Option zu halten. Man sieht in Ubereinstimmung mit den theoreti-
schen Aussagen aus Abschnitt 1.2.3, dass der freie Rand S¢(t) eine stetige, monoton wachsende
Funktion der Zeit ist und, dass Sy¢(t) = K fur t — T gilt.

Der freie Rand ist auch in der Abbildung 6.2 und speziell fiir ¢ = 0 in der Abbildung 6.3
erkennbar. Er wird durch die Punkte gebildet, an denen (von links nach rechts gesehen) die
Losung V' zum ersten Mal echt oberhalb der Hindernisfunktion H liegt. Ab dort erfiillt die
Losung dann die Black—Scholes Gleichung. In den Abbildungen erkennt man gut den glatten
Verlauf Amerikanischer Optionspreise auch iiber den freien Rand hinweg, solange ¢t < T gilt.
Es sei erinnert, dass an nur C' — Glattheit vorliegt. Die Bestimmung der Ableitungen wird im
néchsten Abschnitt behandelt.
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Abbildung 6.5: Freier Rand Sy einer Amerikanischen Verkaufsoption.

Die Berechnung der rechten Seite

Zur Berechnung der rechten Seite des in jedem Zeitschritt zu l6senden Ungleichungssystems 2.3.4
bzw. Gleichungssystems 2.3.5 wurden alle drei Moglichkeiten aus Abschnitt 2.5.1 implementiert.
Es wurden in allen drei Féllen keine signifikanten Unterschiede in der Qualitéit der Losung fest-
gestellt. In Tabelle 6.2 sind die Abweichungen der Finiten-Elemente Losung V' (10,0) des freien
Randwertproblems 2.1.1 zu der Losung, die ein Binomialverfahren mit n = 256 Teilinterval-
len liefert, angegeben. Die numerische Integration wurde hierbei mit dem Quasi-Monte—Carlo
Verfahren und 5000 Stiitzstellen durchgefiihrt.

Bestimmung der rechten Seite | Abweichung
direkt nach Lemma 2.5.2 0, 0028
mit Interpolation nach (2.40) | 0,0038
mit numerischer Integration 0,0035

Tabelle 6.2: Abweichungen der Finite-Elemente Losung V(10,0) bei unterschiedlicher Berech-
nung der rechten Seite zum Vergleichswert eines Binomialverfahrens mit n = 256 Teilinterval-
len.

6.2 Einfluss der Ordnung der Ansatzfunktionen auf die Qualitét
der Losung

In diesem Abschnitt wird untersucht, in wieweit sich die Verwendung glatter Ansatzfunktionen
in der Qualitit der Losung wiederspiegelt. Insbesondere bei der Bestimmung der Ableitungen der
Losung werden Vorteile von der Wahl glatter Funktionen erwartet, da in diesem Fall ein direktes
Ableiten der Ansatzfunktionen moglich ist. Zunichst werden die numerischen Ergebnisse fiir das
Problem 2.1.2 behandelt und mit der analytischen Lésung verglichen.

Die Konvergenzaussagen aus Abschnitt 2.4.1 lassen bei Verwendung von Hutfunktionen und
bei Verwendung des Crank—Nicholson Verfahrens (6 = %) quadratische Konvergenz und bei
Verwendung eines rein expliziten (# = 0) oder eines rein impliziten Euler Verfahrens (6 = 1)
lineare Konvergenz erwarten. Dies wird numerisch in Abbildung 6.6 bestétigt. Dort ist in loga-
rithmischer Skala die Anzahl M der Unbekannten im Ort und der ¢? — Fehler zum Zeitpunkt
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t = 0 aufgetragen. Es wurden jeweils N = M Zeitschritte gewahlt. Wird die Zeitschrittweite
A7 im Vergleich zur Ortsschrittweite h zu gross gewahlt, genauer A7 > %h2 , dann ist eine
explizite Zeitdiskretisierung (6 < 3) nicht mehr stabil.

Wegen der schnelleren Konvergenz ist bei den folgenden Tests ausschliellich das Crank—Nicholson
Verfahren verwendet worden. Mit dieser einfachen Art der Zeitdiskretisierung lésst sich auch mit
Ansatzfunktionen héherer Ordnung im Ort nicht mehr als quadratische Konvergenz erreichen.
Allerdings kann die Zeitschrittweite A7 im Vergleich zur Ortsschrittweite h grofler gewéhlt
werden, ohne die quadratische Konvergenz zu verlieren, und zwar in der Ordnung O(h2/ k) bei
Ansatzfunktionen der Ordnung k£ > 2. Abbildung 6.6 bestitigt die quadratische Konvergenz
und zeigt fiir den Fall O(A7) = O(h) , dass sich die Konstanten mit steigender Glattheit der
Basisfunktionen leicht verbessern.

teta=0 —+— k=2 —+—

teta=1 —%— k=4 ——

AN LN
\ N

0.001 \\
0.0001 0.0001 \\
1e-005 1e-005 \

1e-006 1e-006
1 10 100 1000 10000 1 10 100 1000 10000

Anzahl an Unbekannten im Ort Anzahl an Unbekannten

0.001

L2-Fehler

Abbildung 6.6: Links: Konvergenzraten fiir das Crank-Nicholson Verfahren (6 = 1), fiir das
explizite (f = 0) und das implizite (6 = 1) Eulerverfahren. Rechts: Konvergenzraten fiir
stetige, stiickweise lineare (k = 2), C! - glatte, quadratische (k = 3) und C? - glatte, kubische
(k =4) B-Splines.

Die Bestimmung der Ableitungen

Im folgenden werden die numerischen Ergebnisse bei der Bestimmung der Ableitungen der
Losung dargestellt. Dazu wird auf Ergebnisse und die Notation aus Abschnitt 1.3 zuriickge-
griffen. Dort wurde erldutert, dass sich im Rahmen der Optionsbewertung aus den Ableitungen
die wichtigen Risikokennziffern Delta, Gamma und Theta ergeben. Der Verlauf von
2
Delta := GVEE)?O) und Gamma := 3‘2(5:92,0)7

also der ersten und zweiten Ableitung der Losung sind in der Abbildung 6.7 fiir eine Amerika-
nische Verkaufsoption dargestellt. In der linken Abbildung ist gut erkennbar, dass die Nicht—
Differenzierbarkeitsstelle in den Anfangsdaten H am Punkt (K,7) zu einer Sprungstelle in
der ersten Ableitung fithrt. Fiir ¢ <t sind Optionspreise C' — glatt. In der rechten Abbildung
sieht man in Ubereinstimmung mit den theoretischen Resultaten, dass die zweite Ableitung eine
Sprungstelle an freien Randpunkten aufweist. Der Sprung ist umso grofler, je grofler ¢ ist.

In Abbildung 6.8 sind fiir stetige, stiickweise lineare und C' — glatte, stiickweise quadratische
Ansatzfunktionen die Konvergenzraten bei der Bestimmung der ersten Ableitung und die Ver-
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Abbildung 6.7: Delta := dV/dS (links) und Gamma := 9>V /9S? (rechts) einer Amerikanischen
Verkaufsoption mit den Parametern aus Tabelle 6.1.

teilung des punktweisen Fehlers

oV (S,0)

oS

mit N = M = 275 dargestellt. Links ist in logarithmischer Skala der ¢? — Fehler zum Zeitpunkt
t = 0 in Abhéingigkeit von der Anzahl der Unbekannten und rechts der punktweise Fehler in
Abhéngigkeit vom Aktienkurs S aufgetragen. Fiir Hutfunktionen (k = 2) konnen die Ablei-
tungen nur durch numerische Differentiation bestimmt werden. Fiir Ordnungen k£ > 3 wurde
die Formel aus Lemma 2.5.4 verwendet. Die Ableitungen werden von glatten Funktionen er-
wartungsgeméfl wesentlich genauer approximiert als von stiickweise linearen. Mit B—Splines der
Ordnungen k > 3 wird auf diese Weise die (k—2) — te Ableitung der Losung mit quadratischer
Konvergenz bestimmt.

— N(dy)

Analog sind in Abbildung 6.9 die Konvergenzraten fiir stetige, stiickweise lineare und C? —
glatte, kubische Ansatzfunktionen bei der Bestimmung der zweiten Ableitung und die Verteilung
des punktweisen Fehlers

9?V(S,0)  N'(dq)

052 S o'\/T

der gleichen Option mit N = M = 275 abgebildet. Bemerkenswert ist, dass mit numerischer
Differentiation der Hutfunktionen immer noch die Konvergenzordnung O(h) erreicht wird. Die
theoretischen Resultate aus Kapitel 2.4.2 implizieren nur O(1) . Es liegt hier eine Superkon-
vergenzeigenschaft vor. Fiir C? — glatte stiickweise kubische Funktionen (k = 4) wurde die
zweite Ableitung direkt mit der Formel aus Lemma 2.5.4 bestimmt und es wird quadratische
Konvergenz erreicht.

In den Tabellen 7.3 — 7.5 sind alle Ergebnisse fiir B-Splines der Ordnungen k = 2,3,4 noch
einmal zusammengefasst. Die exakte Losung ist mit V' die Ndherungslosung mit V3, bezeichnet.
Die Anzahl an verwendeten Gitterpunkten ist in der ersten Spalte angegeben. Jeweils in der
2., 6. und 7. Spalte sind die ¢? — Fehler der Losung, der ersten Ableitung und der zweiten
Ableitung dargestellt. Der maximale punktweise Fehler findet sich in der 3. Spalte. In der 4.
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Abbildung 6.8: Konvergenzraten (links) und Fehlerverteilung (rechts) bei der Bestimmung der
ersten Ableitung.
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Abbildung 6.9: Konvergenzraten (links) und Fehlerverteilung (rechts) bei der Bestimmung der
zweiten Ableitung.

und 5. Spalte ist der Wert S bzw. ¢t angegeben, an dem der maximale Fehler gemessen wurde.
In der letzten Spalte ist schlieBlich die N&herungslosung am Punkt (K,0) angegeben. Der
exakte Preis V(K,0) = 2,4545 entspricht dem fairen Preis einer Européischen Option zum
Zeitpunkt t = 0, falls ein Ausiibungspreis K in gleicher Hohe des aktuellen Aktienkurses S
vereinbart wird. Zusammenfassend beobachtet man bei Inspektion der Werte in Hinblick auf die
Ordnung der Ansatzfunktionen in allen Segmenten geringere Fehler bei steigender Glattheit der
Basisfunktionen.
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| # Gitterpkte | [Vi— Ve [ [[Va — Voo bei (S,¢) | [[An = Allz | ITh =Tl [ Va(K,0) |

9%x9 1.6e-001 3.5e-001 | 17.43 | 0.22 1.5e-001 9.6e-002 4.6763

17 x 17 5.6e-002 1.9e-001 | 13.42 | 0.71 7.4e-002 4.0e-002 3.1262
33 x 33 1.5e-002 9.3e-002 | 11.64 | 0.91 3.6e-002 1.9e-002 2.6404
65 x 65 4.0e-003 4.6e-002 | 10.80 | 0.98 1.7e-002 8.6e-003 2.5032
129 x 129 1.0e-003 2.4e-002 | 10.40 | 0.99 8.6e-003 4.1e-003 2.4669
257 x 257 2.6e-004 1.3e-002 | 10.20 | 1.00 4.3e-003 2.0e-003 2.4577
513 x 513 6.4e-005 8.7e-003 | 10.10 | 1.00 2.1e-003 9.9e-004 2.4553
1025 x 1025 1.5e-005 7.0e-003 | 10.05 | 1.00 1.1e-003 4.9e-004 2.4547
2049 x 2049 3.9e-006 6.1e-003 | 10.02 | 1.00 5.3e-004 2.5e-004 2.4546
exakt — — — — — — 2.4545

Tabelle 7.3: Ergebnisse fiir stetige, stiickweise lineare Elemente (k = 2).

f Gitterpkte | [V — Vil [ [V~ Vliso bei (5:0) [ [A5— All [ [T~ Tl | Va(K,0) |

9x9 1.5e-001 3.1e-001 | 17.43 | 0.22 2.1e-002 4.5e-002 1.9544

17 x 17 3.8e-002 1.5e-001 | 13.42 | 0.76 4.9e-003 9.0e-003 2.2934
33 x 33 1.0e-002 7.6e-002 | 11.64 | 0.94 1.3e-003 4.8e-003 2.4092
65 x 65 2.6e-003 3.8e-002 | 10.80 | 0.98 3.4e-004 2.5e-003 2.4425
129 x 129 6.5e-004 1.8e-002 | 10.40 | 0.99 8.7e-005 1.3e-003 2.4514
257 x 257 1.6e-004 8.9e-003 | 10.20 | 1.00 2.2e-005 6.3e-004 2.4537
513 x 513 4.1e-005 6.1e-003 | 10.10 | 1.00 5.5e-006 3.2e-004 2.4543
1025 x 1025 1.0e-005 5.6e-003 | 10.05 | 1.00 1.4e-006 1.6e-004 2.4545
2049 x 2049 5.5e-007 5.4e-003 | 10.02 | 1.00 6.9e-007 8.0e-005 2.4545
exakt — — — — — — 2.4545

Tabelle 7.4: Ergebnisse fiir C'!- glatte, stiickweise quadratische Elemente (k = 3).

7 Gitterplte | [V~ Vil [ [V~ Vlioe bei (5:) [ [85— All | 0% — Tl | Va(K,0) |

9%x9 1.3e-001 2.7e-001 | 17.43 | 0.33 4.8e-002 4.1e-001 1.9648

17 x 17 3.8e-002 1.5e-001 | 13.42 | 0.76 7.3e-003 4.7¢-003 2.2889
33 x 33 1.0e-002 7.4e-002 | 11.64 | 0.94 1.7e-003 7.7e-004 2.4089
65 x 65 2.6e-003 3.7e-002 | 10.80 | 0.98 4.1e-004 2.0e-004 2.4425
129 x 129 6.5e-004 1.8e-002 | 10.40 | 0.99 1.0e-004 5.2e-005 2.4514
257 x 257 1.6e-004 8.7e-003 | 10.20 | 1.00 2.6e-005 1.3e-005 2.4537
513 x 513 4.1e-005 6.0e-003 | 10.10 | 1.00 6.5e-006 3.3e-006 2.4543
1025 x 1025 1.0e-005 5.6e-003 | 10.05 | 1.00 1.6e-006 8.2e-007 2.4545
2049 x 2049 5.5e-007 5.4e-003 | 10.02 | 1.00 3.0e-007 2.5e-007 2.4545
exakt — — — — — — 2.4545

Tabelle 7.5: Ergebnisse fiir C?- glatte, stiickweise kubische Elemente (k = 4).

6.3 Einfluss der Parameter

In Tabelle 7.6 ist der Einfluss der Parameter auf die Losungen V&" bzw. V" der Randwert-
probleme 2.1.1 bzw. 2.1.2 untersucht. In der ersten Zeile sind die Ergebnisse mit den Parame-
tern aus Tabelle 6.1 aufgefiihrt. In den nachfolgenden Zeilen wurde jeweils der in der ersten
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Spalte angegebene Parameter variiert. Im Finite-Elemente—Ansatz sind die Optionswerte mit
M x N = 257x257 Gitterpunkten berechnet worden. Zur Valedierung der Ergebnisse des Finite—
Elemente—Verfahrens sind in der letzten Spalte die Amerikanischen Optionswerte angegeben, die
ein Binomialverfahren mit n = 256 Teilintervallen liefert.

Parameter | V(K 0) Ve (K,0)
Finite-Elem. ‘ Binomialverf. ‘ Abweichung

Tabelle 6.1 2.2076 2.2312 2.2299 0.0013
r=10% 1.8004 1.9232 1.9226 0.006
c=04 1.4451 1.4681 1.4669 0.0012
T=0.5 1.6081 1.6181 1.6167 0.0014
T=0.1 0.7424 0.7441 0.7432 0.009
S=9 2.61 2.6381 2.6401 0.002
S=11 1.8711 1.8899 1.8910 0.0011

Tabelle 7.6: Einfluss der Parameter auf Europiische und Amerikanische Optionswerte.

Im Ubereinstimmung mit den theoretischen Aussagen aus Kapitel 1 erkennt man, dass der
Preis einer Verkaufsoption fallend im Aktienkurs S, im Zinssatz r, in der Volatilitit ¢ und
steigend in der Laufzeit T ist. Amerikanische Optionen sind generell teurer als Européiische
Optionen. Mit abnehmender Laufzeiten T — 0 n&hern sich die Werte von Amerikanischen und
Européischen Optionen aneinander an.

6.4 Konvergenzverhalten des PSOR—- und der Mehrgitterver-
fahren

Im folgenden wird jeweils nur noch ein Zeitschritt des Finite-Elemente—Verfahrens betrachtet,
um die Wirkung des Verfahrens zu analysieren. In Abbildung 6.10 sind fiir M = 256 zunéchst
die Iterationsfehler des projektiven Gauss—Seidel-Verfahrens fiir Finite-Elemente—Funktionen
unterschiedlicher Ordnung verglichen. Der Einfluss der Ordnung auf die Giite des Verfahrens ist
deutlich sichtbar.

Fiir Hutfunktionen ist die Anzahl n der Entwicklungskoeffizienten gleich der Anzahl M der
Stiitzstellen. Allgemein gilt fiir B-Splines der Ordnung k

n=M+k—2.

Bei Verwendung mehrerer Gitter mit Gitterweite hy = 271 h; auf dem Level ¢ betrigt die
Anzahl der Entwicklungskoeffizienten n,; in Abhéngigkeit vom Level ¢ und der Ordnung k

ng = k2l 4k —1.

Hierbei bezeichnet hy die Gitterweite des grobsten Gitters. Fir £ =1,...,10 und k =2,3,4
sind die Werte ny; in Tabelle 7.7 aufgelistet.

Level ¢ | 1| 2 | 3| 4|5 6 7 8 9 10
Ng2 315 |9 |17]33] 65 | 129 | 257 | 513 | 1025
ng3 5 8 |14 126|50 | 98 | 194 | 386 | 770 | 1538
Nyg4 711119 |35| 67 | 131 | 259 | 515 | 1027 | 2051

Tabelle 7.7: Anzahl an Freiheitsgraden in Abhéingigkeit vom Level £ und der Ordnung k.
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Abbildung 6.10: Vergleich der PSOR-Iterationsfehler eines Zeitschrittes fiir k=2, k=3 und
k=4.

In den Kapiteln 3 und 4 wurden die folgenden Verfahren vorgestellt.
PSOR: Projektives Gauss—Seidel-Verfahren

MMG: Monotones Mehrgitterverfahren mit optimierter Approximation
des Hindernisses nach Lemma 4.4.1 bzw. Satz 4.4.7

TrMMG: Abgeschnittene Version des monotonen Mehrgitterverfahrens
mit optimierter Approximation des Hindernisses
nach Lemma 4.4.1 bzw. Satz 4.4.7

MMG (einf): Monotones Mehrgitterverfahren mit einfacher Approximation
des Hindernisses nach Proposition 4.2.1

TrMMG (einf): Abgeschnittene Version des monotonen Mehrgitterverfahrens
mit einfacher Approximation des Hindernisses
nach Proposition 4.2.1

MG: Lineares Mehrgitterverfahren angewandt auf das unrestringierte Problem.

Im folgenden werden die unterschiedlichen Konvergenzverhalten der Verfahren verglichen. Um
den Einfluss der Ordnung k auf das Konvergenzverhalten zu untersuchen, wurde systematisch
der Fall k£ =3 mit dem Fall & = 2 verglichen. Fiir den Fall k& > 3 erwartet man entsprechende
Ergebnisse. Hierfiir wurde mit den Parametern aus Tabelle 6.1 auf dem Level J =7 ein Zeit-
schritt des instationdren freien Randwertproblems betrachtet und fiir diesen das resultierende
elliptische Problem bis auf Maschinengenauigkeit gelost. Bei den Mehrgitterverfahren wird auf
jedem Level nur ein Glattungsschritt durchgefiihrt. Es wurde eine zufillige Anfangsnéiherung
verwendet. Um sicherzustellen, dass nicht zu frith abgebrochen wird, wurde unabhingig vom
Diskretisierungsfehler das Stoppkriterium

™ = wjlloo < 1071

verwendet. Dabei bezeichnet v die v — te Iterierte auf dem feinsten Level J .

Die Ergebnisse fiir den Fall £ =2 und k£ = 3 sind in den Abbildungen 6.11 und 6.12 und in
den Tabellen 7.8 und 7.9 zusammengefasst. In den Abbildungen sind fiir das Level J =7 die
Iterationsfehler sémtlicher Verfahren bis Erreichen der Maschinengenauigkeit dargestellt.
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Abbildung 6.11: Vergleich der Iterationsfehler fiir Hutfunktionen (k = 2)
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Abbildung 6.12: Vergleich der Iterationsfehler fiir C'- glatte Ansatzfunktionen (k = 3)
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In der Tabellen 7.8 wird fiir ¥ = 2 und fiir £k = 3 in der dritten Spalte die Anzahl g
an Iterationen verglichen, die benétigt wird, um die Menge K*®(u;) der Kontaktpunkte (s.
Definition 3.2.4) richtig zu bestimmen. In der néchsten Spalte £ It. wird festgehalten, wieviele
Iterationen benétigt werden, um das Problem bis auf Maschinengenauigkeit zu 16sen.

Um den unterschiedlichen Aufwand der Verfahren zu vergleichen, wird auf die Definition einer
Workunit (WU) aus [BC] zuriickgegriffen. Danach bezeichnet WU = WU ; den Aufwand fir
einen Iterationsschritt des projektiven Gauss—Seidel-Verfahrens auf dem feinsten Level J . Der
Aufwand WU, eines Iterationsschritt auf dem Level ¢ < J betriagt dann

WU, =27 *WU,.

Der Aufwand in WU — Einheiten, den die Verfahren bis Erreichen des Stoppkriteriums benoti-
gen, steht in der Spalte f§ WU. Die Ergebnisse sind jeweils fiir ein und fiir zwei Gléttungsschritte
auf jedem Mehrgitter—Level aufgefiihrt.

Verfahren 1 Glattungsschritt || 2 Glattungsschritte
vo [Tt | B WU || 1o | #1t. | § WU
PSOR 134 | 403 | 403 - |- -
MMG (einf) 6 30 59.06 || 5 |21 82.69
k=2 | TrMMG (einf) || 7 28 55.13 || 5 |17 | 66.94
MMG 7 28 55.13 || 5 | 14 55.13
TrMMG 7 23 | 4528 || 5 | 13 51.19
PSOR 103 | 447 | 447 - - -
MMG (einf) 5 31 61.03 || 4 |20 78.75
k=3 | TrMMG (einf) || 6 27 [ 53.16 |4 |17 | 66.94
MMG 5) 27 53.16 || 4 | 14 55.13
TrMMG ) 16 31.5 4 |11 43.31

Tabelle 7.8: Anzahl an Iterationen, die zur Identifikation der Kontaktmenge bzw. zur Losung
bis auf Maschinengenauigkeit bendtigt werden und Aufwand in WU-Einheiten.

Man sieht an den Ergebnissen, dass es im Hinblick auf Aufwand und Genauigkeit bereits reicht
nur ein bis zwei Glédttungsschritte auf jedem Verfeinerungslevel bei den Mehrgitterverfahren
durchzufiihren. Der Aufwand ist bei allen Mehrgitterverfahren im Vergleich zum projektiven
Gauss—Seidel—Verfahren deutlich reduziert. Die abgeschnittenen Versionen TrMMG und TrMMG
(einf), in der das Hindernis an den aktuellen freien Rand angepasst wird, konvergieren in allen
Fillen schneller als die Standardversionen MMG bzw. MMG (einf). Weiter erkennt man, dass die
Mehrgitterverfahren mit einer optimierten Approximation des Hindernisses nach Lemma 4.4.1
bzw. Satz 4.4.7 schneller konvergieren als die Mehrgitterverfahren mit der einfachen Approxi-
mation nach Proposition 4.2.1. Dies spricht fiir die Qualitéit der mit dem OGK-Algorithmus
in Kapitel 4 konstruierten ndherungsweisen monotonen und quasioptimalen Restriktionen. Die
Kontaktmenge wird von allen Mehrgitterverfahren innerhalb weniger Iterationen richtig identi-
fiziert.

Bei Inspektion der Werte in Hinblick auf die Ordnung k erkennt man, dass alle Verfahren die
Kontaktmenge mit glatten Ansatzfunktionen schneller identifizieren. Auflerdem konvergieren die
Verfahren (mit Ausnahme von MMG (einf)) etwas schneller und weisen einen etwas geringeren
Aufwand auf. Dabei ist zu beachten, dass mit dem Level J = 7 fiir k£ = 2 weniger Freiheitsgrade
verbunden sind als fiir & = 3, wie aus Tabelle 7.7 ersichtlich ist. Daher werden die Werte
flir k = 3 zusétzlich mit den Werten fiir £ = 2 auf dem Level J = 8 aus Tabelle 7.9
verglichen. Hierbei stellt man in allen Segmenten zum Teil sogar deutlich bessere Werte bei
glatten Ansatzfunktionen fest.
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Verfahren 1 Glattungsschritt || 2 Glattungsschritte
vy \ﬁIt.\ijU Vo\ttlt.\ﬁWU

PSOR 641 | 1962 | 1962 - - -

MMG (einf) | 10 |46 |91.28 | 6 |27 | 107.16

TrMMG (einf) || 10 | 36 71.44 || 7 | 23 91.28

MMG 9 28 55.56 || 5 |24 | 95.25

TrMMG 9 23 45.64 || 5 | 14 55.56

Tabelle 7.9: Ergebnisse fiir £ = 2 auf dem Level J =8

Zur Einbettung in die Zeitdiskretisierung ist zu bemerken, dass bei der Losung des instationéren
Problems die durchschnittliche Anzahl an benttigten Iterationen pro Zeitschritt deutlich niedri-
ger ausfillt, da in diesem Fall mit der Losung des vorhergehenden Zeitschrittes gute Startnéhe-
rungen zu Verfiigung stehen. In diesem Fall kann man davon ausgehen, dass die asymptotische
Phase das Konvergenzverhalten der Mehrgitterverfahren dominieren wird. Die asymptotischen
Mehrgitter—-Konvergenzraten werden abschlieend im folgenden Abschnitt diskutiert.

6.5 Mehrgitter-Konvergenzraten

Die Konvergenzrate p; eines Mehrgitterverfahrens mit ¢+ 1 Ebenen ist gegeben durch

lug ™ = uell < pellug — uell.

Hierbei bezeichnet u, € S, die exakte Losung und wu; € S, die Ndherungslésung im v — ten
Iterationsschritt. Mehrgitterkonvergenz liegt dann vor, wenn p, durch eine Konstante p,, < 1
beschrankt ist, die unabhéngig von der Gitterweite ist.

Die asymptotischen Konvergenzraten sollen fiir den V—Zyklus der abgeschnittenen Version des
monotonen Mehrgitterverfahrens TrMMG mit ¢ + 1 Ebenen nach

e e

Jar =
geschitzt werden. Dabei wird v* so gewahlt, dass
Juy ™ — e < 10712

In der Abbildungen 6.13 sind die Ergebnisse links fiir stetige, stiickweise lineare und rechts fiir
C! - glatte, stiickweise quadratische Ansatzfunktionen in Abhingigkeit von der Anzahl ngk
an Unbekannten dargestellt. Zusétzlich sind in der Abbildung 6.14 die asymptotischen Kon-
vergenzraten auf dem Level J = 10 in Abh#ngigkeit von der Anzahl v an Glittungsschrit-
ten aufgefiihrt. Die Ergebnisse entsprechen den bekanntermaflen guten Konvergenzraten von
Standard-Mehrgitterverfahren. Bei nur einem Gléttungsschritt pro Verfeinerungslevel erhilt
man po ~ 0.31 fiir £ = 2 und po ~ 0.27 fir k£ = 3. Eine Erhéhung der Anzahl der
Gléattungsschritte, damit auch des Aufwandes, fiihrt erwartungsgeméfl zu niedrigeren Konver-
genzraten. Bei mehr als fiinf Glattungsschritten verbessern sich die Konvergenzraten kaum noch
und liegen etwa bei poo ~ 0.035 .
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Abbildung 6.13: Konvergenzraten fiir stetige, stiickweise lineare (links) und C! — glatte, stiick-
weise quadratische Funktionen (rechts) in Abhéngigkeit von der Anzahl M der Unbekannten.
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Abbildung 6.14: Konvergenzraten fiir stetige, stiickweise lineare (links) und C' — glatte, stiick-
weise quadratische Funktionen (rechts) in Abhéngigkeit von der Anzahl der Glattungsschritte.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein robustes und optimales B—Spline—basiertes Mehrgitterverfahren zur
Bestimmung Amerikanischer Optionspreise und ihrer Risikokennziffern vorgestellt. Dafiir wurde
die Konstruktion und die Theorie der monotonen Mehrgitterverfahren aus [Kol] erstmalig auf
B—Spline—Ansatzfunktionen beliebiger Glattheit {ibertragen. Desweiteren wurde die Idee der mo-
notonen Mehrgitterverfahren hier zum ersten Mal auf die Bewertung Amerikanischer Optionen
angewandt.

Die wesentliche Aufgabe bestand darin, in optimaler Komplexitit eine monotone und quasi-
optimale Grobgitterapproximation an die Hindernisfunktion zu konstruieren. Die Konstrukti-
on wurde auf die Losung einer linearen Optimierungsaufgabe zuriickgefiihrt. Ausgehend davon
konnte fiir Hutfunktionen {iber Fourier—Motzkin—Elimination eine direkte Losung bestimmt wer-
den. Dabei wurden die Approximationen aus [Ma, Kol] wiederentdeckt. Fiir B-Splines beliebiger
Glattheit wurde mit dem optimierten Grobgitterhindernis—Konstruktionsalgorithmus (OGK) ein
neues Verfahren vorgestellt, welches in optimaler Komplexitit eine monotone und quasioptimale
néherungsweise Losung der linearen Optimierungsaufgabe liefert.

Die hohe Qualitit der Losung wurde in verschiedenen numerischen Tests bestétigt. Insbeson-
dere konvergieren mit den OGK—Approximationen ausgestattete monotone Mehrgitterverfahren
schneller als solche mit nicht optimierten Approximationen. Bei der abgeschnittenen Version der
monotonen Mehrgitterverfahren wurden asymptotisch die gleichen, bekanntermafien guten Kon-
vergenzraten linearer Mehrgitterverfahren festgestellt. Durch direktes Ableiten geniigend glat-
ter B-Spline—Ansatzfunktionen konnten die Risikokennziffern Européischer und Amerikanischer
Optionen, die durch die Ableitungen der Losung einer Variationsgleichung bzw. Ungleichung
gegeben sind, wesentlich exakter bestimmt werden als es fiir Hutfunktionen der Fall ist.

Wie die Ergebnisse iiber einen Tensorproduktansatz auf beliebige Dimensionen verallgemei-
nerbar sind, wurde in Kapitel 5 dargestellt. In diesem Zusammenhang ist dort auch bereits
ein Ausblick auf moégliche mehrdimensionale Anwendungen aus der Optionspreistheorie fiir das
dargestellte Mehrgitterverfahren gegeben. Eine robuste und effiziente Losung solcher Probleme
existiert bisher hochstens fiir Einzelfélle.
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Anhang A

Mathematische Grundlagen

A.1 B-Splines

Seit den Arbeiten [Sb] und [Bo] kommt B-Spline-Techniken aufgrund ihrer guten Approximati-
onseigenschaften eine grofle Bedeutung bei einer Vielzahl von Anwendungen zu. Die Definition
und die wichtigsten Eigenschaften von B—Splines sollen in diesem Abschnitt zusammengestellt
werden.

Fir k€ N und n € N sei T := {6;}i=1, nt+t eine Knotenfolge im Intervall I := [a,b] der
Form

(A.l) 91:...:9k:a<9k+1 < ... <9n<b:9n+1:-'-:6n+k-
Die Knotenfolge T wird als erweiterte Knotenfolge bezeichnet. Wir beschrinken uns auf den

Spezialfall nicht zusammenfallender Knoten (vgl. aber Bemerkung 4.4.12).

Definition A.1.1 (B—Splines) Die B-Splines N, der Ordnung k sind fir i=1,...,n+k
und fiir x € I rekursiv durch

Nz‘,l(l') _ { 1, falls x e [Gi,ﬁiﬂ)

0, sonst
(A.2)
Nip(a) = —2 =0 N )+ DTy (@)
WA Oitk—1 — 0; ik—1 Ok — Ot i+1,k—1
definiert.

Fiir die Ordnungen k = 2,3,4 sind die B-Splines NN;j; in Abbildung A.1 dargestellt.

Die folgende Eigenschaften von B—Splines werden in dieser Arbeit benttigt und sollen hier ohne
Beweis zusammengestellt werden. Alle Beweise findet man in [Bo].

(i)  suppNig C [0, Oitr] (lokaler Trager)

(ii)) Nig(z) >0 fir allex € 1

(nicht negativ)
(iii) >, Nig(r) =1firallex € I (Zerlegung der Eins)
(

(iv) Nixp € Ck2(I) Differenzierbarkeit)

Auf der Basis der B-Splines lassen sich nun im Intervall I = [a,b] Splinefunktionen in der Form

(A.3) S(x) =Y i Nij(x)
=1

darstellen.
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Abbildung A.1: Basis—B—Splines der Ordnungen k = 2,3,4 .

Satz A.1.2 Die B-Splines {N;j}i=1,..n zur erweiterten Knotenfolge T bilden eine Basis fiir
den Raum Ny der Splines der Ordnung k . Die B-Spline—Basis ist lokal unabhingig, d.h.
gilt

> eiNig(x) =0 fiir x € (c,d) C I
i=1

dann folgt
¢; =0, falls (c,d) N (6;, 0is) # 0.

Die B-Spline—Basis ist unkonditionell stabil, d.h. es gilt fiir ein ¢ >0

n
¢ max |¢;| < ZCZNM(@“)HOO < max |¢ fir alle x € I.
1=1,....,n =1 i=1,...,n

Die Ableitung von B—Splines lésst sich rekursiv als

(A.4) Z'k(x) =(k—1) ( Ni,k—l(ﬂf) _ Ni+1,k—1($))

Oirk—1—0;  Oipp —0in1

darstellen und fiir die ¢ -te Ableitung von Splinefunktionen S mit der Darstellung aus (A.3)
gilt die Rekursionsformel

(A.5) SO@) =k—-1)-...- (k=0 Y & Nyj_o(x)
i=0+1
mit
¢ fir =0
cl@ =D e
L gy 0> 0.

Oivr—e — 0;
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Eine stabile und effiziente Auswertung von B—Splines kann mit dem Neville-artige Schema

(A.6) S@)= Y N @)Ni (@)

=11
mit
C; fir £=0
M(z) = r—0i -1 () + Oitk—t — AUy fir £>0
Oiyr—e—0; " Oivi—e—0; "
0 fir O;4p—¢=0;

erfolgen. B—Splines besitzen gute Approximationseigenschaften an stetige Funktionen. Fiir f €
Ck(I) gilt mit h := max;|0;11 — 0;| die Abschitzung

. i — < chF IR .
(A7) Seg}iﬁ!lf Sloe < eh™ (|10

Ist T := {6;}i=1,. ntr eine erweiterte Knotenfolge wie in (A.1) mit zusétzlich dquidistantem
Knotenabstand H , dann gilt

(A.8) Nig,r(z) = Nogr(r—iH)=: Nyr(x—1iH).

Ist weiter A eine verfeinerte Knotenfolge mit dquidistantem Knotenabstand h=1/p, pe N,
zur Knotenfolge T mit dquidistantem Knotenabstand H = 1, dann gilt die Skalierungsbezie-
hung

(A.9) Nia(z) = N1 (% - z) .

Umgekehrt lésst sich jeder Grobgitterspline Ny r als Linearkombination von (k+ 1) Feingit-
tersplines Nj a darstellen. Speziell fiir h = 1/2 erhélt man die Darstellung

k .
(A.10) Nir(r) = Z a; Nga(x — %)
i=0

k
mit den Verfeinerungskoeffizienten a; := 21_k< > .
7

Im Fall £ = 2 wird also die Hutfunktion N7 durch drei mit den Koeffizienten ag = % ,
a1 =1 und ag = % gewichteten Hutfunktionen Na A wie in Abbildung A.2 dargestellt.

Abbildung A.2: Darstellung der Hutfunktion N7 auf Z durch drei Hutfunktionen auf Z/2 .

Ahnliche Beziehungen zwischen Grob— und Feingitter B-Splines gelten auch fiir nicht dquidi-
stante Knotenfolgen mit 7" C A .

Fiir die Verfeinerungskoeffizienten a; gilt

k k
> = Y wet
=0 =0
i ungerade i gerade

und damit

k Ly
A1l a; =217k < > =2.
(A.11) ; ; L

In Abschnitt 4.3 wird der Wert benétigt, der sich ergibt, wenn ein B-Splines N; ; A an genau
jedem zweiten Knotenpunkt 6 € A ausgewertet wird und diese Werte aufaddiert werden.
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Lemma A.1.3 Essei N A der i —te Basis—-B-Spline zur Knotenfolge A mit Gitterweite h
und Trager [0;,0;1r) . Ist T eine grébere Knotenfolge mit Gitterweite H =2h und T C A,
dann gilt

(i) Z Nipa(®) =1, fir keN,

feA
) 1
(i) GGZTNi,k,A(@) =5 fiir ungerades k,

B, falls 0i+k/2 eT .
111 N; 0) = ir gerades k.
(id) QGZT wa(®) { Vi, falls Oy g0 T fir g

Fir k=2,4,6,8 ergeben sich fir By bzw. vy, die Werte

k ‘2 4 6 8
2 17 166

G|l 3 3 318
1 13 149

w10 3 3 315

Beweis: Da sich die Aussage von Lemma A.1.3 nicht in der zitierten Literatur {iber B—Splines
findet, wird der Beweis hier durchgefiihrt.

Die Behauptung (i) ist fiir &k =1 offensichtlich richtig. Fiir k& > 1 folgt sie induktiv wegen

k
ZNz‘,kH,A(H) = ZNi,kJrl,A(ez‘J,—j)

[ZSVAN

7j=1
k. .
jh k+1—j5)h
= > w7, NVika(0ig) + (kh) Nit1e,a(0i+5)
j=1

~J k(- 1)
= J; z Nika(Oigs) + J; — NigABirj-1)

k—1 . .
k-
= > % Ni,a(0iv5)

7j=1
= > Nipal).

PeA

iiber § € T' summiert wird und falls k£ ungerade ist, ergibt sich aus Symmetriegriinden direkt
(ii). Fiir gerades k sind die beiden Fille 0; /o € T und 0,/ ¢ T zu unterscheiden. Durch
Auswerten des B-Splines und Aufaddieren ergeben sich je nach Fall die Werte [ bzw. ~;
die fiir k£ =2,4,6,8 im Lemma angegeben sind. O

Dabei ist supp N;za C [0;, 0i+x] und die Rekursion aus (A.2) verwendet worden. Falls nur

A.2 Sobolevriume und Bilinearformen

Finite-FElemente—Verfahren basieren auf der Variationsformulierung elliptischer Differentialglei-
chungen. Unter bestimmten Voraussetzungen an die Bilinearform lassen sich Variationsgleichun-
gen dquivalent als unrestringierte Minimierungsprobleme und Variationsungleichungen als Mi-
nimierungsprobleme iiber konvexe Menge formulieren. Die Minimierungsprobleme besitzen nach
Satz A.3.3 von Lax—Milgram Loésungen in Funktionenrdumen, die als Sobolevrdume bezeichnet
werden.
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Sobolevriaume

Im folgenden sei  eine offene Teilmenge des R? . Es bezeichne C$°(€2) den Raum der beliebig
oft differenzierbaren Funktionen v : Q — R mit kompaktem Triger in Q und L?(Q) den
Raum der iiber €2 quadrat—integrierbaren Funktionen v: 2 — R . Mit dem Skalarprodukt

(u,v) := / u(x)v(x)dz
Q
ist L?(Q) ein Hilbertraum. Die induzierte L? — Norm wird mit || - [|o bezeichnet.

Definition A.2.1 (Schwache Ableitung) Fine Funktion u € Lo(Q) besitzt in Lo(Q2) die
schwache Ableitung 0%u , falls 0%u € L*(2) und

(v,8%) = (=1)lN (%, u)  fiir alle v e C().

a:=(a1,...,0q) ist hierbei ein Multiindex.

Definition A.2.2 (Sobolevridume) Fir m € N bezeichnet H™(Q2) die Menge aller Funk-
tionen u € L?*(Q), die schwache Ableitungen 0% fiir alle |a| < m besitzen. Die Réiume
H™(Q) werden als Sobolevraume bezeichnet.

Mit dem Skalarprodukt
(Uy V) 1= Z (0%u, 0%v)

la|<m
ist der Sobolevraum H™(2) ein Hilbertraum.
Das Skalarprodukt induziert die Sobolevnorm
[v]lm,0 = [[v]lm == V/{v,0)m = Z H@O"UH% .
|a|<m

Daneben betrachtet man die Seminormen

Olms = [vlm = [ > ll8°v]3 .
|a|=m

Ist v ein stiickweises Polynom auf einer Zerlegung {7;}; von €, dann sind die hoheren
Sobolevnormen nicht erkldart. Genauer gilt der folgende Satz.

Satz A.2.3 Es set k > 1 und (0 beschrinkt. Eine stickweise beliebig oft differenzierbare
Funktion v:Q — R gehort genau dann zu H*(Q) , wenn v € C*1(Q) gilt.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Anwendung der Greenschen Formel in jedem Bereich, in dem
v beliebig oft differenzierbar ist (s. [Br], S. 59). O

Als Ersatz wahlt man gitterabhdngige Sobolevnormen

1ollmn = [ 1012, -
j

Fir v € H™(Q) gilt offensichtlich |[v||m.n = [|v]|mq -

Einen weiteren Zusammenhang zwischen den Sobolevriumen H™(2) und dem Riumen C*(Q)
der k — mal stetig differenzierbaren Funktionen liefert der Einbettungssatz von Sobolev— in
Holderrdume. Da er in dieser Arbeit nicht fiir allgemeine Holderrdume bendtigt wird, wird er
nur fiir die Riume C*(Q) formuliert.
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Satz A.2.4 (Einbettung von Sobolev— in Holderrdume) Es sei Q C R? offen und be-
schrdnkt mit Lipschitz-Rand, m > 1, sowie k> 0. Dann gilt H™(Q) C C*(Q) , falls

d
k+—.
m > —|—2

Beweis: Der Beweis beruht auf dem Einbettungssatz fiir Holderrdume (s. [Alt], S.307), dem
Einbettungssatz fiir Sobolevrdume (s. [Alt], S.314) und dem Satz von Morrey (s. [Alt], S.317).
In dieser Form ist er in [Alt], S.319 durchgefiihrt. O

Fiir beliebiges € > 0 gelten also die Einbettungen
H'T(Q) c CV(Q), H*(Q) c CY(Q) und H3T¢(Q) C C?*(Q), falls d =2,
HY5Te(Q) c ¢%(Q), HYTE(Q) c CH(Q) und H?°T<(Q) C C%(Q), falls d = 1.

Es bezeichne weiter H["(2) den Raum aller Funktionen v € H™({2) mit kompaktem Tréger
in Q. Man kann zeigen, dass H{'(€2) die Vervollsténdigung von C§°(£2) beziiglich der Sobo-

levnorm || - ||, ist. Der Dualraum von H{J"(€2) sei mit H " () bezeichnet.
Bilinearformen
Es sei H ein Hilbertraum mit der Norm || - || . Eine Abbildung a : H x H — R heifit

Bilinearform, wenn fiir alle u,v € H die Abbildungen v — a(u,v) und u +— a(u,v) linear
sind.

Definition A.2.5 Fine Bilinearform a: H x H — R heifst

symmetrisch, falls a(u,v) = a(v,u) fir alle u,v € H ,

positiv definit in H , falls a(u,u) >0 fir alle we€ H,u#0,

stetig, wenn es ein C >0 gibt, so dass

la(u,v)| < Cul| vl fir alle u, v € H,

H — elliptisch oder koerziv, wenn es ein a > 0 gibt, so dass

alu,u) > o||ul? fir alle w € H.

Lemma A.2.6 Es sei Q ein Gebiet im R% und c1,co € RT . Dann ist die Bilinearform

Ou Qv
a(u,v) = cLuv +co 92 9% dz
Q

stetig, symmetrisch und positiv definit in HY(Q) . Ist ca > 0, dann ist a(-,-) auferdem
H}(Q) - elliptisch.

Beweis: Die Symmetrie von af(-,-) ist offensichtlich. Die Stetigkeit folgt wegen

ou 0
la(u,v)| < Acl|uv\+C2ra§a§\dx

< e lullollvllo + c2 [uli]v|y

< max{er, e2} ||ull1][v]lx
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direkt aus der Cauchy—Schwarz Ungleichung. Wegen c¢q,co > 0 ist aulerdem
a(v,v) = / (cl MQ + 9 \81}/81’]2) dx > co ]vﬁ >0
Q

fir alle v € H'(Q) . Speziell fir v € H}(Q) folgt insbesondere mit der Poincaré-Friedrichs—

Ungleichung mit der Konstanten ~q > 0 (s. [Br], S. 29) wegen
a(v,v) > e2vfi > e2yev|?

die H{ () — Elliptizitdt der Bilinearform. Der Beweis ist [Hb], S. 679 entnommen. O

A.3 Variationsungleichungen und Minimierungsprobleme

In diesem Abschnitt sind einige Grundlagen iiber Variationsungleichungen zusammengestellt.
Waéhrend Variationsgleichungen #quivalent zu unrestringierten Minimierungsproblemen sind,
lassen sich Variationsungleichungen als Minimierungsprobleme {iber einer konvexen Menge auf-
fassen.

In Regularitatsfragen unterscheiden sie sich dadurch, dass die Lésung von Variationsgleichungen
im Allgemeinen um so glatter ist, je glatter die Daten inklusive Gebiet sind, wihrend bei Va-
riationsungleichungen im Allgemeinen eine bestimmte Glattheitsschranke der Losung auch bei
beliebig glatten Daten nicht iiberschritten wird.

Fiir mehr Informationen tiber Variationsungleichungen sei auf die Biicher [EO], [KS] oder [GLT]
verwiesen.

Formulierung als Minimierungsproblem

Es gilt folgender wohlbekannter Zusammenhang zwischen Variationsgleichungen und Minimie-
rungsproblemen.

Satz A.3.1 FEssei a: VxV — R eine symmetrische und auf V positiv definite Bilinearform,
f: V=R ein lineares Funktional und V ein linearer Raum. Dann ist die Variationsgleichung
findeuw eV : a(u,v)= f(v) firaleveV (%)

dquivalent zum Minimierungsproblem
findeueV: J(u) <J(v) firaleveV

mit dem quadratischen Punktional J(v):= 3a(v,v) — f(v) .
Beweis: Fiir t € R rechnet man mit der Definition von J leicht die Identitét
1
(A.12) T+ to) = T(w) + tla(u,v) — F(0)] + 3a(v,v)
nach. Ist u € V' Losung der Variationsgleichung folgt aus (A.12) mit ¢ =1 und Einsetzen von
(x) , dass
1
J(u+v)=T(u)+ ia(v,v) > J(u) furalleveV,v#0
gilt. Ist umgekehrt u € V Losung des Minimierungsproblems, dann muss die Ableitung der

Funktion t— J(u+tv) bei ¢t =0 verschwinden. Nach (A.12) betréigt die Ableitung a(u,v) —
f(v), also folgt (*) . Der Beweis ist [Br|, S.34 entnommen. O

Fiir Variationsungleichungen lésst sich die folgende analoge Aussage treffen.
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Satz A.3.2 Essei a: VXV — R eine symmetrische und auf V positiv definite Bilinearform,
f: V=R ein lineares Funktional und K eine konveze Teilmenge eines linearen Raumes V .
Dann ist die Variationsungleichung

findeu e K: a(u,v—u)> f(v—u) firalevek ()
dquivalent zum Minimierungsproblem
findewe K: J(u) < Jw) firalle vek

mit dem quadratischen Funktional J(v) := 2a(v,v) — f(v) .

Beweis: Angenommen, u ist Losung der Variationsungleichung (s%) . Dann rechnet man leicht
1
Jw)—Tw) = f(v—u)—alu,v—u) — ia(u—v,u—v) <0 firallevek

nach. Die Funktion u ist also auch Lésung des Minimierungsproblem.

Sei nun umgekehrt u € K Lésung des Minimierungsproblems. Da K konvex ist, gilt (1—\)u-+
Av € K fiir jedes v € £ und X € (0,1] . Aus J(u) < J((1 — A)u + Av) erhélt man nach
Einsetzen der Definition von 7 , dass

0 < Ma(u,v —u) — f(v—u)] + %)ﬁa(v — U,V — u)

fiir alle v € K und X € (0,1] gilt. Nach Dividieren durch A folgt mit A — 0 die Variations-
ungleichung
a(u,v —u) > f(v—u) fir alle v € K.

Der Beweis ist [EO], S.101 entnommen. O
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Existenz und Eindeutigkeit der Losung

In der Formulierung als Minimierungsproblem folgt die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
flir Variationsgleichungen und —ungleichungen in Hilbertraumen mit dem Satz von Lax—Milgram.

Satz A.3.3 (Lax—Milgram) Fs sei K eine abgeschlossene, konvexe Menge in einem Hilbert-
raum H und a: Hx H— R eine H — elliptische und stetige Bilinearform. Dann besitzt das
Minimierungsproblem

findewe K: Ju) < Jw) firalle vek
mit dem quadratischen Funktional J(v) = %a(v,v) — f(v) fiir jedes stetige Funktional f :

H — R eine eindeutige Losung u € IC .

Beweis: J ist nach unten beschrinkt, da aus der Elliptizitdt von a , der Stetigkeit von f und
nach Ergénzen zur Binomischen Formel

1

Jw) = §OZHUH2 = 17wl
_ 1 > AP
= golalll =P -,
A
- 2c
folgt. Sei {v,}nen eine Minimalfolge in K , so dass
(A.13) lim J(v,) — inf{J(v): ve K} =:c.

Mit der Elliptizitét der Bilinearform a(-,-) rechnet man leicht

Un + Um

a||vn - ’UmH2 S 4j(vn) + 4j(2}m) - 8‘-7( 2

)

nach. Da K konvex ist, gilt 7 (*»£%=) > ¢ und damit folgt wegen (A.13), dass [jv, — vp| — 0
fir n,m — oo . Also ist v, Cauchy—Folge in H und es existiert u := lim, o v, . Da K
abgeschlossen ist, gilt u € K . Die Stetigkeit von J impliziert schliefSlich

J(u) = nh_)noloj(vn) =inf{J(v): v € K},

also die Existenz einer Losung des Minimierungsproblems. Da der Grenzwert einer Cauchyfolge
eindeutig bestimmt ist, ist die Losung auch eindeutig. Der Beweis ist [Br|, S. 37 entnommen. O

A.4 Hindernisprobleme und lineare komplementéire Probleme

Eine spezielle Klasse freier Randwertprobleme bilden die sogenannten Hindernisprobleme. Hier
darf die Losung eine gegebene Hindernisfunktion nicht tiber— bzw. unterschreiten. Der a priori
unbekannte freie Rand des Problems, wird dann durch die Punkte gebildet, an denen die Losung
die Hindernisfunktion tangential beriihrt.

Im folgenden werden Hindernisprobleme und lineare komplementére Probleme definiert und es
wird gezeigt, dass sich Hindernisprobleme in linear komplementire Probleme umformulieren
lassen. Betrachte zur Veranschaulichung hierbei auch das einfache Beispiel 2.2.1 zu Beginn von
Kapitel 2.
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Definition A.4.1 (Hindernisproblem) FEin Hindernisproblem bezeichnet eine Variationsun-
gleichung

(A.14) findeuw e K: a(u,v—u) > f(v—u) firalevek
mit einer konvexen Menge K der speziellen Form
(A.15) K:={veH}Q): v(z)>g(x) firale zecQ}

gilt.
Die Funktion g beschreibt also eine (untere) Hindernisfunktion fiir die Losung. Analog sind
auch obere Hindernisse oder beidseitige Hindernisse moglich. Damit das Hindernisproblem A.4.1

wohldefiniert ist, muss g(z) <0 wegen K C H}(Q) fiir alle # € T' gelten, wobei I' den Rand
des Gebietes 2 bezeichnet.

Im folgenden wird gezeigt, dass sich Hindernisprobleme als lineare komplementire Probleme
formulieren lassen. Dazu sei u € H}(Q)) die Losung eines Hindernisproblems mit einer steti-
gen und elliptischen Bilinearform a(-,-) und mit f € L?(2) . Es sei u € H%()) angenommen.
Weiter sei A : H} () — H~! der Riesz—Operator, der (Au,v) = a(u,v) fiir alle v € H erfiillt.

Definition A.4.2 (Kontaktmenge) Die Menge K*®(u) :={x € Q: u(x) = g(x)} C Q wird
als Kontaktmenge der Funktion u bezeichnet.

Lemma A.4.3 Erfillt u e H}(QY) das Hindernisproblem A.4.1, dann gilt w> g und Au= f
fast iberall in der Menge K°(u):=Q\ K*®(u) .

Beweis: Die erste Behauptung folgt sofort wegen w € K. Ist x € K°(u), dann existiert eine
Kugel B,(r) mit Radius r und Mittelpunkt x und eine Funktion 7 € C§°(B,(z)) mit
n(z) >0 fiir x € B,)s(x) , so dass

u>g+mn firale z € B(x).

Fiir alle £ € C§°(B,/2(z)) gibt es daher ein € > 0, so dass
u+e>g+ %77 fiir alle z € B, j3().
Also ist v =u + €€ € K . Einsetzen in die Variationsungleichung aus (A.14) liefert
a(u,&) > f(§) fiir alle x € B, j5(x).
Da dies analog auch fiir —¢ gilt, folgt mit der Testfunktion v =u — €€ € K, dass umgekehrt

a(u,€) < f(€) fiir alle x € B,s(a)

gilt und damit Au= f in K°(u) . Der Beweis ist [KS] entnommen. O

Lemma A.4.4 Erfillt u € H(Q) das Hindernisproblem A.4.1, dann gilt w=g und Au > f
fast dberall in der Menge K*(u) .
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Beweis: Nach Definition der Kontaktmenge gilt u = ¢ fast iiberall in K®(u). Es sei ¢ €
C3°(K*(u)) eine nicht negative Testfunktion mit w+ ¢ > g . Einsetzen in die Variationsunglei-
chung aus (A.14) liefert

(Au— f, o) >0 firalle ¢ >0, p € C5°(K*(u)).
Damit folgt Au > f fast iiberall in der Kontaktmenge K*®(u).Der Beweis ist [KS] entnommen.

a

Definition A.4.5 (Lineares komplementires Problem) FEs seien A, B: H}(Q) — HL(Q)
zwei lineare Operatoren. Fin lineares komplementéires Problem bezeichnet ein Problem der Form

ﬁndeueHol(Q): Au-Bu=0, Au>0, Bu>0.

Mit Lemma A.4.3 und Lemma A.4.4 lisst sich das Hindernisproblem A.4.1 als ein lineares
komplementéres Problem formulieren.

Lemma A.4.6 Ist u € H*(Q) die Losung des Hindernisproblems A.4.1, dann erfillt u das
lineare komplementére Problem
(Au—f) (u—g)=0,
Au—f >0, u—g>0
fast diberall in €2 .

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus Lemma A.4.3 und Lemma A.4.4. O

Die Umkehrung von Lemma A.4.6 ist auch richtig. Dies wurde bereits in Abschnitt 2.2.3 gezeigt.
Dort erfolgt die Herleitung der variationellen Formulierung A.4.1 aus der linear komplementéren
Formulierung des Problems iiber partielle Integration.



136 A. Mathematische Grundlagen




Notation

Zur besseren Unterscheidung sind Vektoren generell fettgedruckt dargestellt. Bezeichnet u: 0 — R eine
Funktion, dann wird der Koeffizientenvektor von w bei Entwicklung in einer Basis der Linge n also

fettgedruckt mit u:= (uy,..

. upn)T bezeichnet.

Ungleichungen a < b von Vektoren a,b € R" sind generell komponentenweise als a; < b; fiir alle
i=1,...,n aufzufassen.

Allgemeine Bezeichnungen

QCR?
12(0)
<'7 >

Il 1lo
EQ

polygonales Gebiet im R?

Raum der iiber ) quadrat—integrierbaren Funktionen
L?-Skalarprodukt

induzierte L?-Norm

Raum der quadrat-integrierbaren Folgen mit der Norm || - |2

Sobolevraum von L2-Funktionen mit quadrat-integrierbaren
schwachen Ableitungen bis zur Ordnung m

Unterraum von H™ () mit verallgemeinerten Nullrandbedingungen
Sobolevnorm der Ordnung m

Sobolev—Seminorm der Ordnung m

Menge der Funktionen mit stetigen Ableitungen der Ordnung &
Unterraum von C*(Q) mit kompaktem Triiger
Supremumsnorm

endlich-dimensionale Rdume stiickweiser Polynome
mit Gitterweite h =277
Basis von S; mit Kardinalitéit n s

Interpolationsoperator

Raum der Splines der Ordnung % bzgl. der erweiterten Knotenfolge 73
i—ter Basis—B—Spline der Ordnung &

lineare Differentialoperatoren

nichtlinearer Differentialoperator

Trager der Funktion f

min{a, b}

max{a, 0}

kleinste ganze Zahl grofler oder gleich z € R

grofite ganze Zahl kleiner oder gleich z € R

2 < cy mit einer gitterweiten—unabhingigen Konstanten ¢ € R
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Bezeichnungen in Zusammenhang mit Optionen

Félligkeitszeitpunkt der Option
Ausiibungspreis der Option

Preis des Basiswertes in Abhéingigkeit vom Zeitpunkt ¢t € R
optimaler Ausiibungszeitpunkt einer Amerikanischen Option
Auszahlungsfunktion der Option in Abhéngigkeit vom Preis S des Basiswertes

Wert der Option zum Zeitpunkt ¢ € RT in Abhiingigkeit
vom Preis § € Rt des Basiswertes

konstanter Jahreszinssatz fiir eine sichere Anlage
Hohe der stetigen Dividende des Wertpapieres

Drift des stochastischen Prozesses S(t)
Volatilitdt des stochastischen Prozesses S(t)
eindimensionale standardisierte Brownsche Bewegung

Bezeichnungen in Zusammenhang mit Variationsungleichungen

J: HY(Q) —R quadratisches Variationsfunktional

a: HY(Q) x HY(Q) - R stetige, symmetrische und in H' positiv definite Bilinearform
0, f: HY(Q) - R lineare Funktionale

K c HY Q) konvexer Losungsraum

KnCSh, KyC Sy diskrete konvexe Losungsriume

g€ HY Q) obere bzw. untere Hindernisfunktion mit Koeffizienten g;

K*(w):={ze€Q: v(z) =g(x)} Kontaktmenge der Funktion v € H(Q)
KS(w):={ie{l,....,n;}: v, =g¢;} diskrete Kontaktmenge fiir die Entwicklungskoeffizienten

der Funktion v € S

KSw)={ie{l,....,ns}: v; #¢;} diskrete Menge der Koeffizienten ohne Kontakt

Bezeichnungen in Zusammenhang mit Finite—Elementen

veN
6 € [0,1]

AT
N+1eN
MeN

(Zeit—) Tterationszéhler

Parameter der Zeitdiskretisierung (0 = 0 : explizites Eulerverfahren,
6 = 1/2 : Crank—Nicholson Verfahren, § = 1 : implizites Eulerverfahren)

Zeitschrittweite
Anzahl der Zeitschritte der Diskretisierung
Anzahl der Ortsschritte der Diskretisierung

y: RxRT — R Losung der transformierten Randwertprobleme mit homogenen Randdaten

y” € Hj(R)
Y € Sh

A, B e R™*"

b e R"
w e R"

semidiskrete Losung im v—ten Zeitschritt
vollsténdig diskrete Losung im v—ten Zeitschritt

Steifigkeits— bzw. Massenmatrix
diskrete rechte Seite
Koeflizientenvektor der diskreten Losung yj/
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Bezeichnungen in Zusammenhang mit Relaxationsverfahren

veN
j €N

MY C Sy

mY €N
My c M¥

qu,j c MV

DV’J7 D*ViJ C span{u”’ﬂ}
UV;j c DV’j7v*7V’j c D*;V’j

w’/vj c Span{u’%j},

Sy
MO
SZV c Sy

Tg:S@HSE

Bezeichnungen in Zusammenhang mit Mehrgitterverfahren

0=0,...,J
J

Se C Sy CH&(Q)
Ay
Y C Sy

uu,[,m

vyeN

m, 12

S

P

er 2 Ser1 — Se

0+1
p, ot Se— S

Iterationszéhler
Zwischeniterationszahler

Menge der Suchrichtungen des Relaxationsverfahrens
im v—ten Iterationsschritt

Kardinalitdt von M"
Menge der Grobgitterfunktionen in MY

j—te Suchrichtung des Relaxationsverfahrens im v—ten Iterationsschritt

lokale approximierte Hindernisfunktionen

reduzierter Teilraum von Sy

reduzierte Menge an Suchrichtungen

an die Position der Kontaktmenge im v—ten Iterationsschritt
angepasste endlich—dimensionale Réume
Abschneideoperator zum Anpassen der Suchrichtungen

an die Position des freien Randes im v—ten Iterationsschritt

Mehrgitterlevel
feinstes Level

endlich—dimensionale Rdume mit Dimension n, zum Gitter A,
Gitter mit Gitterweite hy
Basis von Sy der Linge ny

Néherung im v—ten Zykel auf Ebene £ im m—ten Teilschritt
v = 1: V-Zyklus, v = 2: W-Zyklus
Anzahl der Vor— bzw. Nachglattungsschritte

Glittungsoperator

Projektionsoperator
Restriktionsoperator fiir den Defekt

Prolongationsoperator fiir die Korrektur

Verwendete Abkiirzungen

PSOR
MMG

TrMMG
MMG (einf)
TrMMG (einf)

MG

FAS
PFAS
PDPFAS

OGK

Projektives Gauss—Seidel-Verfahren

Monotones Mehrgitterverfahren mit optimaler Approximation
des Hindernisses ([Kol])

Abgeschnittene Version des monotonen Mehrgitterverfahrens
mit optimaler Approximation des Hindernisses ([Kol])

Monotones Mehrgitterverfahren mit einfacher Approximation
des Hindernisses ([Ma])

Abgeschnittene Version des monotonen Mehrgitterverfahrens
mit einfacher Approximation des Hindernisses

Mehrgitterverfahren fiir lineare partielle Differentialgleichungen
Mehrgitterverfahren fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen ([B])

Optimierter Grobgitterhindernis—Konstruktionsalgorithmus aus Satz 4.4.7

eindimensionale Losungsrdume lokaler Teilprobleme
approximative bzw. exakte Korrektur in Richtung von p*+

Projektive Variante des FAS Verfahrens fiir lineare komplementére Probleme ([BC])
Variante des PFAS Verfahrens mit schnellerer Konvergenz ([BC])
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