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1 Einleitung

Die Menge an hochdimensionalen Daten nimmt stetig zu. Moderne Informationstechnologien
machen es moglich, immer groflere Datenmengen zu erheben, zu speichern und zu versenden.
Der entscheidende Arbeitsschritt ist jedoch die Verarbeitung und Analyse, denn unser Interesse
gilt meist nicht den Daten selbst, sondern den in ihnen enthaltenen Informationen.

Hochdimensionale Daten sind beispielsweise Texte, Bilder, Finanzzeitreihen, Messwerte und
Umfrageergebnisse. Das digitalisierte Foto eines Autos wiirde auch dann noch Marke und Mo-
dell erkennen lassen, wenn einige Pixel beliebig veréindert wiirden. Offenbar ist die hochdi-
mensionale Darstellung eines Bildes als Vektor von Farbwerten robust in Hinblick auf kleine
Verdnderungen. Diese Robustheit ist gleichbedeutend mit Redundanz, denn die Stérung ein-
zelner Pixel veréndert nicht die Information, welches Auto dargestellt wird.

Diese Redundanz ist Ausdruck des Prinzips, dass hochdimensionale Daten intrinsisch nie-
derdimensional sein kénnen. Wiirden wir Kantenldngen und Volumen von Wiirfeln messen und
die Messwerte gegeneinander auftragen, so ldgen sie alle auf einer Kurve. Der funktionale Zu-
sammenhang zwischen beiden Groéflen fithrt dazu, dass die zweidimensionalen Datenpunkte auf
einer eindimensionalen Struktur liegen. Offenbar schridnken lineare und nichtlineare Zusam-
menhénge den Teilbereich des Raums ein, in dem sich Datenpunkte befinden kénnen.

Da im Hochdimensionalen unsere Intuition und Vorstellungskraft versagen, benotigen wir
numerische Verfahren, um Zusammenhénge in den Daten zu erkennen und zu beschreiben.
FEine niederdimensionale Projektion erméglicht neben der Visualisierung auch die effiziente
Weiterverarbeitung hochdimensionaler Daten. Der prominenteste Vertreter der Verfahren zur
Dimensionsreduktion ist die Hauptkomponentenanalyse oder Principal Component Analysis
(PCA). Da die PCA nur lineare Zusammenhénge erkennen kann, haben sich viele weitere
Verfahren etabliert. Bekannte Beispiele sind Multidimensional Scaling (MDS), Local Tan-
gent Space Alignment (LTSA), Sammons Nonlinear Mapping (SNM), Curvilinear Compo-
nent Analysis (CCA), Curvilinear Distance Analysis (CDA), Principal Manifolds, Kohonens
SOM, Generative Topographic Mapping (GTM), Locally Linear Embedding (LLE), Isomap,
Laplacian Eigenmaps und Kernel PCA. Einen Uberblick iiber die genannten Verfahren ge-
ben [HNS08, CP97, LV07].

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht eine modifizierte Formulierung des Generative Topogra-
phic Mapping, die eine problemangepasste Verwendung von Diskretisierungen und Quadra-
turregeln erlaubt und somit hoéhere Einbettungsdimensionen ermdoglicht. Die Grundannahme
des GTM ist, dass Datenpunkte im D-dimensionalen Raum von L latenten Variablen x =
(x1,...,2r) und einer Abbildung y : [0, 1]* — RP erzeugt worden sind. Der Hyperwiirfel [0, 1]*
wird hierbei auch als Latent-Space bezeichnet, da jedes x € [0,1]* die latenten Variablen
x1,...,xr in einem Vektor zusammenfasst. Mit dem Expectation-Maximization-Algorithmus
werden das Mapping y und die inverse Varianz ( optimiert, um die Wahrscheinlichkeitsdichte
der Daten moglichst gut zu rekonstruieren.
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Wir fassen an dieser Stelle die Beitrige dieser Arbeit zusammen:

o Wir formulieren das GTM mit einem gleichverteilten Latent-Space-Prior, so dass statt
endlicher Summen Integrale iiber [0,1]% entstehen. Durch angepasste Quadraturregeln
oder das Ausnutzen einer Produktstruktur des Integranden sind Effizienzsteigerungen
moglich. Das klassische GTM geht mit der Wahl einer bestimmten Quadraturregel aus
dieser Formulierung hervor.

e Wir verallgemeinern das GTM-Funktional auf allgemeine Dichten im Datenraum und
beschreiben ein mit dem EM-Algorithmus vergleichbares Minimierungsverfahren — jedoch
ohne die Verwendung von stochastischen Begriffen.

e Wir beschreiben und implementieren ein Sparse GTM, das Diinngitterinterpolation zur
Diskretisierung der Komponentenfunktionen von y und Diinngitterquadratur zur Integra-
tion iiber den Latent-Space verwendet. Die Anzahl von Quadraturpunkten und Freiheits-
graden reduziert sich von O(h~1) auf O(h~!- (logh~1)¥~!), wobei h die Maschenweite in
eine Koordinatenrichtung bezeichnet. So wird bei fixer Latent-Space-Dimension der so-
genannte ,,Fluch der Dimension“, das heisst die exponentielle Abhéingigkeit der Laufzeit
von L, bis auf den log h~!-Term aufgehoben. Die Approximationsgiite verschlechtert sich
hierbei lediglich um einen logarithmischen Faktor (log h~1)l~!, siehe [BG04, GGIS].

e Wir entwickeln die theoretischen Grundlagen fiir ein Low-Rank GTM, bei dem die Kom-
ponentenfunktionen von y mit

ya(x) =Y _ s ] gti(as)

r=1 i=1

diskretisiert werden. Hierbei sind die Funktionen gfii selbst wieder Unbekannte, sie-
he [BGMO09].

e Wir entwickeln und implementieren ein Low-ANOVA GTM mit
D
Y(x) =Y vaga(zyq)
d=1

und orthonormalen {vd}gzl. Mit dieser Diskretisierung zerfallen alle L-dimensionalen
Integrale in Produkte von eindimensionalen Integralen, und die exponentielle Abhén-
gigkeit der Laufzeit von der Latent-Space-Dimension wird vollstéindig aufgehoben. Das
Mapping y hat zwar signifikant weniger Freiheitsgrade als bei anderen Diskretisierungen,
es kénnen jedoch noch Nichtlinearitdten in den Daten erfasst werden. Somit liegt die
Méchtigkeit des Low-ANOVA GTM zwischen der PCA und dem klassischen GTM.

e Wir beschreiben und implementieren ein GTM, das statt klassischer Gaufl-Kerne

2
X—-Yy
Kx.y) = oxp (_n : H2>

g



die p-Gauf3-Kerne

kp(x,y) = exp (_d(XvY)p>

ob
mit d(z,y) = || - ||, verwendet. In [FWVO05] wird nachgewiesen, dass sich mit p-GauB-
Kernen und d(z,y) = || - ||2 in hohen Dimensionen Lokalitét herstellen ldsst. Wir weisen

dieses Resultat auch fiir unsere Metrik nach.

e Wir konstruieren mit dem GTM einen Klassifikator. Mit diesem zeigen wir experimentell
Wechselwirkungen zwischen hochdimensionalem Rauschen und der intrinsischen Dimen-
sion von Daten.

Im Folgenden geben wir einen kurzen Uberblick iiber den Aufbau der Arbeit: In Kapitel 2
diskutieren wir die Erwartungen an ein Verfahren zur Dimensionsreduktion und stellen die
Principal Component Analysis und das GTM vor. Unterabschnitte iiber density modelling und
den Expectation-Maximization-Algorithmus erlautern die Hintergriinde des Generative Topo-
graphic Mapping. In Kapitel 3 behandeln wir den Zusammenhang zwischen der Maximum-
Likelihood-Bestimmung und der Minimierung der Kullback-Leibler-Divergenz von Modell und
empirischer Verteilung. Dies ist die Grundlage fiir die Definition unseres GTM-Funktionals, des-
sen Minimierung wir erldutern. In Kapitel 4 stellen wir die Quadratur und die Interpolation auf
diinnen Gittern in allgemeiner Form vor. Wir kldren, inwieweit die Voraussetzungen fiir deren
Anwendung auf das GTM gegeben sind. Wir beschreiben die einzelnen Minimierungsschritte
in Pseudocode. Nachdem wir auf numerische Aspekte der GTM-Implementierung eingegangen
sind, stellen wir den Bezug zwischen dem Regularisierungsoperator und Hilbertrdumen mit
reproduzierendem Kern her. Die Kapitel 5 und 6 behandeln die Low-Rank und Low-ANOVA
Diskretisierungen fiir das Mapping y. Die Verwendung der euklidischen Norm || - || oder ih-
rem Quadrat ist in hohen Dimensionen problematisch, da der sogenannte ,,Concentration-of-
Measure“-Effekt auftritt. In Kapitel 7 stellen wir das Prinzip der Lokalitdt vor, und weisen nach,
dass dies bei unseren p-Gauf3-Kernen gegeben ist. Wir beschreiben die Implementierung der p-
Gauf3-Kern GTM. Schliefflich folgt das Kapitel 8 mit numerischen Experimenten. Wir testen
unsere GTM-Varianten mit verschiedenen synthetischen Datensétzen und Beispielen aus der
Literatur. Wir konstruieren einen Klassifikator und zeigen, dass mit der Literatur vergleichbare
Erkennungsraten erreicht werden.

Es ist mir eine besondere Freude, an dieser Stelle den Personen, die mich bei der Erstellung
dieser Arbeit unterstiitzt haben, meinen Dank auszusprechen.

Zuallererst moéchte ich mich bei meinem Betreuer Prof. Dr. Michael Griebel bedanken. Sein
Engagement, Vorlesungen iiber spezielle Themen fiir einen kleinen Zuhorerkreis zu halten, und
die intensive Betreuung meiner Arbeit waren sehr motivierend. Ohne die vielen Anregungen,
Diskussionen und Literaturempfehlungen wiren viele Erkenntnisse nicht entstanden. Des Wei-
teren mochte ich mich bei Priv.-Doz. Dr. Marc Alexander Schweitzer fiir die Ubernahme des
Zweitgutachtens bedanken.

Die Atmosphére in der Arbeitsgruppe war sehr gut, und bei Fragen und fiir Diskussionen
standen mir die Tiiren aller Mitarbeiter offen. Mein besonderer Dank gilt Christian Feuersénger,
der mich sehr unterstiitzt und mit mir seine Erfahrungen im Bereich der Datenanalyse geteilt
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hat. Nahezu alle Abbildungen in dieser Arbeit habe ich mit seinem PGFPLOTS-Paket erstellt.
Bei Bastian Bohn und Jens Oettershagen mdochte ich mich fiir das Korrekturlesen der Ar-
beit und viele unterhaltsame und fachliche Gespriche bedanken. Die ausgezeichneten Arbeits-
bedingugen am Institut fiir Numerische Simulation und der interessante Austausch auf den
Blockseminaren 2007 und 2009 haben ebenfalls zum Erfolg dieser Arbeit beigetragen.
Schliefllich m&chte ich meinen Eltern meine grofle Dankbarkeit fiir ihre vielfaltige Unterstiit-
zung ausdriicken.



2 Dimensionsreduktion

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Aspekte der Dimensionsreduktion dargestellt. In
Inhalt und Aufbau ist es an die ersten Kapitel von [LV07] angelehnt.

2.1 Aufgaben der Dimensionsreduktion

Wie bereits in der Einleitung beschrieben wurde, ist das Ziel der Dimensionsreduktion die Re-
duzierung von Redundanzen. Eine optimale Methode sollte tiber folgende Fahigkeiten verfiigen:

1. Bestimmung der Anzahl der latenten Variablen,
2. Einbettung der Daten zur Dimensionsreduktion und
3. Einbettung der Daten zur Bestimmung der latenten Variablen.

In den folgenden Unterabschnitten werden wir die einzelnen Punkte genauer beschreiben. Auch
wenn wir das Generative Topographic Mapping erst in Abschnitt 2.3 ausfiihrlich vorstellen
werden, erwidhnen wir bereits an dieser Stelle, ob es die entsprechende Funktionalitéit bietet.

2.1.1 Bestimmung der Anzahl der latenten Variablen

Zu Beginn der Analyse hochdimensionaler Daten muss die intrinsische Dimensionalitéit be-
stimmt werden. Sie steht stellvertretend fiir die Anzahl der latenten Variablen, die die Daten
generiert haben, kann jedoch auch gebrochene Werte annehmen. In [LV07] werden unterschied-
liche Dimensionsbegriffe motiviert, namlich die Konzepte der topologischen Dimension, der
fraktalen Dimension und der g-Dimension. Letztere hat als Spezialfille die Kapazititsdimen-
sion, die Informationsdimension und die Korrelationsdimension. Diese Dimensionsbegriffe sind
nicht Gegenstand dieser Arbeit. Fiir den Begriff der Korrelationsdimension verweisen wir auf
die Arbeit von Grassberger und Procaccia [GP83].

Das Generative Topographic Mapping stellt keinen Mechanismus zur Dimensionsschéitzung
zur Verfiigung, sondern erwartet eine Vorgabe fiir die Anzahl L von latenten Variablen. L ist
somit ein Hyperparameter und sollte mit Sorgfalt gewahlt werden, denn eine Unterschéitzung
der intrinsischen Dimension fiihrt in der Regel zu schlechten Ergebnissen.

2.1.2 Einbettung der Daten zur Dimensionsreduktion

FEine niedrige intrinsische Dimension P der Daten legt nahe, dass eine topologische Struktur
vorliegt und der Datenraum nicht komplett ausgefiillt wird. In diesem Fall méchten wir die
Daten in einen niederdimensionalen Raum einbetten, der besser ausgefiillt wird. Ziele hierbei
sind
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e cine bessere Visualisierung der Daten,
e cine kompaktere Repréisentation und
e cine effizientere Weiterverarbeitung.

Um Daten mit einer niedrigen intrinsischen Dimension P einzubetten, miissen mehrere Annah-
men gemacht werden. Zum einen miissen die Daten auf einer P-dimensionalen Struktur liegen,
zum anderen muss es moglich sein, sie in einen Raum einzubetten, dessen Dimension n&her
an P als an D ist. Beides ist nicht zwingend der Fall, da P global bestimmt wird, und lokal
moglicherweise nicht gilt.

Eine niederdimensionale Einbettung muss die Struktur der Mannigfaltigkeit, auf der die Da-
ten liegen, respektieren. Lee und Verleysen klassifizeren in [LV07]| Verfahren danach, ob sie
paarweise Absténde oder die Topologie der Daten erhalten. Der Erhalt der Topogie beschrankt
sich auf qualitative Aussagen der Art ,Punkt A ist ndher an Punkt B als an Punkt C“, die meist
den relevanten Anteil der Abstandsfunktion darstellen. Das GTM l#sst sich eindeutig den topo-
logieerhaltenden Verfahren zuordnen, und die Einbettung der Daten zur Dimensionsreduktion
ist seine zentrale Anwendung.

2.1.3 Einbettung zur Bestimmung der latenten Variablen

Dimensionsreduktion fithrt in erster Linie zu einer Reduzierung der Variablen, die die Daten
beschreiben. Die Bestimmung oder Wiederherstellung der latenten Variablen geht hingegen
etwas weiter. So kann beispielsweise die statistische Unabhéngigkeit der latenten Variablen
gefordert werden, und das Verfahren muss dies bei der Bestimmung der niederdimensionalen
Représentation der Daten berticksichtigen.

Die latenten Variablen des GTM sind unabhéngig identisch und uniform auf [0, 1] verteilt.
Insofern ermittelt dieses Verfahren in der Regel nicht die richtigen latenten Variablen. Aller-
dings bietet das Low-ANOVA GTM aus Kapitel 6 eine dhnliche Nebenbedingung: Das Modell
nimmt an, dass sich der Datenraum in orthogonale Unterrdume zerlegen ldsst, zwischen de-
nen keine statistischen Abhingigkeiten bestehen. Diese Annahme hat jedoch eine deutliche
Einschrankung des Modells zur Folge.

2.2 Principal Component Analysis

Die Principal Component Analysis ist eines der &dltesten und bekanntesten Verfahren fiir mul-
tivariate Datenanalyse und Data Mining. Die PCA wurde von Pearson im Rahmen einer bio-
logischen Anwendung Anfang des letzten Jahrhunderts eingefiihrt, siche [Pea0l]. Davon un-
abhéngig wurde die PCA fiir stochastische Prozesse von Karhunen entwickelt und von Loeéve
generalisiert, siehe [Kar46, Loe48].

2.2.1 Modell und Berechnung

Das Modell der PCA nimmt an, dass die D-dimensionalen Datenpunkte oder Samples 7 =
{t1,...,tn} aus einer linearen Transformation von L latenten Variablen hervorgegangen sind,



2.2 Principal Component Analysis 7

die wir in dem Vektor x = (z1,... ,:UL)T zusammenfassen. Mit der entsprechenden Matrix
W e RP*L gilt dann

t=Wx.
Wir nehmen fiir die latenten Variablen (z1,...,x L)T eine Gauf3-Verteilung an, aber auch eine

Gleichverteilung ist moéglich. Entscheidend ist die Spaltenorthogonalitit von W, das heisst sie
muss WIW = I erfiillen. Durch eine einfache Translation erreichen wir, dass die Beobach-
tungen um den Nullpunkt zentriert sind, also dass E [t] = 0 gilt, und nehmen dies auch fiir die
latenten Variablen an.

Die Frage der Skalierung der Datenraumdimensionen ist von besonderer Wichtigkeit. Sollte
eine Dimension fiir eine Lénge stehen, kénnen wir diese in Metern oder Millimetern angeben,
erwarten von der PCA jedoch das gleiche Ergebnis. Dies ist jedoch nur dann der Fall, wenn wir
vor der eigentlichen PCA die Datenraumdimensionen normieren, das heisst durch ihre jeweilige
Standardabweichung teilen. Hier miissen jedoch zwei Aspekte beachtet werden:

e Eine Variable mit Standardabweichung 0 kann so nicht behandelt werden.

e Wenn eine Variable mit geringer Standardabweichung verrauscht wird, hat das Rauschen
einen hohen Anteil an ihrer Standardabweichung. Das Rauschen kann durch die Normie-
rung verstirkt werden, was besonders nachteilig ist, da die PCA diese Dimension auf-
grund ihrer Unabhéngigkeit von den anderen Raumdimensionen als besonders signifikant
einschétzen wiirde.

Man kann die PCA {iber verschiedene Minimierungskriterien motivieren. Wir entscheiden
uns fiir die statistische Perspektive von Hotelling, siche [Hot33]. Durch die Unkorreliertheit der
latenten Variablen ist die Kovarianzmatrix

Cy=E [XXT]

diagonal. In der Regel gilt diese Unkorreliertheit fiir die Beobachtungen oder Datenpunkte
nach der Achsentransformation mit der Matrix W nicht mehr. Das Ziel der PCA ist nun, die
unkorrelierten latenten Variablen zu rekonstruieren. Es gilt

Cy=E[tt"] =E [Wxx"W'] = WE [xx"| W = WC,W".
Mit WITW = I; kénnen wir
Cy=wicw (2.1)

folgern. Durch eine Eigenwertzerlegung der symmetrischen Matrix C'y erhalten wir
Cy=VAVT,

wobei V' eine Matrix mit normierten Eigenvektoren {vag}é,):1 und A eine Diagonalmatrix mit
den entsprechenden Eigenwerten Ay in absteigender Reihenfolge ist. Gleichung (2.1) wird durch
Einsetzen zu

Cx=WIVAVTW. (2.2)

Unter der Annahme, dass das PCA-Modell vollstéindig erfiillt wird, sind nur die ersten L Ei-
genwerte {)\}szl grofler als 0. Des Weiteren miissen die Spalten von W im Spann der ersten L
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Spalten von V' liegen. Wir setzen
W =VIpxp,

was zu

Cy=1I1xpAlpyy,

bzw. zu

Cx = diag(A1,...,A1,0,...,0)

fithrt. Offenbar sind die Eigenwerte in A die Varianzen der latenten Variablen. Nun haben wir
die Modellparameter der PCA vollstéindig bestimmt.

In den allermeisten Féllen werden die Daten nicht vollstdndig dem PCA-Modell entsprechen.
Hierfiir bestehen mehrere Griinde:

e Die einzelnen Dimensionen der t-Vektoren koénnen verrauscht sein.

e Die Verteilung der t-Vektoren folgt dem PCA-Modell, aber der Ubergang zur empirischen
Verteilung der Samples {tn}nN:1 verursacht einen Fehler.

e Die niederdimensionalen Strukturen, auf denen sich die Daten befinden, sind nicht linear.

Die genannten Punkte fithren dazu, dass es kaum 0-Eigenwerte gibt. Der beschriebene Lésungs-
weg bleibt jedoch giiltig, wenn wir uns auf die grofiten Eigenwerte beschrinken. Wenn wir die
Varianz von t als

D
ol :=tr(Cy) = Z)\d
d=1

definieren, so erhalten wir eine Losung, die die mit L latenten Variablen erfassbare Varianz
maximiert. In [LVO07] wird gezeigt, dass die PCA ebenfalls den quadratischen Rekonstruktions-
fehler minimiert.

2.2.2 Fahigkeiten

Der Erfolg der PCA ist nicht nur der Einfachheit des Verfahrens, sondern auch der breiten
Anwendbarkeit geschuldet. Tatséchlich werden alle drei der in Abschnitt 2.1 beschriebenen
Fahigkeiten umgesetzt.

Bestimmung der Anzahl der latenten Variablen

Wenn das PCA-Modell vollsténdig respektiert wird, sind D — L der D Eigenwerte der Kova-
rianzmatrix Cy gleich 0. Wie wir bereits wissen, ist dies hiufig nicht der Fall. Um Rauschen
von den latenten Variablen zu unterscheiden, muss die Varianz des Rauschens kleiner sein als
die Varianz der Daten. In diesem Fall kénnen wir das Spektrum heranziehen: Wir plotten die
Eigenwerte {)\d}(?:l in absteigender Reihenfolge und suchen nach einer Sprungstelle, wo sich
die ,,groflen* von den ,kleinen“ Eigenwerten trennen lassen. Die groflen Eigenwerte entsprechen
hierbei den latenten Variablen, die kleinen dem Rauschen.

Sollte es sehr viele latente Variablen geben, die nur teilweise eine hohere Varianz als das
Rauschen haben, ist es immer noch moglich, die Dimension so zu reduzieren, dass ein moglichst
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grofler Anteil der Varianz erhalten bleibt. Um beispielsweise 95% der Varianz zu erhalten,
wéahlen wir L minimal, so dass

L
0.95 < @
A
d=1"d
gilt.
Letzten Endes sind die beschriebenen Methoden heuristisch und haben nur dann Aussage-

kraft, wenn die Daten aus einem PCA-Modell stammen. Dennoch muss die Anzahl der latenten
Variablen nicht vorgegeben werden, sondern wird vom Verfahren geschétzt.

Einbettung der Daten zur Dimensionsreduktion

Nachdem die Anzahl der latenten Variablen bestimmt worden ist, kann ein Datenpunkt t durch

x:=IppV't (2.3)

in den Raum der latenten Variablen projiziert werden. Diese Darstellung entspricht einem
Basiswechsel und dem Entfernen der D — L am wenigsten wichtigen Raumrichtungen.

Einbettung zur Bestimmung der latenten Variablen

Neben der Dimensionsreduktion kann die PCA auch die latenten Variablen separieren. Dies
geschieht in Formel (2.3) durch die Multiplikation mit V7.

Es wurde vorausgesetzt, dass die Beobachtungen aus einer Rotation von GauB-verteilten
latenten Variablen hervorgehen. Diese strengen Voraussetzungen kénnen etwas abgeschwécht
werden: Es ist ausreichend, fiir die Spalten von W Orthogonalitéit statt Orthonormalitéit zu
fordern. In diesem Fall werden die latenten Variablen bis auf Permutation und Skalierungsfak-
toren korrekt bestimmt. Wenn W eine beliebige Matrix ist, kann die PCA immer noch latente
Variablen entlang orthogonaler Richtungen bestimmen.

Da die Kumulanten hoherer Ordnung wie beispielsweise Schiefheit (3. Ordnung) oder Wol-
bung (4. Ordnung) fiir gaufische Variablen gleich 0 sind, erzielen wir auf diese Weise vollsténdig
unabhéngige latente Variablen. Bei anderen Verteilungen miissen diese Kumulanten jedoch be-
riicksichtigt werden, sieche [CA02, HKOO1].

2.2.3 Beispiele

Im ersten Beispiel ziehen wir 2000 Zufallsvektoren x = (21, 22)”, wobei 1 und xo unabhiingig
GauB-verteilt mit Erwartungswert 2 und Varianzen 0% = 4 und o3 = 1 sind. Sie werden mit
der Matrix

w=|-

SIFSS
=8l |-
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in den R3 abgebildet. Mit Hilfe der Hauptkomponentenanalyse kénnen wir sowohl die W-
Matrix als auch die Varianzen o7 und o3 schétzen. Die Ergebnisse sind

~ 0.5811 0.7040
W = 105736 —0.7102
0.5773 —0.0031

mit den Varianzen 67 = 3.9553 und 65 = 1.0023. Abgeschen vom Schiitzfehler stimmen die
ermittelten Varianzen mit denen der latenten Variablen iiberein. Auch die orthonormalen Rich-
tungen der W -Matrix entsprechen bis auf das Vorzeichen den tatséchlichen Modellparametern.
Die Datenpunkte und der rekonstruierte Latent-Space sind in Abbildung 2.1 zu sehen.

\ 4+ 8

2, |

g 0| .

&2

921 i

—4* | | | 1

-5 0 5
I

Abb. 2.1: GauB-verteilte Zufallsvariablen erzeugen mit einem PCA-Modell die links dargestell-
ten Datenpunkte t € R3. Mit der Hauptkomponentenanalyse konnen die latenten
Variablen x € R? rekonstruiert werden (rechts).

In einem zweiten Beispiel gehen wir nicht mehr von Gauf-verteilten Zufallsvariablen aus.
Stattdessen nehmen wir an, dass x; auf [0,2] und zo auf [0,1] uniform verteilt sind. Wir
verwenden die Abbildungsmatrix

1 03
w=1|[03 1],
0 1

um die Zufallsvektoren in den R? abzubilden. Wir lassen hier die Orthonormalitéitsbedingung
fiir die Spalten von W fallen. Offenbar entspricht dieser Datensatz nicht dem PCA-Modell,
eine Hauptkomponentenanalyse ist dennoch anwendbar. Die Schiatzung auf der Basis von 2000
Samples ergibt
—0.8970  0.3853
W = | -04128 —0.5552
—0.1579 —0.7371

mit den Varianzen 67 = 0.4194 und &3 = 0.1315. Die geschiitzten Varianzen passen nicht zu
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den latenten Variablen, was in Anbetracht der Tatsache, dass sie nicht normalverteilt und die
Spalten von W nicht orthonormal sind, nicht anders zu erwarten ist. Die Richtungen von w
liegen jedoch innerhalb der zweidimensionalen Ebene, die von W aufgespannt wird. Anhand
der niederdimensionalen Projektion der Datenpunkte in Abbildung 2.2 ist erkennbar, dass die
rekonstruierten latenten Variablen nicht unabhéngig sind wie im ersten Beispiel. Wir stellen
fest, dass sich die Hauptkomponentenanalyse mit kleinen Abstrichen auf allgemeine lineare
Strukturen anwenden l&sst.

Z2
o

T

!

—0.5| R

Abb. 2.2: Bei uniform verteilten latenten Variablen erkennt die PCA die Hauptachsen in den
Datenpunkten t € R? (links) und kann sie in den R? einbetten (rechts).

Nun stellen wir noch eine intrinsisch zweidimensionale Struktur vor, die in [LVO07] als Bench-
mark verwendet wird, und unter dem Namen ,Swiss Roll“ bekannt ist. In Abbildung 2.3 se-
hen wir, dass die Hauptachsenanalyse die Swiss Roll nicht erkennt. Die Struktur wird nicht
»abgerollt“, sondern die to-Richtung geht einfach verloren. In der Folge liegen Punkte nahe
beieinander, deren Absténde auf der Struktur gemessen sehr grofl sind. Diese Schwéche der
PCA motiviert Verfahren, die mit Nichtlinearititen umgehen konnen, wie beispielsweise das
Generative Topographic Mapping.

2.3 Generative Topographic Mapping

Das Generative Topographic Mapping (GTM) wurde 1996 von Bishop, Svensén und Williams
verdffentlicht, sieche [BSW98b]. Es verwendet wie die PCA ein Modell, das davon ausgeht, dass
sich die Daten mit einer kleinen Anzahl latenter Variablen beschreiben lassen. Im Gegensatz
zur PCA sind jedoch auch nichtlineare Transformationen der latenten Variablen moglich.

Ausgangspunkt fiir das GTM war der Self Organizing Map (SOM)-Algorithmus, siehe Ko-
honen [Koh82]. Dieser Algorithmus hat seinen Ursprung in der Neurobiologie und fasst eine
Menge von Datenvektoren {tn}f:[:l im D-dimensionalen Raum zu einer Menge von Referenz-
vektoren zusammen, die in der Regel auf einer zweidimensionalen Struktur liegen. Das GTM
iiberwindet einige Nachteile der SOM:

e Das Fehlen einer Kostenfunktion,
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Abb. 2.3: Die Struktur der Swiss Roll (links) und ihre zweidimensionale Einbettung mit der
PCA (rechts).

e das Fehlen einer theoretischen Basis fiir die korrekte Wahl der Nachbarschafts- und Lern-
parameter,

e das Fehlen eines allgemeinen Konvergenzbeweises und

e die Tatsache, dass keine Wahrscheinlichkeitsverteilung im Datenraum definiert wird.

2.3.1 Density Modelling

Das density modelling wurde 1994 von MacKay ausfiirlich beschrieben, siehe [Mac95]. Es kon-
struiert mit Hilfe der latenten Variablen eine Dichte im Datenraum. Durch die Anwendung des
Satz von Bayes erhalten wir unter der Annahme eines Priors eine echte Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf dem Raum der Modellparameter.

Seien wie bisher 7 = {t1,...,tn} eine endliche Menge von unabhéngig identisch verteilten
Samples im R?. Wir méchten nun einen Parametersatz 6 bestimmen, der mit unserem Modell
eine Dichte im Datenraum erzeugt, die zu den Samples passt. Es liegt nahe, die Likelihood

L(0) = p(T | 0)

zu maximieren. Im Fall von Samples, die unabhéngig identisch verteilt sind, gilt fiir die Log-
Likelihood

N N
L(0) :=log L(6) = logp(T | 6) =log [ [ p(tn | 6) = logp(tn | 6). (24)
n=1 n=1

An dieser Stelle verwenden wir ein klein geschriebenes p(-), da wir fiir Samples aus einem
kontinuierlichen Modell keine Wahrscheinlichkeit, sondern nur eine Wahrscheinlichkeitsdichte
angeben konnen. Ein anderer Aspekt von einer endlichen Menge von Samples ist, dass soge-
nanntes ,,Overfitting” auftreten kann: In diesem Fall passt sich das Modell den Beobachtungen
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so weit an, dass die Ergebnisse auf anderen Samples der gleichen Verteilung schlechter werden.
Dies kann durch einen Prior p(6) verhindert werden, der jedem Parametersatz — unabhéngig
von den Daten — eine Wahrscheinlichkeitsdichte zuordnet.

Durch Anwendung des Satz von Bayes

p(T | 9)p(0)
p(T)

erhalten wir zu gegebenen Daten eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Raum der Modell-
parameter, was bei der Penalized-Likelihood-Maximierung nicht der Fall ist. In den meisten Fal-
len sind wir am Modus dieser Verteilung interessiert. Fiir die sogenannte Maximum-a-Posteriori
(MAP)-Bestimmung auf dem Raum der Modellparameter gilt

p@|T)= o L(0)p(0)

Oopt = argmaxp(f|7T)
0
= argmaxlog L(0)p(0)
0

= arggnax(ﬁ(@) +logp(6)).

Hier sehen wir die Verbindung zur Penalized-Likelihood-Maximierung, denn S(6) := logp(6)
konnen wir als den Regularisierungsterm auffassen, der unerwiinschte Parametersitze bestraft
und somit Overfitting vermeidet.

In [Mac95] werden zwei Griinde angefiihrt, warum die Verwendung des Satz von Bayes trotz
dieser Aquivalenz vorteilhaft ist:

e Durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Raum der Modellparameter ist es mog-
lich, die Unsicherheit des Ergebnisses zu bestimmen.

o Ublicherweise wird der Regularisierungsterm S() mit einem Vorfaktor A gewichtet, zu
dessen Bestimmung Kreuzvalidierung notig ist. Es ist prinzipiell moglich, diese Proze-
dur durch eine weitere Anwendung des Satz von Bayes zu ersetzen, um den optimalen
Vorfaktor zu bestimmen.

In [GHO8] wird darauf hingewiesen, dass das Lebesgue-Mafl auf unendlichdimensionalen Pa-
rameterrdumen nicht definiert ist, und in diesem Fall bei der MAP-Bestimmung keine giiltige
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Prior angegeben werden kann. In der Praxis sind die Para-
meterrdume in der Regel endlichdimensional, in der Theorie ist dieser Einwand jedoch relevant,
beispielsweise fiir Konvergenzresultate.

Im Folgenden zdhlen wir die Komponenten auf, mit denen wir unser density modelling ein-
deutig beschreiben kénnen.

e Die Anzahl der latenten Variablen L:
L ist damit auch die Dimension des Latent-Space, also des Raums der latenten Variablen
in vektorieller Schreibweise.

e Der Prior auf dem Latent-Space p(x):
Hierbei ist x € R” ein Zufallsvektor.
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e Die Abbildung zwischen Latent-Space und Datenraum y : R — RP:
Sie ist stetig und sollte moglichst glatt sein. Die Dimensionsreduktion wird erst durch diese
Verbindung zwischen den L- und D-dimensionalen Ra&umen erméglicht. Dieses Mapping
wird vollstdndig durch den Parametersatz 6 bestimmt, so dass y(x) eine Abkiirzung fiir
y(x;0) darstellt.

e Die Fehlerfunktion Gy, (x,0) = log p(t, | x,0):
Sie fiithrt eine Rauschkomponente in das Modell ein. Mit ihr kann auch der Posterior im
Latent-Space

p(tn | x,0)p(x) _ exp(Gn(x,0))p(x)

p(x ‘ tnae) = p(tn | 9) - p(tn | 9)

bestimmt werden, wobei

bt 6) = [ pita | x.0)p(x)dx (2.5)

die Normalisierungskonstante ist.

e Der Optimierungsalgorithmus:
Dieser bestimmt argmax,p(f | 7). In der Praxis wird dies mit der Maximierung der
Log-Likelihood, zum Beispiel durch Gradientenabstieg auf dem Ausdruck (2.5) erreicht.

Im Folgenden stellen wir vor, wie die Elemente des density modelling im Fall des GTM
aussehen.

e Die Fehlerfunktionen G, (x,6) sind so gewihlt, dass p(t | x,0) eine in y(x) zentrierte
Gauf3-Verteilung mit inverser Varianz ( ist. Der Parameter 8 héngt wie das Mapping y
von 6 ab, so dass [ eine abkiirzende Schreibweise fiir 5(6) ist. Es gilt also

Pt ] x.0) ~ N (y(x),671)

bt %) = (1) exp (=St~ vl

Eine andere Betrachtungsweise ist, dass die Fehlerfunktionen GG, bis auf Konstanten dem
quadrierten euklidischen Abstand zwischen jeweils einem Datenpunkt und dem Bild eines
Punktes aus dem Latent-Space unter y entsprechen. Dies ist nicht unproblematisch, da der
sogenannte Concentration-of-Measure-Effekt zu unintuitivem Verhalten der euklidischen
Norm in hochdimensionalen Rédumen fiihrt, siche [Ver02]. Eine alternative Norm wird in
Kapitel 7 dieser Arbeit vorgestellt.

oder

Nl|s]

e Der Prior im Latent-Space hat die Gestalt
K
1 0, wenn x # X;
P = D0k x) =14 Z
— X, Wenn X = X;.

Hierbei diirfen die Latent-Space-Samples {Xl}fi 1 nicht mit den latenten Variablen (z1, ...,z )r
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verwechselt werden, ein Sample x; € R” beschreibt den Zustand von allen latenten Varia-
blen. Die Menge {x;}* | ist auf einem Gitter auf [0, 1]* angeordnet, weshalb wir zukiinftig
mit Latent-Space [0, 1]* und nicht R” meinen.

Den Prior p(x) als Summe von Dirac-Deltas zu wihlen, hat den Vorteil, dass das Inte-
gral (2.5) in eine Summe zerfillt, also

n|9 Z n|Xzy

=

gilt. Die Log-Likelihood (2.4) hat dann die Gestalt

N 1 K
= Zlog (K Zp(tn | xi,O)) .
n=1 i=1

Hier wird deutlich, dass das GTM ein constrained mixture model ist: Die Datendichte wird
durch K Gauf3-Kerne approxmiert, die in ihrer Bewegungsfreiheit durch das Mapping y
eingeschrankt sind. Genau diese Einschrinkung fithrt dazu, dass die Topologie der Daten
in der L-dimensionalen Projektion weitestgehend erhalten bleibt.

e Das Mapping ¥ : [0,1]* — R diskretisieren wir durch ein lineares Modell

y(x) = Wo(x),

wobei W € RP*M und &(x) = (¢1(x),...,du(x))" gilt. Die ¢j(x) : [0,1]Y — R sind
in der Regel nichtlineare Basisfunktionen. In [BSW98b, Sve98] werden Gaufi-Kerne als
Basisfunktionen vorgeschlagen, die um eine Teilmenge der {xz}fi 1 zentriert sind. Die
Abstimmung von der Anzahl der Basisfunktionen, deren Varianz ¢ und der Anzahl K
an Gitterpunkten ist entscheidend fiir eine erfolgreiche Dimensionsreduktion.

e Als Optimierungsalgorithmus wird der Expectation Maximization (EM)-Algorithmus ein-
gesetzt. Diese Wahl ist typisch fiir ein mizture model von Gaufl-Kernen. In dem folgenden
Unterabschnitt 2.3.2 wird der EM-Algorithmus einschliefilich eines Konvergenzbeweises
vorgestellt.

2.3.2 Expectation Maximization-Algorithmus

Der EM-Algorithmus wird eingesetzt, um bei gegebenen Werten der Zufallsvariablen Z eine
Likelihood-Maximierung der Modellparameter 8 durchzufithren. Hierbei seien Y und Z diskrete
Zufallsvariablen, die in den Raum S abbilden. Beabsichtigt ist eine kompakte oder instruktive
Darstellung von Z durch die Variable Y. Die folgende sehr allgemeine Darstellung ist angelehnt
an [NH98] und wird zu einem spéteren Zeitpunkt auf das GTM angewandst.

Die gemeinsame Verteilung von Y und Z sei mit 6 parametrisiert. Fiir Z hat die Randver-
teilung die Gestalt

P(z|0) Z P(y,z | 0),

yes
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wobei z € S gilt. Zu gegebenem z € S suchen wir das 0, welches £(0) = log P(z | ) maximiert.
Der EM-Algorithmus wird mit einem () initialisiert und wiederholt fiir s = 1,2, ... folgende
Schritte:

e E-Schritt:
Bestimme die Verteilung p®) (y),y € S fiir Y mit

p(y) =P (y | 279(571)) :

e M-Schritt:
Bestimme 6) als das 6, welches

E, [log P (y,z | 0)]
maximiert.

Der E-Schritt entspricht hierbei der Ermittlung der wahrscheinlichsten Verteilung fiir Y, wih-
rend der M-Schritt eine Maximum-Likelihood-Bestimmung des Parameters 6 durchfiihrt. Das
Verfahren setzt voraus, dass die Bestimmung des optimalen 6 unter der Annahme einer vorge-
gebenen Y-Verteilung einfach ist. Im Folgenden werden wir beweisen, dass in jeder Iteration
die Log-Likelihood £(#) erhoht wird.

Definition 2.1 (EM-Funktional). Sei p die Verteilung von Y und € ein Parametersatz. Wir
definieren das EM-Funktional

F(n,0) := Ey [log P(y, 2 | 0)] + H(p), (2.6)

wobei H(u) = —E, [log u(y)] die Entropie der Zufallsvariablen Y mit Verteilung s ist, siehe
zum Entropiebegriff auch Abschnitt 3.1.

Bis auf das Vorzeichen entspricht die Funktion F der Helmholtzschen freien Energie, die eine
wichtige Rolle in der statistischen Physik spielt. Wenn wir bei dieser Interpretation bleiben,
entsprechen die physikalischen Zusténde den Werten von Y, wéhrend die Energie eines Zustands
—log P(y, z | ) ist. Die folgenden beiden Lemmata geben Eigenschaften von F wieder, die
bekannten Fakten aus der statistischen Physik entsprechen:

e Die Boltzmann-Verteilung iiber die Zustdnde minimiert die freie Energie und
e die freie Energie hingt mit dem Logarithmus der kanonischen Zustandssumme zusammen.

Lemma 2.2. Fir festes 6 ezistiert eine eindeutige Verteilung von'Y, die F(u,6) mazimiert.
Sie ist durch pg(y) = P(y | z,0) gegeben und hingt stetig von 0 ab.

Beweis. Die Losung py des Maximierungsproblems befindet sich an einem kritischen Punkt
von F(u,0) mit der Nebenbedingung 3 .o po(y) = 1 und kann mit Hilfe eines Lagrange-
Multiplikators gefunden werden. Hierbei steht der Gradient von F normal auf der durch die
Nebenbedingung definierten Oberfléiche, so dass ein festes A existiert mit

oOF
Ope(y)

(po,0) =log P(y, z | 0) —log pg(y) — 1
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fiir alle y € S. Wir folgern, dass die py(y), welche F(+, §) maximieren, proportional zu P(y, z | 6)
sind. Die Normalisierung Zye s to(y) = 1 ergibt, dass pg(y) = P(y | 2,0) als einzige Losung in
Frage kommt. Wenn P(y, z | ) stetig von € abhingt, gilt dies auch fiir pg(y). O

Lemma 2.3. Sei u(y) = P(y | 2,0). Dann gilt F(u,0) =log P(z | ).
Beweis.

F(p,0) = log P(y,z | 0)] + H(n)
log P(y, z | 0)] — Ey, [log P(y | z,0)]

lOgP(y,Z ‘ 9) —IOgP(y ‘ 279)]

I
= &5+
T T =

Nun koénnen wir fiir den EM-Algorithmus eine alternative Formulierung wéhlen:

e E-Schritt:
Setze u(®) auf das u, welches

Fp, 07Y)
maximiert.
e M-Schritt:
Setze (%) auf das 6, welches
F(u),0)

maximiert.

Satz 2.4. Die Iterationen sind dquivalent zu dem E- und M-Schritt der klassischen Formulie-
TUNG.

Beweis. Dass die E-Schritte dquivalent sind, ist eine direkte Folge von Lemma 2.2. Dass die
M-Schritte gleich sind, folgt daraus, dass der Entropieterm H(u) in Gleichung (2.6) nicht von
6 abhingt, und somit E, [log P(y, z | #)] wie im M-Schritt der ersten Formulierung maximiert
wird. O

In dieser Formulierung ist es offensichtlich, dass der Algorithmus mit Ausnahme von Sattel-
punkten zu den p* und 6* konvergiert, die F lokal maximieren. Der folgende Satz stellt den
Bezug zu L(#) her.

Satz 2.5. Wenn F(u,0) ein lokales Mazimum bei p* und 0* hat, hat auch L(0) ein lokales
Mazimum bei 0*. Fir ein globales Mazimum p* und 6* hat auch L£(0) ein globales Mazimum

bei 0*.

Beweis. Durch die Kombination der Lemmata 2.2 und 2.3 erkennen wir, dass £(0) = log P(z |
0) = F(pe,0) fur beliebige 6 gilt. Insbesondere gilt dies fiir £(6%) = F(up~,0") = F(u*,0%).
Um zu zeigen, dass 0* ein lokales Maximum von £ ist, miissen wir zeigen, dass in der Néhe
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kein 67 existiert mit £(67) > £(6*). Wire dem so, wiirde F(uf,0") > F(u*,6*) gelten, wobei
pl = pgt ist. Da ug stetig von @ abhingt, miisste u! in der Umgebung von p* liegen, was ein
Widerspruch zur lokalen Maximalitidt von F(u*,6*) ist. Der Beweis fiir das globale Maximum
erfolgt analog und kommt ohne Stetigkeitsforderung aus. O

2.3.3 Umsetzung des EM-Algorithmus

Nachdem in Unterabschnitt 2.3.2 der EM-Algorithmus in allgemeiner Form dargestellt wurde,
wird er nun auf das GTM-Modell aus Unterabschnitt 2.3.1 angewendet. Anzumerken ist, dass
der EM-Algorithmus zunéchst keinen Prior iiber die Modellparameter 6 beriicksichtigt, obwohl
dieser im GTM-Modell fiir die Anwendung des Satz von Bayes notwendig ist. Wir stellen den
zundchst unregularisierten GTM-Algorithmus aus [BSW98b] vor und verweisen darauf, dass
sich der Regularisierungsterm problemlos in den M-Schritt integrieren lasst.

Zur Ubersichtlichkeit werden in der folgenden Tabelle 2.1 die verwendeten Bezeichner zu-
sammengefasst.

Bezeichner | Bedeutung

D Dimension des Datenraums
L Dimension des Latent-Space
X L-dimensionaler Punkt im Latent-Space
t D-dimensionaler Datenpunkt im Datenraum
N Anzahl der Datenpunkte
M Anzahl der Basisfunktionen
K Anzahl der Gitterpunkte im Latent-Space

oj(x) Basisfunktion ¢; : [0, ¥ - R

d(x) Basisfunktionsvektor (¢1(x), ..., dar(x))"

y(x) Mapping von x in den Datenraum
w Parametermatrix fiir Mapping y(x) = W®(x) mit W € RP*M
I} Inverse Varianz des Rauschens vom Bild von y
0 Modellparameter, die die Matrix W und die inverse Varianz (3 festlegen

Tabelle 2.1: Bezeichner und ihre Bedeutung im GTM-Kontext

Folgende Schritte setzen das GTM in der klassischen Form um:

e Initialisierung s = 0:
Zu Beginn muss ein 0(©) bestimmt werden. Hierzu fithren wir eine PCA auf den Daten
durch und initialisieren y(®) so, dass das Bild y©) ([0, - ) eine Hyperebene im Datenraum
ist, die sich entlang der L Hauptachsen mit der gréfiten Varianz orientiert. Die inverse
Varianz 59 sollte sich in der gleichen Gréfenordnung wie die Varianzen des PCA-Modells
bewegen.

e E-Schritt s — s+ 1:
Zu gegebenen Modellparametern 0(*) werden die Posterior-Verteilungen der latenten Va-
riablen bestimmt. Sie werden beim GTM Responsibilities genannt. Fiir den Datenpunkt t,,
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und Vektor x; im Latent-Space gilt

p(tn | Xiag(S))
Soi p(tn | xi,69)

RO (t,,%;) = (2.7)

e M-Schritt s+ 1:
Auf Grundlage der Posterior-Verteilungen R()(t,,,-) kénnen nun die Parameter §(5+1),
also ytY und BT | eindeutig bestimmt werden. Die Log-Likelihood mit eingesetzten
Responsibilities hat die Gestalt

N K
LrOUT) =33 " RO (t,, %) log p(tn | x;,0¢T). (2.8)

n=11=1

Die Abbildung y¢*1) l4sst sich in diskretisierter Form durch die Parametermatrix W (s+1)

beschreiben. Einsetzen in Formel (2.8) und Ableiten nach jedem Matrixeintrag fithrt zur

Gleichung
Z Z RO (t0,%:) (WD (x) — 1, ) @7 (x1) = 0,

n=1 i=1

welche sich auch als Matrixgleichung
o’'Gew! = ®"RT (2.9)

schreiben lésst. Hierbei ist ® eine K x M-Matrix mit (®);; = ¢;j(z;), T eine N x D-
Matrix mit (T'),, = (tn),, R eine K x N-Matrix mit (R);, = R)(t,,x;) und G eine

K x K-Diagonalmatrix mit
N

(Gii = Y R (tn,x,).

n=1

B+ 15sst sich anschlieend mit

K
s+1) ZZlR(S)(tn;Xi)

2

‘ W(erl)q)(Xi)

exakt bestimmen.

2.3.4 Niederdimensionale Projektion

Es gibt zwei Moglichkeiten, einen Punkt t, € R” in den Latent-Space einzubetten:

e Mean-Projektion
Wir projizieren t,, auf den Erwartungswert seiner Posterior-Verteilung im Latent-Space,
also

Ex | t,,0] = prl|tn,9 X; = ZRtn,xZ
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e Mode-Projektion
Wir projizieren t,, auf einen Punkt x; € [0,1]* im Latent-Space, wobei wir i mit

argmax R(tp,x;)
i

bestimmen.

2.4 Einordnung von Verfahren

In Abschnitt 2.1 sind mégliche Funktionalitéiten von Verfahren zur Dimensionsreduktion vorge-
stellt worden. In diesem Abschnitt behandeln wir weitere charakteristische Eigenschaften, die
Verleysen in [LV07] beschreibt, und ordnen die PCA und das GTM entsprechend ein.

2.4.1 Harte oder weiche Dimensionsreduktion

Probleme, in denen die Daten hunderte oder sogar tausende Dimensionen haben, erfordern
eine ,harte Dimensionsreduktion“ (hard dimensionality reduction). Zu dieser Klasse gehoren
Klassifizierungs- und Mustererkennungsprobleme im Zusammenhang mit Bildern oder Sprache.
Die PCA ist wegen ihres simplen Modells und den wenigen Parametern hierfiir sehr gut geeignet.

,Weiche Dimensionsreduktion® (soft dimensionality reduction) wird bei Daten verwendet, die
nicht zu hochdimensional sind. Bei den einzelnen Koordinaten der Daten handelt es sich in der
Regel um verschiedene Variablen mit eindeutiger Interpretation. Das GTM ist der ,weichen
Dimensionsreduktion* zuzurechnen.

2.4.2 Traditionelles oder generatives Modell

Das Modell eines Verfahrens beschreibt die Verbindung zwischen latenten und beobachteten
Variablen. Es ist bemerkenswert, dass die Verbindung in zwei Richtungen gehen kann: von den
latenten zu den beobachteten Variablen oder von den beobachteten zu den latenten. Letzte-
re Verbindung ist h&ufiger und intuitiver: Wir méchten aus den Beobachtungen die latenten
Variablen rekonstruieren.

Generative Modelle (generative models) hingegen modellieren die Beobachtungen als eine
Funktion der latenten Variablen. Dieser etwas komplexere Ansatz ist ndher am Prozess, wie
Daten tatséichlich generiert werden. Es ist jedoch nétig, abwechselnd die latenten Variablen und
die Beobachtungen zu betrachten, um die Modellparameter zu bestimmen. Wie man bereits
am Namen erkennt, gehort das Generative Topographic Mapping dieser Verfahrensklasse an.
Dies gilt auch fiir die PCA, wobei hier die Bestimmung der Modellparameter einfach ist.

2.4.3 Lineares oder nichtlineares Modell

Die Verfahren zur Dimensionsreduktion lassen sich unterteilen in solche, deren Modelle linear
sind, und solche, deren Modelle auch Nichtlinearititen in den Daten erfassen konnen.

Die PCA ist ein Beispiel fiir ein lineares Verfahren. Als solches hat es den Vorteil, dass die
Anzahl der Modellparameter klein ist. Die Projektion von D-dimensionalen Daten auf eine
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L-dimensionale Ebene hat O(L - D) Parameter und wird bereits durch L + 1 Datenpunkte
eindeutig bestimmt.

Das GTM ist als nichtlineares Verfahren wesentlich méchtiger, was jedoch auch einige Nach-
teile mit sich bringt. Das GTM hat eine wesentlich hohere Anzahl von Parametern, die in der
Regel exponentiell von L abhéngt. Dies bedeutet zum einen einen hohen Rechenaufwand und
zum anderen, dass wesentlich mehr Datenpunkte zur Parameterbestimmung erforderlich sind.
Zudem fithrt die Arbeit mit Nichtlinearitdten in aller Regel dazu, dass das Verfahren nur lokale
Optima findet.

2.4.4 Kontinuierliches oder diskretes Modell

Wiéihrend einige Modelle ein kontinuierliches Mapping zwischen latenten Variablen und Beob-
achtungen erzeugen, existieren andere, die eine Abbildung nur auf einer endlichen Menge von
Punkten bestimmen. Die PCA und das GTM erzeugen beide ein kontinuierliches Mapping. Die
SOM [Koh82] hingegen hat ein diskretes Modell.

Ein kontinuierliches Modell ist insofern wiinschenswert, als dass man die Ergebnisse auf Da-
tenpunkte iibertragen kann, die nicht bei der Bestimmung der Modellparameter beteiligt waren.
Waihrend bei der PCA und dem GTM jeder beliebige Punkt mit dem konstruierten Mapping
eingebettet werden kann, miissen bei diskreten Verfahren neue Punkte mit Hilfe bereits be-
kannter Punkte interpoliert werden. Eine Besonderheit in Bezug auf das GTM ist, dass zwar
ein kontinuierliches Mapping existiert, der Latent-Space dennoch durch die {xl}fi | diskret ist.

2.4.5 Implizites oder explizites Mapping

Dieses Kriterium héngt eng mit dem vorherigen Punkt zusammen. Ein explizites Mapping gibt
fiir jeden Datenpunkt seine niederdimensionale Reprisentation an. Das PCA und das GTM hin-
gegen konstruieren ein implizites Mapping, da die Modellparameter eine Abbildung definieren
und nicht explizit fiir jeden Datenpunkt seine niederdimensionale Darstellung angeben.

Verfahren zur Vektorquantisierung sind prinzipiell explizit, bilden jedoch wieder eine eigene
Klasse, da sie mehreren Datenpunkten eine gemeinsame niederdimensionale Projektion zuord-
nen.

2.4.6 Integrierte oder externe Bestimmung der Dimensionalitat

In Abschnitt 2.1.1 wurde bereits auf die Fihigkeit, die Anzahl der latenten Variablen L zu
bestimmen, eingegangen. Die allermeisten Verfahren wie auch das GTM sind nicht in der Lage,
eine Dimensionsschétzung vorzunehmen, und erwarten L als einen externen Hyperparameter.
Die PCA bildet hier eine Ausnahme, da sie anhand der Eigenwerte der Kovarianzmatrix die
Anzahl der latenten Variablen bestimmen kann. Dies wurde bereits in Unterabschnitt 2.2.2
beschrieben.

Bisher wurden die Begriffe ,,Anzahl latenter Variablen“ und ,intrinsische Dimensionalitat“
als Synonyme gebraucht. Die Anzahl latenter Variablen des Verfahrens entspricht der Einbet-
tungsdimension, diese muss jedoch nicht gleich der intrinsischen Dimension der Daten sein.

e Wenn die Einbettungsdimensions kleiner als die intrinsische Dimensionalitéit der Daten
ist, erzeugt dies in der Regel ,schlechtere” Ergebnisse. In einigen Féllen ist dies dennoch
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sinnvoll, zum Beispiel wenn eine zwei- oder dreidimensionale Darstellung zur Visualisie-
rung erwiinscht ist.

e Die Einbettungsdimension sollte grofler als die intrinsische Dimensionalitdt der Daten
sein, wenn in den Daten Nichtlinearitdten enthalten sind, die das Modell nicht anders
auflésen kann. Die PCA konnte beispielsweise einen Kreis im R? nicht als eindimensionale
Struktur erkennen, sondern wiirde zwei latente Variablen benttigen, um ihn verlustfrei
rekonstruieren zu kénnen.

2.4.7 Geschichtete oder eigenstandige Einbettung

Bei einer ,, geschichteten Einbettung® (layered embedding) sind zwei Einbettungen mit den Di-
mensionen L und L’ in den ersten min(L, L’) Dimensionen identisch. Dies bedeutet, dass jede
Einbettung von D-dimensionalen Daten mit L Dimensionen durch eine D-dimensionale Ein-
bettung und dem Entfernen der letzten D — L Dimensionen erzielt werden kann. Dies ist
charackteristisch fiir spektrale Methoden, und auch die PCA ist dieser Klasse zuzuordnen: Das
Hinzunehmen oder Entfernen von Dimensionen betrifft die restlichen Dimensionen nicht, weil
die Hauptachsen orthogonal sind.

Andere Verfahren, das GTM eingeschlossen, miissen in der Regel fiir verschiedene Einbet-
tungsdimensionen neu gestartet werden.

2.4.8 Ein oder mehrere Koordinatensysteme

Dimensionsreduktion bedeutet nicht zwingend, dass htherdimensionale Daten in genau ein Ko-
ordinatensystem eingebettet werden. Moglicherweise gibt es verschiedene Bereiche in den Daten
mit unterschiedlich hoher intrinsischer Dimensionalitéit. Es ist auch denkbar, dass zwei Modelle
je eine Halfte der Daten perfekt erkldren konnen, jedoch keines deren Gesamtheit. Hier hilft
das Aufteilen der Daten und die Einbettung in verschiedene niederdimensionale Koordinaten-
systeme.

Gerade bei der PCA ist dies empfehlenswert, da das Modell sehr restriktiv ist, aber auf li-
nearen Teilbereichen der Daten sehr gute Ergebnisse erzielt. Das Verfahren einer lokalen PCA
wird in [KL97] dargestellt. Auch fiir das GTM existieren Erweiterungen auf mehrere Koordi-
natensysteme, siche beispielsweise [TNO1].

2.4.9 Optionale oder erforderliche Vektor-Quantisierung

Bei einer sehr groflen Datenmenge kann es ratsam sein, die Dimensionsreduktion mit einer
kleineren Menge von reprisentativen Beobachtungen durchzufithren. Auf diese Weise soll bei
wesentlich geringerem Rechenaufwand die Verteilung der Punkte im Datenraum weitestgehend
erhalten bleiben.

Der wiinschenswerte Fall, dass mehr Daten als benotigt vorliegen, tritt in der Realitédt eher
selten auf. Deshalb wird die Vektor-Quantisierung meist nicht durchgefiithrt. Bei der SOM
hingegen ist sie Teil des Verfahrens.
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2.4.10 Batch- oder Online-Algorithmus

Es wird zwischen Batch- und Online-Algorithmen unterschieden. Fiir den Lernprozess verlangt
ein Batch-Algorithmus, dass alle Datenpunkte vorliegen, wihrend Online-Algorithmen eine
bestehende Losung um neue, bisher unbekannte Datenpunkte ergénzen kann. Das GTM ist den
Verfahren mit Batch-Algorithmen zuzurechnen, wobei in [BSW98a] eine inkrementelle Variante
beschrieben wird. Die PCA verwendet ebenfalls einen Batch-Algorithmus, obwohl auch Online-
Varianten existieren.

2.4.11 Exakte oder approximative Optimierung

Ob exakt oder approximativ optimiert wird, hingt eng mit dem Batch- oder Online-Charakter
eines Verfahrens zusammen. Batch-Algorithmen verwenden meist eine algebraische Prozedur,
mit der sich die Losung in geschlossener Form angeben lassen kann. Hierbei ist die gefundene
Losung exakt, das heisst optimal. Die PCA ist hierfiir ein Beispiel.

Bei Online-Algorithmen wird meist eine stochastische Gradientenmethode verwendet, wie sie
auch in [Mac95] beschrieben wird. Diese Verfahren haben mitunter keine garantierte Konver-
genz, und sind somit der approximativen Optimierung zuzurechnen. Allerdings kénnen die
Online-Varianten zu Batch-Varianten mit garantierter Konvergenz modifiziert werden, sie-
he [RM51]. Das Problem, dass nur ein lokales Optimum gefunden wird, bleibt jedoch bestehen.

Approximative Verfahren sind den exakten in Hinblick auf die Komplexitéit der Zielfunktion
iiberlegen. Wahrend sich die Modellparameter der PCA exakt und schnell bestimmen lassen,
hat das GTM wesentlich mehr Freiheitsgrade und kann Nichtlinearitéiten erkennen — zu dem
Preis, dass der Rechenaufwand hoher ist und die Losung meist nur lokal optimal ist.

2.4.12 Das zu optimierende Kriterium

Die wohl wichtigste Charakteristik eines Verfahrens ist das bei der Dimensionsreduktion op-
timierte Kriterium. Die Dimensionsreduktion folgt meistens geometrischen Erwégungen: Man
nimmt an, dass die verrauschten Datenpunkte auf einer niederdimensionalen Struktur oder
Mannigfaltigkeit liegen. Um diese Mannigfaltigkeit unabhéngig vom verwendeten Koordina-
tensystem zu charakterisieren, werden relative Beziehungen zwischen den Datenpunkten be-
trachtet. Es gibt zwei grofle Klassen von Verfahren, je nachdem welche Art von Beziehung
beriicksichtigt wird.

e Ein Kriterum ist, dass die paarweisen Absténde der Punkte bei der niederdimensionalen
Projektion weitestgehend erhalten bleiben. Hierdurch werden wesentliche Eigenschaften
der Mannigfaltigkeit auch im Niederdimensionalen beibehalten. Da die PCA neben der
Dekorrelation auch den quadratischen Rekonstruktionsfehler minimiert, gehort sie in diese
Kategorie.

e Das GTM hingegen ist den topologieerhaltenden Verfahren zuzuordnen. Wie wir bereits
in Abschnitt 2.1 beschrieben haben, beschrinken sich diese auf qualitative Aussagen
der Art ,Punkt A ist niher an Punkt B als an Punkt C“. Der entscheidende Vorteil
des GTM gegeniiber vielen abstandserhaltenden Verfahren ist, dass nicht der direkte
Abstand zweier Punkte entscheidend ist, sondern die relativen Abstinde der Punkte auf
der Mannigfaltigkeit.
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So wie wir das GTM in Abschnitt 2.3 vorgestellt haben, ist es zur zwei- oder dreidimensiona-
len Einbettung hoherdimensionaler Daten gut geeignet. Es existieren jedoch auch spezifische
Einschriankungen, die je nach Anwendung relevant sein kénnen.

e Wie in Unterabschnitt 2.3.1 bereits erwahnt wurde, hat der Prior iiber die Modellparame-
ter nur fiir endlich diskretisierte Mappings y eine Dichte. Dies ist in der Praxis unproble-
matisch, ldsst jedoch keine Formulierung mit einem unendlichdimensionalen Funktionen-
raum fiir y zu.

e Die derzeitige Formulierung enthélt nicht viel Theorie zur richtigen Diskretisierung von y
und zum Latent-Space Prior p(x). In [BSW98b] wird darauf hingewiesen, dass die Latent-
Space-Samples {xz}fi 1 als Monte-Carlo-Approximation aufgefasst werden kénnen. Zudem
sollen ,,O(100)“ Punkte im 20-Abstand vom Zentrum der Gauf-Basisfunktionen liegen.
Mit diesen Erfahrungswerten werden gute Ergebnisse erzielt, sie verlieren jedoch beim
Ubergang zu anderen Diskretisierungen und Quadraturformeln ihre Giiltigkeit.

e Die Maximum-Likelihood-Formulierung erwartet eine endliche Menge von unabhéngig
identisch verteilten Samples. Es wére interessant, das GTM auch fiir kontinuierliche Wahr-
scheinlichkeitsdichten im Datenraum zu formulieren.

e Die Anzahl der Gitterpunkte im Latent-Space K skaliert exponentiell mit der Latent-
Space-Dimension L. Dies spielt bei der zweidimensionalen Visualisierung noch keine Rol-
le. Sollte die Dimensionsreduktion ein Vorverarbeitungsschritt fiir ein anderes Verfahren
sein und Daten drei- oder hoherdimensional einbetten, wird dies im Hinblick auf die
Laufzeitkomplexitit schwierig.

Bevor wir eine modifizierte Formulierung des GTM vorschlagen, fassen wir die relevanten
Ergebnisse zusammen. In Unterabschnitt 2.3.1 wurde das GTM stochastisch iiber die MAP-
Bestimmung oder die Penalized-Likelihood-Maximierung motiviert. In Unterabschnitt 2.3.2
wurde gezeigt, dass der Expectation-Maximization-Algorithmus im Grunde ein Funktional
F(u,0) maximiert. Lemma 2.3 stellt den Bezug zwischen diesem Funktional und der Log-
Likelihood her.

In Abschnitt 3.1 werden wir zeigen, dass eine Maximierung der Log-Likelihood im Wesent-
lichen der Minimierung der Kullback-Leibler-Divergenz von Beobachtungen und GTM-Modell
entspricht. Dies motiviert die Definition des GTM-Funktionals als Summe von Kreuzentropie
und Regularisierungsterm. In Abschnitt 3.2 werden wir ein Minimierungsverfahren fiir dieses
Funktional vorstellen, welches eine deterministische Variante des EM-Algorithmus darstellt.
Dies ermoglicht uns

e die Verwendung des Mafles p im Datenraum statt einer endlichen Menge von Samples,

25
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e die Verwendung einer uniformen Verteilung im Latent-Space statt eines reguliren Gitters
und

e eine iiberwiegend deterministische statt einer rein stochastischen Formulierung, wodurch
theoretische Resultate aus der Funktionsrekonstruktion und numerischen Integration an-
wendbar werden.

Das bisherige GTM geht bei der entsprechenden Wahl der Quadraturregel und der Basisfunk-
tionen aus dieser Formulierung hervor, es werden jedoch effizienzsteigernde Modifikationen
moglich.

3.1 Kullback-Leibler-Divergenz und Maximum-Likelihood

Ein sehr grundlegendes Konzept der Informationstheorie ist die Entropie einer Zufallsvariablen.
Mit der Entropie wird die mittlere Uberraschung iiber den Ausgang eines Zufallsexperiments
gemessen. Im Folgenden erstellen wir eine zusammenfassende Ubersicht, fiir eine umfangreiche
Darstellung sei auf [Sha06] verwiesen.

Definition 3.1 (Entropie im Diskreten). Es sei (€2, A, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeits-
raum und X : 2 — S eine Zufallsvariable. Die Entropie von X ist

H(X):=-Y P(X =s)log P(X = s) = —E[log P(X = s)].
seS

Definition 3.2 (Entropie im Kontinuierlichen). Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und X : © — R eine Zufallsvariable mit Verteilung u. Hierbei sei p absolut stetig beziiglich des
Lebesgue-Mafles. Dann ist die Entropie von X

H(X):=—-E, [logdpu].

Wie bereits angedeutet wurde, wird mit der Entropie die Unsicherheit iiber den Ausgang
eines Zufallsexperiments gemessen. Eine hohe Entropie bedeutet in diesem Kontext maximale
Ungewissheit oder ein hohes Mafl an Uberraschung, eine niedrige Entropie einen fast sicheren
Ausgang des Experiments. Trotz der augenscheinlichen Ahnlichkeit unterscheiden sich die dis-
krete und die kontinuierliche Entropiedefinition deutlich im Wertebereich. Fiir endliche S liegt
die Entropie in [0, log | S]], firr kontinuierliche Rdume in (—o0, 0].

Das Konzept der Entropie ldsst sich verallgemeinern zur Kullback-Leibler-Divergenz oder
relativen Entropie, die die Uberraschung relativ zu einer bekannten Verteilung misst. Falls das
Zufallsexperiment exakt dieser Verteilung folgt, ist die relative Entropie gleich 0. Sie wéchst
mit steigender Diskrepanz zwischen Annahme und Beobachtungen. Man spricht man von einer
,Divergenz“, weil sie nicht symmetrisch ist.

Definition 3.3 (Kullback-Leibler-Divergenz). Seien i, v zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
wobei v absolut stetig beziiglich p ist (v < ). Dann bezeichnet

dv
D(ullv) = —E, {log dﬂ]
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die Kullback-Leibler-Divergenz von v und p. Falls v < p nicht gilt, ist D(ul|v) := oc.
Lemma 3.4. D(ullv) > 0. D(p||lv) =0 gilt genau dann, wenn v = p fast dberall.
Beweis. Wegen der Jensenschen Ungleichung gilt

dv

dv
D(pllv) = —-E, [log d,u] > —logE, [d,u] = —log1=0.

Bei Gleichheit ist g—z fast sicher konstant, was den zweiten Teil des Lemmas beweist. ]

Sind g und v Verteilungen auf dem R mit Dichtefunktionen p(t) und ¢(t), so gilt

D) = [ pieytog 2 ae (3.1)
— [ powoeptdt -~ [ pt)losatt)at (3.2)

RD RD
= 1) = [ p(t)loga(dt (3.3)

Diese Form des Abstands zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsdichten ist ein Speziallfall der
Csiszar-Divergenz, wie sie in [AS06] beschrieben wird.

Definition 3.5 (Csiszar-Divergenz). Sei h : R — R eine konvexe linksseitig stetige Funktion,
und p und ¢ zwei Wahrscheinlichkeitsdichten auf RP. Dann ist die Csiszér-Divergenz definiert

. Ch(p,q) = /RD p(t)h <;28> dt.

Offenbar ergibt sich die Kullback-Leibler-Divergenz aus der Csiszar-Divergenz mit h(§) =
—log ¢. Die Kullback-Leibler-Divergenz mit vertauschten Parametern ergibt sich aus h(§) =
Elog&. Mit dieser Verallgemeinerung des Divergenz-Begriffs ist die Mdoglichkeit verbunden,
bestehende Verfahren mit anderen Divergenzen auf neue Aufgabengebiete anzuwenden. Der
Kullback-Leibler-Divergenz kommt jedoch eine besondere Bedeutung zu, weil sie eng mit der
Log-Likelihood verbunden ist.

Die MAP-Methode aus Unterabschnitt 2.3.1 fithrt zu dem zu maximierenden Funktional

FO) = logp(T | 0) (3.4)
N
— Y logp(ta |0)+ logp(8) —logp(T). (3.5)
n=1 — ~——

Regularisierung  Konstante
Log-Likelihood

Sei vy die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Datenraum mit Dichte gg(t), die das GTM mit
Parametersatz 6 erzeugt. Zusétzlich sei u die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Datenraum, die
wir durch die empirische Verteilung der Samples

1 N
N Z dt,, ()
n=1
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approximieren wollen. Die empirische Verteilung ist nicht absolut-stetig beziiglich des Lebesgue-
MasBes, wir konnen jedoch eine Wahrscheinlichkeitsdichte f(t) angeben, die diese Summe von
Punktmaflen beliebig genau annéhert, so dass

/ £(8) log go(t ——Zlogge (3.6)

gilt. Die durch f erzeugte Verteilung nennen wir ps. Die Gleichung (3.3) ergibt mit Einsetzen
von (3.5) und (3.6)

N
1
D(psllve) + H(pus) =~ —NZIOgg(;(tn) (3.7)
~~—— n—1
Konstante
1 N
= —NZlogp(tn|0) (3.8)
n=1
— _Lro+ Liogpo) — 2 10ep(T) (3.9)
= -y v logp v logp(T). :
- Regularisierung Konstante

An der Zeile (3.9) erkennen wir, dass eine Maximierung der Bayesschen Formulierung des GTM
eine Minimierung der regularisierten Kullback-Leibler-Divergenz von GTM-Dichte und Daten-
raumdichte ist. Diese Dichterekonstruktion ist neben der Penalized-Likelihood-Maximierung
und der Bayesschen Formulierung eine dritte Perspektive auf das GTM.

3.2 GTM-Funktional

Der vorherige Abschnitt motiviert die Definition des folgenden zu minimierenden GTM-Funk-
tionals.

Definition 3.6 (GTM-Funktional). Sei p die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Datenpunkte.
Das GTM mit Parametersatz 6 erzeuge die Verteilung vy mit Dichte go(t) im Datenraum. Wir
definieren das GTM-Funktional

() = — /R loggo(t)du(t) + A-S(6) (3.10)

Regularisierung

Kreuzentropie

Die Kreuzentropie entspricht hierbei D(u|lvg) + H ().

Der bisherige Prior p(x) = + Zfil 0x, (x) ist gitterartig angelegt. Ein Nachteil dieser Kon-
struktion ist die exponentielle Abhingigkeit von der Dimension des Latent-Space, denn die
Anzahl der x; skaliert exponentiell mit der Raumdimension L. Wir verwenden nun eine uni-
forme Verteilung, die auch der Grenzwert der Gitterverteilungen unter schwacher Konvergenz
ist:

1, wennx € [0,1]F

p(x) = {0 sonst.
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Definition 3.7 (GTM-Dichte). Der Parametersatz 6 definiere ein Mapping v : [0, 1]% — RP
und eine inverse Varianz (3. Die GTM-Dichte im Datenraum zum Parameter 6 ist

att) = () : [ e (=51t~ weol? ) ax (3.11)

Wir setzen nun die Dichte des GTM aus Definition 3.7 in das GTM-Funktional ein. Aus-
serdem verwenden wir nicht mehr die Notation 6 fiir die Modellparameter, sondern schreiben
zukiinftig ¥y und (§ aus. Es folgt

Gy /R g /[O e (51 - wGol? ) axduto (3.12)

—ElogQ——i-)\ S(y). (3.13)

In dieser Form ldsst sich G nicht gut minimieren. In Lemma 2.3 des EM-Algorithmus wur-
de der Zusammenhang zwischen dem Logarithmus der kanonischen Zustandssumme und der
Helmholtzschen freien Energie hergestellt. Eine dhnliche Umformung rechnen wir nun im Kon-
tinuierlichen nach. Zunéchst benttigen wir die Definition 3.8.

Definition 3.8 (Responsibilities). Wir definieren eine Funktion R : RP x [0, 1]% — (0, c0), die
jedem Datenpunkt t € R seine Posterior-Verteilung im Latent-Space zuordnet.

exp (~3lly(x) - ¢]2)
R(t,x) := (3.14)
S exp (= 3lly(x) = t]12) ax
Satz 3.9. Das GTM-Funktional lisst sich umformen zu

o~ 5 ly()—t|| e~ 5 ly)—t|?
/ / log dxdp(t)
D S04 fio €72 16—t g Joare® SIyC) =P e

LB ~ 5yt )
/ / —— ly(x) — tl*dxdu(t)
P J0E fio e Sy (<) =412 g/

——log2—+)\ S(y).

Beweis. Wir integrieren iiber die Entropien der Responsibilities.

H (R(t,-)) du(t)

/ / | 5 lly(Go)—t]? 2 lly(x)—t[|? dxdp(t)
= — (0] X t
RD [0,1]F & f[ ]Le Slly(x)— t11% g/ f[o e ~Bly(x')— tl12 g5/ H

— S ly(x)—t||? 3

e 2

/ / —Bjy(x)—t||2 < - 2> ly(x) — t||*dxdpu(t)
RE 04" f[O e € 2 WO =E I g/
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2 lly() ]2 G
ey o (—log [ e8IV ax ) duge
R Jpar f[o o€ 2Vt g (e

=1

B e~ 2yt
N / / g [Y(%) — t]*dxdu(t)
RP J[0,1]F 2||y(x)—t|| dx’

+/ log/ e_EHy(x)_tHdedp(t)
RD (0,1]%

Das Integral aus der letzten Zeile kennen wir aus Gleichung (3.12). Die Behauptung ergibt sich
durch Einsetzen und Vereinfachung. O

Bemerkenswert ist, dass die zweite Zeile des GTM-Funktionals aus Satz 3.9 dem M-Schritt
des GTM in Gleichung (2.8) entspricht. Den Entropie-Term aus der ersten Zeile kennen wir in
der Form von der klassischen GTM-Formulierung nicht. Er entsteht jedoch implizit durch die
Verwendung des Expectation Maximization-Algorithmus und entspricht dem Entropie-Term
auf der rechten Seite von Gleichung (2.6).

3.3 Regularisierungsterm

Der Regularisierungsterm S(f) vermeidet Overfitting, indem der Funktionenraum von y ein-
geschrankt wird. Zunéchst betrachten wir den eindimensionalen Fall mit

S(f) = IGFIZ:,

wobei G ein spezieller Differentialoperator ist. Dieser setzt bei der Losung des Minimierungs-
problems

argmin C'(f) + X - S(f)
f

die von G geforderte Glattheit durch. Unter bestimmten Voraussetzungen kann A als Lagrange-
Multiplikator fiir die Minimierung von C(f) unter der Nebenbedingung ||f|| = ¢ aufgefasst
werden, siehe [FG09, Aro50, Wah90).

Bei der GTM-Funktionalminimierung minimieren wir eine vektorwertige Funktion. Um dies
effizient durchzufiihren, muss der Regularisierungsterm einige Voraussetzungen erfiillen:

e Er muss additiv iiber die Datenraumdimensionen sein, also die Darstellung

S(y) = Si(y1) + -+ Sp(yp)

zulassen, wobei
y1(x)
y(x)=1|
yp(x)
gilt. In Unterabschnitt 3.4.2 werden wir zeigen, dass die Minimierung der einzelnen Kom-
ponenten von y unabhéingig voneinander erfolgen kann, so dass die Laufzeit linear von
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der Datenraumdimension D abhéngt. Dies ist jedoch nur dann moglich, wenn der Regu-
larisierungsterm keine Abhéngigkeiten zwischen den D Datenraumdimensionen erzeugt.

e Jedes einzelne S;(yq) muss in der Form

Q
Sa(ya) = Y Gyl
q=1

mit speziellen Differenzialoperatoren G, darstellbar sein. Weil wir zunéchst davon aus-
gehen, dass alle Komponenten gleich regularisiert werden und damit S7 = --- = Sp gilt,
ist es nicht notig @ und G, mit d zu parametrisieren.

Nun zeigen wir, warum diese Voraussetzungen notwendig sind. Hierfiir diskretisieren wir y und
wéhlen die bereits bekannte Darstellung
y(x) = Wo(x),

wobei W € RP*M gilt und ®(x) = (¢1(x), ..., o (x))" ein Basisfunktionsvektor ist. Welche
Basisfunktionen wir verwenden und wie M mit L skaliert, ist noch offen. Der Regularisierungs-

term in Dimension d = 1,..., D ldsst sich nun darstellen als
Q M 2 Q M
Sa(ya) = Z Gy dej¢j = Z Z wgwgyr (Gedjs Gedir) 1 s
¢=1| j=1 ;2 a=1jj'=1

womit eine Minimierung in Richtung der W-Matrixeintrage durch ein lineares Gleichungssys-
tem moglich ist.

Fiir L = 1 fiihrt die Seminorm ||Vyl|2, dazu, dass die Lénge der eindimensionalen Struk-
tur im Datenraum bestraft wird, sieche [FG09]. Eine solche geometrische Interpretation ist
wiinschenswert. Entsprechende Strafterme fiir Flachen und Volumina sind jedoch nicht mehr
additiv iiber die Datenraumdimensionen. In [FG09] wird als Alternative eine generalisierte Va-
riation von Hardy und Krause zur Regularisierung von Mannigfaltigkeiten vorgeschlagen, die
auch die niederdimensionalen Rinder einer Mannigfaltigkeit bestraft. Dies ist bei den Principal
Manifolds sinnvoll, denn hier wirkt die ,,Anziehungskraft® der Datenpunkte héufig auf die Rén-
der. Im Fall des GTM ist diese Regularisierung nicht zwingend geboten, da die Datenpunkte
gemif der Responsibilities stets auf die gesamte Mannigfaltigkeit wirken.

Nun stellen wir einige Normen vor, die in dieser Form auch in dem Sparse GTM implementiert
sind.

e [?-Norm:
Die L?-Norm setzen wir durch Q = 1, G = Id um. Mit dieser Norm ist das Modell nicht
mehr translationsinvariant. Dies macht bei der Dimensionsreduktion erst Sinn, wenn die
Datenpunkte standardméfig um die 0 zentriert werden.
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e H!'-Norm:
Die Norm
lyallzr = D 1D%vallz:
ool <1
realisieren wir mit Q = D+ 1,G; = 8%17 ....,Gp = %, Gp+1 = Id. Die Einzelableitun-
gen sorgen fiir Glattheit von y,4, die Norm enthélt jedoch noch den nicht-translationsinvarianten
L?-Anteil.

e H!'-Seminorm:
Die Seminorm

2 2
yalin = D 1D%uallz>

ol =1

setzen wir mit Q = D, Gy = 8%17 ....,Gp = % um. Diese translationsinvariante Norm ist
sehr gut geeignet, die Regularitéit von y, sicherzustellen. Wie in [Gar04] jedoch angemerkt
wird, ist die Existenz von stetigen Repriisentanten fiir Funktionen aus H' fiir D > 1 nicht
mehr garantiert.

o HI™MX_Norm:

Die Norm
alzn = Y I1D%yall72

o] o <1

setzen wir mit @ = 2P und allen gemischten Ableitungen um. Diese Norm hat noch einen
translationsinvarianten L?-Anteil, sorgt jedoch fiir stetige Einbettbarkeit unabhingig von
der Dimension D, siche ebenfalls [Gar04].

e HlMX_Seminorm:
Die Norm

g = 3 1D yal

o] (=1
entspricht der H»™*-Norm nur ohne L?-Anteil.

e Hochster H 1’““i"-Terlgn:
Mit Q@ = 1,G; = 6)90167693,3 realisieren wir den hochsten Term der H'™*-Norm. Dieser
garantiert jedoch noch keine stetige Einbettbarkeit.

3.4 Funktionalminimierung

Satz 3.10. Das in Abschnitt 3.2 bestimmte GTM-Funktional G ist nicht konvex und hat mehrere
lokale Minima.

Beweis. Wir nehmen an, G sei konvex, und (y, 3) ein globales Optimum. Sei ¢ : R* — R’ eine
einfache Variablenpermutation. Da y o und [ die gleiche Dichte im Datenraum erzeugen, gilt

G(y,8) =G(poy,p).
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Wegen der Konvexitit von G gilt fiir alle A € (0, 1)
Gy + (L =Nyop,B) <AG(y, )+ (1 = NG(yop,B) =G(y, B).
Aufgrund der Optimalitéit von (y, 3) gilt ausserdem
Gy + (1= Neoy,B) = G(y,b).

Also ist G fiir alle A € (0,1) konstant. Da dies in aller Regel nicht der Fall ist, was bereits an
einfachen Beispielen nachvollziehbar ist, kann G nicht konvex sein. O

Wir konstruieren nun ein Minimierungsverfahren, das an den Alternating-Least-Squares-
Algorithmus angelehnt ist, siehe [KB89].

Definition 3.11 (K-Funktional). Wir definieren das K-Funktional
K@) = [ ] uex)logule. x)dxdu(t
RD J0,1]F

b 42
+ Q/RD [071]L¢<t,X)]\y(x) t]|“dxdp(t)

D B
— Elog%vL)\-S(y),

wobei 9 : RP x [0,1]% — (0, 00) eine Funktion mit

P(t,x)dx =1
[0,1}%

fiir alle t € R? ist.
Lemma 3.12 beschreibt eine wesentliche Eigentschaft des K-Funktionals.

Lemma 3.12. Fir die zu y und 3 passenden Responsibilities R, siehe Definition 3.8, erhalten
wir das urspringliche G-Funktional

K(R,y,8) =G(y, ).

Beweis. Gleichheit ergibt sich durch einfaches Einsetzen der Definition von R. O

Nun minimieren wir K durch ein Iterationsverfahren. Zuniichst wihlen wir ein initiales 4(©)
und ). Dann setzen wir fort

PO = argmin Ky, y©, 5O)
P

y(l) = argminK(T/)(O)ayaﬁ(o))
Y

BN = argmink(w®,y, 5)

B
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7#(1) = argmin K(l/),y(l)>ﬁ(1))
P
Yy

5(2) = arggnin /C(Ib(l),y(z):ﬁ)

Bevor wir zeigen, warum dieses Verfahren ein lokales Minimum von G findet, betrachten wir
die einzelnen Minimierungsschritte.

3.4.1 Minimierung im ersten Parameter

Der folgende Satz ist die Entsprechung von Lemma 2.2 und sagt aus, dass die zu y und (8
gehorenden Responsibilities das K-Funktional im ersten Parameter minimieren.

Satz 3.13. Sei K wie oben definiert. Dann gilt

R =argmin K(¢,y, 5).
P

Beweis. Sei ¢* eine Funktion, fiir die K(-, y, ) minimal ist. Da wir nicht gefordert haben, dass
P*(t,x) stetig von t abhéngt, konnen wir die 1*(t, -) unabhéngig voneinander betrachten. Sie
miissen fiir alle t € R” mit positiver Dichte du(t)

vt logu e ) [ ey - tfPdx
[0,1]F [0,1]%

unter der Nebenbedingung

ot P (6, x)dx =1

minimieren. Wir withlen ein beliebiges z € L'([0, 1]) mit

Aufgrund der Optimalitéit von 1*(t,-) muss fir s € R

0 i} )
Os [/[0,1]L (P*(t,x) + sz(x)) log (¥* (t,x) + s2(x)) dx
+§ (0 (6, %) + s2(x)) [y(x) — t[2dx| = 0
[0,1]F

s=0
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gelten. Wir folgern

/ z(x) log ¥* (t, x)dx + / z(x)dx —I—g 2(x)||y(x) — t||?dx = 0
[0.1]% [0.1]" 2 o
=0
& / z(x) log ¥* (t, x)dx — z(x) log exp <—5|y(x) - t]|2> dx =0
[0.1]" [0.1]% 2
& / 2(x) log vt x) dx =0
oay: exp (5 ly(x) - t]2)

Da die letzte Zeile fiir alle Funktionen z mit [ z(x)dx = 0 gilt, kénnen wir folgern, dass

v (t.a)
exp (—5lly(x) - ¢]2)

log

bis auf eine Nullmenge konstant ist. Damit ist 1*(t,x) proportional zu exp (—gHy(x) - tHQ).
Aus
Pr(t,x)dx =1
[0,1]%
folgt
exp (~5lly(x) - t]?)
f[o’l]L exp <—§||y(x) — t||2) dx

O]

Der Satz 3.13 zeigt, dass die Responsibilities R das Funktional I im i-Parameter minimieren.
Dies ist entscheidend, um den Bezug zu G herzustellen, wie in Unterabschnitt 3.4.4 gezeigt wird.
3.4.2 Minimierung im zweiten Parameter

In Abschnitt 3.3 wurden bereits die Voraussetzungen fiir die Optimierung in y erliutert.

Definition 3.14 (M-Schritt-Minimierung). Wir bezeichnen die Minimierung in y-Richtung in
Anlehnung an den EM-Algorithmus ,,M-Schritt-Minimierung*

Y

~ argmin ) / B (6, %)l (x) — b 2dxdpu(t) + A - S(y).
y RD J[0,1]L

Wesentlich an dieser Stelle ist, dass sich die rechte Seite der M-Schritt-Minimierung als
eine Summe iiber die D Dimensionen schreiben ldsst, so dass die einzelnen y4-Komponenten
unabhiingig voneinander minimiert werden konnen. || - ||? erfiillt diese Voraussetzung, und der
Regularisierungsterm S(y) muss entsprechend gewihlt werden.
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Fiir die d-te Dimension gilt mit dem Einsetzen der diskretisierten Darstellung von yq4

argmin / B (6, %) (ya(x) — ta)? dxdu(t) + A- Salya)
Yd b Jlo,1]F

2

= argmin / 1/) (t,x) wai ;i (x) —tg | dxdu(t
o Jous Z i3 (t)

(wq1,e-swanr)

Q M
+)\Z Z W Wy <Gq¢j>GQ¢j/>L2

a=1j,j'=1

Ableiten nach wy. ergibt

(5) 2 3(8)) —
8wdC/C(¢ Y, 3%) =0

o) 2
& /RD 01]L¢s)(t , %) (%) pe(x)dxdp(t) Fz:: Godj Gate) o | W

/ D (8, x)badhe (x)dxcdpa(t).
rRD J[0,1)L

Dies fithrt mit d =1,..., D zu D linearen Gleichungssystemen iiber alle wq,-Eintrége
2\
<A + ,BCd> wg = by, (3.15)
wobei wg = (wgqy, . - -, de)T, A € RMXM it
o= [ [ e x)0.x)6,(x)dxdu(t), (3.16)
RO J[0,1]L
C,e RMXM it
Q
=D (Gote, Gaty), (3.17)
q=1

und by € RM mit

(ba), = / B9 (6, %) babe()dxdu(t)
RD J[0,1]L

gilt. Bemerkenswert ist, dass die A-Matrix weder von d noch den Daten abhéngt. Wenn iiber alle
Dimensionen gleich regularisiert wird, gilt dies auch fiir die Regularisierungsmatrix C. Eine
Ersetzung von du(t) durch diskrete Samples und die Verwendung einer Trapezregel-Quadratur
fiir das dx-Integral beschreibt den M-Schritt des klassischen GTM. Dieser Zusammenhang wird
in Abschnitt 3.5 dargestellt.

Wir kénnen das lineare Gleichungssystem auch als ein Galerkin-gewichtetes Residuum auf-
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fassen. Die Riicksubstitution von Z ~ 1 waj P (x) = yq(x) ergibt

Q
2\
/]RD 01]L¢S)(t X)qu( )(bc( )dXd/J Fg q¢]> quc 2 | Wdj
- / ¢(S) (t, x)tqpc(x)dxdp(t)
RD J0,1]F
2)\ Q
& /RD Ol]Lz/JS)(t , X)Ya(X) Pe(x)dxdp(t) FZ:: W Gade),

= / p®) (t, X)tgpc(x)dxdpu(t).
RD J[0,1]E
Diese Gleichung muss fiir alle ¢ = 1,..., M erfiillt sein, womit ¢.(x) zu einer Testfunktion wird.

3.4.3 Minimierung im dritten Parameter
Die Optimierung in 3 ist unproblematisch. Einfaches Differenzieren ergibt

0

= (5) s+ 3y —

57D oo g VO o)

3.4.4 Konvergenz

In jedem der beschriebenen Schritte wird der Funktionalwert I weiter minimiert. Da die
Kullback-Leibler-Divergenz von unten durch die 0 beschriankt ist, ist der Funktionalwert eben-
falls von unten beschrinkt, woraus die Konvergenz des Verfahrens folgt. Wahrend G nicht
konvex in y ist, lasst sich (¢, y, ) in jedem Parameter exakt minimieren. Allerdings ist der
zuldssige Suchraum (¢, y, ) von K grofler als der von G. Der Satz 3.13 zeigt, dass eine Mini-
mierung der ersten Komponente von K die zu y und g gehorigen Responsibilities ergibt, womit
wir nach Lemma 3.12 zuriick in den Suchraum von G gelangen. Mit

K@®), y®) 56y = (RS, y), )y = gy, )

ist der Bezug zwischen I und G hergestellt.

Einen Sonderfall stellen Sattelpunkte dar, an denen eine Funktion in jeder Einzelrichtung
optimal ist, obwohl es sich nicht um ein Extremum handelt. Als Beispiel fiir einen Sattelpunkt
betrachten wir die Stelle (0,0) der Funktion

flz,y) = 2% +y* — day.

f hat einen kritischen Punkt in (0,0), aber die Hesse-Matrix ist indefinit, das heisst es han-
delt sich weder um ein Maximum noch um ein Minimum, siehe Abbildung 3.1. In Unterab-
schnitt 6.6.2 beschreiben wir einen Fall, bei dem die Sattelpunktproblematik zu beobachten ist.
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Hiervon abgesehen hat sie keine besondere Bedeutung im GTM-Kontext.

f(z,y)

Abb. 3.1: Funktion f mit Sattelpunktpunkt an der Stelle (0,0).

3.5 Bezug zum klassischen GTM

In diesem Abschnitt werden wir nachrechnen, dass die Matrixgleichung (2.9), wie sie beim
klassischen GTM entsteht, ein Spezialfall unserer Formulierung ist. Hierzu miissen wir Inte-
grale berechnen, wie sie in Gleichung (3.16) vorkommen. In diesem Abschnitt diskretisieren
wir dx-Integrale iiber [0, 1]* mit Quadraturpunkten einer L-dimensionalen tensorierten Mittel-
punktsregel. Sie liegen gitterartig auf [0, 1]% und entsprechen den {x,}fi | des klassischen GTM,
also

Integrale iiber R” mit dem Maf du(t) zerfallen durch das Einsetzen der empirischen Verteilung

1 &
p(t) = N Z5tn(t)
n=1

zu einer Summe iiber die N Datenpunkte.

3.5.1 E-Schritt

Es wurde bereits gezeigt, dass die Responsibilities aus Definition 3.8 das IC-Fuktional im ersten
Parameter minimieren. Dies bedeutet, dass zu gegebenen y®) und 3(%)

(%)
exp (— 250 [y () — t2)

v (%) = RO (8, %) = s
S exp (=5 ly@ (x) — ¢]2) dx
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gilt. Wir setzen die Quadraturregel ein und erhalten fiir t,, und x;

K exp (=25 |y (x) — )
S exp (=25 ly () — 2)

w(s)(tn,xi) ~~ = KR(S)(tn,xi).

Hierbei bezeichnen wir mit R®) die diskreten Responsibilities des klassischen GTM aus For-
mel (2.7). Offenbar entsprechen sie bis auf den Faktor K den ¥(®) mit eingesetzter Quadratur-
regel ausgewertet in (t,, x;).

3.5.2 M-Schritt

Wir betrachten den Eintrag c¢j der A-Matrix nach Einsetzen der Quadraturregeln und formen
um

(A)y = / ) (6, %) o (%) () dxdla(t)
RD [0 1]L

Q

ZZ%ZJ tnaxz ¢C(Xz)¢j (Xz)

nlzl

1 K
= M;¢C(XZ (

1
= ¥ (e'Ge),, .

||M2

R(S tn’xz > ¢](xi)

Wir erkennen, dass es sich bis auf den Faktor N um das Matrixprodukt auf der linken Seite
der Formel (2.9) handelt. Fiir den c-ten Eintrag des by-Vektors gilt analog

(ba), = / L U630 (8) 0 Cxan )

2
=|-
=
M=
[~
=
G
#
>
B

1 n]-{l =1 v
= T D belx) (Z KR® (t,,x;) <tn>d>
=1 n=1

Nun ist erkennbar, dass die Matrix-Gleichung aus Formel (2.9) entsteht, wenn man die li-
nearen Gleichungssysteme fiir d = 1,..., D spaltenweise hintereinander reiht. Der Regulari-
sierungsterm ist hiervon komplett unabhingig und wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit
weggelassen.

Eine Interpretation ist folgende: Die Latent-Space-Verteilung p(x) = & Zfil 0z, (x) des klas-
sischen GTM realisiert effektiv die Quadraturregel eines GTM mit kontinuierlicher Latent-
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Space-Verteilung p(x) = 1. Da das regelméBige Gitter die Glattheit der Basisfunktionen und
der exp-Funktion nicht ausnutzt, sind hier Verbesserungen moglich. Diese Betrachtungsweise
bildet die Grundlage fiir die Verwendung von diinnen Gittern sowohl fiir die Quadratur als
auch fiir die Basisfunktionen.
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Die auf einem Gitter angeordneten Latent-Space-Samples {Xi}fil unterliegen dem Fluch der
Dimension (curse of dimensionality). Dieser Begriff wurde 1961 von Bellmann geprigt, sie-
he [Bel61], und beschreibt die bei vielen Problemen auftretende exponentielle Abhéingigkeit des
Rechenaufwands von der Dimension. Wenn h die Maschenweite bezeichnet, so gilt K = O(h~1),
was zur Folge hat, dass eine Halbierung der Maschenweite den Rechenaufwand um den Fak-
tor 2L steigert. Die Grenzen heutiger Computer werden so bereits bei einer mittleren Dimen-
sionsanzahl schnell erreicht.

Der Fluch der Dimension ldsst sich nicht allgemein brechen, da er héufig eine theoretische
untere Schranke markiert. Erst durch das Einbeziehen von Vorwissen, das bedeutet das Ein-
schriinken der Problemklasse, sind Verfahren mit einer giinstigeren Laufzeitkomplexitit mog-
lich. Um dies beim GTM zu erreichen, verwenden wir eine Diinngitterdiskretisierung fiir das
Mapping y und eine Diinngitterquadratur anstelle der Latent-Space-Samples.

In den Abschnitten 4.1 und 4.2 werden wir die Interpolation und Quadratur mit diinnen
Gittern in allgemeiner Form vorstellen. In den Unterabschnitten 4.1.1 und 4.2.3 gehen wir
darauf ein, inwieweit die Voraussetzungen fiir die Anwendung auf das GTM erfiillt sind.

In Abschnitt 4.3 beschreiben wir die Umsetzung des Sparse GTM und analysieren die Lauf-
zeit. Abschnitt 4.4 behandelt numerische Aspekte des M-Schritt-Gleichungssystems und der
Responsibilities-Berechnung. In Abschnitt 4.5 stellen wir eine Formulierung des Sparse GTM
mit Hilbertrdumen mit reproduzierendem Kern vor. Schliellich werden in Abschnitt 4.6 Lauf-
zeitaspekte der verschiedenen GTM-Varianten behandelt.

4.1 Diinngitter-Diskretisierung

Die folgende Darstellung der Konstruktion einer Diinngitterbasis orientiert sich an [FG09]. Fiir
eine ausfiihrlichere Beschreibung mit Fokus auf partielle Differentialgleichungen siehe [BG04].

Diinne Gitter wurden urspriinglich fiir die effiziente Diskretisierung d-dimensionaler ellip-
tischer Probleme zweiter Ordnung entwickelt, und basieren auf Tensorprodukten von eindi-
mensionalen Multiskalenfunktionen. Die Koeffizienten einer hinreichend glatten Losung fallen
mit einer bestimmten Rate ab. Bei Funktionen mit beschrinkten r-ten Ableitungen fiihrt das
Abschneiden der Reihe zu einer Diinngitter-Basis, die nur O(h~!log(h~1)4!) Freiheitsgrade
benétigt, im Gegensatz zu O(h~%) bei einer vollen Basis. Bei der Verwendung von stiickwei-
sen Polynomen vom Grad r — 1 als Basisfunktionen ist der Diinngitter-Diskretisierungsfehler
mit O(h" (log h_l)d_l) in der L2-Norm nur geringfiigig schlechter als der Fehler O(h") der
Vollgitter-Basis.

Diese Eigenschaften machen die diinnen Gitter zu einer guten Wahl fiir das GTM. Wir
verwenden fiir die Komponentenfunktionen von y : [0,1]%* — RP D voneinander unabhingige
Diskretisierungen. Im Folgenden werden wir den skalaren Fall einer Funktion f behandeln, der

41
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sich einfach auf y verallgemeinern lédsst. Hierbei entspricht die Dimension d der Latent-Space-
Dimension L und nicht der Datenraumdimension D.

Wir beschrianken uns auf d-lineare Hiitchenfunktionen als Diinngitterfunktionen. Im eindi-
mensionalen Fall entspricht dies der Funktion ¢(z),

0 sonst.

b(z) = {1 —|z|, wenn z € [-1,1],

A\
4))
AN
‘\{\{,’I ““i\\\\

\\
\

7]
0
G0

Abb. 4.1: Tensorproduktansatz fiir stiickweise bilineare Basisfunktionen. Abbildung entnom-
men aus [FGO09].

Durch Translation und Dilatation kénnen aus dieser Funktion beliebige ¢y, ;;(z;) mit zuge-
horigem Triger [mlj’ij —hy, 2+ hlj] = [(z] = 1hy,, (45 + l)hlj] erzeugt werden, also

VR

L J?j — ij . hl.
(blj,ij (533) =9 <hljj> .
Die resultierende eindimensionale Funktion wird in der Tensorproduktkonstruktion der d-
linearen Basisfunktionen verwendet. Hierzu wird fiir jeden Punkt xj; := i-h;,0 < i < 2l
entsprechend der Abbildung 4.1 das Produkt

d
Pri(x) = H Gu;i;(w5)
j=1

gebildet. Hierbei bezeichnet 1 = (I3,...,l3) € N? das multivariate Verfeinerungslevel, i =
(i1,...,iq) € N? eine multivariate Position und 0 = (0,...,0) den Nullpunkt. Die Unglei-
chungen 0 < i < 2! sind komponentenweise zu verstehen. Wir betrachten nun die Familie
d-dimensionaler Gitter

{T],l S Nd}

auf [0, 1]¢ mit multivariaten Maschenweiten hy := (hy,, ..., hy,) := 271 Das Gitter Tj ist dquidi-
stant in jeder Koordinatenrichtung, in unterschiedlichen Richtungen sind jedoch verschiedene
Maschenweiten zuléssig. Die Gitterpunkte x; des Gitters 7j sind

. . 1
X1i = (T1 005 Ty,) =i, 0<i<20
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Die Funktionen ¢ ; bilden eine Basis des Funktionenraums V} von stiickweise d-linearen Funk-
tionen auf dem Gitter 7;. Wir definieren

V] := span {qﬁl,i |0<i< 21},
wobei Randfunktionen entsprechend abgeschnitten werden. Wir fithren die hierarchischen In-

kremente

1< < 2l — 1,%; ungerade, falls l; >0

— : 1< <
m Span{¢‘vl 0<i; <1, fallslj—(),l_]_d}

ein, fiir die die Gleichung

Vi=Q W

t<l1

gilt. Die Tréger der Basisfunktionen ¢, die W; aufspannen, sind fiir jedes 1 > 0 paarweise
disjunkt. Somit erhalten wir mit der Indexmenge

1< < 2l — 1,%; ungerade,  falls I; > 0,

o : d
L '_Span{IEN 0<i; <1, falls I; = 0,

13j§d}

eine alternative Basis fiir V], ndmlich die hierarchische Basis

{oi|i€ L,k <1}

Diese verallgemeinert durch Tensorproduktbildung die eindimensionale Basis aus Abbildung 4.2
auf den d-dimensionalen Fall. Mit den hierarchischen Inkrementen Wj definieren wir die Rdume

Abb. 4.2: Stiickweise lineare hierarchische Basis. Abbildung entnommen aus [FG09].
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v .— Z .. Z W) = ® %41 (4.1)
mit der hierarchischen Basis
{@ﬂieLJeNﬂ.

Es ist unschwer erkennbar, dass eine Funktion f € V(9 eindeutig aufgespalten werden kann in

= Zfl(X), Zvll Pri(x) € W, (4.2)
1

iel;

wobei v1; € R die Koeffizienten der Darstellung von f in der hierarchischen Produktbasis sind.
Nun folgt eine zentrale Beobachtung: Die Koeffizienten vy ; zeigen ein spezifisches Abfallverhal-
ten mit dem Level 1, wenn f beschriinkte zweite Ableitungen hat, das heisst falls

fEer —{u QHR‘DQUGL(]( )a’a’oogr}

mit Q = (0,1)¢ und r = 2 gilt. Hierbei bezeichnet

Def oledi f
Qxt- - Oxy
die schwache Ableitung zum Multiindex o € N¢ mit den Normen |a|, := Z?’:l a; und
ol = maxj<;<q ;. Zweimalige partielle Integration und Ausnutzen der Produktstruktur
00 SRS J

ergibt nach [BGO04] fiir 1 > 0 die Integraldarstellung

v = Y1 - D2 f(x)dx
[0,1]¢
fiir den Koeffizienten vy ; der hierarchischen Darstellung (4.2). Hierbei ist 1y, ;. (v;) = —2-(+1).
é1,,i;(25), und weiterhin 1y ;(x) 1= H;-lzl Y1, (w5). Fiir Koeffizienten der Randfunktionen mit
einem /; = 0 findet keine partielle Integration in der j-ten Richtung statt, sondern x; wird in
Abhingigkeit von ¢; auf 0 oder 1 gesetzt. Die allgemeinere Formel lautet

U= /01] /011_[1!)[”% E&U? HZL‘J

i ;éo i;#0 i;7#0

X|1=0:=X],i|1=0

Wir konnen die Koeffizienten abschitzen mit
o) < 274272 p, =02 M) 1> 0,

= [[D*f]|, gilt. Somit fallen fiir Funktionen mit beschriankten zweiten Ablei-
tungen aus dem Raum X%2(Q) die hierarchischen Koeffizienten mit der Rate 2-2Mh ab. Ein
detaillierter Beweis findet sich in [BGO04].
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Abb. 4.3: Diinne Gitter in 2 und 3 Dimensionen. Abbildung entnommen aus [FG09).

Abhéngig von der fiir uns relevanten Fehlernorm motiviert dieses Abfallverhalten verschie-
dene Trunkationen der Reihenentwicklung von f. Fiir ein gegebenes k& € N definieren wir den
reguldren Diinngitter-Raum

viVi= @ wm (4.3)
1)<k
mit
g):==1+ > (lm—1) und ¢(0)=0.
m=1,...,d
L #0

Die assoziierte trunkierte Reihe, also der Interpolant von f in Vk(l), ist somit
1
= D0 i b
ah<k i

Beispiele fiir zwei- und dreidimensionale regulére diinne Gitter sind in Abbildung 4.3 dargestellt.

Die Dimension des Raums Vk(l) lasst sich mit

Vi =0 (hi* - logy hu*)

und hy = 2% abschitzen, wobei fiir den Interpolationsfehler einer Funktion f im reguliren

Diinngitterraum Vk(l)

| =52, = otk
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gilt. Das konventionelle volle Gitter

v = R m

Moo <k

realisiert mit \Vk(oo) | = (’)(h,;d) Dimensionen einen LP-Fehler der Ordnung O(h3). Hier zeigt
sich der Fluch der Dimension, denn die Maschenweite hidngt exponentiell mit der Latent-Space-
Dimension zusammen. Beim reguléren Diinngitterraum zeigt sich der Fluch der Dimension nur
in abgeschwichter Form im [logy hg|-Term. Dies sind die Fehlerraten zu einer fixen Dimension
d, eine detaillierte Diskussion der Konstanten findet sich in [Gri06].

4.1.1 Voraussetzungen fiir die Diinngitterdiskretisierung

Wir haben beschrieben, wie eine skalare Funktion mit diinnen Gittern interpoliert werden
kann. Die vektorwertige Funktion y : [0, 1]% — RP diskretisieren wir, indem wir fiir jede der D
Komponentenfunktionen eine Diinngitterbasis verwenden. Die Voraussetzung hierfiir ist, dass
die Komponentenfunktionen aus dem Raum

X(Q)={u:Q—=R| D e L (Q),|a|, <r}
mit Q = (0,1)¢ und r = 2 stammen. Dieser Raum ist echt enthalten in
{u: Q= R|D% e LI(Q),|af, <7}

Wegen der beschrinkten zweiten gemischten Ableitungen machen wir trotz einer substanziellen
Reduktion der Freiheitsgrade einen nur geringfiigigen zusétzlichen Fehler. Somit gilt, dass wir
auf einer kleineren Problemklasse

e mit der gleichen Anzahl von Freiheitsgraden einen kleineren Fehler machen oder
e fiir den gleichen Fehler weniger Freiheitsgrade benotigen.

Dies erinnert an das No-free-Lunch-Prinzip: Universell ldsst sich die Komplexitéit eines Pro-
blems nicht brechen, Verbesserungen sind nur mit Vorwissen beziehungsweise zusétzlichen Vor-
aussetzungen moglich. Die Frage, ob die mathematischen Voraussetzungen fiir die Diinngit-
terdiskretisierung beim GTM gegeben sind, ldsst sich nicht theoretisch beantworten, sondern
héngt mit der Anwendung zusammen.

An dieser Stelle sei erwéihnt, dass das GTM in [BSW98b] Gauf-Basisfunktionen verwendet,
die in der Regel hohe Glattheitsvoraussetzungen bei der Interpolation haben. Insofern ist die
Forderung nach H™X_Regularitit nicht unrealistisch. Im Experimentierteil werden wir ein
Beispiel fiir einen Datensatz geben, der sich mit einer Diinngitterdiskretisierung giinstiger als
mit einem vollen Gitter approximieren ldsst, siehe Unterabschnitt 8.1.3.

Unabhiingig davon gilt, dass wir nicht an einem L?- oder L>-Fehler der einzelnen Komponen-
tenfunktionen bei der Rekonstruktion einer Mannigfaltigkeit interessiert sind. Unser Zielfunk-
tional misst die Divergenz zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsdichten im Datenraum. Insofern
sind Fehlerordnung und Komplexitit von diinnen Gittern in erster Linie nur ein Hinweis darauf,
dass die Anordnung der Freiheitsgrade giinstiger ist als bei vollen Gittern.
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4.1.2 Implementierung

Wie sich im noch folgenden Abschnitt 4.3 zeigen wird, ist es ausreichend, wenn unsere Im-
plementierung der Diinngitterbasis folgende Schnittstelle bietet: Zu einem gegebenen Punkt
x € |0, 1]d muss sie alle Basisfunktionen mit x € supp ¢, effizient bestimmen, und die Paare
(n, ¢n(x)) zuriickliefern. Hierbei gilt, dass

n :=m(l,i)

eine beliebige Nummerierung der tensorierten Hiitchenfunktionen ist. Mit dieser einheitlichen
Schnittstelle kann der GTM-Algorithmus mit verschiedenen Diskretisierungen kombiniert wer-
den.

Eine wichtige Beobachtung ermdglicht die effiziente Funktionsauswertung: Die eindimen-
sionalen Basisfunktionen in Abbildung 4.2 haben auf jedem Level disjunkte Trager, und die
levelweise Vereinigung der Tréiger ist [0, 1]. Wenn wir auf einem Level [ eine Funktionsauswer-
tung durchfiihren, existiert fiir jedes x genau ein ¢ mit x € supp ¢; ;. Dies gilt auch fiir die zwei
Randfunktionen in der Abbildung 4.2 oben, wenn sie getrennt voneinander behandelt werden.
Die Schnittpunkte der Tréager zweier benachbarter Basisfunktionen sind vernachléssigbar, da
dort beide Funktionen mit 0 ausgewertet werden. Die beschriebene Eigenschaft, dass zu je-
dem Punkt auf jedem Level maximal eine Basisfunktion nicht 0 ist, iibertragt sich durch die
Tensorproduktbildung

d
¢1i(x) = H G105 (w5)
j=1

auf jedes der d-dimensionalen Level 1. Dies motiviert den Algorithmus 1, der fiir jedes Level
die Basisfunktionen nummeriert und auswertet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die
Randfunktionen nicht beriicksichtigt.

Algorithmus 1 Punktauswertung in der Diinngitterbasis
Eingabe: Ein Punkt x € [0,1]"
Ausgabe: Alle Tupel (n, ¢, (x)) mit ¢, (x) # 0

00 // Offset-Variable fiir die Funktionsnummer
for all 1 <1< (k,k,...,k) and 1 < ¢(l) <k do
ve—0 // Funktionswert wird auf 0 gesetzt
n <o // Funktionsnummer wird auf Offset gesetzt
g0 // Hilfsvariable zur Nummerierung
i «— getBasisFunctionOnLevel(1) // Einfache Operation in O(L)
for j=1tod do
n«—n-+q-ij;
v vy (T4) // Tensorierung
q<—q- 211*1
end for
print (n,v) // Tupel zuriickgeben
0+— 0+ 2|l|1—d
end for
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4.2 Diinngitterquadratur

Theoretische Komplexitéitsuntersuchungen in [TW88] bestitigen, dass die untere Schranke fiir
den Rechenaufwand bei vielen Integrationsproblemen exponentiell mit der Dimension ansteigt.
Dennoch bestehen Moglichkeiten, dem Fluch der Dimension zu begegnen:

e Eine gewisse Erleichterung verschafft der Ubergang von einer garantierten Fehlerschran-
ke zu einer stochastischen Formulierung mit Monte—Carlo—Integration und dem erwar-
teten Fehler, da hier die Konvergenzrate N~ 2 unabhéngig von der Dimension d gilt,
siehe [Caf98]. Die Unabhéngigkeit von der Dimension gilt jedoch nur fiir die Rate, da die
Quadratwurzel der Varianz der zu integrierenden Funktion als Konstante eingeht. Mit
Quasi-Monte-Carlo ist die Rate (log N)?N~! moglich.

e Eine alternative Herangehensweise ist, Verfahren fiir spezielle Funktionenklassen zu kon-
struieren. Es ist intuitiv klar, dass stérkere Voraussetzungen an die Funktionen eine ef-
fektivere Integration ermoglichen. Die Diinngitterquadratur erzielt auf diese Weise eine
deutliche Effizienzsteigerung.

Die folgende Darstellung der Diinngitterquadratur in allgemeiner Form orientiert sich an [GG9S].
In Unterabschnitt 4.2.3 werden wir nachweisen, dass die geforderten Glattheitseigenschaften bei
unserem GTM erfiillt sind.

Wir betrachten die numerische Integration von Funktionen f(x) aus der Funktionenklasse F
auf dem d-dimensionalen Hyperwiirfel  := [0,1]¢. Es sei eine Folge von Quadraturregeln mit
nld Auswertungen gegeben, wobei [ € N das Level bezeichnet. Eine Quadraturregel besteht aus
Positionen x;; und Gewichten wy;, und es gilt nf < nf_H. Die Anwendung der Regel lisst sich
mit

n
QFf = wii- f(xu)
i=1
beschreiben. Die exakte Integration bzeichnen wir mit
I°f = / f(x)dx.
Q
Nun kénnen wir den Quadraturfehler in Abhéngigkeit von [ € N mit
EBif =y - ot

ausdriicken.

4.2.1 Eindimensionale Trapezregel

Die Newton-Cotes-Formeln verwenden #quidistante Punkte und bestimmen die dazugehori-
gen Quadraturgewichte durch Integration der Lagrange-Polynome durch diese Punkte, sie-
he [DR84]. Eine Quadraturformel mit niedriger Glattheitsvoraussetzung ist die Trapezregel,
die durch iterierte Anwendung auf groflere Intervalle angewendet werden kann und dabei eine
Ordnung verliert.
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Wir betrachten zunéchst eindimensionale Funktionen f € C" mit
cr ::{ f:[0,1] =R ‘ H%f“oo<oo,s§r }
Wir setzen fiir [ =1
1
n} =1 mit Qllf:—f<2>,
und fiir I > 1
n
=271 it Q=Y 21y ((-1) 21,
i=1
Hierbei deutet Z" an, dass der erste und letzte Summand halbiert werden. Fiir Funktionen
f € C? machen wir mit diesem Integrationsverfahren einen Fehler von
|E} f| = 0272h.

Im Fall unserer GTM liegt auch im schwachen Sinn keine zweifache Differenzierbarkeit vor.
Dass die Rate der Trapezregel dennoch erreicht wird, weisen wir in Unterabschnitt 4.2.3 nach.

4.2.2 Smolyaks Konstruktion

Nun gehen wir zum mehrdimensionalen Fall mit € = [0, 1]¢ iiber. Smolyak hat ein Verfahren zur
Konstruktion multivariater Quadraturregeln entwickelt, das auf der Tensorierung eindimensio-
naler Quadraturregeln basiert, siche [Smo63]. Ahnlich wie im Fall der Diinngitterdiskretisierung
werden beschriankte gemischte Ableitungen gefordert

Co={ f1Q=R[[D*f]y <00 ,|al,<r}.
Diese Riume entsprechen bei [—1, 1]%-Periodizit#it den Korobov-Réumen, siehe [Tem84],

&= {f:QHR,a(mh--.,md):O(‘ml””‘md‘_T)}

mit r > 1,m; := max(1, m;) und a(myi,...,mq) als den Fourier-Koeffizienten der Reihe
(o.]
f(X) = Z CL(ml, “ e 7"’)’Ld> . 6_27ri(m1x1+"‘+mdxd).

M1,...,Mg=—00

Nun betrachten wir eine Folge von eindimensionalen Quadraturregeln fiir eine univariate
Funktion f

n
QL =Y wii- fla)
i=1
und definieren eine Differenz-Quadraturregel

Alf=(Q—Qly)f (4.4)
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mit
Qyf :=0.
Smolyaks Konstruktion fiir d-dimensionale Funktionen f ist dann fiir K € N und 1 € N¢

Qlf = Y. (Al®-—®AL)f

1], <k+d—1

Das Tensorprodukt von d Quadraturregeln (Qlll R ® Qlld> ist hierbei als die Summe iiber
alle moglichen Kombination

1
nll nld

(Qlll ® Qld f - Z Z wll’Ll .. wldid . f ($l1i17 e 7$ldid)

11=1 1g=1

definiert. Eine einfache Produktformel lasst sich mit

(Qt® - ®QL) = > (AL, @ @A) f

(1,..1)<I<(k,....k)

erzeugen und entspricht der Summation iiber den Wiirfel |l|oo < k anstelle des Simplex
) <k+d-1.

Diese Konstruktion ist analog zur Diinngitterinterpolation aus Abschnitt 4.1: In Formel (4.3)
wird durch die Wahl des passenden ¢ bestimmt, wie die Reihe abgeschnitten wird, und die Level
der hierarchischen Basis kénnen als Differenzen wie in in Formel (4.4) aufgefasst werden.

Smolyaks Konstruktion ldsst sich mit der sogenannten Kombinationstechnik auch ohne die
Differenzen Allj als

Qif= >yt (A7) (@h e al) £ (45)

1< Uy — &
<M1 <k+d-1

darstellen, siehe [GSZ92]. Wir werden zur Erzeugung von Quadraturpunkten und Gewichten
diese Darstellung verwenden. Fiir die folgende Fehlerabschitzung ist es erforderlich, dass die
eindimensionale Quadraturregel n} = O(2!) und }Ell f! = O ((n})™") erfiillt. Dann benstigt die
Diinngitterquadratur

=0 (2 )

Funktionsauswertungen und erzeugt bei Funktionen f € C" den Quadraturfehler

‘Eldf’ -0 (2717« ) k(dfl)-(r+1)) .

4.2.3 Voraussetzungen fiir die Diinngitterquadratur

Die eindimensionale Trapezregel hat zweite Ordnung fiir Funktionen f € C2. In diesem Un-
terabschnitt behandeln wir die Frage, ob die geforderte Glatteit bei den Integralen des Sparse
GTM gegeben ist. Wir kénnen alle auftretenden Integrale iiber den Latent-Space auf diese drei
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Typen zuriickfithren:

/ exp <—

[0,1]%

/ exp <—
[0,1]%

/[0,1]L P <‘§”W‘P<X> - tH2> 6i(x); (x)dx.

S IW o0 — o) ix.
gHW(I)(X) - tH2> ¢i(x)dx und

Die exp-Funktion ist unendlich oft differenzierbar, das Quadrat der euklidischen Norm ebenfalls.
Der Integrand in x ist somit so glatt wie die Basis, die im Vektor ® verwendet wird. Die lineare
Hiitchenbasis ist selbst im schwachen Sinne nicht zweifach differenzierbar. Sie ist stetig, einmal
schwach differenzierbar und hat endlich viele ,Knicke* an den Stellen, wo Hiitchen beginnen,
enden, oder ihren hoéchsten Punkt haben. Dass endlich viele solcher Stellen die Fehlerordnung
bei der Integration nicht beeinflussen, werden wir nun nachrechnen.

Satz 4.1. Sei f € C(]0,1]) an endlich vielen Stellen s1,...,sw nicht differenzierbar und auf
[0,1]\ UIZ/ZI {s:} zweimal stetig differenzierbar. Dann hat die iterierte Trapezregel auf [0, 1] mit
Maschenweite h die Fehlerordnung 2.

Beweis. Wir wihlen die Quadraturpunkte x; = i - h, und unterteilen unser Intervall auf diese
Weise in K := h™! Abschnitte. Sei h so klein, dass in einem Abschnitt [z;, ;1] maximal ein
Knick s, liegt. Fiir die Abschnitte [z;, x;11], in denen f zweimal stetig differenzierbar ist, gilt
nach der einfachen Trapezregel

. Tit1 (2)(¢.
P () + S = [ s = T

fiir ein & € [z, x;41]. In den Abschnitten [x;, z;41], die einen Knick s, beinhalten, ist die erste
Ableitung durch ¢ := || f(V)||o beschriinkt. Durch eine stiickweise Anwendung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung gilt fiir € [x;, z;41]

f(@i) = (x —zi)e < fz) < flzi) + (z — zi)e

Fiir die rechte Intervallgrenze x;11 gelten entsprechende Ungleichungen analog. Wir folgern

h Tith/2 h
sl —gnt< [ e < S + g

Damit gilt

P () + fwe)) - [ S

C
< —h2.
— 4

Offenbar verlieren wir durch den Knick eine Ordnung. Dass sich dies nicht auf die iterierte
Trapezregel iibertragt, weisen wir nun nach. Es sei ¢ := max; f?)(¢&) fiir alle Abschnitte i
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ohne Knick. Fiir das Gesamtintervall gilt

1K// ! 0/3 C,2
K;}ﬂmAfMM < (K=-W)h* +Wih

= S w i e wln — om?)
12 12 47 ‘
0

Der Satz 4.1 erklirt, wieso wir die Trapezregel auf eine Funktion mit endlich vielen Knicken
anwenden konnen, ohne eine Ordnung zu verlieren.

Die Voraussetzungen des Satzes sind bei einer abzéhlbar unendlich groflen Basis nicht mehr
erfiillt: Fiir die Riume V(@ aus Gleichung (4.1) gilt, dass ihr Abschluss ohne Randfunktionen
beziiglich der H'-Norm der H}-Raum ist, also v = HE(Q) gilt, sieche [BG04]. Im Raum H'! ist
nicht garantiert, dass die Anzahl auftretender Knicke endlich ist. Ausserdem ist die Einbettung
H™(Q) — C(Q) nur fiir m > ¢ kompakt, womit ab zwei Dimensionen die Punktauswertung in
H' nicht mehr stetig ist.

Wenn die Basis nicht endlich ist, benotigen wir einen Regularisierungsoperator, der die ent-
sprechenden Glattheitseigenschaften sicherstellt. Wie in Abschnitt 3.3 dargestellt wurde, ist die
Norm ||-|| jy1.mix hierzu geeignet. Die Verwendung dieser Norm stellt sicher, dass die gemischten
Ableitungen bis zur ersten Ordnung beschréinkt sind, womit auch die Konvergenzvoraussetzun-
gen der Diinngitterquadratur erfiillt sind.

4.2.4 Implementierung

Wir generieren die Quadraturpunkte und Gewichte iiber die Kombinationstechnik aus For-
mel (4.5). Da das Sparse GTM-Verfahren sehr hiufig iiber den Latent-Space integriert, ist es
sinnvoll, die Quadraturpunkte vorzuberechnen und dabei unnétige Funktionsauswertungen zu
eliminieren. Wenn wir eine lexikographische Ordnung auf den d-dimensionalen Quadraturpunk-
ten einfiihren und sie anschliefend sortieren, so liegen identische Quadraturpunkte nebenein-
ander. Diese Vorgehensweise benétigt fir K Quadraturpunkte den Aufwand O(K - log K).

Eine speicherplatzeffizientere Darstellung der Punkte erméglicht zugleich das Zusammen-
fassen identischer Funktionsauswertungen in O(2%), also der maximalen Punktanzahl in einer
Raumrichtung. Die Datenstruktur orientiert sich am Prifixbaum: Wir verwenden eine Baum-
struktur mit d Ebenen, die den einzelnen Raumdimensionen entsprechen. Die Knoten enthalten
die entsprechenden Koordinaten, und die Bliitter auf der (d+ 1)-Ebene die Quadraturgewichte.
In Abbildung 4.4 wird die Datenstruktur exemplarisch dargestellt. Beim Einfiigen von Qua-
draturpunkten werden entweder neue Knoten und ein Blatt angelegt, oder das Gewicht eines
bereits bestehenden Blatts angepasst. Letzterer Fall entspricht dem Einsparen einer Funktions-
auswertung.

Da die Nachfolger eines Knotens in einer verketteten Liste gespeichert sind, benttigen wir
O(d - 2%) zum Einfiigen von Quadraturpunkten. Dies liee sich noch beschleunigen, ist jedoch
nicht nétig, da der Baum nur einmal aufgebaut werden muss. Eine Traversierung ist in Linear-
zeit moglich.
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Abb. 4.4: Diinngitterquadratur-Datenstruktur fiir d = 3 und [ = 2.

4.3 Umsetzung der Sparse GTM

In diesem Abschnitt beschreiben wir in Pseudocode die relevantesten Teile des Sparse GTM
und schétzen schliefflich die Laufzeit ab. Wir verwenden die empirische Verteilung einer end-
lichen Menge von Samples {tn}ﬁfz1 anstelle einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung du(t) im Datenraum. Die dx-Integrale diskretisieren wir mit einer Diinngitterquadratur-
regel bestehend aus den Punkten {x;}*  und den Gewichten {w;}X . Die Parameter kp und
kg bezeichnen die Diinngitterlevel fiir Basis und Quadratur, und hp und hg die dazugehori-
gen Maschenweiten. Die maximale Anzahl von Basisfunktionen oder Quadraturpunkten in eine
Raumrichtung lisst sich mit O(hj") beziehungsweise O(hél) abschétzen.

4.3.1 Punktauswertung des Mappings

Um die Diinngitterdiskretisierung fiir unser GTM zu nutzen, nummerieren wir die Basisfunk-
tionen nach einem beliebigen Schema durch und fassen sie in dem Vektor

¢1(x)
P(x) = :
P (X)
zusammen. Das Mapping y wird mit
y(x) = Wo(x)

diskretisiert, wobei W eine D x M-Matrix ist. Dies entspricht einem Diinngitterbasisansatz
fiir jede der D Komponentenfunktionen von y : [0,1]% — RP. Algorithmus 2 wertet y(x)
wesentlich schneller aus als eine naive Matrix-Vektor-Multiplikation.
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Algorithmus 2 Punktauswertung von y(x)

Eingabe: Ein Punkt x € [0,1]"
Ausgabe: Der Vektor y(x) € RP
y+« (0,...,0)T
for all (j,¢;(x)) with ¢;(x) # 0 do
Yy —y+ ¢;(x) - column(W, j)
end for
return y

Bei der Abschneidefunktion der Diinngitterbasis

mit (1) < kp liegt die Anzahl der zulissigen Levelkombinationen in O(k%) oder O((log hjz")*).
In Unterabschnitt 4.1.2 wurde beschrieben, dass zu jeder Levelkombination 1 maximal eine
Basisfunktion ungleich 0 ist. Somit hat ®(x) maximal O((log hz")*) nicht-Null-Eintriige, und
der Aufwand fiir die Auswertung des Mappings y(x) liegt in O(D - (log hgl)L).

4.3.2 Responsibilities-Berechnung
In diesem Unterabschnitt berechnen wir die Responsibilities aus Definition 3.8

exp (—g\ly(X) - t\|2)
Sy &0 (=5 ly(x) - t]2) dx

R(t,x) =

vor. Das Einsetzen der Quadraturregeln und die Beschrinkung auf t € {tn}nj\;1 motiviert die
folgende Definition.

Definition 4.2 (Responsibilities-Matrix). Wir definieren zu gegebenem Mapping y und inver-
ser Varianz (3 die Responsibilities-Matrix R € RE*N mit

exp (5 lly(x) = tall?)

_ |
S wiexp (<5lly(xi) — tall2)

(R),;, =

Offenbar gilt R(t,,x;) =~ (R)in. Der Pseudocode zur Aufstellung der Matrix R ist in Algo-
rithmus 3 dargestellt.

Die Responsibilities-Berechnung benétigt offenbar O(K - N - D - (log h;l)L). Wie ein nu-
merischer Unterlauf fiir grofle Distanzen zwischen einem t, und den Quadraturpunkten x;
vermieden werden kann, wird in Unterabschnitt 4.4.2 erlautert.
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Algorithmus 3 Responsibilities-Berechnung
Eingabe: Datenpunkte t,,, Quadraturpunkte x; und -gewichte w;, Mapping vy, inverse Vari-

anz 3
Ausgabe: Responsibilities-Matrix R € REXN
vp — 0 // N Normierungsvariablen mit 0 initialisieren

fori=1— K do
forn=1— N do
(R)in — exp (=5lly(x:) — tal?)
Up — Up + w; - (R)in // Normierungsvariablen updaten
end for
end for
forn=1— N do
fori=1— K do
end for
end for
return R

4.3.3 M-Schritt-Gleichung

Wie wir aus Unterabschnitt 3.4.2 wissen, fithrt die M-Schritt-Minimierung zu D unabhéngigen
linearen Gleichungssystemen iiber alle wg,-Eintrage

2\
<A + 3 C) wy = by (4.6)
mit wg = (wqy, ... ,de)T, der M x M-Matrix A, der M x M-Regularisierungsmatrix C

und der rechten Seite by, siehe (3.15). Die Regularisierungsmatrix kann bei Programmstart in
O(M?) aufgestellt werden, da sich ihre Eintriige fiir alle Normen aus Abschnitt 3.3 analytisch
bestimmen lassen. Bemerkenswert ist, dass die A-Matrix weder von d noch von den Daten
abhingt. Wir setzen die Quadraturregeln ein und approximieren die Matrixeintriage mit

-~ Z Z Wz m Gc Xz)¢j (xi)

Tllll

N
= Zwl ( Z )zn) ¢C(Xl)¢J(X1)
n=1

Q

(A)c

Fiir die rechte Seite gilt

wi(R)in (tn) g Pc(x:)

g

2
=
hE
M=

3
I
—
o
Il
i

wi(R)in (tn) g Pe(xi).

[

M=
2|~
M) =

@
I
—
S
Il
—
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Algorithmus 4 Aufstellen des M-Schritt-LGS
Eingabe: Datenpunkte t,, Quadraturpunkte x; und -gewichte w;, Responsibilities-Matrix R
Ausgabe: Matrix A und D Vektoren by
for i =1to K do
for all (ji1, ¢;, (xi)) with ¢, (x;) # 0 do
for all (jg, d)jz (Xl)) with d)jz (Xl) 75 0 do
(A)juia = (Ao + i ( S0 (R)in) - 05 (x1) - 65,(1)
end for
for d=1to D do
for n=1to N do
(ba)ji+ = ywi - (R)in - (tn)a - ¢5, (xi)
end for
end for
end for

end for
return (A, {bd}dDzl)

Wenn wir das Gleichungssystem schnell aufstellen wollen, gehen wir nicht Eintrag fiir Eintrag
vor, sondern werten die Diinngitterbasis auf allen Quadraturpunkten aus und verteilen die
Ergebnisse auf die A-Matrix und die rechte Seite. Das Verfahren wird in Algorithmus 4 darge-
stellt. Die Summe 3, SN (R)i, liisst sich in dem Responsibilities-Berechnungsschritt fiir alle
i =1,..., K ohne zuséitzliche Laufzeitkomplexitidt vorberechnen. Deshalb liegt das Aufstellen
des linearen Gleichungssystems in O (M2 + K- (log(hél)L ((log(hgl)L +D- N))

4.3.4 Losungsverfahren

Bisher haben wir uns noch nicht auf ein Verfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems
festgelegt. Mehrere Griinde sprechen fiir eine einfache LR-Zerlegung:

1. In dem noch folgenden Abschnitt 5.2 werden wir nachrechnen, dass die Integranden wegen
der Responsibilities nicht separabel sind. Aus diesem Grund sind schnelle Matrix-Vektor-
Produkt-Algorithmen, wie sie in [Feu05] in anderem Zusammenhang diskutiert werden,
nicht anwendbar, so dass die Laufzeitkomplexitit einer Matrix-Vektor-Multiplikation mit
O(M?) angegeben werden kann. Dies schréinkt den Spielraum fiir ein Iterationsverfahren
deutlich ein.

2. In dem né#chsten Abschnitt 4.4 befassen wir uns mit der Kondition der Matrix A. Es
stellt sich heraus, dass sie beliebig schlecht ist, so dass die Anzahl der nétigen Schritte
eines Iterationsverfahrens kaum abzuschétzen ist.

Da wir ein lineares Gleichungssystem mit D verschiedenen rechten Seiten haben, kénnen wir
eine Zerlegung der A-Matrix D-mal nutzen. Unter der Annahme, dass das Berechnen der LR-
Zerlegung O(M?3) und die Riicksubstitution O(M?) benétigt, kommen wir auf eine Laufzeit
fiir den M-Schritt von O(M?3 + D - M?). Wir verwenden die Implementation der LR-Zerlegung
aus der GNU Scientific Library, siche [GSL].
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4.3.5 Beta-Berechnung

Die Beta-Berechnung erfordert das Bestimmen der rechten Seite von

Zzwz Jinlly(xi) — tn ||2

nlzl

Die Summation erfolgt ohne Besonderheiten und benétigt O(N - K - D - (log hfgl)L).

4.4 Numerische Aspekte

In diesem Abschnitt diskutieren wir numerische Aspekte, die bei der Implementation des Spar-
se GTM relevant sind. Dazu gehoren die Kondition der linken Seite des M-Schritt-LGS und
Besonderheiten bei der Responsibilities-Berechnung durch die Verwendung negativer Quadra-
turgewichte.

4.4.1 Kondition der linken Seite

Wie in Abschnitt 4.3 dargestellt wurde, miissen im M-Schritt eines unregularisierten GTM D
lineare Gleichungssysteme mit identischer linken Seite A gelost werden.

Wir kennen die Konvergenzrate fiir den Quadraturfehler, wissen aber noch nicht, welche Ei-
genschaften die Quadraturpunkte mindestens erfiillen miissen, damit ein gut gestelltes lineares
Gleichungssystem resultiert. Zur Analyse ist es sinnvoll, A als

A=dTGd

darzustellen, wobei ® eine K x M-Matrix mit Elementen (®);; = ¢;(x;) und G eine K x K-
Diagonalmatrix mit Elementen
N

ist. Satz 4.3 zeigt, dass die Quadraturpunkte {Xi}i:1 so gewdhlt werden konnen, dass rg ® = M
gilt. Dies ist eine notwendige aber keine hinreichende Bedingung dafiir, dass A vollen Rang
hat. Wenn drei M x M-Matrizen mit vollem Rang miteinander multipliziert werden, so hat
das Produkt auch vollen Rang. Beispiel 4.4 beweist, dass dies nicht garantiert ist, wenn ® eine
K x M-Matrix mit Rang M und G eine K x K-Diagonalmatrix ist.

Z\E

Satz 4.3. Scien {@-}?il linear unabhingige Basisfunktionen auf [0,1]”. Dann lassen sich M
Punkte {xi}i]\il bestimmen, so dass ® € RM*M it

(@)ij = &j(xs)

vollen Rang hat.
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Beweis. Induktion nach z: Wir schreiben die Matrix ® als

Vi
V2
b =
VM
mit den Zeilenvektoren v; = (¢1(x;), ..., ¢ (xi)). ®, bezeichne die Matrix, die aus den ersten

z Zeilen von ® besteht. Wir konstruieren nun ® zeilenweise von oben nach unten.

e Induktionsanfang z =1
Wir withlen ein beliebiges x; € [0, 1]P mit v; # 0, wodurch ®; definiert ist.

e Induktionsvoraussetzung fiir gegebenes z < M:
rg®, =z

e Induktionsschluss z — z + 1

Wir fassen ®, als lineare Abbildung auf und wihlen ein v € ker ®, \ {0}. Wegen der
linearen Unabhingigkeit der Basisfunktionen existiert ein x € [0, 1]” mit

¢1(x)
vl : # 0. (4.7)
Pm(x)

Wir setzen x,41 := x, wodurch v,y; und ®,,; definiert sind. Wegen Gleichung (4.7) gilt
vZker®,,,
was bedeutet, dass ker ®,41 um eine Dimension kleiner geworden ist. Also gilt

rg®. 1 =1gP,+1=2+1.

Wegen ® = &, gilt
rg® =rg®Py = M.

Beispiel 4.4. Sei

1
=10 1
0 1
und
1 0 O
G=|01 0
0 0 -1
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Dann gilt
1 0

T _ (1 0 0)\ (10
A_(I)G‘i)_<0 1 1> 1 _(0 O)
0 -1
Offenbar ist die G-Matrix bedeutsam fiir den Rang von A. In Satz 4.5 wird untersucht, wie

das Spektrum von A mit dem von ® zusammenhéngt, wenn G die Identitét I ist. Dieser Fall
ist instruktiv und tritt héufig bei Regressionsproblemen wie beispielsweise in [Gar04] auf.

am)

Satz 4.5. Fssei G =1, K > M, und o1,...,0 seien die Singulirwerte von ®. Die Matrix

A hat dann die Eigenwerte o2, . .., 012\/[.

Beweis. Eine Singuldrwertzerlegung von ® € REXM ergibt
®=UAV",

wobei U eine orthogonale K x K-Matrix, V7 eine orthogonale M x M-Matrix und A eine
K x M-Matrix

op 0 ...
0 ()] 0
0 o3 O
A= 0 OM-—1 0
0 oM
0

ist. Wegen
A = ®'®d=vATUTUAVT
VATAVT

sind ATA und A &hnlich, und beide Matrizen haben die gleichen Eigenwerte. Auf der Diago-
nalen von ATA stehen die Werte a% e ,0%/1. [

Der Satz 4.5 demonstriert, wie das Spektrum von A aussieht, wenn G = I ist. Beispiel 4.4
zeigt andererseits, dass das Spektrum durch die G-Matrix beliebig degeneriert sein kann. Mit
Voraussetzungen an G koénnen wir sicherstellen, dass A vollen Rang behélt, wie der folgende
Satz 4.6 zeigt.

Satz 4.6. FEs seien alle G-Diagonaleintrdge > 0, und ® habe Rang M. Dann hat auch A vollen
Rang.

Beweis. Es sei v € RM ein beliebiger Vektor # 0. Wegen rg ® = M, folgt ®v # 0. Es gilt
vieTGev = (®v)TG(®v) > 0.

Hieraus folgt, dass ®7 G® positiv definit ist und somit vollen Rang hat. O
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Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen:

e Es muss rg® = M gelten, damit A vollen Rang haben kann. Dies ldsst sich durch
ausreichend viele und gut platzierte Quadraturpunkte realisieren.

e Das Spektrum von A kann durch die G-Matrix beliebig degeneriert sein.

e Mit Positivitéit der Eintrége

| &

(G)ii =

=

N
D Ry,
n=1

kann garantiert werden, dass die A-Matrix vollen Rang behélt, wenn rg ® = M gilt.
Die G-Eintréage kénnen sich aus folgenden Griinden ungiinstig verhalten:

e Die Positivitdt von G ist nur fiir Quadraturregeln garantiert, deren Gewichte w; positiv
sind. Dies ist bei der Diinngitterquadratur nicht der Fall. Eine andere Schwierigkeit mit
negativen Quadraturgewichten wird in Unterabschnitt 4.4.2 diskutiert.

e Wenn sich keine Datenpunkte in der Ndhe von y(x;) befinden, kann der dazugehdorige
(G)ii-Eintrag beliebig klein werden, was das Spektrum von A negativ beeinflussen kann.

In der Praxis sind die genannten Punkte meist unproblematisch, denn
e durch eine geeignete Regularisierung bleibt das Problem gut gestellt.

e Die (G);; werden nur in Ausnahmeféllen negativ, was selbst dann keinen Effekt auf rg A
haben muss.

e Sollte die Kondition von A extrem grof§ werden und das Bild y([0,1]”) degenerieren,
bleibt dies fiir die niederdimensionale Projektion der Daten meist ohne Folgen, da die
Degeneration nur dort auftritt, wo wenige Datenpunkte fiir einen grofien (G);;-Eintrag
sorgen konnen. Dies wird hier nicht im strengen mathematischen Sinn bewiesen, sondern
reflektiert die Erfahrung aus einer Vielzahl von Experimenten mit Diinngitterbasis und
-quadratur.

4.4.2 Normierungsfaktoren bei Responsibilities-Berechnung

Die Eintrage der Responsibilities-Matrix aus Definition 4.2 werden mit

exp (5 lly(x) = tal?)

i wiexp (= 4lly(x) — tall?)

bestimmt. Wenn alle Abstéiinde ||y(x)—t/|? sehr grofl sind, werden sehr kleine Zahlen durch einen
beliebig kleinen Normierungsfaktor geteilt. Bei grolem 3 oder Ausreiflern in den Datenpunkten
ist nicht ausgeschlossen, dass die Maschinengenauigkeit unterschritten wird. Um dieses Problem
zu losen, definieren fiir ein fixes t,, und alle: =1,..., K

5
si = = Ly xi) =
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und schreiben unsere Responsibilities als

R = o 48
) Zz‘l’(zl wr exp (sy) (4.8)

Nun mochten wir den Ausdruck (4.8) so umformen, dass keine numerischen Probleme mehr
auftreten. Eine Addition einer Konstanten auf alle s; entspricht einer einfachen Erweiterung

des Bruchs. Wir setzen also flir alle: =1,..., K
i =8 — Max s;.
Nun gilt
s; <0 und mlaxs;- =0,
und damit

exp (s;) <1 und TaX eXp (s;) =1.

Bei einzelnen Summanden kann immer noch ein numerischer Unterlauf auftreten, diese sind
dann jedoch nicht signifikant fiir das Ergebnis. Das Sparse GTM setzt diese Vorgehensweise
ohne Anderung der Laufzeitkomplexitit um.

Durch die Moglichkeit, auch sehr grofle Absténde zwischen Datenpunkten und dem Bild
y([0, 1]¥) handhaben zu kénnen, entsteht ein neues Problem: Ein Punkt mit sehr groBem Ab-
stand {ibt bei gleichzeitig kleiner Varianz einen peak-artigen Einfluss auf die Struktur ([0, 1]%)
aus. Wenn dieser peak auf einem negativen Quadraturgewicht liegt, wird die numerische Ap-
proximation des Normierungsfaktors

[ e (5 — ) dx

negativ. Dies ist unzuléssig, da die Responsibilities grundsitzlich nicht-negativ sein miissen. Es
gibt mehrere Moglichkeiten, dieses Problem zu beheben.

e Die Diinngitterquadraturregel wird so weit verfeinert, bis das negative Gewicht durch
positive Nachbarn kompensiert wird.

o Wir verwenden eine Quadraturregel mit positiven Gewichten. Neben Quasi-Monte-Carlo
kommt selbst das tibliche volle Gitter in Betracht, denn wenn die Anzahl der Punkte
proportional zur Anzahl der Diinngitterbasisfunktionen bleibt, wird die Komplexitéits-
ordnung der diinnen Gitter nicht zerstort.

e Die einfachste Variante ist, die Responsibilities der Datenpunkte, die solche Grenzfille
erzeugen, auf Null zu setzen. Dies scheint zulissig, da sie aufgrund ihrer fiir gegebene
inverse Varianz ( atypisch hohen Entfernung als Ausreifier gewertet werden kénnen. Diese
Variante setzt das Sparse GTM gegenwirtig um.
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4.5 Hilbertraume mit reproduzierendem Kern

In diesem Abschnitt werden wir den Zusammenhang zwischen Regularisierungsterm und Hil-
bertrdumen mit reproduzierendem Kern behandeln. Die Dissertation [Gar04] enthélt eine kom-
pakte Darstellung, an der wir uns hier orientieren. Fiir eine umfangreichere Darstellung sei
auf [SS01] verwiesen. Dieser Abschnitt erhebt keinen Anspruch auf Vollsténdigkeit, sondern
konzentriert sich auf die Besonderheiten des GTM.

Definition 4.7 (Hilbertraum mit reproduzierendem Kern (RKHS)). Sei Q eine nicht-leere
Menge, und H ein Hilbertraum von Funktionen f : 2 — R. H ist ein Hilbertraum mit re-
produzierendem Kern, wenn eine Funktion £ : 2 x €2 — R mit den folgenden Eigenschaften
existiert:

1. k ist reproduzierend, also
(f,k(z,-))y = f(x) furalle feH,zecQ
und damit auch

(k(z,-), k(a', )>H = k(z,2’) fiir alle z,2’ € Q.

2. k spannt H auf, also H = span {k(z,-) | z € Q}, wobei X die Vervollstindigung der Menge
beziiglich der Hilbertraumnorm bezeichnet.

Wir kénnen einen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern auch als Hilbertraum von Funk-
tionen auf ) definieren, auf denen die Funktionale zur Punktauswertung f — f(z') mit 2’ € Q
stetig sind. Nach dem Satz von Riesz-Fischer existiert zu jedem a2’ eine Funktion k(-,z'), so
dass

f([L‘/) = <fa k;(v x,)>H
gilt. Eigenschaft 1 aus Definition 4.7 ist somit erfiillt. Wenn &’ diese ebenfalls erfiillt, gilt fiir
alle z, 2’ € Q

k(z,2") = (k(z,-), k' (2, )>H = (K'(«',-), k(=, )>H =K (2, x).

Die Symmetrie in den Argumenten fiihrt zu & = &’ und zeigt die Eindeutigkeit des Kerns zu
gegebenem Skalarprodukt.

Das sogenannte Representer Theorem sagt aus, dass sich in einem RKHS das Minimum
eines regularisierten Kostenfunktionals als Summe von Kernfunktionen darstellen ldsst, die
ausschlieflich in den vom Kostenfunktional ausgewerteten Punkten , befestigt® sind. Statt der
Anwendung dieses Satzes rechnen wir dies konkret beim GTM nach. Hierzu gehen wir zuriick
zur Definition 3.14 der M-Schritt-Minimierung

ytY .= arg min ﬂ/ / R (t,x)|ly(x) — t|2dxdu(t) + - S(y).
y 2 RD [071]L

Wir diskretisieren das du(t)-Integral durch die empirische Verteilung der Datenpunkte {tn}ﬁ;l
und das dx-Integral durch eine Diinngitterquadraturregel. Die korrekten Responsibilities seien
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bereits berechnet und in der Matrix R € RE*YN abgelegt. Da wir fiir den Regularisierungsterm
voraussetzen, dass er additiv iiber die D Datenraumdimensionen ist, konnen wir die einzelnen
Komponentenfunktionen von y unabhéngig voneinander minimieren. Die folgenden Berechnun-
gen fiihren wir mit der d-ten Komponentenfunktion yg(x) durch und kiirzen aus Griinden der
Ubersichtlichkeit (t,,)q mit t,, ab.

Wir nehmen an, dass sich der Regularisierungsterm in der Form

S(ya) = ||Gyall7

darstellen lésst. Hierbei sei G ein linearer Operator. Wir bestimmen nun eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren {¢; (X)}] , von G*G mit den Eigenwerten {7]} 1- Wenn der Operator Null-
Eigenwerte hat, muss der Nullraum als zusétzliche additive Komponente mitgefithrt werden,
wie in [Gar04] erwihnt wird. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit fithren wir die folgenden
Rechnungen ohne Null-Eigenwerte durch. Fiir eine mit

oo
X) =D ajé;(x)
j=1
diskretisierte Funktion gilt nun
o0
S(ya) = |Gyall7> =D adv;.

Wenn wir zusitzlich A mit dem Faktor 2 3 skalieren, hat die Minimierung von y die Gestalt

(SH) = argmm—zzzzwZ )in (Ya(xi) LR Za Y-

n=1i=1

Wir leiten nach «; ab und setzen gleich 0. Dies ergibt

0 [1 L&
@ N ZZWZ(R)m(yd(Xz + )‘Za il = (49)

n=111=1
K s N
& 305 2 (Binlwalxs) — ta)5(xi) + Ay = 0 (4.10)
ZI:(I n:l N N
= Z ( NZ Z(R)m) Ya(xi) Z(R) ) ¢j(xi) + Aajy; =0 (4.11)
=1 n=1 n=1

Nun setzen wir

N N
mii= 55 D (Rintn — (N (R)m> ya(xi) (4.12)
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und l6sen Zeile (4.11) nach o auf. Dies ergibt

1 K
% = 5 20 (4.13)

Also gilt
o) 1 00 1 K 1 K
ya(x) =Y ajéi(x) = 3 ST mig(xi)g(x) = X > mik(xi,x), (4.14)
ot ; ,
wobei die Kernfunktion k& definiert ist als
1
k(x,y) =) ?Qﬁj(x)d’j(}’)'
j=1

An dieser Stelle wird die Aussage des Representer Theorem deutlich, denn unsere Darstellung
von y in Zeile (4.14) benstigt nur K Kernfunktionen, die in den Quadraturpunkten x; befestigt
sind. Es ist bemerkenswert, dass es sich hierbei um die exakte Losung in einer unendlichdimen-
sionalen Funktionenraumbasis {¢; (x)};il aus Eigenfunktionen des Regularisierungsoperators
handelt. Nun setzen wir die Darstellung mit einer endlichen Summe in (4.12) ein und erhalten

o Y 1w Y K
n=1 n=1 k=1
und damit das lineare Gleichungssystem
1 -
<I+ )\GK> 1 = Rt, (4.15)

wobei = (n1,...,nx)T, t = (t1,...,tx)", K € REXK nmit
(K)ij = k(xi, x5),

R € REXN it

(R)in = 5 (R
und G € REXE mit
N
w;
(G)ii = ~ (R);n
n=1

gilt. Dieses Ergebnis ist interessant, weil die Responsibilities offensichtlich zu zusétzlichen G-
und R-Matrizen in der Kerndarstellung fiithren, die in [Gar04] nicht entstehen.

Nun wollen wir noch einen interessanten Zusammenhang zwischen Funktionenraumdarstel-
lung und Kerndarstellung herstellen. Sei hierzu ® eine K x oo-Matrix mit den Eintrégen

(‘I’)ij = ¢;(xi).
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Dann kénnen wir y darstellen als
o0 oo
ya(xi) = Y ajbi(xi) = Y _(®)ia; = (Ba),
j=1 J=1
mit o = (a1, g, ...)". Wir definieren eine oo x oo-Diagonalmatrix C mit
(C)ij =
und schreiben (4.13) als
K
A-(Ca); =D migi(xi) = (@7m);.
i=1
Alle j =1,...,00 Gleichungen in einem linearen Gleichungssystem zusammengefasst ergibt
A-Ca=dTn.
Die Gleichungen i = 1,..., K aus (4.12) kombiniert ergeben
In = Rt — G®a.
Diese linearen Gleichungssysteme fassen wir zusammen und erhalten
I G® n\ (Rt
7 -\-C)\a) \O

Wenn wir das Schurkomplement nach 17 berechnen, erhalten wir die bereits bekannte Kerndar-
stellung aus Gleichung (4.15)

(I - 1G¢0‘1¢T> n = Rt,

wobei offenbar K = ®C~'®7 gilt. Nach o aufgeldst, erhalten wir
®'G®a + \Ca = @' Rt.
Dies entspricht dem iiblichen M-Schritt-LGS wie es beispielsweise in Formel (4.6) mit
A=3"G®

und .
by = ®' Rt

zu finden ist.
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4.6 Laufzeitaspekte

Die Formulierung des Sparse GTM erlaubt die Verwendung unterschiedlicher Basen und Qua-
draturverfahren. Wir wollen in diesem Abschnitt die Laufzeiten einiger Varianten behandeln.

4.6.1 Lokalitat verschiedener Basen

In der Tabelle 4.1 stellen wir fiir verschiedene Basen die Anzahl der Funktionen und die Anzahl
der ¢;(x) # 0 zu gegebenem x € [0, 1]¥ gegeniiber. Eine gitterartige Anordnung von Gauf-
Funktionen wie in [BSWO98b] unterliegt dem Fluch der Dimension, und die Basisfunktionen
sind nicht lokal. Allerdings kann Lokalitdt durch Abschneiden der Gaufl-Funktionen erzeugt
werden, sieche beispielsweise [Wis08]. Die Diinngitterbasis unterliegt dem Fluch der Dimension
nur mit dem log h~!-Term, ist jedoch weniger lokal als eine nodale Basis.

Basisfunktion | Gitter | Funktionsanzahl Funktionsauswertung
Hiitchen voll | O(h™F) O(1)
Hiitchen diinn | O(h~!- (logh~1)E=1) | O((logh~1)¥)
Gaufl voll | O(h™F) O(h=1)

Tabelle 4.1: Komplexitédt und Lokalitdt verschiedener Basen

4.6.2 Balancierung von Quadratur und Diskretisierung

Wir kennen die Fehlerrate des Quadraturverfahren und wissen aus Abschnitt 4.4, dass wir
mindestens soviele Quadraturpunkte wie Basisfunktionen benétigen. Die Frage nach der Ba-
lancierung mit der Funktionsdiskretisierung ist noch offen. Als eine naheliegende Moglichkeit
garantieren wir jeder Basisfunktion eine gewisse Anzahl von Quadraturpunkten innerhalb ihres
Tragers. In [BSW98b] wird beispielsweise empfohlen, ,O(100)“ Quadraturpunkte im 20-Radius
von jeder Gauf-Basisfunktion zu platzieren. Es bezeichne kp den Diskretisierungslevel und k¢
den Quadraturlevel mit hp = 27%5 und hg = 2-ke*! Eine einfache Wahl von ¢ € N,¢q > 1
mit kg := kp + ¢ lasst die Anzahl der Quadraturpunkte je Basisfunktion mit feiner werdender
Diskretisierung nicht sinken:

e Im Fall einer nodalen Basis und einer tensorierten Trapezregel liegt die Anzahl der Qua-
draturpunkte innerhalb des Triigers einer Basisfunktion in ©(2ke—k5)) = ©(2L9). Dies
bedeutet, dass das Verhiltnis von Quadraturpunkten zu Basisfunktionen unabhéngig vom
tatséchlichen Level ist.

e Im Fall einer Diinngitterbasis ist die Anzahl von Quadraturpunkten innerhalb des Trigers
einer Basisfunktion schwieriger zu bestimmen, da die Tréger unterschiedlich grof3 sind.
Wenn wir nur die Punkte auf den Achsen beriicksichtigen, ldsst sich eine untere Schranke
mit Q(L - 2Fe=kB) = Q(L - 29) angeben.

Dies motiviert die Daumenregel, ein um ¢ héheres Quadraturlevel als Diskretisierungslevel zu
verwenden.
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4.6.3 Laufzeit

Ein Tterationsschritt des Sparse GTM besteht aus der Responsibilities-Berechnung, dem Auf-
stellen der linearen Gleichungssysteme, dem Loésen nach y und der Bestimmung von 5. Wenn
wir die Laufzeiten dieser Schritte aufaddieren, ergibt dies

O -N-D-A+ K -A?! + M3+ D - M?),

wobei A den Aufwand der Auswertung aller ¢(x) # 0 zu einem x bezeichnet und die Dimen-
sion L fixiert ist. Um die Laufzeit einer GTM-Variante zu bestimmen, miissen die Angaben aus
Tabelle 4.1 eingesetzt werden. Der Speicherverbrauch kann mit

O(K-N+ M?*+ D - M)

abgeschitzt werden.
Die folgenden Kombinationen reduzieren den Fluch der Dimension auf einen log h~!-Term:

¢ Eine Diinngitterdiskretisierung und eine Diinngitterquadraturregel mit kg := kp + g,

e eine Diinngitterdiskretisierung und ein beliebiges Quadraturverfahren, wobei die Anzahl
von Quadraturpunkten an die Anzahl der Basisfunktionen gekoppelt ist und

e cine RKHS-Diskretisierung mit Diinngitterquadraturregel.

In unseren Experimenten testen wir die ersten beiden GTM-Varianten, ein GTM mit RKHS-
Diskretisierung wurde nicht implementiert. Wenn nichts Anderes angegeben ist, verwenden wir
eine Diinngitterdiskretisierung und das niedrigste Vollgitter-Quadraturlevel, so dass die Anzahl
der Quadraturpunkte dreimal gréfler als die Anzahl der Freiheitsgrade ist. Diese Vorgehensweise
ist empfehlenswert, da so auch bei niedrigen Auflésungen keine Schwierigkeiten mit negativen
Quadraturgewichten auftreten kénnen, siehe auch Unterabschnitt 4.4.2.






5 Low-Rank GTM

Unsere Formulierung des GTM definiert eine Abbildung y(x) = W®(x) aus dem Latent-Space
in den Datenraum. Die Funktionen im Vektor ®(x) sind frei wihlbar, so dass beispielsweise eine
Diinngitterdiskretisierung verwendet werden kann, um den Fluch der Dimension zu reduzieren.

Es existieren alternative Moglichkeiten, y zu diskretisieren. In diesem Kapitel verwenden
wir eine Low-Rank Funktionsdarstellung, bei der nicht die Koeffizienten, sondern die Basis-
funktionen die Unbekannten sind, sieche [BGMO09]. Eine Funktion f : [0,1]" — R stellen wir

mit
p L

f(X) = Zsr ng,z’(l'i)-
r=1 =1

dar. Wére P = 1, konnten wir nur separable f(x) beschreiben. Da dies nur auf wenige Funk-
tionen zutrifft, werden P separable Funktionen aufaddiert. Entscheidend fiir den Low-Rank
Ansatz ist, dass die Anzahl der Summanden P gering gehalten und die fehlende Komplexi-
tét durch modifizierbare g,; kompensiert wird. Bei einem P, das nicht exponentiell von der
Latent-Space-Dimension L abhéngt, hidtten wir den Fluch der Dimension in den Freiheitsgraden
unserer y-Darstellung gebrochen.

5.1 Vektorwertige Low-Rank Darstellung

Es gibt zwei dquivalente Mo6glichkeiten, vektorwertige Low-Rank Darstellungen zu erzeugen.
Zum einen kénnen wir fiir jede der D Komponenten der Funktion y : [0, l]L — RP eine eigene
Low-Rank Darstellung verwenden, also

va(x) = 3 s

r=1 7

gni(x:) (5.1)

L
=1

mit skalaren s¢ € R und skalarwertigen gf{ ;1 [0,1] — R. Eine alternative Darstellung von y ist

P’ L
y(x) => vy [[ i) (5.2)
r=1 =1

mit Vektoren v, € R” und skalarwertigen Funktionen hy;:[0,1] — R.
Beide Darstellungen sind gleichmichtig. Beim Ubergang von Gleichung (5.2) zu (5.1) setzen
wir

P =P,
g = hpi firaller=1,...,P,i=1,...,L,d=1,...,D und
sd = (vy), firaller=1,...,Pd=1,...,D.

69
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Beim Ubergang von Gleichung (5.1) zu Gleichung (5.2) setzen wir

P’ =D P,
h(a-1)-Dri ::gffﬂ» firaller=1,...,Pi=1,...,L,d=1,...,D und
V(d-1)-D4r = €d firaller=1,...,Pd=1,...,D,

wobei ey den d-ten Einheitsvektor im RP bezeichnet. Diese Umformung ist nicht sonderlich
kompakt, zeigt jedoch die Aquivalenz beider Darstellungsformen. Im Folgenden bleiben wir bei
Darstellung (5.1) mit D voneinander unabhéngigen Low-Rank Funktionen.

5.2 Separabilitat der Exponentialfunktion

Fin Integral, das bei der Responsibilities-Berechnung als Normierungsfaktor auftritt und hiufig
berechnet werden muss, hat die Gestalt

/ML exp (—gHy(x) ~ t|2> dx, (5.3)

wobei t € R? ein vorgegebener Punkt im Datenraum ist. Nun setzen wir fiir y(x) eine Low-
Rank Funktion ein, die den Latent-Space in den Datenraum abbildet. Es wére wiinschenswert,
dass sich der Integrand als eine Summe von separablen Funktionen darstellen ldsst, und die
Integration wesentlich beschleunigt werden kann. Wir wollen einige elementare Umformungen
durchfiihren:
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0.1]% 521 \r=1 =1 i=1
P L
e (ﬁ(t)de Hg:ixxi)) exp (—§<t>§)> dx (5.9)
r=1 =1

Der Ubergang von den Zeilen (5.6) und (5.7) zu den Zeilen (5.8) und (5.9) verwendet die
Umformung exp (> ...) =[] exp(...). Die Produkte exp(]_[l]-::1 ... ) lassen sich hingegen nicht
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mit der exp-Funktion vertauschen. Wegen der Darstellbarkeit als ngl (...) ist unser Integrand

exp (=10 — o7

separabel beziiglich der Datenraumdimensionen. Wir integrieren jedoch nicht iiber den Daten-
raum mit dt, sondern iiber den Latent-Space mit dx. Obwohl wir y(x) als Summe separabler
Funktionen darstellen konnen, iibertrigt sich diese Eigenschaft nicht auf den Integranden.
Die Darstellung mit vektorwertigen Koeffizienten aus Gleichung (5.2) kann das Auftreten der
Produkte im Exponenten ebenfalls nicht verhindern. Da wegen der Responsibilities alle GTM-
Integrale einen exp-Term enthalten, kann keines von einer Produktstruktur profitieren. Dies
bedeutet, dass die numerische Quadratur L-dimensional ist und konventionell erfolgen muss.

5.3 M-Schritt

Da die M-Schritt-Minimierung der komplexeste Schritt der GTM-Funktionalminimerung ist,
untersuchen wir in diesem Abschnitt die Auswirkungen eines Low-Rank Ansatzes. Die M-
Schritt-Minimierung aus Definition 3.14 ohne Regularisierungsterm lautet

arg min/ R(t,x)||ly(x) — t||2dxdpu(t).
rD J{0,1]%

Diese Berechnung minimiert das Funktional I in Richtung des zweiten Parameters auf Basis
der bisher berechneten Responsibilities R. Durch Umformungen und Einsetzen der Low-Rank
Darstellung von y erhalten wir

/ / R(t, %) y(x) — t|2dxdu(t) (5.10)
RD J{0,1]L

= Z/RD /0 e Ya(x) = (t)a) dxdp(t) (5.11)
L

2
_ < o d (r) _ N . .
B Z/I‘QD /O 1L t ) (; rggr,z( Z) (t)d> d d,u(t) (5 12)

An Zeile (5.12) wird deutlich, dass wir die D Dimensionen unabhéngig voneinander optimie-
ren konnen. Dies ist insbesondere deshalb moglich, weil R(t,x) nicht vom zu optimierenden y
abhéngt. Die nun folgenden Berechnungen gelten fiir ein d und miissen fiir d = 1, ..., D durch-
gefithrt werden.

Die Minimierung von

P L

2
/RD . 1]LR (t,x (Z sfﬂg,‘!z z;) — (t) d) dxdpu(t) (5.13)

in Richtung der gf,{i erfordert nichtlineare Optimierung. Wir entscheiden uns fiir einen Alternating-
Least-Squares-Algorithmus (ALS), wie er in [BGMO09] beschrieben wird.
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Zunichst bestimmen wir eine Koordinatenrichtung ¢ = m und minimieren in Richtung der
Funktionen { g;‘,{ m}le‘ Die folgenden Berechnungen miissen fiir alle m = 1,..., L durchgefiihrt
werden. Zur Minimierung werden die iibrigen Richtungen fixiert, und wir definieren fiir » =

1,....R

L
d d d
pr,m(x) =Sy H gr,i('xi)'

i=1

izyém
Es bleibt die Wahl einer Basis fiir die Funktionen gfn{m. Es ist theoretisch moglich, fir je-
des (d,r,m)-Tupel einen eigenen Basisfunktionensatz zu wihlen, doch wir entscheiden uns
fiir eine einheitliche Basis {gbk}ﬁ/‘; von eindimensionalen Funktionen. Wir fassen die Funktio-
nen in einem Basisfunktionsvektor ® zusammen. In Kombination mit einem Koeffizientenvek-

tor wfvm € RM ermoglicht dies die kompakte Schreibweise gfﬂl’m(xm) = @(l’m)TWim.

Die einzelnen Komponenten des Vektors Wim bezeichnen wir mit (wgm)j firj=1,...,M.
Die notwendigen Bedingungen fiir die Minimierung des Ausdrucks in Zeile (5.13) sind bei bereits
fixierten Parametern d und m, dass fir allec=1,...,Rund j =1,..., M gilt

2
P
Sy S Sy B(43) (S0 (00) (B(a) W) = (8)a) dxd(t) =0
’ J

& Jro f[o71]L R(t,x) (Ef:l pg,m(") ((I)(xm)TWg,m) - (t)d) pg,m(x)gbj(xm)dxdu(t) =0.

P

o1’ in einem ge-

Offenbar miissen alle Koeffizientenvektoren fiir die Richtung m, also {wg’m}
meinsamen linearen Gleichungssystem

Al wl =bl (5.14)

bestimmt werden. Die Matrix A%, und die rechte Seite b?, haben eine Blockstruktur, die wir
mit ¢, =1,..., R indizieren. Es gilt, dass A(c, ) eine M x M-Matrix mit den Eintrigen

(Ahte.Nie= [ ] R (005 (x)6 (o))
RD J[0,1]E
und b? (c) ein M-dimensionaler Vektor mit den Eintriigen

(560), = [, [, B0 Xpln 001 it

ist.

5.4 Laufzeit

Die Matrix A%, hat die GroBe M - P x M - P. Um den Aufwand zur Aufstellung der Matrix
zu bestimmen, untersuchen wir zunéichst die Komplexitit einer Auswertung des Integranden.
Unter der Annahme einer 1d-Hiitchenbasis lésst sich die Auswertung eines ¢;(x;) und auch eines
gf,l,i(xi) in konstanter Zeit realisieren. Die Bestimmung eines pf, (x) liegt dann in O(L), die
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Auswertung von y4(x) in O(P-L). Damit benétigt ein R(t,x) zur Auswertung O(D-P-L). Die
hiermit verbundene Annahme ist, dass der in R enthaltene Normierungsfaktor aus Formel (5.3)
bereits bekannt ist. Insgesamt benétigt eine Integrandenauswertung also O(D - P - L3).

Das #duflere Integral entspricht nach Einsetzen der diskreten Samples einer Summierung
iiber N Terme. Wenn wir annehmen, dass die Quadraturregel fiir das innere dx-Integral I Aus-
wertungen benétigt, hat die Berechnung eines Matrixeintrags den Aufwand O(N-1-D-P-L3).

Erwéhnenswert ist, dass im Fall einer eindimensionalen Hiitchenbasis die einzelnen Matrix-
blécke diinn besetzt sind. Fiir O(P? - M) Eintriige der Gesamtmatrix A% bedeutet dies eine
Gesamtkomplexitit von O(N - I- D - M - P3 - L3). Dies ist der benstigte Aufwand einer ALS-
Richtung einer Dimension eines M-Schritts, was in Bezug auf das Gesamtproblem zusétzliche
Komplexitéit bedeutet.

Beim Low-Rank Ansatz hiangt bei fixem P die Anzahl der Freiheitsgrade nicht exponentiell
von der Dimension des Latent-Space ab. Damit ist die Aussicht verbunden, hoherdimensiona-
le Latent-Spaces rechnen zu kénnen. Die von uns ermittelte Laufzeit enthélt jedoch nur auf
den ersten Blick keine exponentielle Abhéngigkeit von L: Die Anzahl der benétigten Quadra-
turpunkte I unterliegt dem Fluch der Dimension. Wie wir aus Abschnitt 5.2 wissen, sind die
Responsibilities R nicht separabel beziiglich x, so dass sich die Integrale nicht als Produkt von
eindimensionalen Integralen darstellen lassen. Zwar wiirde eine Diinngitterquadratur die Inte-
gration beschleunigen, doch dann hétte der Low-Rank Ansatz in Hinblick auf die Komplexitat
keinen wesentlichen Vorteil gegeniiber einer méchtigeren Diinngitterbasis. Dies ist der Grund,
warum das Low-Rank GTM vorgestellt, aber nicht implementiert wurde.

Dieses Verfahren ist jedoch Ausgangspunkt fiir einen anderen Ansatz, welcher die expo-
nentielle Abhéngigkeit von der Dimension L vollstdndig eliminiert. Dieses Verfahren wird im
folgenden Kapitel 6 dargestellt.






6 Low-ANOVA GTM

Wie in Abschnitt 5.2 beschrieben wurde, haben die beim GTM auftretenden Integranden keine
Low-Rank Darstellung, selbst wenn y eine Low-Rank Funktion ist.

In diesem Kapitel beschreiben wir einen Ansatz fiir y, bei dem die Integranden Produkt-
struktur haben und sich die L-dimensionalen Integrationsprobleme als Produkt von L eindi-
mensionalen Integralen schreiben lassen. Auf diese Weise wird die exponentielle Abhéngigkeit
des GTM von L vollstéandig aufgehoben.

Der Ansatz beruht auf den niedrigsten Termen einer ANOVA-Reihe, und wird in Abschnitt 6.3
beschrieben. Zuvor stellen wir die ANOVA-Zerlegung einer Funktion und die Mayer Cluster
Expansion vor.

6.1 ANOVA-Zerlegung

Diese allgemeine Darstellung der ANOVA-Zerlegung orientiert sich an [Hol08]. Sei 2 C R ein
Gebiet und

d
dp(x) = H dpir (7))
r=1
ein d-dimensionales Produktmaf auf Borel-Teilmengen von Q¢. Hierbei ist x = (x1,...,1zq),

und die p, sind WahrscheinlichkeitsmaBe auf Borel-Teilmengen von Q. V(4 bezeichne den
Hilbertraum von Funktionen f : Q¢ — R mit dem inneren Produkt

()= [ 1x)gx)an).

Fiir eine gegebene Teilmenge u C D, wobei D := {1,...,d} die Koordinatenindizes bezeichnet,
definieren wir die Projektion Py : V(@) — ylul

Pafca) = [ f0dip ().
Hierbei ist xy, der |u|-dimensionale Vektor, der die Komponenten von x enthilt, deren Indizes

in u enthalten sind, und es gilt dup\u(x) := [], 4, dpr(zr). Diese Projektionen erlauben eine
eindeutige Zerlegung der Funktion f € V(@ in eine endliche Summe

d d
f@r,.mg) = fo+ > filw)+ D fijl@nag) +-+ fia(z,. .., 2a),
i=1

i=1,j>i
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welche in der kompakten Notation

Fx) =" fulxu) (6.1)

uCbD

geschrieben werden kann. Die 2¢ Terme f, beschreiben die Abhingigkeit der Funktion f von
den Dimensionen j € u beziiglich des Mafles p. Sie werden rekursiv mit

fu(xu) = Puf(Xu) — Z fv(xy)

veD

definiert und kénnen auch explizit durch

Ju(xu) = Z(_l)lul_‘v‘PVf(XV)

vCu

angegeben werden. Die Zerlegung (6.1) ist orthogonal im Sinne von

(fuyfv) =0

fiir u # v. Diese Orthogonalitét fithrt dazu, dass wir die Varianz der Funktion f ohne Kovari-
anzterme zerlegen kénnen in
a*(f) =Y o*(fu)-

uChD

u#p
Wenn wir Q = [0, 1] setzen und das Lebesgue-Maf dju(x) = dx wiihlen, so wird V(4 zum Raum
der quadratintegrierbaren Funktionen. Die ANOVA-Zerlegung bietet Vorteile, wenn ein Grof3-
teil der Varianz von f durch signifikant weniger als 2¢ Terme rekonstruiert werden kann. Dieses
Prinzip &hnelt der Dimensionsreduktion durch die PCA, wie in Unterabschnitt 2.2.2 nachzule-
sen ist. Die Superpositionsdimension einer Funktion f ist als die kleinste Zahl dg definiert, so
dass

> 0*(fu) = ad®(f).

[u|<ds
u#p
gilt, wobei beispielsweise o = 0.99 ist.
Im folgenden Abschnitt werden wir anhand eines Beispiels aus der statistischen Physik nach-
vollziehen, welche Auswirkung die Anwendung der exp-Funktion auf die Superpositionsdimen-
sion einer Funktion hat.

6.2 Mayer Cluster Expansion

Die Mayer Cluster Expansion aus der statistischen Physik demonstriert, dass eine Funktion
mit kleiner Superpositionsdimension im Argument der exp-Funktion nicht zu einer kleinen
Superpositionsdimension des Gesamtausdrucks fithrt. Die folgende Darstellung orientiert sich
an [LS95].
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Die Hamilton-Funktion eines klassischen N-Partikel-Systems im Volumen V' sei durch

N N
N - 1
Hy (@™, ™) = 5 > pi > ua(riy)
i—1 i=1,i<j

gegeben, wobei uy(r;;) die paarweisen Potentiale zwischen den Partikeln ¢ und j bezeichnet.
Die kanonische Zustandssumme des Systems mit Temperatur T ist gegeben durch

N N
1 1 N
ZN(‘/;T) = h?’]V]V!/RgN /VN exXp —2,821[)? —,8 Z 'U,Q(Tz‘j) d?”Nd N,

i=1,i<j

wobei § = ﬁ und h eine Konstante zur Entdimensionalisierung von Zy ist. Die Integration

iiber die Impulse ergibt

N
1 Z . 1
i=1,i<j

wobei A = /27h?/kT gilt. Die Idee der Cluster Expansion besteht in einem Variablenwechsel

¢ij = exp (—Pua(rij)) — 1,

was die folgende Umformung des Konfigurationsintegrals

N N
QnWV,T) = / exp | -0 ua(rii) | diy :/ 1+ ¢ij) di
v = [ > ) T o)

N N N
N /VN L+ Y i+ Y, >, bydut... |d

1=1,1<j 1=1,1<j k=1,k<l

ermoglicht. Die Wechselwirkungen zwischen den N Partikeln werden von der Cluster Expansion
in einzelne Terme aufgespalten, deren Grofle angibt, wieviele Partikel an diesem Potential
beteiligt sind. Ob ein Abschneiden der Reihe eine gute Approximation ist, hdngt von ihrem
Abfallverhalten mit steigender Clustergrofe zusammen. Es ist bemerkenswert, dass die exp-
Funktion aus paarweisen Wechselwirkungen Terme erzeugt, die von allen 7V abhingen. Wenn
wir dieses Ergebnis im ANOVA-Sinn interpretieren, hat der Ausdruck

N

> ua(ry)

i=1,i<j

Superpositionsdimension 2, und die Cluster Expansion demonstriert, dass diese Funktion im
Argument der exp-Funktion ohne weitere Approximation zu Superpositionsdimension N fiihrt.
Dieses Resultat ist eine wichtige Beobachtung fiir die folgende Konstruktion des Low-ANOVA
GTM.
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6.3 Konstruktion

Zunichst stellen wir fiir d = 1, ..., D die Komponentenfunktion y4(x) durch eine Funktion mit
Superpositionsdimension 1 dar, also

L
ya(x) =) sigi'(a) (6.2)
=1

mit s¢ € R und gf(z) : [0,1] — R fiir { = 1,..., L. Wie beim Low-Rank GTM sind die g{!
selbst wieder Unbekannte. Wir betrachten nun, welche Auswirkung diese Funktionsdarstellung

auf den Integranden
B
[ oo (—2||y<x>—t||2 dx
0,11

aus Abschnitt 5.2 hat. Das Einsetzen von (6.2) ergibt

d=1 =1
D 6 L L ,8

= []ex -5 > sisigl@)gr (wr) + 8 st (@) (£)a — 5 (t)a
d=1 L=1 =1

Anhand der Doppelsumme ZlL v—1 erkennen wir, dass die Argumente der exp-Funktionen Su-
perpositionsdimension 2 haben. Offenbar fithren die Quadrate aus der euklidischen Norm zu
Wechselwirkungen zwischen Paaren von Latent-Space-Dimensionen. Wie wir im vorhergehen-
den Abschnitt gesehen haben, entstehen durch die Anwendung der exp-Funktion auf Funktio-
nen mit Superpositionsdimension 2 Terme, die von allen Variablen abhéngen. Es ist somit nicht
moglich, durch eine Funktionsdiskretisierung mit niedrigen ANOVA-Termen eine Integranden-
darstellung mit niedrigen ANOVA-Termen zu erhalten.

Wir kénnen jedoch mit einer zusétzlichen Voraussetzung sicherstellen, dass der Integrand
separabel wird. Hierfiir setzen wir eine orthonormale Basis {Vd}dD:1 des D-dimensionalen Da-
tenraums voraus, und partitionieren diese in L Gruppen, von denen einige leer bleiben diirfen.
Dies driicken wir durch eine Funktion

p:{1,...,D} = {1,...,L}
aus. Da sie 0.B.d.A. nicht injektiv ist, existiert kein eindeutiges Inverses. Wir verwenden daher
pt:{1,....,.L} - P({1,...,D})

mit i € p~1(j) < p(i) = j. Hieraus folgt p~(i) N p~1(j) = 0 fiir i # j. Unsere Low-ANOVA
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Funktion y : [0,1]F — RY stellen wir mit

D
= Z Vdgd<3?p(d)) (6.3)
d=1

dar. Hierbei sind die g4() : [0,1] — R skalare Funktionen und die vq € RP,d = 1,...,D or-
thonormale Vektoren. Im Gegensatz zum Sparse GTM oder Low-Rank GTM diskretisieren wir
die Komponentenfunktionen von y(x) = (y1(x),...,yp(x))” nicht unabhingig voneinander.
Beziiglich der exp-Funktion ist diese Darstellung giinstig, wie die folgende Rechnung fiir ein
fixes t € RP zeigt:

2

exp

D
= ZVdgd(iUp(d)) -t
D
= exp ( <Z Vaga(Tpa)) —t Zvdgd t>>
d=1

D

3 o s

= oxp | -5 d,;l (Vc;;:df> Tp(a))9d (Tp(ary) + 5; (Va, t) ga(xpa)) — 5 (t,t)
B & < s

= exp (—2 Zlgd )%+ ﬁ; {va, t) ga(zp) — 5 <t,t>)

— exp ( ) H exp <§gd 0)? + B (va,t) gd(%(d))) :

Offenbar stellt unsere Funktionsdarstellung (6.3) eine Produktstruktur her, was sehr vorteilhaft
bei der Integration ist. Im Folgenden sollte die Unbekannte d nicht mit dem Maf} dx oder dax;
verwechselt werden. Es gilt

[ ew
(0,1]F

= GXP( g )/O HeXp< § (@p(a))” +ﬁ<vd7t>gd(xp(d))) dx

0,15 5=

= exp <— (t,t) > H/o H eXP <—§9d(l‘l) + B (va,t >gd($z)> dx;.

[0.1] gep —I(

—t dx

Da das Integral in ein Produkt von L eindimensionalen Integralen zerfillt, haben wir den Fluch
der Dimension auf Kosten der Darstellungsvielfalt von y(x) gebrochen.
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Beispiel 6.1. Ein Beispiel fiir ein zulissiges Low-ANOVA Mapping ist

1
V2 V2 0

y(x) = —% sin(1.5mx1) + % cos(1.5bmz) + | 0 | 2.
0 0 1

Hierbei gilt D = 3, L = 2 und p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 2. In Abbildung 6.1 ist die
Unabhéngigkeit der Achse t3 von den Achsen t; und ¢y erkennbar. Offenbar kann das Mapping
y trotz der PCA-&hnlichen Orthogonalitéitsbedingungen Nichtlinearitéiten erfassen.

Bild von y

t3

Abb. 6.1: Darstellung eines Low-ANOVA GTM Mappings.

Bemerkung. Fine Kugel ist ein Objekt, das wir mit dem Low-ANOVA GTM nicht darstellen
konnen, da hierzu Basisfunktionen benétigt werden, die von mindestens zwei Verédnderlichen
abhéngen.

Bemerkung. Von einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Perspektive aus betrachtet konnen nur
Daten modelliert werden, die keine Abhéngigkeiten zwischen den verschiedenen Gruppen von
Raumrichtungen {Va}ge,-1(;) und {Va}ye,-1(;) fiir i # j haben. Diese Modellannahme ist weni-
ger strikt als die der PCA, die Unabhéngigkeit aller Richtungen ohne eine Gruppierung fordert.

Bemerkung. Prinzipiell kann ein Low-ANOVA GTM konstruiert werden, das mehrere Latent-
Space-Dimensionen miteinander koppelt. Hierzu miissen die Datenraumdimensionen und die
Latent-Space-Dimensionen partitioniert, und die Gruppen einander zugeordnet werden. Da die
Darstellung eines solchen Verfahrens nicht instruktiver ist, und nicht alle Integrale zu Produkten
zerfallen, haben wir uns auf eine Darstellung von y mit Superpositionsdimension 1 beschrankt.
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6.4 Initialisierung

Zusétzliche Freiheitsgrade des Low-ANOVA GTM entstehen durch die Verteilung der D Raum-
dimensionen auf die L Latent-Space-Dimensionen. Der erste mogliche Unterschied nicht-trivialer
Zuordnungen ergibt sich ab L = 2 und D = 4, wofiir uns leider die Anschauung fehlt. Mogliche
Strategien bei der Konstruktion von p sind,

e jeder Latent-Space-Dimension moglichst die gleiche Anzahl von Datenraumdimensionen
zuzuordnen,

e oder ein 1:1-Mapping umzusetzen, wobei D — L — 1 Datenraumdimensionen der letzten
Latent-Space-Dimension zugeordnet werden miissen.

Bei jedem Experiment mit einem Low-ANOVA GTM geben wir das verwendete Mapping p an.

Die Raumrichtungen {vd}dD:1 initialisieren wir mit einer klassischen PCA auf den Daten.
Nun miissen die Funktionen g; bestimmt werden. Es ist sinnvoll, aus jeder der L Gruppen
{]fl(l)}lL:1 eine Dimension d auszuwéhlen, und gg mit g4(x) = x zu initialisieren. Die iibrigen
Funktionen werden auf Null gesetzt. Mit der entsprechenden Zuordnung p kénnen wir auf
diese Weise die ersten L Hauptachsen der PCA beriicksichtigen. Alternativ kénnen alle g4 auf
ga(z) = x gesetzt werden. Welche Vorgehensweise zu besseren Ergebnissen fiithrt, hingt letztlich
von der Probleminstanz ab.

6.5 Responsibilities-Berechnung

Die Minimierung im ersten Paramter des GTM-Funktionals K erfordert die Berechnung der
Responsibilities R: RP x [0,1]* — (0, 00), wie sie in Definition 3.8 dargestellt werden. Sie ent-
sprechen der zu jedem Datenpunkt t € RP gehorigen Posterior-Verteilung im Latent-Space.
Wir setzen in der folgenden Rechnung die Low-ANOVA Funktionsdarstellung ein, um zu de-
monstrieren, wie wir die L-dimensionalen Responsibilities in L Raumrichtungen aufspalten

konnen.
R(t,x) (6.4)
oo (5luo - elp) .
S exp (=5lly(x) — ¢)12) ax
B exp (—% <t,t)) 12, exp <_§gd($p(d))2 + B(va,t) gd(iffp(d))) 66)
exp (=5 (6,6)) T4 Sio Taep-1) 5 (—59a(e))2 + B (va £) gala)) ) daf
_ ﬁ [aep-10) exp (—ggd(%l)2 + 6 (v, t) gd(wz)) 67

=1 Jio Taep-10) 50 (=59a()? + 8 (va, ) ga(s)) ) daf

Dies motiviert die folgende Definition 6.2.
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Definition 6.2 (Richtungs-Responsibilities). Zu gegebenem Mapping y und inverser Vari-
anz (3 definieren wir fiir die Latent-Space-Richtungen { = 1,..., L die Richtungs- Responsibilities
R;: RP x [0,1] — R

[y 5P (~594(@)? + 5 (va,t) gu())
_B

Ri(t,x) := .
Jio.a Taep-10) exp ( 539d(z")? + B (va, t) gd(l“')) da’

Eine wichtige Eigenschaft der Richtungs- Responsibilities ist
/ Ri(t,z) =1 firallel=1,...,L und t € R". (6.8)
(0,1]

Entsprechend der Gleichungszeile (6.7) konnen wir die R(t,x) aufspalten in

L
R(t,x) = [[ Rult, z). (6.9)
=1

Im E-Schritt des Low-ANOVA GTM berechnen wir die L Richtungs- Responsibilities vor. Die
eindimensionalen Integrale zur Normierung approximieren wir durch eine einfache Trapez-
regel mit K Punkten. Damit erfolgt das Aufstellen der Richtungs- Responsibilities-Matrizen
R; ¢ REXN in O(K - N - D) und wird analog zum Sparse GTM durchgefiihrt, sieche Unterab-
schnitt 4.3.2. Der entscheidende Unterschied zum Sparse GTM ist jedoch, dass die Anzahl der
Quadraturpunkte K nicht von L abhéngig ist, sondern K = (’)(hél) gilt. Die Produktdarstel-
lung der Integrale setzt effektiv eine tensorierte Quadraturregel mit K* Punkten auf [0, 1]” in
der linearen Laufzeit O(K) um.

In Unterabschnitt 4.4.2 haben wir beschrieben, wie bei der Responsibilities-Berechnung des
Sparse GTM verhindert wird, dass durch beliebig kleine Zahlen geteilt werden muss. Beim
Low-ANOVA GTM treten auch beliebig grofie Zahlen auf, denn obwohl

2

—_
v

exp

_B
2

D
Z Vagd(Tp)) —t
=1

= exp <_§ <t,t>> dlljlexp (—ggd(xp(d))Q + B (vg, t) gd(%(d)))

gilt, sind die Faktoren aus dem Produkt ngl ... unbeschrankt. Dies ist darauf zuriickzufiihren,

dass zwar )

<0

_B
2

D
> Vaga(@pa) — t
d=1

gilt, die Projektionen 3 (vg,t) ga(z,)) jedoch beliebig groff sein kénnen. Im Argument der
exp-Funktion fithrt dies schnell zu numerischen Uberliufen.
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Wenn wir fiir ein fixes [ und t, und allei =1,... , K
siim Y D oueya) + B vt gulepa)
9 p(d) ’ p(d)
dep=1(1)
setzen, kénnen wir die diskretisierten Richtungs- Responsibilities R; mit

exp (8;)

(Rl)zn —
Zf’{:l wir exp (sy7)

(6.10)

darstellen. Um hierbei den beschriebenen Uberlauf zu vermeiden, gehen wir wie in Unterab-
schnitt 4.4.2 vor und setzen
/

S,

i +=— §; — Imaxs;.
%

Wegen
exp (s;) <1 und maxexp (sg) =1
2

konnen die Rj-Matrizen auf diese Weise ohne numerische Schwierigkeiten aufgestellt werden.
Da eindimensionale Quadraturregeln in der Regel ohne negative Gewichte auskommen, kénnen
keine Probleme mit negativen Normierungsfaktoren im Nenner auftreten.

6.6 M-Schritt

Im M-Schritt wird zu gegebenen Responsibilities ein optimales

D
y(x) = Z Vaga(Tp(a))
d=1

bestimmt. Die Optimierung kann jedoch nur dann mit linearen Gleichungssystemen stattfinden,
wenn wir bei den Funktionenupdates die Vektoren v, fixieren und bei den Vektorenupdates
die Funktionen gy fixieren. Diese Vorgehensweise wird in [BGMO09] vorgeschlagen und folgt
dem Prinzip des Alternating-Least-Squares-Algorithmus. Auf die Addition eines Regularisie-
rungsterms verzichten wir, da die wenigen Freiheitsgrade von y wie eine starke Regularisierung
wirken.

6.6.1 Funktionenupdates

Um die g4(z) zu modifizieren, bendtigen wir eine Diskretisierung. Diese erfolgt wie in Ab-
schnitt 5.3 iiber einen einheitlichen Basisfunktionsvektor @ : [0,1] — RM und Koeffizienten-
vektoren wg € RM | so dass wir gq : [0,1] — R als
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schreiben kénnen. Nun setzen wir unsere Funktionsdarstellung in das Integral der M-Schritt-
Minimierung aus Definition 3.14 ein

2

D

/RD /[0,1}D R(t,x) dzzlvczgd(mp(d)) —t|| dxdu(t) (6.11)
D

:/]RD /[0 o R(t,x) <Z (9a(@p(a))? = 2 (Va, t) ga(p(a))) + <t,t)) dxdp(t) (6.12)
D

/ / R(t,x ( <<(I) wd>2 —2(vg, t) <¢>(xp(d)),wd>> + (t,t)) dxdp(t).

rD J{0,1]P —

(6.13)

Wir erkennen, dass keine Koeffizientenvektoren wg, wg mit d # d’ miteinander interagieren.
Die Minimierung kann somit fiir d = 1,..., D in D unabhéngigen linearen Gleichungssystemen
erfolgen. Wir leiten das Integral aus Zeile (6.13) nach der k-ten Komponente von w, ab und
setzen den Ausdruck gleich 0. Es gilt

R(t,
6(wd /]RD /0 [0,1]P *)

D
3y (<c1>(xp(d)),wd>2 — 2 (v, t) (B, wd>) + <t,t)> dxdu(t) = 0

d=1
& / R(t,x) ((®(zpa)), Wa) — (Va, t)) O (p(a))dxdp(t) = 0
RD J{0,1]F
M
& ; (/D /[0,1]L (6, %) (p(a) ) Pk (T p(a) ) dxdpu(t )) (wq)

Wir schreiben dieses Ergebnis in einem linearen Gleichungssystem
Aqwq = by,

wobei Ay eine M x M-Matrix mit den Eintrégen

(e = [ [ RX)6, ) outaa bt

und by ein M-dimensionaler Vektor mit den Eintrdgen

= [, [ RO () ()
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ist. Nun zeigen wir, wie wir die Separabilitit der Responsibilities beim Aufstellen des linearen
Gleichungssystem ausnutzen kénnen. Nach Gleichung (6.9) gilt

Ak = [, [ R0yt

B /RD/[OI]L (H R, > p(d) )Pk (Tp(a) ) dxdpu(t)
= / H /01] Ry(t, x;)dx; - /[01} Ry 05 (Tp(a)) Dk (Tp(a)) A pay dpa(t)

l#p

_ /[01] < - Rp(d)(t,a:p(d))dﬂ(t)> 05 (2p(a)) Dk (T p(a) ) A p(a) -

Die Separabilitit der Responsibilities bewirkt offenbar, dass in der Matrix A4 keine Dimen-
sionen des Latent-Space # p(d) enthalten sind. Da ausserdem Ay = Ay fiir p(d) = p(d') gilt,
miissen nur L Matrizen aufgestellt werden. Die Initialisierung aller Matrizen benstigt O(L-M?),
wenn sie nicht diinnbesetzt gespeichert werden. Zum Berechnen der Matrixeintrége iterieren
wir wie in Unterabschnitt 4.3.3 in einer #ufleren Schleife {iber die Quadraturpunkte und in
einer inneren Schleife iiber die Basisfunktionen, die ungleich 0 ausgewertet werden. Da dies
bei einer eindimensionalen Hiitchenbasis maximal zwei sind, und die ([p Ry(a)(t, 2p(a))dp(t))
im E-Schritt bei gleicher Komplexitit vorberechnet werden koénnen, benotigt dieser Schritt
O(L - K). Auf der rechten Seite des linearen Gleichungssystems gilt analog

(bd)k = /RD /[O e R(t, X) <Vd, t> (bk(xp(d))dxdu(t)

N /]RD/[Ol]L (HRZ (& ) Va, ) Ok (Tp(a))dxdp(t)
— / H /01 Rl(t,xl)dxl-/[m] Ryay (Va, t) O (p(a)) dp(aydp(t)

lip
- / Rya) (b, @p(a)) (Va, t) Ok (@p(a))dwpay dp(t).
rD J{0,1]
Die D rechten Seiten {bd}dD:1 benotigen zum Aufstellen O(D - N - K).

6.6.2 Vektorenupdates

Die Implementierung des Low-ANOVA GTM minimiert in Richtung der {Vd}c?:l zunéchst
ohne Nebenbedingung und orthonormalisiert die Ergebnisvektoren mit Gram-Schmidt. Dies ist
nur eine der moglichen Verfahrensweisen, die Orthonormalitéitsnebenbedingung umzusetzen.
Warum der Vektorenupdate-Schritt bei keinem der Experimente verwendet wurde, erkldren
wir im Anschluss.
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Minimierung
Wir bezeichnen die d-te Komponente von v, mit (v,)g. Wir formen das zu minimierende

Integral zunéchst um
D
Z Vrgr (xp(r)) -t

/ / R(t,x)
rD J{0,1]2 "

D 2
Z /RD /() [0,1]E (T 1(V’")dg7"(xp(7")) - (t)d) dxdp(t).

Da wir erst im Anschluss die Orthonormalitit wiederherstellen, kann die Minimierung fiir d =
1,..., D in D voneinander unabhingigen linearen Gleichungssystemen erfolgen. Fiir alle s =
1,..., D muss die Gleichung

2
8 /RD A " R t, X <T 1(V7“)dgr(l’p(7«)) — (t)d) dxdu(t) =0

D
& / /[01]L R(t,x) (Z(Vr)dgr(xp(r)) - (t)r> 9s(Tp(s))dxdp(t) = 0

r=1

D

/ / R(t, %) (6)ags (0 ) dxdp(t)
RD J[0,1]E

erfiillt sein. Dies fithrt zu einem linearen Gleichungssystem der Form

2
dxdp(t)

A(V*)d = byg

wobei (vi)g = ((V1)gs---,(vDp)a)', A eine D x D-Matrix mit den Eintréigen

A)sr :/ / R(tvX)gT($p(r))gs(xp(s))dXdu(t)>
RD J0,1]E

und by ein D-dimensionaler Vektor mit den Eintrigen

(bd)s = AD /[071]L R(t,x)(t)dgs(xp(s))dxdu(t)

ist. Nun nutzen wir die Separabilitit der Responsibilities fiir das schnelle Berechnen der Matrix-
und Vektoreintrage. Im Fall der A-Matrix fillt auf, dass sie nicht von d abhéngig und insofern
in allen D Gleichungssystemen identisch sind. Fiir p(r) # p(s) gilt

A)”:/ / Ryp(r) (6 () ) 9r (Tp(r) )dp(ry - | Rop(s) (b, Tp(s)) 95 (T p(s) ) dp(s) dpa(t)-
RD J]0,1] [0,1]
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Fiir p(r) = p(s) gilt

ST _/ / T‘))gT( p(r))gs(xp(s))dxp(r)d:u(t)'
RD J]o, 1]

Auch die rechte Seite lidsst sich mit eindimensionalen Integralen darstellen. Es gilt
i) = [ [ R (totyo) (0o dute).
RD J[0,1]

Orthonormalisierung

SchlieBlich kommt die Gram-Schmidt Orthonormalisierung {Vd}dD:1 — {vz;}g:l zum Einsatz.
Wir wiederholen fiir ¢ = 1, ..., D folgende Schritte

i—1
v] = vi— \g <vj,vl>
Jj=1

T
* Vi

i

v

Diskussion

Das beschriebene Vektorenupdate ist im Low-ANOVA GTM implementiert, wurde jedoch in
den Experimenten deaktiviert. Dies hat zwei Griinde:

e Die {Vd}fl):1 verdndern sich nur sehr geringfiigig. Dies lésst sich mit dem zu minimierenden

Integral
R(t,x) v, gr(x —t
[ ] w0

erklaren. Die Responsibilities R(t,x) sind dort besonders grof§, wo t und y(x) nah bei-
einander liegen. Dies bedeutet, dass durch R kleine Abstédnde stark und grofie Abstédnde
schwach gewichtet werden, was zur Folge hat, dass das Verkleinern von groflen Distanzen
eine geringere Bedeutung hat als die Beibehaltung kleiner Distanzen. Dieses intuitive Ar-
gument erklért, wieso die Vektorenupdates meist keine Verdnderung bewirken. Zu dieser
Sattelpunktproblematik siehe auch Unterabschnitt 3.4.4.

2
dxdpu(t)

e Das Low-ANOVA GTM hat ein sehr restriktives Modell. Es ist realistisch anzunehmen,
dass auf Datensétzen, die diesem Modell entsprechen, die Principal Component Analysis
im Initialisierungsschritt die optimalen Raumrichtungen {v4} dD:1 identifiziert.

6.6.3 Beta-Berechnung

Auch im [-Berechnungsschritt muss kein L-dimensionales Integral bestimmt werden. Bei den
folgenden Umformungen nutzen wir wie gewohnt die Darstellung R(t,x) = HlL: L Ri(t, ;) mit
f[071] Rl(t, x)dwl =1.
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-1 . l . 2
5= g [ FE ) — i)

5 o ),
= — Rt,X
.D RD [071}L ( )
D

1 D )
- D /RD /[o,l}L Rt x) ;gd(xp(d)) =23 (va,t) galwpa) + (t,t) | dxdp(t)

d=1

2
dxdu(t)

D
> vaga(wya)) — t
d=1

1 D
= D Jeo (6,6) + Z/o,m <H Rl(t,azz)> (9a(Tpa))? = 2 (Va, t) ga(wp(a))) dxdp(t)

a—1"1 =1

L
YT /[OHth,xl) S (Galp@)? — 2 (Vart) ga(@p(ay)) dmrdp(t)
=1 )

D Jep dep—1(1)

Die Umsetzung der -Berechnung benétigt O(N - D - K).

6.7 Laufzeit

Wie in Unterabschnitt 6.6.1 beschrieben wurde, nutzt die Low-ANOVA GTM-Implementierung
die Diinnbesetztheit der M x M-Matrizen Ay nicht aus. Dies ist vertretbar, da die Anzahl der
Freiheitsgrade M nicht mit der Latent-Space-Dimension L wichst. Es muss jedoch erwahnt
werden, dass hier Spielraum fiir Verbesserungen ist.

Bei der folgenden Laufzeitabschétzung beriicksichtigen wir den Vektorenupdate-Schritt nicht,
da sich dieser in den meisten Experimenten als nicht wirksam erwiesen hat. Das Low-ANOVA
GTM benctigt fiir eine Iteration aus Richtungs-Responsibilities-Berechnung, M-Schritt und
(B-Berechnung eine Laufzeit von

O(L-M?+N-K-D).

Diese Laufzeitabschétzung gilt in jeder Grofle, das heifit es existieren keine Konstanten, die
exponentiell mit der Dimension wachsen. Es ist bemerkenswert, dass die Laufzeit linear in der
Latent-Space-Dimension L ist. Das Low-ANOVA Modell ist interessant, da seine Machtigkeit
zwischen der Hauptkomponentenanalyse und dem klassischen GTM liegt.
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Bevor wir das p-Gauf-Kern GTM beschreiben, zeigen wir zunéchst, warum die euklidische
Norm und damit auch die Gaufl-Kerne in hochdimensionalen Rdumen an Aussagekraft verlie-
ren. Dies ist relevant fiir das GTM, da wir mit gaufischem Rauschen aus dem L-dimensionalen
Bild y([0, 1]%) eine D-dimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung erzeugen.

7.1 Effekte in hochdimensionalen Raumen

In hochdimensionalen Rdumen treten einige unintuitive Effekte auf, die bei der Arbeit mit
hochdimensionalen Daten beriicksichtigt werden miissen. In diesem Abschnitt wollen wir einen
kurzen Uberblick geben. Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich in [Ver02).

7.1.1 Das Volumen der Hyperkugel

Das Volumen einer d-dimensionalen Hyperkugel mit Radius 7 ist durch den Ausdruck

gegeben. Abbildung 7.1 stellt die Volumina fiir = 1 in den ersten 30 Dimensionen dar. Wir
erkennen, dass sie in niedrigen Dimensionen ansteigen, fiir groflere d jedoch gegen 0 abfallen.
Wenn sich die Hyperkugel in einem Hyperwiirfel befindet, bedeutet dies, dass sich die Masse in
den Ecken konzentriert. Eine intiuitive Erkldrung ist, dass die Anzahl der Ecken exponentiell
mit der Dimension ansteigt.

Die Masse im Inneren einer Kugel konzentriert sich in hoheren Dimensionen an ihrer Ober-
fliche. Das Verhiltnis der Volumina von zwei Hyperkugeln mit Radius 0.9 und 1 fillt mit
steigender Dimension gegen 0, sieche Abbildung 7.2. In hohen Dimensionen befindet sich die
Masse der grofleren Kugel fast ausschliellich in der Kugelschale

(x]0.9 < |lz]s <1}. (7.1)

Diese iiberraschenden Effekte demonstrieren, dass sich die Anschauung in niederdimensionalen
R&umen nicht auf hochdimensionale Réume iibertragen liasst. Die Beschreibung der Kugelscha-
le (7.1) macht deutlich, dass die euklidische Norm in Zusammenhang mit diesen Beobachtungen
steht. Im folgenden Unterabschnitt werden wir dies genauer untersuchen.

7.1.2 Concentration-of-Measure

Der Concentration-of-Measure-Effekt fithrt zu einer Konzentration der euklidischen Norm in
hochdimensionalen Rdumen. Die Norm eines Zufallsvektors beschreibt eine Zufallsvariable, de-

89
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Volumen

0 5 10 15 20 25 30
Dimension d

Abb. 7.1: Volumen der d-dimensionalen Hyperkugel mit Radius 1.

ren Erwartungswert mit der Dimension steigt, widhrend die Varianz ann&hernd konstant bleibt.
Der Satz 7.1 aus [Fra07] beschreibt dieses Verhalten.

Satz 7.1 (Demartines). Sei X € R? ein Zufallsvektor mit unabhingig identisch verteilten
Komponenten X; ~ F. Dann gilt

E([X]l2) = va-d— B+ O()

und )
(| X[l2) = B+ O(d2),

wobei o und B Konstanten sind, die von der Verteilung F aber nicht von der Dimension ab-
hdngen.

Da das Verhiéltnis von Varianz und Erwartungswert von || X||2 mit steigender Dimension im-
mer kleiner wird, gilt dies auch fiir den relativen Fehler, den wir machen, wenn wir statt X den
Erwartungswert E(X) verwenden. Dies bedeutet, dass sich die Datenpunkte in hohen Dimen-
sionen auf der Kugeloberfliche mit Radius E(||X]||2) konzentrieren. Da die Differenz zwischen
zwei Zufallsvektoren wieder ein Zufallsvektor ist, erscheinen auch die Absténde zwischen allen
Datenpunkten identisch. Dies ist problematisch fiir Verfahren, die wie die Néchste-Nachbarn-
Suche auf Abstédnden basieren.

7.1.3 Lokalitat von GauB-Kernen
In [FWVO05] wird die Lokalitét der GauB-Kerne

k(x,y) = exp (—|x — y||*/207)

in hohen Dimensionen untersucht. Sie ist wichtig fiir die
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Abb. 7.2: Volumenverhéltnis von zwei d-dimensionalen Hyperkugeln mit Radius 0.9 und 1.

e Interpretierbarkeit der Kerne als Ahnlichkeitsmafl und
e die numerische Stabilitit von Rechnungen.

Wenn wir in hohen Dimensionen die Abstandsverteilung von GauB-verteilten Punkten mit dem
Abfallverhalten des Kerns vergleichen, liegt ein Grofteil der Punkte in einem Bereich, die der
Kern nicht unterscheiden kann. Dieses Prinzip wird in Abbildung 7.3 deutlich. In Dimension 1
liegen Abstandsverteilung der Gaufl-verteilten Punkte und der Bereich des stérksten Abfalls
des Kerns iibereinander. Mit steigender Dimension wird diese Beziehung gestért. In Dimen-
sion 10 wird ein Grofiteil der Gauf3-verteilten Punkte vom Kern als ,,unidhnlich“ zum Ursprung
eingestuft, obwohl sie mit der Dichte k(0, -) generiert wurden.

Fiir diese Degenerierung ist der Concentration-of-Measure-Effekt verantwortlich: In Dimen-
sion 2 liegt ein Grofiteil der Datenpunkte im Kreis

{x | [Ix[l2 < 3},
wéhrend sich in Dimension 10 die Masse in der Kugelschale
{x 1< x|z <5}

konzentriert. Somit haben wir experimentell die Aussage des Satzes 7.1 nachvollzogen.

7.2 p-GauB-Kerne und p-Minkowki-Norm

In [FWVO05] wird beschrieben, dass Modifikationen des Parameters o nicht ausreichend sind,
um die Lokalitdt der Gaufl-Kerne in hochdimensionalen Raumen herzustellen. Neben der Ge-
schwindigkeit, mit der der Kern abfillt, muss kontrolliert werden, ab welcher Distanz das Ab-
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Abb. 7.3: Abfallverhalten des GauB-Kerns mit ¢ = 1 und nicht-normierte Abstandverteilung
von 108 GauB-verteilten Punkten in den Dimensionen 1, 2, 5 und 10.

fallverhalten einsetzt. Hierfiir wird der p-Gauf3-Kern

k(x,y) = exp (—d(x,y)"/0")

vorgeschlagen, wobei ¢ und p Parameter sind, die an die Dimensionalitéit des Problems ange-
passt werden miissen.
Betrachten wir nun die unregularisierte M-Schritt-Minimierung aus Definition 3.14

awgmin ) [ (6, %) ly(x) — 6] dxd(t).
Yy RP J]0,1]& S——

=d(y(x),t)?

Die Minimierung ist nur dann fiir jede der {yd}dD:1 Komponentenfunktionen unabhéngig von-
einander durchfiithrbar, wenn sich d(y(x),t)? als Summe iiber die Datenraumdimensionen dar-
stellen lisst. Im Fall der euklidischen Norm ||x||3 = ZdDzl z2 ist dies der Fall. Dass keine Misch-
terme iiber die Datenraumdimensionen entstehen, ist eine wichtige Bedingung dafiir, dass die
Laufzeit des GTM linear in D bleibt.
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Dies bedeutet, dass wir fiir einen p-Gaufi-Kern mit p # 2 die passende Metrik d(x,y) wihlen
miissen. Die Definition der Metrik iiber die p-Minkowski-Norm ist wegen

D

d(x,y)" = |x = ylh = |zal”
d=1

geeignet. Eine p’-Minkowski-Norm

D P '
> | =
d=1

p/P

/
p

Ix = yll, =

D

/
> lzal”
d=1

fithrt zu einem gebrochenen Exponenten, wenn p’ { p gilt. Auch ein ganzzahliges 1% 2 1 fithrt zu
Mischtermen der einzelnen Koordinatenrichtungen und damit der Koordinatenfunktionen g4 in
der M-Schritt-Minimierung. Dies muss vermieden werden, was die Wahl eines einheitlichen p
fiir die p-Gaufl-Kerne und die p-Minkowski-Norm begriindet.

In [FWVO05] wird gezeigt, dass die p-GauB-Kerne mit der euklidischen Norm in hohen Dimen-
sionen Lokalitdt herstellen kénnen. Dass dies auch fiir die p-Minkowski-Norm gilt, weisen wir
durch ein einfaches Experiment nach. In Abbildung 7.4 sind die p-GauB-Kerne mit der Metrik
d(x,y) = |[x — y|[p in 10 Dimensionen und die dazugehérigen Punktverteilungen dargestellt.
Wir erkennen, dass sich die Masse der Punktverteilung und der Bereich des Kernabfalls fiir
steigende p aufeinander zu bewegen.

7.3 Konstruktion

Im Folgenden werden wir ein p-GauB-Kern GTM konstruieren. Wir werden das Problem so
formulieren, dass fiir p = 2 die bisherige Formulierung entsteht. Wegen

+oo 22
/ e 2dr=vV2r < 0

gilt fiir p > 2
Wegen

folgt fiir das D-dimensionale Integral

é

C}? RD

e 3 Il gy =1, (7.3)

In Zeile (7.3) steht die p-GauB-Kern Wahrscheinlichkeitsdichte, mit der wir das Bild ([0, 1]%)

storen werden, um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung im D-dimensionalen Datenraum zu er-
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Abb. 7.4: Abfallverhalten der p-GauB-Kerne mit der Metrik d(x,y) = ||x—y]||, und ¢ = 1in 10
Dimensionen und nicht-normierte Abstandverteilung von 105 entsprechend verteilten
Punkten mit p = 2,4,6, 8.

halten. Fiir p = 2 entspricht sie der iiblichen Gauf-Verteilung mit inverser Varianz (. Fiir
groBere p ist B nicht mehr exakt gleich der inversen Varianz, wird der Einfachheit halber den-
noch so bezeichnet. Hiermit kénnen wir das p-GauB-Kern GTM-Funktional definieren.

Definition 7.2 (p-GauBi-Kern GTM-Funktional). Wenn wir das GTM-Modell mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte aus Zeile (7.3) kombinieren, ergibt dies das p-Gau-Kern GTM-Funktional

D
P

Op(y,B) = - /]RD log i? /[0,1]L exp <—§\t - y(x)”ﬁ) dxdp(t) + X - S(y)

_ By p)
= [ om ] e (<51 voolR ) dxne

D. B
—Zlog S + M- S(y).
) ogcg (y)
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Satz 7.3. Das p-Gaufi-Kern GTM-Funktional aus Definition 7.2 ldsst sich umformen zu

Sy -t} SllyGo)—tl1p
/ / dxdp(t)
r? Jj0,1)L f[o g€ 5 lly(e)~ tllpdx f[ L e gy —tIp gyr

ﬁ o= S lyGo) -t "
/RD/[O” oy o FI00 11 g 10— )

——10gcp+)\ S(y).

Beweis. Weitestgehend analog zum Beweis von Satz 3.9. O

Dieses Funktional minimieren wir wie in Abschnitt 3.4. Hierzu bendétigen wir die Definiti-
on 7.4.

Definition 7.4 (p-GauB-Kern Responsibilities). Wir definieren eine Funktion R : R” x[0, 1]% —
(0,00), die jedem Datenpunkt t € R” seine Posterior-Verteilung im Latent-Space zuordnet.

exp (5 lly() — ¢l

(7.4)
Jioe exp (—gHy(x’) - t||§> dx’

R,(t,x) :=

Bis hierhin war der Ubergang vom GTM zum p-GauB-Kern GTM problemlos. Die Minimie-
rung in Richtung von y fithrt jedoch nicht mehr zu einem linearen Gleichungssystem, wie der
folgende Abschnitt zeigen wird.

7.4 M-Schritt

7.4.1 Funktionenupdates

Unsere M-Schritt-Minimierung hat die Form
agmin [ [ Ry 0lyx) — elfdxdute) + A S(y).
Y 2 Jrp [0,1]%

Da unsere || - ||b-Norm wie gefordert additiv iiber die Datenraumdimensionen ist, kénnen wir
die einzelnen Komponentenfunktionen von y unabhéngig voneinander minimieren. Wir miissen
firalled=1,...,D

g min " /01 5 (6,%) [5a(%) — (6)” dxdp(t) + X - Sa(ya) (7.5)

bestimmen. Fiir p = 2 entsteht ein lineares Gleichungssystem, was bereits hinreichend diskutiert
wurde. Im Fall von p > 2 handelt es sich nicht mehr um eine quadratische Minimierung, aber
noch um eine konvexe. Das Problem bleibt auch nach Diskretisierung der Integrale konvex,
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wenn ausschliefllich positive Quadraturgewichte verwendet werden. Wir diskretisieren
M
ya() =Y (wa); 6;()

J=1

mit dem Koeffizientenvektor wy € R und nehmen an, dass sich der Regularisierungsterm in
der Form
Sa(ya) = Wi Cawg

darstellen ldsst. Zur Minimierung von (7.5) verwenden wir ein gradientenbasiertes Minimie-
rungsverfahren wie die Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno-Methode (BFGS) aus der GNU
Scientific Library, siche [GSL]. Der Gradient gg € RM hat dann zu gegebenem wy-Vektor die
Gestalt

PP _
G = % [ [ Rl sl — (©)0) lva(x) — (0 on(x)dxd(t)
R J[0,1)F
+2 (C dwd)k .
Das BFGS-Verfahren balanciert die Genauigkeit der Schrittweitenbestimmung und die Haufig-
keit der Neuberechnung des Gradienten. Wir brechen die Minimierung ab, wenn die Norm des

Gradienten eine gewisse Genauigkeit unterschreitet oder die Anzahl der Iterationen eine feste
Obergrenze iiberschreitet.

7.4.2 Beta-Berechnung

Das neue (3 lisst sich exakt bestimmen durch

1

p
=25 /| Rl )ly0 — (s,



8 Numerische Experimente

In Abschnitt 8.1 testen wir die beschriebenen GTM-Varianten an synthetischen Beispielda-
tenséitzen. Im darauffolgenden Abschnitt 8.2 konstruieren wir einen GTM-Klassifikator und
fiihren Experimente mit hochdimensionalem Rauschen auf Daten mit niedriger intrinsischer
Dimension durch. Wir untersuchen die Auswirkungen von einer zu niedrigen oder zu hohen
Latent-Space-Dimension in Abschnitt 8.3. In dem darauffolgenden Abschnitt 8.4 vergleichen
wir das p-GauB-Kern GTM mit verschiedenen p auf demselben Datensatz. Das Kapitel schlieflen
wir mit Ergebnissen auf bekannten Anwendungsbeispielen in Abschnitt 8.5 ab.

8.1 Synthetische Beispieldatensitze

8.1.1 Open Box

Die Open Box wird in [LV07] als Benchmark verwendet und ist in Abbildung 8.1 dargestellt. Sie
besteht aus 316 dreidimensionalen Punkten, die auf einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit
angeordnet sind. Diese ist an den Réndern unglatt und im Gegensatz zu einem Wiirfel oder einer
geschlossenen Box nicht kompakt. In der Darstellung sind die Datenpunkte in Abhingigkeit
von ihrer z-Koordinate eingeféirbt. Dies ist lediglich ein Visualisierungsaspekt, der bei einer
zweidimensionalen Einbettung der Open Box Orientierung bietet.

Abb. 8.1: 316 Datenpunkte auf einer Open Box

Zur Dimensionsreduktion benttigen wir ein nichtlineares Verfahren wie das GTM. Wir ver-
wenden einen zweidimensionalen Latent-Space, eine Diinngitterbasis mit Level 6, regularisieren
die Komponentenfunktionen mit | - |1 und A = 0.008, und initialisieren $ mit 1 und y mit

97
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der PCA auf den Daten. In unseren Experimenten verwenden statt der H'-Norm die Semi-
norm, da der L2-Anteil nicht translationsinvariant ist. In der linken Spalte von Abbildung 8.2
ist ([0, 1]?) zum Initialisierungszeitpunkt und nach 30 Iterationsschritten dargestellt. In der
rechten Spalte betten wir die Datenpunkte mit dem Erwartungswert ihrer Posterior-Verteilung
in den Latent-Space ein, siehe Unterabschnitt 2.3.4. Wir sehen, dass das GTM die Topologie

der Box korrekt erkennt, was die PCA nicht leistet.
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Abb. 8.2: In der linken Spalte ist das Bild y([0, 1]?) dargestellt, in der rechten die dazugehorige
Latent-Space-Projektion. Die obere Zeile zeigt das GTM-Modell zum Initialisierungs-
zeitpunkt, die untere nach 30 Iterationen.

Nun mochten wir die Wirkung des Regularisierungsterms untersuchen. Das GTM-Funktional

besteht aus der Kreuzentropie und einem A-gewichteten Regularisierungsterm, siehe Defini-

tion 3.6. Der Regularisierungsparameter A muss so grof3 gewéhlt werden, dass kein Overfitting

auftritt, wobei zu beachten ist, dass mit einer stédrkeren Regularisierung die Approximation der
Daten schlechter wird. Diesen Zusammenhang wollen wir am Beispiel der Open Box nachvoll-
ziehen. Die Kreuzentropie wird kleiner, je besser die Datenapproximation ist, womit sie sich
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spiegelbildlich zur inversen Varianz (3 verhélt. Abbildung 8.3 zeigt, dass sie schneller abfillt
und somit das GTM-Modell die Daten besser approximiert, je weniger regularisiert wird.

2 [ ‘ i
10 F | —e— X\ =0.007 ]
350 1 - - |-\ =0.008 :
.% N | |—e— X = 0.009 |
e .g I |—— A =0.010 |
R | 2
g o 101 - =
5] & - :
2 250 s ]
9| | | |
| | | | | | | |
0 10 20 30 0 10 20 30
Iterationsschritte Iterationsschritte

Abb. 8.3: Entwicklung der Kreuzentropie und der inversen Varianz beim Open Box-Experiment
zu verschieden Regularisierungsparametern A.

Bisher haben wir mit der H'-Seminorm regularisiert, die im Gegensatz zur H"™*-Seminorm
keine stetige Einbettbarkeit der Komponentenfunktionen yq : [0,1]* — R garantiert, siche Ab-
schnitt 3.3. In Abbildung 8.4 stellen wir zwei mit den genannten Seminormen verhaltnisméfig
stark regularisierte Mannigfaltigkeiten gegeniiber. Wir erkennen, wie die Regularisierung zu
einer schlechteren Datenapproximation fithrt. Es werden jedoch auch Unterschiede zwischen
den beiden Seminormen deutlich: Die t¢;-Richtung der mix-regularisierten Mannigfaltigkeit
ist fast unabhéngig von den beiden anderen Richtungen. Offenbar fiithrt eine zu starke mix-
Regularisierung zu einem Modell, das dem Low-ANOVA GTM nahe kommt. Das Low-ANOVA
Modell werden wir in dem folgenden Unterabschnitt mit einem anderen Datensatz testen.

:*‘-”-

DoEEEm

t3
— O

boommm
® Buccommmn

Abb. 8.4: Das linke GTM-Modell wurde mit der H'-Seminorm und A = 0.01 regularisiert, das
rechte mit HL™* und \ = 0.009.
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8.1.2 Swiss Roll

Swiss Roll ist der englische Ausdruck fiir Biskuitrolle, also einem Biskuitteig, der diinn mit
Fiillung bestrichen und aufgerollt wird. In [LV07] wird die Fiillung der Swiss Roll als eine
Benchmark-Mannigfaltigkeit verwendet, die mit 350 Datenpunkten beschrieben wird. Die Man-
nigfaltigkeit ist nicht kompakt, im Gegensatz zur Open Box jedoch glatt. Die Herausforderung
fiir ein Verfahren zur Dimensionsreduktion besteht darin, die Swiss Roll so ,,abzurollen®, dass
die Topologie erhalten bleibt und ein bijektives Mapping entsteht.

Die erste Hauptachse der Swiss Roll ist die ¢3-Richtung. Diese Richtung ist unabhéngig von
den Richtungen t1 und o, was die Anwendung des Low-ANOVA GTM nahelegt. Hierzu mappen
wir die erste Hauptachse auf die Latent-Space-Richtung x5, die beiden anderen Achsen auf die
Latent-Space-Richtung z;. Wir wéhlen eine Diskretisierung auf Level 5 und ein initiales 3
von 1. Die Abbildung 8.5 zeigt das GTM-Modell nach 65 Iterationen. Wir sehen, dass die Swiss
Roll erstaunlich gut erkannt aber nicht ganz korrekt abgerollt wird. Dieses Ergebnis lésst sich
auch mit einer Diinngitterdiskretisierung erzielen, entscheidend ist der geringe Startwert fiir (.

T ]
0.5 ]
/ e .! E"ﬁ \Ng Or |
1 NEELEE =
ol \SHEE|
2 | SEEEE 05 —0.51 —d=1i=2
—d=2i=1
_17‘ | | —d=3,i=1
’ t ) ) ) )
t e . 0 02 04 06 08 1
2 Li

Abb. 8.5: Das linke Bild zeigt das Low-ANOVA GTM-Modell angwendet auf die Swiss Roll,
das rechte die drei Komponentenfunktionen gq(z).

In [LV07] kann das GTM die Swiss Roll nicht einbetten, sondern erzeugt ein mit der PCA
vergleichbares Ergebnis. Im Vergleich dazu ist die Einbettung in Abbildung 8.6 links gelungen.
Dass die Swiss Roll nicht ganz korrekt abgerollt wird, erkennt man an einer kurzen Unter-
brechung im Farbverlauf.

8.1.3 Sinusschwingung

In diesem Experiment wollen wir die Féhigkeiten der verschiedenen GTM-Varianten gegenein-
ander abgrenzen. Wir generieren 5000 Datenpunkte, die auf einer Sinusschwingung mit abfal-
lender Amplitude und steigender Frequenz liegen, sieche Abbildung 8.7 links. Offenbar ist bei
dieser Struktur die to-Richtung unabhéingig von den iibrigen Richtungen. Der rechte Teil der
Abbildung zeigt die Datenpunkte des zweiten Experiments, bei denen eine leichte Schwingung
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Abb. 8.6: Das linke Bild zeigt die Einbettung der Swiss Roll nach 65 Iterationen, das rechte
Bild die Einbettung zum Initialisierungszeitpunkt.

in Abhéngigkeit von to hinzukommt.

Abb. 8.7: Die Abbildung links zeigt das erste Sinusschwingung-Experiment mit Low-ANOVA
GTM, die Abbildung rechts das zweite Experiment mit Sparse GTM-Modell.

Wir wenden das Low-ANOVA GTM, das Sparse GTM und das Vollgitter GTM auf die beiden
Beispiele an, wobei wir die Giite der Datenapproximation nach fiinf Iterationsschritten ohne
Regularisierung messen. Wir testen die Diskretisierungslevel 1 bis 5 der jeweiligen Verfahren.
Eine Aufstellung der benétigten Freiheitsgrade findet sich in Tabelle 8.1.

Die Ergebnisse der beiden Experimente sind in Abbildung 8.8 dargestellt. Im ersten Expe-
riment benotigt das Low-ANOVA GTM am wenigsten Freiheitsgrade, weil die to-Richtung der
Struktur unabhéngig von den iibrigen Richtungen ist. Diese restriktive Vorgabe ist im zweiten
Experiment nicht mehr erfiillt, so dass eine Erhéhung der Freiheitsgrade bei dem Low-ANOVA
GTM den Funktionalwert nicht weiter vermindern kann. In beiden Experimenten benétigt die
Diinngitterdiskretisierung zur besseren Approximation der Daten weniger Freiheitsgrade als die
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Level Volles Gitter Diinnes Gitter Low-ANOVA

1 9 9 3
2 25 21 5
3 81 49 9
4 289 113 17
5 1,089 257 33

Tabelle 8.1: Freiheitsgrade in Abhéngigkeit vom Diskretisierungslevel.

Vollgitterdiskretisierung.

Dass eine Punktauswertung in der Diinngitterbasis komplexer ist als auf einem vollen Gitter,
fallt beim GTM asymptotisch gesehen nicht ins Gewicht. Dies liegt daran, dass die Losung des
linearen Gleichungssystems die Laufzeitabschéitzung des GTM dominiert, und hier ausschlief3-
lich die Anzahl der Freiheitsgrade eingeht.

1007 |- —eo— Vollgitter
= + —a— Diinngitter
g g —e— Low-ANOVA
'c% 1096 |- B TB@ g
E g1 |
= =
E E
= 1090 | 1 &= . os
1 1 1() . — .
= =
& =
@ @
0.4 |- N
10 Lol Lol Lol 10047 Lol Lol Lol
10t 102 10 10t 102 10
Freiheitsgrade Freiheitsgrade

Abb. 8.8: In den Abbildungen ist der GTM-Funktionalwert gegen die Anzahl der bendtigten
Freiheitsgrade nach 5 Iterationen aufgetragen. Die linke Abbildung beschreibt das
erste, die rechte das zweite Sinusschwingung-Experiment.



8.2 Klassifikation 103

8.2 Klassifikation

Mit der Dichteschétzung des GTM lasst sich auf einfache Weise ein Klassifikator konstruieren.
Es seien N Datenpunkte {tn}fz\/:1 mit den Klassenzugehorigkeiten {ln}ﬁyzl gegeben, wobei

l, € {-1,1}

fir n = 1,..., N gilt. Wir fassen die Klassen oder Target-Variablen als (D + 1)-te Dimension
auf, indem wir

setzen. Mit dem GTM koénnen wir auf {t;]}nN:1 eine (D + 1)-dimensionale Wahrscheinlichkeits-
dichte g lernen. Da bei der Klassifikation von einem funktionalen Zusammenhang

L= f(t)

ausgegangen wird, konnen wir annehmen, dass die (D + 1)-dimensionale Wahrscheinlichkeits-
dichte die gleiche intrinsische Dimensionalitdt hat wie die Daten ohne Target-Variable. Das
GTM-Modell gibt nach erfolgter Parameterbestimmung zu einer D-dimensionalen Position
t = (t1,...,tp)" eine eindimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte

_ g(t1,...,tp,1)
ng(tla s 7tDal)dl

zuriick. Wir bestimmen die zu gegebener Position wahrscheinlichere Klasse durch den Klassi-
fikator

g(l ’ tl,...,tD)

ft) =

1, wenn g(tl,tg,... ,tD,l) > g(tl,tz,.. . ,tD,—l)
—1 sonst.

Die Klassifikation mit dem GTM ist interessant, da die Laufzeit im Wesentlichen durch die
intrinsische Dimension der Daten bestimmt wird. Die tatséichliche Datenraumdimension D
geht nur linear in die Komplexitéit ein. Weiterhin ist bemerkenswert, dass das GTM nicht
nur gegebene Datenpunkte klassifizieren kann, sondern ebenfalls die Dichte der Datenpunkte
modelliert. Somit kénnen zusétzliche dhnliche Punkte generiert werden.

8.2.1 Halbschale

Um die Arbeitsweise des GTM als Klassifikator zu illustrieren, verwenden wir ein einfaches
Modellproblem mit dreidimensionalen Datenpunkten auf einer Halbschale. Ein Viertel dieser
Schale ist der Klasse 1 zugeordnet, der Rest der Klasse —1. Um das GTM als Klassifikator einzu-
setzen, wird die Klassenzugehorigkeit als vierte Dimension aufgefasst. Fiir unser GTM-Modell
verwenden wir eine Diinngitterdiskretisierung mit Level 4. Dies entspricht 113 Freiheitsgra-
den fiir jede der 4 Komponentenfunktionen. Die Diinngitterquadratur erfolgt auf Level 10 mit
3329 Quadraturpunkten. Als Regularisierungsterm wihlen wir die H'-Seminorm mit A = 0.01.
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Unser Klassifikator erzielt nach vier Schritten auf 500 Trainingsdatenpunkten eine Genauigkeit
von 98.8% und auf 500 Testdatenpunkten eine Genauigkeit von 97.4%. In Tabelle 8.2 sind
die Ergebnisse nach Klassen aufgeschliisselt, und Abbildung 8.9 zeigt die Halbschale und ihre
zweidimensionale Projektion auf das diinne Quadraturgitter. Es ist bemerkenswert, dass bei-
de Klassen deutlich voneinander getrennt wurden. In Abbildung 8.10 sehen wir, wie sich die
anfanglich durch die PCA initialisierte Struktur den Datenpunkten anpasst. Hierbei sind in
der linken Spalte die ersten drei Dimensionen dargestellt, wohingegen in der rechten Spalte die
ersten beiden und die vierte Dimension zu sehen sind.

Trainingsdaten Testdaten
1 -1 1 -1
= 1 ]206% 04% |232% 0.6%
g —1| 0.8% 782% | 2.0% 74.2%

Tabelle 8.2: Konfusionsmatrizen des GTM-Klassifikators auf Trainings- und Testdaten.

1« = . uafr Klasse 1
P " - . |*Klasse —1
08 = .. -, Lt aalitt
0.6 : Lt e
8 i i .
04 . ) 8
02 Tinn
07 - PRV N |
| | | | | |
0 0.2 04 06 038 1

Abb. 8.9: Links ist die Halbschale dargestellt, rechts ihre zweidimensionale Projektion auf das
diinne Quadraturgitter nach 4 Iterationsschritten.

8.2.2 Concentration-of-Measure und die intrinsische Dimension

In Unterabschnitt 7.1.2 wurde der Concentration-of-Measure-Effekt beschrieben: Wéhrend der
Erwartungswert der euklidischen Norm eines Zufallsvektors mit der Dimension ansteigt, bleibt
die Varianz der Norm weitestgehend konstant. Wir wollen in diesem Unterabschnitt untersu-
chen, welche Effekte hochdimensionales Rauschen auf die Klassifikationsrate des GTM hat, und
welche Wechselwirkungen mit der intrinsischen Dimension bestehen.

Zuniichst fithren wir ein einfaches Experiment durch. Hierzu erzeugen wir 106 Samples, die
gleichverteilt auf den Ecken {—1, 1}D eines D-dimensionalen Hyperwiirfels liegen. Ob die An-
zahl der Einsen in den Koordinaten gerade oder ungerade ist, entscheidet iiber die Klassenzu-
ordnung der jeweiligen Ecke. Anschlielend storen wir die Koordinaten mit unabhingig identisch
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Abb. 8.10: In der linken Spalte sind die ersten drei Dimensionen der Halbschale dargestellt,
rechts die ersten beiden Dimensionen und die Target-Variable. Von oben nach unten:
GTM-Schritte 0, 1 und 4.
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verteiltem N (0, 02)-Rauschen. Abbildung 8.11 links stellt den dreidimensionalen Fall dar.

—o-0=035=0=045-—e—0 =0.55
——0 = 0.65—+—0 =0.75
T T T
100 + =
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g 90 i
e
S 80 =
&
D]
= 60| s
=
507\ | | | \7
0 5 10 15 20
D

Abb. 8.11: Die linke Abbildung zeigt die GauB-verrauschten Datenpunkte (o = 0.35) auf den
Ecken eines dreidimensionalen Hyperwiirfels mit Klasseneinteilung, die rechte zeigt
die Erkennungsraten auf den Ecken in Abhéngigkeit von der Dimension D fiir ver-
schiedene o.

Nun reklassifizieren wir die Datenpunkte: Um einen Punkt einer Klasse zuzuordnen, zéh-
len wir, ob die Anzahl positiver Koordinaten gerade oder ungerade ist. Die Ergebnisse fiir
verschiedene Varianzen und Dimensionen sind in Abbildung 8.11 rechts graphisch aufbereitet.
Wir erkennen einen Abfall der Erkennungsrate mit steigender Dimension, der umso deutlicher
auftritt, je hoher die Standardabweichung o ist. Um falsch klassifiziert zu werden, muss sich ein
Datenpunkt mindestens um den euklidischen Abstand 1 verschieben. Dass dies mit steigender
Dimension haufiger auftritt, spiegelt den Concentration-of-Measure-Effekt wider.

Der D-dimensionale Hyperwiirfel ist nicht intrinsisch niederdimensional, weil die Anzahl der
Wiirfelecken mit 2 exponentiell wiichst. Nun fithren wir Experimente mit einem eindimensio-

nalen Halbkreis und einem zweidimensionalen Schachbrett durch. Diese Strukturen betten wir
durch die Abbildung

2 1
2 -1
PY(x)=1]: 1 |x (8.1)
2 1
2 -1

in den D-dimensionalen Raum ein. AnschlieBend werden die Datenpunkte des Halbkreises nor-
malverteilt mit Varianz o2 = 20 gestért, die des Schachbretts mit o2 = 1. Der dreidimensionale
Fall ist in Abbildung 8.12 dargestellt. Um zu verdeutlichen, wie das GTM klassifiziert, sind
Halbkreis und Schachbrett aus D = 2 mit der Klasseneinteilung als dritter Dimension in Ab-
bildung 8.13 dargestellt.
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Abb. 8.12: Eindimensionaler Halbkreis und zweidimensionales Schachbrett in drei Dimensio-
nen. Das Rauschen wurde zur besseren Erkennbarkeit vermindert.

Klasse
Klasse

Abb. 8.13: GTM-Modell auf dem zweidimensional eingebetteten Halbkreis (links) und Schach-
brett (rechts) mit Klasseneinteilung als dritter Dimension.

Fiir unseren GTM-Klassifikator wahlen wir eine Diinngitterbasis mit Level 4, eine Quadra-
turregel auf einem reguléren Gitter mit Level 5 und ein initiales S von 20. Wir regularisieren
mit der H'-Seminorm und A = 10~* beim Halbkreis und A = 1072 beim Schachbrett. Die
Erkennungsraten werden nach 4 Iterationen auf den Trainings- und Testdaten bestimmt. In
Abbildung 8.14 links sind die Raten in Abhéngigkeit von der Raumdimension graphisch dar-
gestellt.

Wir erkennen, dass mit der Dimension die Erkennungsraten ansteigen. Dies ist iiberraschend,
da das hochdimensionale Rauschen in euklidischer Norm gemessen immer grofler wird. Es tritt
jedoch noch ein stérkerer, gegenlaufiger Effekt auf: Redundanz. Eine zweidimensionale Struktur
in einem 20-dimensionalen Raum kann lokal durch eine einfache Projektion

p(x) = (2, )



108 8 Numerische Experimente
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Abb. 8.14: Erkennungsraten auf dem eindimensionalen Halbkreis und dem zweidimensionalen
Schachfeld mit steigender Raumdimension. Links wurden die niederdimensionalen
Strukturen in alle Raumrichtungen projiziert, rechts nur in die ersten beiden.

dargestellt werden. Das Schachbrett ldsst sich mit jeder Kombination aus einer geraden und
einer ungeraden Dimension zweidimensional projizieren und erkennen, siehe hierzu auch die
Projektion vom 2- in den D-dimensionalen Raum in Formel (8.1). Je grofler die Dimensions-
anzahl ist, desto mehr zweidimensionale Projektionen enthalten die Information, wie unsere
intrinsisch niederdimensionale Struktur beschaffen ist. Diese Redundanz steigert die Erken-
nungsrate stérker, als sie durch Extremwerte beim Rauschen gestort wird.

Wenn die niederdimensionale Struktur orthogonal auf den Projektionsrichtungen steht, tritt
dieser Effekt nicht auf. Verwenden wir beispielsweise die Projektion

2 1
2 —1
PP(x)= [0 0 Ix,
0 0

so verbessern sich die Erkennungsraten auf den Testdaten nicht, sieche Abbildung 8.14 rechts.
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8.3 Dimensionsschiatzung

Wie in Unterabschnitt 2.1.1 erwahnt wird, stellt das GTM keinen internen Mechanismus zur
Dimensionsschéitzung zur Verfiigung. In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich
das GTM-Modell verhilt, wenn die intrinsische Dimension der Daten unter- oder iiberschétzt
wird. Hierzu betrachten wir die inverse Varianz 8 und den GTM-Funktionalwert. Unter gewis-
sen Voraussetzungen sind Riickschliisse auf die tatséichliche intrinsische Dimension der Daten
moglich.

Betrachten wir zunéchst 1000 dreidimensionale auf {(z,0,0) | 0 < x < 10} gleichverteilte Da-
tenpunkte, die NV(0, 1)-verrauscht werden. Diese sind in Abbildung 8.15 dargestellt. Das Rau-
schen ist im Verhéltnis zur Lange der Linie so grof}, dass man sie nicht eindeutig als eindimen-
sionale Struktur identifizieren kann.

Abb. 8.15: 1000 verrauschte Datenpunkte auf einer Linie.

Mit dem GTM-Modell lernen wir die empirische Dichte im Datenraum. Hierzu verwenden
wir eine Diinngitterdiskretisierung auf Level 4 und ein initiales 8 von 5. Um die Interpretation
der Ergebnisse zu vereinfachen, wird das Mapping y nicht regularisiert. In Abbildung 8.16
sind die Resultate fiir verschiedene Latent-Space-Dimensionen L dargestellt. Wir erkennen,
dass mit L = 1 die Varianz 1 der Datenpunkte korrekt erkannt wird. Fiir L = 2 und 3 wird
die Varianz deutlich unterschitzt, da das Bild y([0,1]) mehr Datenpunkte erreichen kann,
und die rdumliche Ausdehnung nicht mehr iiber das Rauschen modelliert werden muss. Wir
beobachten ausserdem, dass ein Uberschitzen der intrinsischen Dimension in Hinblick auf den
Funktionalwert bessere Ergebnisse erzeugt. Allerdings wird hier das Rauschen nicht mehr mit
dem korrekten (3, sondern mit dem Mapping y modelliert. Insofern ist es empfehlenswert, eine
Latent-Space-Dimension L zu wéhlen, bei der die inverse Varianz dem erwarteten Rauschlevel
entspricht.

In einem zweiten Experiment werden wir die intrinsische Dimension der Datenpunkte unter-
schéitzen. Hierfiir generieren wir Datenpunkte auf halbierten Hypersphéren im D-dimensionalen
Raum mit D = 2,3 und 4. Die Punkte sind nicht verrauscht, so dass die inverse Varianz theore-
tisch +o0 ist. In Abbildung 8.17 sind die Ergebnisse dargestellt. Wir erkennen, dass erst ab einer
Latent-Space-Dimension L > D — 1 die inverse Varianz mit jeder Iteration deutlich zunimmt.
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Abb. 8.16: GTM-Funktionalwerte und inverse Varianzen zu verschiedenen Latent-Space-
Dimensionen L.

Dies ist der zum ersten Experiment gegenteilige Effekt: Mit einer zu geringen Latent-Space-
Dimension wird die Varianz deutlich iiberschéitzt. Dass mit steigender latenter Dimension der
GTM-Funktionalwert abnimmt, gilt auch hier. Es ist bemerkenswert, dass die Darstellungen
von Funktionalwert und logarithmierter inverser Varianz in Abbildung 8.17 anndhernd achsen-
symmetrisch sind. Dies ist eine direkte Folge des simplen Settings ohne Regularisierungsterm.
Weiterhin ist anzumerken, dass eine Uberschitzung der Varianz allgemein auf eine schlechte
Approximation hindeutet, die auch bei der passenden Latent-Space-Dimension auftreten kann.
Dies betrifft jedoch einfache Strukturen wie Halbsphéren nicht.
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Abb. 8.17: GTM-Funktionalwerte (linke Spalte) und inverse Varianzen (rechte Spalte) von
GTM-Modellen auf halbierten Hypersphiren in den Dimensionen 2, 3 und 4 (von
oben nach unten).
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8.4 Varianzschatzung mit p-GauBB-Kernen

In diesem Abschnitt mochten wir das p-GauB-Kern GTM an einem einfachen Beispiel tes-
ten. Wir konstruieren im zehndimensionalen Raum eine Kurve, die in ¢; linear und in den
Richtungen {td}(lioz2 leicht gekriimmt ist. Von dieser Kurve samplen wir 10* Datenpunkte, die
zusitzlich p-GauB-verrauscht werden im Sinne von Abschnitt 7.2 mit p = 5 und o = 1. Die Ab-
bildung 8.18 stellt einen Teil der Punkte in den ersten drei Dimensionen und ein GTM-Modell
nach 10 Iterationsschritten dar.

20 -1 t

Abb. 8.18: p-Gaul-Kern-verrauschte Datenpunkte auf einer Kurve mit p =5 und o = 1.

Nun fiihren wir mehrere Experimente durch, in denen wir verschiedene p-Gaufl-Kern GTM
mit p = 2,...,8 die Struktur lernen lassen. Wir verwenden einen eindimensionalen Latent-
Space, keine Regularisierung und ein Diskretisierungslevel von 5. In Abbildung 8.19 erkennen
wir, dass nur die p-Gau-Kern-GTM mit p = 5 die inverse Varianz richtig schéitzt. Dieses
Ergebnis war zu erwarten, da unsere Punkte mit p = 5 generiert wurden. Ein zu grofles p
fithrt zu einem Unterschitzen, ein zu kleines p zu einem Uberschétzen. Offenbar miissen die
iiblichen Gau-Kerne im 10-dimensionalen Raum die Varianz reduzieren, um eine vergleichbare
Lokalitat wie ein p-Gauf3-Kern mit p = 5 zu erhalten, siehe auch Abschnitt 7.2.

Abbildung 8.20 zeigt, dass der GTM-Funktionalwert fiir ein GTM mit p = 5 am stdrksten
minimiert werden kann. Dies deckt sich mit unserer Erwartung, dass die beste Rekonstruktion
der Datendichte mit dem passenden Rauschen erfolgt. Hieran erkennen wir, dass die Berechnung
des Funktionalwerts auch in Hinblick auf Konstanten korrekt erfolgt und fiir verschiedene Kerne
vergleichbar ist.

Anhand der Abbildungen ist erkennbar, dass bereits nach wenigen Iterationsschritten das
Optimum erreicht wird. Wir haben ein so einfaches Beispiel gewé&hlt, damit sich die hier be-
schriebenen Zusammenhénge deutlich beobachten lassen.
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Abb. 8.19: Inverse Varianzen zu p = 2,...,8.
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Abb. 8.20: Entwicklung der GTM-Funktionalwerte zu verschiedenen p.
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8.5 Anwendungsbeispiele

8.5.1 Oilflow-Datensatz

Der Oilflow-Datensatz wird in [BSW98b] verwendet. Er steht in engem Zusammenhang mit
dem Problem, den Anteil von Ol in einer Pipeline, die zudem noch Wasser und Gas fiihrt,
mit Gamma-Densitometrie zu bestimmen. Der synthetische Datensatz besteht aus 1000 Mess-
punkten und modelliert die Abschwichung der Gammastrahlung in der Pipeline sowie das
Rauschen der Photonenstatistik. Die drei Phasen Ol, Wasser und Gas kénnen unterschiedliche
geometrische Konfigurationen einnehmen, ndmlich die Ringstromung, die laminare und und die
homogene Strémung.

Zur Dimensionsreduktion und Visualisierung setzen wir das GTM-Modell mit H™*-Semi-
norm-Regularisierung, A = 0.004, einem initialen 3 von 3 und einer Diinngitterdiskretisierung
mit Level 3 ein. Abbildung 8.21 links zeigt die Einbettung mit einem zweidimensionalen Latent-
Space, Abbildung 8.22 links mit einem dreidimensionalen Latent-Space. Auf der rechten Seite
sind die Einbettungen durch die PCA dargestellt. Wir erkennen, dass das GTM als nichtlineares
Verfahren im Gegensatz zu der PCA die drei Stromungskonfigurationen voneinander trennen
kann.
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Abb. 8.21: Das linke Bild zeigt die zweidimensionale Projektion des GTM nach 10 Iterations-
schritten, das rechte die Einbettung mit der PCA. Hierbei entsprechen die gelben
Quadrate der Ringstromung, die roten der laminaren und die blauen der homogenen
Stromung.

8.5.2 Faces

Der Faces-Datensatz wird in [TSLO0] verwendet und besteht aus 689 Bildern eines Gesichts
mit variierender Beleuchtung und Kopfdrehung. Die Bilder sind 64 x 64 Pixel gro3 und so-
mit 4096-dimensional. Wenn die Dimension der Daten reduziert wird, entsprechen die ersten
Einbettungsdimensionen im Idealfall der Drehung und Beleuchtung.

Wir wollen ein Sparse GTM mit dreidimensionalem Latent-Space anwenden, um eine Einbet-
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Abb. 8.22: Das linke Bild zeigt die dreidimensionale Projektion des GTM nach 10 Iterations-
schritten, das rechte die Einbettung mit der PCA.

tung zu erhalten. Analog zu [LVO07] reduzieren wir zunéchst die Dimension der Daten mit einer
PCA auf 240. Anschlieend skalieren wir die Punkte linear auf [0, 1]?4° und wenden das GTM
mit H'-Seminorm, A = 0.004 und einem initialen 3 von 20 an. Wir wihlen ein Diinngitterdis-
kretisierungslevel von 3, was 225 Freiheitsgraden in jeder der 240 Dimensionen entspricht. Um
eine niederdimensionale Projektion mit guter Auflésung zu erhalten, verwenden wir ein volles
Quadraturgitter auf Level 8 mit 35937 Punkten.

In Abbildung 8.23 sind die Dimensionen 1 und 2 und die Dimensionen 2 und 3 der nie-
derdimensionalen Projektion auf das Quadraturgitter nach 5 Iterationen dargestellt. An den
Positionen der Datenpunkte wird das dazugehorige Gesicht abgebildet. Diese Art der Visuali-
sierung erlaubt leider keine kombinierte Darstellung aller drei Latent-Space-Dimensionen. Im
oberen Bild lassen sich folgende Strukturen erkennen: Links sind die Gesichter dunkler als
rechts, in der oberen Hilfte schaut die Mehrheit nach rechts, in der unteren nach links. Im un-
teren Bild ist die Beleuchtung im linken oberen Viertel geringer, und insbesondere fiir Gesichter
am Rand der Abbildung gilt, dass sie dhnlich orientiert sind.

Es ist erkennbar, dass das GTM im Gegensatz zu linearen Verfahren wie der PCA die Da-
tenpunkte so einbetten kann, dass sie sich gleichméflig im Latent-Space verteilen. Man kann
sich durchaus eine bessere niederdimensionale Darstellung der Gesichter vorstellen als die hier
gezeigte, es muss jedoch erwahnt werden, dass auch durch die zweidimensionale Darstellung
des dreidimensionalen Latent-Space Informationen verloren gehen.

8.5.3 Sonar

In diesem Anwendungsbeispiel setzen wir das GTM zur Klassifikation ein. Der Sonar-Daten-
satz wurde in [GS88] untersucht und befindet sich im UCI Machine Learning Repository,
siehe [UCI]. Es handelt sich hierbei um Sonar-Messungen eines Metallzylinders und eines Ge-
steinsbrockens aus verschiedenen Winkeln. Die Datenpunkte bestehen aus 60 Dimensionen, die
jeweils die Energie in einem bestimmten Frequenzband beschreiben. Der Datensatz enthélt 111
Metallzylinder-Messungen und 97 Gesteinsbrocken-Messungen. Wegen dieses Bias erwarten wir
eine Klassifikationsrate von mindestens 53.3%.
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Abb. 8.23: Dimensionen 1 und 2 (oben) und Dimensionen 2 und 3 (unten) der dreidimensionalen
GTM-Einbettung der Faces.
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Um Robustheit in Hinblick auf das GTM-Klassifikationsergebnis zu erzielen, verwenden
wir eine Resampling-Methode, wie sie in [GS88] beschrieben wird. Wir partitionieren unsere
208 Messpunkte zufillig in 13 Testdatensétze zu je 16 Punkten. Die jeweils 192 anderen Mess-
punkte dienen als dazugehorige Trainingsdatensiitze. Wir verwenden ein H'™*-regularisiertes
Mapping mit Diinngitterdiskretisierung und einem initialen 3 von 3. Die Abbildung 8.24 zeigt
die durchschnittlichen Erkennungsraten auf den 13 Datenséitzen mit einem eindimensiona-
len Latent-Space fiir verschiedene Diskretisierungslevel und Regularisierungsparameter. Abbil-
dung 8.25 zeigt die durchschnittlichen Erkennungsraten mit einem zweidimensionalen Latent-
Space.

Mit L = 2, einer schwachen Regularisierung und einem hohen Level erreichen wir anndhernd
100% Erkennungsrate auf den Trainingsdaten. Dies ist ein klares Beispiel von Overfitting. Die
Bandbreite der Ergebnisse auf den Testdaten liegt fiir L = 1 zwischen 61.0% und 78.8%, fiir
L = 2 zwischen 72.6% und 84.6%. Die hiéchste Erkennungsrate auf den Testdaten von 84.6%
(0 = 2.6%) erzielen wir mit L = 2, Diskretisierungslevel 5 und A = 3.16 - 107°.

Bei diesem Experiment wird in [GS88] mit Neuronalen Netzen eine hochste durchschnittli-
che Erkennungsrate von 84.7% (0 = 5.7%) erreicht. Der GTM-Klassifikator erzielt somit ein
vergleichbar gutes Ergebnis.

Erkennungsrate in %
(02¢]
S

Level 2 . 103

Level 1—2 10~

Abb. 8.24: Erkennungsraten mit L = 1 auf den Trainings- (links) und Testdaten (rechts).
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Abb. 8.25: Erkennungsraten mit L = 2 auf den Trainings- (links) und Testdaten (rechts).



9 AbschlieBende Bemerkungen

9.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir das Generative Topographic Mapping mit einem auf [0, 1]% gleich-
verteilten Latent-Space-Prior formuliert. Dies hat dazu gefiihrt, dass statt endlicher Summen
Integrale iiber [0, 1] auftreten. Diese konnten wir mit optimierten Quadraturregeln bestimmen
oder auch eine Produktstruktur des Integranden ausnutzen. Das klassische GTM geht mit der
Wahl einer bestimmten Quadraturregel aus dieser Formulierung hervor.

Wir haben den Zusammenhang zwischen der Likelihood-Maximierung auf einer endlichen
Menge von Samples und der Minimierung der Kullback-Leibler-Divergenz zwischen Datenraum-
dichte und GTM-Modell-Dichte hergestellt. Dies hat die Definition eines GTM-Funktionals mo-
tiviert, dessen Minimierung wir in der Art des EM-Algorithmus — jedoch ohne die Verwendung
von stochastischen Begriffen — beschreiben konnten.

Wir haben ein Sparse GTM beschrieben und implementiert, das einen Diinngitteransatz zur
Diskretisierung des Mappings y und zur Quadratur iiber den Latent-Space verwenden kann.
Experimentell haben wir die Existenz von Beispielen gezeigt, auf denen die Diinngitterbasis
mit weniger Freiheitsgraden eine bessere Datenapproximation erzielt als ein volles Gitter.

Wir konnten ein Low-ANOVA GTM entwerfen und umsetzen, das die in unserer Formu-
lierung entstehenden Integrationsprobleme in das Produkt von eindimensionalen Integralen
zerlegt. Hierdurch wird der Fluch der Dimension vollstindig gebrochen. Allerdings entstehen
durch die verwendete Diskretisierung starke Anforderungen an die Daten: Es wird eine Par-
titionierung von orthonormalen Richtungen im Datenraum verlangt, bei der die Richtungen
iiber die Partitionen hinweg keine statistischen Abh#ngigkeiten haben diirfen. Innerhalb ein-
zelner Partitionen kann das Low-ANOVA GTM Nichtlinearitdten erfassen. Somit ist hier ein
Verfahren mit einer grofleren Darstellungsvielfalt als das PCA-Modell und einer geringeren
Laufzeitkomplexitit als das klassische GTM entstanden.

Zusétzlich haben wir ein p-Gau-Kern GTM beschrieben und implementiert, das statt nor-
malverteiltem Rauschen das Rauschen aus p-Gaufl-Kernen verwendet. Bei einem solchen GTM
ist die M-Schritt-Minimierung ein konvexes Minimierungsproblem, dessen Losung sich nicht
mit einem linearen Gleichungssystem bestimmen lédsst. Wir konnten experimentell zeigen, dass
das p-GauB-Kern GTM die Varianz von entsprechend verrauschten Daten richtig schitzt, und
bei iibereinstimmendem p die beste Datenapproximation moglich ist.

Aus der Dichteschiatzung des GTM haben wir einen Klassifikator konstruiert. Mit diesem
konnten wir in einem Experiment zeigen, dass die Redundanz von intrinsisch niederdimen-
sionalen Daten in hochdimensionalen Rdumen die Erkennungsrate trotz Rauschen verbessern
kann. Dem haben wir ein intrinsisch hochdimensionales Klassifikationsproblem gegeniiberge-
stellt, in dem das Rauschen mit steigender Dimension die Erkennungsrate verschlechtert.

Schliellich haben wir das Sparse GTM auf in der Literatur géngige Beispiele angewendet
und konnten Erkennungsraten wie in bereits bestehenden Vertffentlichungen nachweisen.
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0.2 Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit Varianten des Generative Topogaphic Mapping vorgestellt, die mit
einer substanziellen Reduktion der Freiheitsgrade auf kleineren Problemklassen operieren kon-
nen. Hierdurch lassen sich hohere Latent-Space Dimensionen verwenden, was beispielsweise fiir
die Klassifikation von hochdimensionalen Daten mit einer intrinsischen Dimension von 4 oder 5
entscheidend sein kann. Das GTM als Klassifikator ist eine interessante Anwendung, da die
Datenraumdimension nur linear in die Laufzeit eingeht. Eine Erweiterung der hier vorgestell-
ten Varianten um kategorielle Variablen oder Regression konnte zusétzliche Anwendungsfelder
ertffnen.

In [LVO7] wird festgestellt, dass die unintuitiven Effekte in hohen Dimensionen nicht nur im
Datenraum auftreten, sondern bei vielen Verfahren ab einer bestimmten intrinsischen Dimen-
sion auch die Einbettung betreffen. Inwieweit dies fiir den Latent-Space des GTM gilt, miisste
untersucht werden. Des Weiteren wére es interessant, Beispiele aus der Praxis zu identifizie-
ren, bei denen sich die Vorteile des p-Gaufl-Kern GTM gegeniiber den iiblichen Gauf3-Kernen
nachweisen lassen.
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