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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Optimierungsprobleme treten in einer Vielzahl von verschiedenen Bereichen auf. So gehort
zum Beispiel sowohl das klassische Problem des Handlungsreisenden wie auch die Opti-
mierung von hochintegrierten Schaltungen in der Elektronik oder die Minimierung des
Verschnit ts beim Zuschneiden von Stoffbahnen zu dieser Klasse von Problemen. In dieser
Arbeit wird die Optimierung aber ausschliefllich im Zusammenhang der Bestimmung von
Grundzustédnden physikalischer Systeme verstanden. Mit physikalischen Systemen sind
zum Beispiel atomar aufgebaute Molekiile oder Cluster aus ungebundenen Atomen ge-
meint. Sie werden beschrieben durch Potentialfunktionen, die ausschliefilich von der rdum-
lichen Konfiguration der Atome abhéngen:

U=U(x) mit X = : (1.1)

Dabei soll N die Zahl der betrachteten Atome sein und x € R#3V ist der 3N-dimensionale
Vektor, der ihre Positionen angibt. Bei niedrigen Temperaturen haben die Atome nur
wenig kinetische Energie und sind daher durch das Potential auf einen kleinen Bereich
des Konfigurationsraumes beschriankt. Statistisch beschreibt man die Konfiguration des
Systems mithilfe einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, die dann in diesem Bereich konzen-
triert ist. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung realer Systeme stellt zu jeder Temperatur ein
Minimum der freien Energie F' = E' — T'S dar, wobei E = (U) die thermodynamisch ge-
mittelte potentielle Energie und S die Entropie der Verteilung ist. Ubertrigt man das auf
die physikalisch nicht zu erreichende Temperatur 7" = 0K, so miifite das System sich dort
im globalen Minimum X,,,;, der potentiellen Energie befinden:

U(Xmin) < U(x) vx € 3N (1.2)

Man mochte nun eigentlich in der Lage sein, zu einem gegebenen System nicht nur
die Wahrscheinlichkeitsverteilung, sondern auch ihr Maximum fiir beliebige Temperatu-
ren angeben zu konnen. Besonders interessiert ist man dabei natiirlich an den niedrigen
oder ,,normalen” Temperaturbereichen, bei denen sich zum Beispiel chemische Reaktionen



2 Uberblick

ereignen. Mit der Verteilung und ihrem Maximum wiirde man die Konfiguration kennen,
um die das System je nach Temperatur schwankt. Die Kenntnis dieser Konfiguration kann
beim Verstdndnis vieler chemischer und biologischer Vorgénge helfen, da die chemischen
Eigenschaften von Molekiilen wie zum Beispiel Proteinen von ihrer rdumlichen Struktur
abhéngen. Experimentell lassen sich die Strukturen aber meist nur im kristallisierten Zu-
stand bestimmen, so dafl man eine andere Mo6glichkeit sucht, sie zu ermitteln. Numerische
Verfahren, die dieses Problem 16sen sollen, sind deswegen ein Gebiet aktueller Forschung
und konnten bei Erfolg erheblich zu unserem Verstéindnis der Natur beitragen.

Die Losung dieser Aufgabe stellt allerdings eine enorme Herausforderung an numeri-
sche Verfahren dar und man beschréinkt sich daher zunéchst auf eine etwas vereinfachte
Problemstellung. Man begniigt sich damit, das globale Minimum der Potentialfunktion
zu bestimmen, um so das Maximum der Wahrscheinlichkeitsverteilung bei sehr niedrigen
Temperaturen zu erhalten. Wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung durch eine sehr einfa-
che Niherung représentiert, so kann man mit ihr auch die freie Energie berechnen und
erhélt so eine etwas realistischere Darstellung.

Der Grund fiir die grolen Schwierigkeiten bei der Bestimmung der Grundzustédnde
ist die komplizierte Struktur der Potentiale. Die unter Umsténden extrem hohe Zahl an
Freiheitsgraden eines Systems bedingt eine Potentialfliche, die eine so grofie Anzahl von
Minima und Maxima aufweist, dafl jeglicher Versuch, das globale Minimum zum Beispiel
durch Suchen zu bestimmen, zum Scheitern verurteilt ist. Man mufl Verfahren entwickeln,
die die relevanten Informationen aus der Potentialfunktion herausfiltern kénnen, ohne sie
im Detail untersuchen zu miissen. Solche Verfahren sind das Thema dieser Diplomarbeit.

1.2 Uberblick

Ziel der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren soll es also sein, diejenige Konfiguration
eines Systems zu finden, die ihre potentielle Energie minimiert. Fiir diese Aufgabe sind
in der Vergangenheit bereits eine ganze Reihe von Ansédtzen entwickelt worden, die aus
ganz verschiedenen Gebieten der Naturwissenschaften kommen. So gibt es zum Beispiel
Verfahren, die mithilfe von sogenannten genetischen Algorithmen arbeiten und das bio-
logische Verhalten von Mutation und Auslese in der Evolution simulieren. Da hier aber
ausschliellich atomare Systeme betrachtet werden sollen, bietet es sich an, physikalisch
motivierte Verfahren zu verwenden, denn das Interesse an den energetisch minimalsten
Konfigurationen ist durch das Verhalten der Natur begriindet, dafl Systeme bei niedrigen
Temperaturen in ihre thermodynamsichen Grundzusténde fallen. Daher miifite die phy-
sikalische Beschreibung der Systeme in ihrer Temperaturabhéngigkeit dieses Verhalten
wiedergeben konnen. Dabei kann man sich entweder auf die Betrachtung der potentiellen
Energie beschrianken, oder man nimmt den zusétzlichen Faktor der Entropie hinzu, so dafl
man eine realistischere Beschreibung des natiirlichen Verhaltens erhélt.

Die Verfahren benutzen normalerweise die stochastischen Eigenschaften, die entweder
aus der quantenmechanischen Unsicherheit oder der thermodynamischen Wahrscheinlich-
keit eines Ensembles von Systemen herriihren. Solche stochastischen Betrachtungen fiithren
zur Berechnung von Mittelwerten (Observablen), deren Zeitentwicklung oder Temperatu-
rabhéngigkeit angegeben werden kann. Zusétzlich vereinfacht die stochastische Betrach-
tung die Struktur der jeweiligen Grofie, so dal es zum Beispiel moglich wird, die iiber die



stochastische Verteilung gemittelte Potentialfliche erschopfend durchsuchen zu kénnen.
Die grundlegenden physikalischen Zusammenhinge sollen im néchsten Abschnitt nidher
erlautert werden.

Physikalischer Hintergrund

Der grundlegende Sinn von Computersimulationen ist es, aus den benutzten Modellen Vor-
hersagen fiir die physikalischen Systeme zu gewinnen. Dazu sollen die Modelle moglichst
genau durch die physikalischen Gesetze beschrieben werden, die man aus der Beobach-
tung des realen Systems gewonnen hat. Da in dieser Arbeit primér atomare Cluster und
Molekiile betrachtet werden sollen, ist ein geeigneter Ausgangspunkt fiir die Beschreibung
der Eigenschaften der Atome in diesen Systemen die Schrédingergleichung:

h2

0
L W(x,t) = HU it H=—-—
ih (x,1) (x,1) mit o

ot
Dabei ist x € R3Y der 3N-dimensionale Vektor, der die Orte der N Atome beschreibt, und
U(x) das Potential, welches auf die Atome wirkt. Im Folgenden werden alle Uberlegun-
gen der einfacheren Schreibweise wegen nur fiir eine Dimension beschrieben, gelten aber
generell auch fiir mehr Dimensionen. Desweiteren wird angenommen, daf3 der Hamilton-
operator nicht explizit zeitabhéngig ist, was bei den hier benutzten Potentialen auch nicht
der Fall sein wird.

V?+U(x) (1.3)

Alle Eigenschaften des Systems werden durch die Schrédingergleichung beschrieben,
wenn man das Potential und die Anfangsbedingungen vorgibt. Im Zusammenhang mit
der Optimierung interessiert man sich fiir die Grundzustandswellenfunktion ¥q, die den
Zustand mit der niedrigsten Energie repréasentiert. Die allgemeine Losung der Schrédin-
gergleichung ist im Prinzip bekannt, denn gibt man die Anfangsbedinung ¥(z,¢ = 0) vor,
so kann man schreiben:

U(a, 1) = /K(:%,x,t)\lf(i", 0) di (1.4)

Dabei ist K (&, x,t) der sogenannte Propagator, der die Wahrscheinlichkeit fiir den Uber-
gang vom Zustand (Z, 0) nach (z,t) angibt. Dieser Propagator ist selber wieder eine Lsung
der Schrodingergleichung 1.3 und hat somit selber den Charakter einer Wellenfunktion mit
der Eigenschaft

K(z,2,0) =6( — x) (1.5)

Seine explizite Darstellung ist formal durch die Feynman-Kac-Formel gegeben, wird aber
in physikalischen Zusammenhéngen auch als Pfadintegral geschrieben:

K(&,2,1) = k / e J§ LW B0 dt ) (1.6)

Dabei ist k£ eine Normierungskonstante und L ist die Lagrange-Funktion. Die Integrati-
on wird iiber alle moglichen Pfade y(t) mit y(0) = & und y(t) = = durchgefiihrt, woher
der Name Pfadintegral stammt. Seine Interpretation ist die folgende: Quantenmechanisch
trigt zu der Ubergangsamplitude K (&, z,t) jeder mogliche Weg von & nach 2 mit der Ge-
wichtung e 3@021) hei Im Exponenten der e-Funktion steht die Wirkung des jeweiligen
Pfades. Klassisch triagt nur der eine Pfad bei, fiir den 6.5 = 0 gilt, da die Wirkungen ge-

geniiber der Skala /i so grof sind, daf} sich die Phasen aller anderen Pfade wegmitteln. Fiir
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quantenmechanische Systeme jedoch miissen wegen der kleineren Wirkungen viele Pfade
beriicksichtigt werden.

Leider kann das Integral 1.6 nur fiir sehr einfache Probleme berechnet werden. Ein
Beispiel ist der Fall mit U(z) = 0 des freien Teilchens. Dann gilt L(j(t),y(t),t) = 2y?
und somit

K(&,x,t) = k/ e Jo BP® 4t Dy (p) (1.7)

Dieses Integral kann man berechnen, indem man die zeiltiche Ableitung durch n finite

Differenzen ausdriickt,
n

2
. T; — Ti—1
=y Wil (1)
i=1
dann die ein einzelnen Gauf’schen Integrale ausfithrt und den Grenzwert lim bildet. Das

e—0

Ergebnis ist

K(&,x,t) =

1
) 2 im(x—2& 2
[271'27%] 2 . (z=3) (1.9)

m

Setzt man jetzt die Anfangsbedingung fiir ein Teilchen, das zum Zeitpunkt ¢ = 0 bei xg
startet, ¥(&,0) = d(Z — xp) fiir die Wellenfunktion in 1.4 ein, so ergibt sich nach richtiger

Normierung:
1

2m’ht] 1 im(a—=g)?
(&

h 1.10
- Iht ( )

¥o.0) = |

Dieses Ergebnis fiir die Wellenfunktion eines freien Teilchens ist der Ausgangspunkt fiir
sémtliche Niherungen, der in dieser Arbeit beschriebenen Verfahren. Die Uberlegung da-
bei ist die, dafl man die Losung von 1.4 fiir allgemeine Potentiale U(z) # 0 nicht berechnen
kann und deswegen die bekannte Losung fiir einen Spezialfall nimmt, hier mit U(z) = 0,
und sie als Ansatz fiir die Losung des allgemeinen Problems benutzt. Um die Uberein-
stimmung mit der tatsichlichen Losung optimieren zu konnen, werden xy und t als zu
bestimmende Parameter des Ansatzes verstanden. Bei den verschiedenen Verfahren wird
dieser Ansatz unterschiedlich motiviert, geht aber generell immer auf diese freie Losung
fiir ein Teilchen zuriick. Den Ansatz dann in die verschiedenen Kontexte zu iibertragen

ist relativ leicht. Bei der quantenmechanischen Imaginary Time Method setzt man 7 = %

. 2 .
und fafit die Parameter A = % und 2 als Funktion von 7 auf:
_ (m—=zg(r)?

U(z,2% A, 1) = [20M(7)] 5 e D (1.11)

Auch bei den Methoden aus der statistischen Physik verwendet man den Ansatz fiir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn die (unnormierte) Bloch-Gleichung

0

%p = —Hp (1.12)

hat die gleiche Form wie die Schrodingergleichung in imaginédrer Zeit. Dann werden die
Parameter als Funktionen der inversen Temperatur § = ,%T betrachtet:

0 1 (m—ag(8)?
p(z, 2", A, B) =2nA(B)] 72 e PO (1.13)



Ziel der Verfahren ist es nun, den Wert von 2° fiir groBe imaginire Zeit bzw. kleine
Temperaturen, wo man annehmen kann, daf§ das System sich im Grundzustand befindet,
zu bestimmen. Dazu werden die Bewegungsgleichungen fiir 2 und A, die man aus der
Betrachtung der Ableitungen nach 7 bzw. 8 erhélt, bis zu groflen 7 bzw. § integriert, wo
lim A(7) =0 bzw. lim A(5) =0 gilt.

T—00 B—00

Interessant ist in diesem Zusammenhang die Betrachtung der Verfahren, denen man
im Allgemeinen einen deterministischen Ansatz zuschreibt. Davon werden in dieser Arbeit
diejenigen beschrieben, die in Anlehnung an bekannte Methoden aus der Bildverarbei-
tung fiir die Optimierung der physikalischen Modelle Losungen der Diffusionsgleichung
benutzen. Dazu wird das Potential mittels der Diffusion geglittet und die Losung 148t sich
als

(20, 1) = /U@) Gla,20.1) dy (1.14)

schreiben. Fiir den einfachsten Fall der isotropen, linearen Diffusion ist der Kern G eine
GauB-Funktion mit dem Mittelpunkt 2° und der Breite ¢. Vergleicht man das mit dem
Erwartungswert

(U0, ) = /\I/*(:L’,:L“O,)\)U(x)‘l/(x,xo,)\) dz (1.15)

bzw. mit dem (klassischen) thermodynamischen Mittelwert

(U (2, \) = / U(2)p(z,2°,\) dz (1.16)

der potentiellen Energie, so erkennt man, daf alle Ansétze in der gleichen Transformation
der Potentialfunktion resultieren. Die physikalische Interpretation fiir die Benutzung der
Diffusionsgleichung in diesem Zusammenhang ist also die, dafl die mittlere potentielle
Energie, unter Benutzung des Ansatzes fiir freie Teilchen, Losung der isotropen, linearen
Diffusionsgleichung ist.

Ganz allgemein beruhen alle Verfahren auf einer Integraltransformation der Poten-
tialfunktion, wobei sogar stets der gleiche Kern benutzt wird. Wollte man nun versu-
chen, die bestehenden Verfahren zu verbessern, so ist es naheliegend, die Transformation
mit einem anderen Kern durchzufiihren. Denn wegen des physikalischen Hintergrunds des
Erwartungs- bzw. Mittelwertes ist es klar, daf3 die bis jetzt beschriebene Gaufl-Funktion
nicht die beste Wahl sein kann. Sie resultiert aus einer sehr einfachen Ndherung der Lésung
der Schrodingergleichung und kann daher das System mit vorhandenem Potential nur ein-
geschriinkt gut beschreiben. Das sieht man besonders gut im Vergleich mit der formalen
Losung der Bloch-Gleichung, die die tatséchliche Wahrscheinlichkeitsverteilung des kano-
nischen Ensembles darstellt:

pp(x) = e PH@) (1.17)

Wenn U (z) eine Funktion mit mehreren Minima ist, so ist die Verteilung pp(x) nicht gut
durch eine einzige Gauf}-Funktion wiederzugeben. Vielmehr hat auch sie dann mehrere
Maxima und wiirde besser durch eine Summe von Gaufl-Verteilungen um verschiedene
Mittelwerte beschrieben werden. Diesen Ansatz kann man in die bestehenden Verfahren
integrieren, steht dann aber vor dem Problem, dafl man die Anzahl der Summanden, die
flir eine ausreichend gute Ndherung geniigt und sich auch mit der Temperatur &dndert,



6 Uberblick

nicht bestimmen kann. Eine andere Moglichkeit wére, nicht den Ansatz eines freien Teil-
chens zu wihlen, sondern bereits einen, der Lésung eines Problems mit nichtverschwin-
dendem U ist. Das bedeutet, man konnte eine einfache Form fiir das Potential wéhlen,
die aber in kleinen Bereichen das Potential des zu untersuchenden Problems gut wieder-
gibt. Das fiihrt allerdings zu anderen Problemen, denn einerseits gibt es nur sehr wenige
Potentiale, fiir die eine Losung der Schréodingergleichung angegeben werden kann, und
andererseits mufl man mit dieser Losung dann auch die Integraltransformation analytisch
durchfiithren kénnen, weil die betrachteten physikalischen Modelle sehr viele Freiheitsgrade
haben kénnen und eine numerische Ausfithrung der hochdimensionalen Integration daher
nicht in Frage kommt. Auf das gleiche Problem stoft man, wenn man versucht einen bes-
seren Kern aus der Verallgemeinerung der Diffusionsgleichung zu erhalten. Man kann die
Losung der anisotropen, nichtlinearen Diffusionsgleichung im Allgemeinen nicht angeben
und fiir die Ausnahmefille, bei denen es moglich ist, kann das Integral 1.14 nicht berechnet
werden.

Hierbei sieht man noch einen wichtigen Zusammenhang zwischen den Differentialglei-
chungen und den Integraltransformationen. Allgemein ist es nicht moglich, zu jeder Dif-
ferentialgleichung den korrespondierenden Kern fiir die Integralgleichung anzugeben und
umgekehrt. Normalerweise ist es aber einfacher, die differntielle Form der Gleichung so
zu verdindern, dafl ihre Losung die gewiinschten Eigenschaften besitzt, weil diese Formu-
lierung anschaulicher ist. So beschreibt zum Beispiel die Schridingergleichung mit dem
Potential U das Verhalten des Systems vollkommen korrekt. Kann man dann aber zu
der Differentialgleichung keinen Kern mehr angeben, so hilft das fiir die Darstellung der
Losung als Integraltransformation nicht weiter, da eine numerische Losung der Differen-
tialgleichung in diesem Zusammenhang nicht moglich ist. Dann hat man theoretisch auch
noch die Moglichkeit, einen geeigneten Kern fiir G1.1.14 zu ,,erraten”. Straub schligt zum
Beispiel einen Kern der Form

Gz, 29, 1) :%{G(mo—(x—t)) — 02" — (z+ 1) (1.18)

mit der Haeviside-Funktion ©(z) vor. Dieser Kern fiihrt dazu, dafl der Gradient des trans-
formierten Potentials wie eine finite-Differenzen Ndherung an die Ableitung des Potentials
aussieht. Ansonsten ist das Resultat der Faltung mit diesem Kern dem Ergebnis mit der
GauB-Funktion sehr #hnlich, da beide eine Mittelung iiber einen von ¢ abhéingigen be-
grenzten Bereich bewirken. Im Allgemeinen ist es natiirlich sehr schwierig, einen Kern
anzugeben, der zu einer vorteilhaften Transformation fithrt. Deswegen ist diese Methode
kaum eine Alternative.

Die freie Energie

Wie anfangs schon beschrieben, reicht physikalisch die Minimierung der potentiellen Ener-
gie eigentlich nicht aus, um den thermodynamischen Grundzustand zu bestimmen, denn
die Natur beriicksichtigt bei der Wahrscheinlichkeit von Zustéinden auch deren Ordnung.
Die Ordnung wird durch einen Entropieanteil zur inneren Energie beriicksichtigt. Man
nennt das Resultat die freie Energie:

F=E-TS (1.19)



E = (U) ist hier die innere Energie und S die Entropie bei der Temperatur 7'. Die meisten
Optimierungsverfahren beriicksichtigen diesen Entropieteil nicht und beschrénken sich so-
mit darauf, wahrscheinliche Konfigurationen fiir den tatséchlichen Grundzustand zu be-
rechnen. Zwei der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren, optimieren das System aber
mittels einer Ndherung an die freie Energie. Trotzdem wird wieder der oben beschriebene
Ansatz der freien Teilchen verwendet, weil man fiir ihn auch die Entropie leicht berechnen
kann. Es gilt:

TS = —kT / p(@) In (p(z)) da (1.20)

Setzt man hier die Gauf3-Verteilung ein, so 148t sich die Integration leicht durchfiihren.
Auch hier sieht man also, daf3 der gewéhlte Ansatz in allen Verfahren eine explizite Be-
rechnung der vorkommenden Integrale erméglicht, was fiir bessere aber damit auch kom-
pliziertere Ansétze im Allgemeinen nicht mehr moglich sein wird.

Abbildung 1.1 soll einen Uberblick iiber den Zusammenhang und die Verfahren geben,
die in Kapitel 2 vorgestellt werden.

statistisch
/_/ﬁ_\'ﬂ
Schrédinger-Gl. Bloch-Gl.
lhagw:HlP —ip:Hp
t P Diffusions-Gl.
—a=(A+U)a
freie freie ot
Teilchen Teilchen 4
U=0
A=t 7
~L-xg)A T (e-xg) —]E(x—xﬂ AT x-xg) | _(eex0)”
Y=g-g * p=c-e G=¢-& *
<A>= J‘P*A‘P dx ﬂ><A>= JAp dx = jAde
AoU i AsU
QMA GDA EDP DEM

ABBILDUNG 1.1: Uberblick iiber die Verfahren







Kapitel 2

Verfahren zur globalen
Minimierung

2.1 Graduated-Non-Convexity (GNC)

Aus anschaulichen Griinden wird als erstes Verfahren das sogenannte Graduated-Non-
Convexity vorgestellt. Es hat seinen Ursprung in der Bildverarbeitung und geht von einer
sehr einfachen Idee aus. Man will sich dabei zu nutze machen, dafl jedes lokale Minimum
einer streng konvexen Funktion auch ihr globales Minimum ist. Man nennt eine Funktion
F: RN — R konvex, wenn fiir x,y € R" und eine reelles A € [0, 1] gilt

FAx+(1-=MNy) <AF(z)+(1—-MNF(y) (2.1)

Man nennt sie streng konvex, wenn die Ungleichung streng gilt. Nun sind die in dieser
Arbeit betrachteten Potentialfunktionen nur in den seltensten Féillen konvex, so dafl diese
Eigenschaft einem nicht direkt weiterhilft.

Die Uberlegung des GNC ist nun folgende: Wenn man eine nicht konvexe Funktion U (x)

gegeben hat, dann konstruiert man eine Folge von Funktionen U,, (x) mit den folgenden
Eigenschaften:

o U, (x) ist konvex

. klim U, (x) =U(x) VxeRV

Man kann dann fiir jedes k die Funktion U, (x) lokal minimieren, so daf gilt

VU, (%)l = 0 (2:2)
Dabei geht man jeweils von dem Minimum xﬁfl des letzten Schrittes aus. Die Hoffnung
ist, dafl die Xﬁ gegen das globale Minimum von U konvergieren.

Der kritische Punkt bei diesem Verfahren ist natiirlich die Tatsache, dafl man ohne ge-
naue Kenntnisse {iber die Struktur von U keine geeignete Reihe von Funktionen konstruie-
ren kann. Hat man solche Kenntnisse nicht, so braucht man allgemeine Transformationen,
die Funktionen mit bestimmten Eigenschaften konvexifizieren kénnen. Der Nachteil sol-
cher allgemeiner Methoden ist wiederum, dafl unter Umstéinden wichtige Figenschaften
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der urspriinglichen Funktion verloren gehen. Man kann dann versuchen, die Transformati-
on an das Problem anzupassen, was sich jedoch als duflerst schwierig herausstellt, weil nur
wenige solcher Transformationen in der Anwendung durchfiihrbar sind. In den néchsten
Kapiteln werden Verfahren vorgestellt, die prinzipiell auf allgemeine Potentialfunktionen
angewendet werden koénnen.

2.2 Diffusionsglattung

Die Diffusion ist bekannt als ein Prozef, der zum Beispiel in einer Fliissigkeit Konzentra-
tionsschwankungen ausgleicht, ohne dabei Masse zu erzeugen oder zu zerstéren. Mathe-
matisch wird das durch das Ficksche Gesetz ausgedriickt.

j=-D Vu (2.3)

Der Gradient der Konzentration u erzeugt einen Strom, der dem Gradienten entgegen-
wirkt. Dabei ist D der sogenannte Diffusionstensor, eine positiv definite, symmetrische
Matrix. Falls der Strom j und der Gradient Vu parallel sind, so nennt man die Diffusion
isotrop, man kann den Diffusionstensor D durch ein Skalar d ersetzen. Sind Strom und
Gradient hingegen nicht parallel, so nennt man das anisotrop.

Die Tatsache, daf bei der Diffusion keine Masse erzeugt oder zerstort wird, wird durch
die Kontinuitétsgleichung ausgedriickt.

0 -
8—1‘ = —div ] (2.4)
Setzt man nun das Ficksche Gesetz in die Kontinuitédtsgleichung ein, so erhilt man die

Diffusionsgleichung.
ou

Tl div (D - Vu) (2.5)

Im Zusammenhang dieser Arbeit identifiziert man « mit der Potentialfunktion des
betrachteten Systems. Die Wirkung der Diffusion ist dann eine Glédttung der Funktion,
bei der die Hohe der Berge und Téler auf der Potentialfliche mit der Zeit immer geringer

wird. Die Losung der Differentialgleichung 148t sich direkt angeben.
u(x,t) = det_%(47rDt) /u(y)e_i(x_y)T Dt (=¥) gx (2.6)

Dabei gilt Dy = D - t. Diese Losung gilt allerdings nur fiir den homogenen Fall, dafl der
Diffusionstensor D iiber den ganzen Raum konstant ist. Im allgemeinsten Fall ist D vom
Ort (inhomogen) oder sogar von u selber (nicht-linear) abhéngig. Eine geschlossene Losung
der nicht-linearen Diffusionsgleichung

Ou = div (D(u) - Vu) (2.7)
ot
158t sich aber nicht mehr angeben. Das ist insofern sehr bedauerlich, weil man durch eine
nicht-lineare Diffusion eine Fiille von neuen Moglichkeiten gewinnen kénnte. So wére zum
Beispiel eine Kanten-erhaltende Glattung moglich, durch die man die Bevorzugung von
breiten Minima gegeniiber schmalen bei der linearen Gléittung verhindern kénnte. Eine
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weitere Verallgemeinerung ist durch die Hinzunahme eines Potentials in die Diffusionsglei-
chung moglich:

Ju

T (A+U)u (2.8)
Die Lésung ist dann durch die Feynman-Kac-Formel gegeben, welche jedoch auch nur
unter ganz bestimmten Voraussetzungen an das Potential einen Kern liefert, so dal man
u als Integraltransformation darstellen kann. Im folgenden Abschnitt wird der einfachste

Fall der Anwendung der Diffusionsglidttung genauer beschrieben.

2.2.1 Diffusion Equation Method (DEM)

Bei der von Scheraga [6] vorgeschlagenen Diffusion Equation Method wird die Funktion

U(z) mittels der isotropen, linearen Diffusiongleichung geglittet, so daf sich die Anzahl

ihrer lokalen Minima reduziert. Um die gegliattete Funktion zu erhalten, berechnet man
die Losung dieser Gleichung:

0 t

% —Au(x,t) =0  t>0 (2.9)

mit  u(x,0) = U(x) (2.10)

Dabei spielt ¢ die Rolle einer Glattungszeit. Fiir ¢ = 0 erhélt man die urspriingliche
Funktion und fiir t > 0 die geglittete Funktion u(x,t) als Losung. Die Losung lat sich
darstellen als Faltung mit einer Gauf3-Funktion:

ol

. (x=y)*

u(x.t) = Uly) & Glxy.t) = (amt) ¢ [ Uy) e 3 ay (2.11)
Dabei ist d die Dimension von x bzw. y. Man kann hier schén sehen, dafl das Ergebnis eine
iiber die Breite 4¢ der Gaufi-Funktion rdumlich gemittelte Funktion U(x) ist. Je groBer die
Glattungszeit ¢ ist, desto grofler ist das Gebiet, tiber das gemittelt wird, und die Gléattung
wird stérker.

Um nun mittels DEM das globale Minimum einer Funktion zu finden geht man wie
folgt vor:

DEM-Algorithmus

Schritt 1: Setze k = 0. Wahle tg > 0 geniigend grof}, so dafl die Zahl der Minima
stark reduziert wird, und ein zufilliges xo(to).

Schritt 2: Ausgehend von xq(t;) berechnet man X, (tx) geméf

V(X 1) x=stppin (1) = 0 (2.12)

Schritt 3: Falls ¢t = 0 gilt, ist Xyin(tx) das gefundene Minimum. Ansonsten setze

k=k+1
ty =tp_1 — At
x0(tk) = Xmin(tk—1) (2.13)

und gehe zu Schritt 2.
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Mit diesem Algorithmus verfolgt man eine Trajektorie X, (tf) in dem Sinne, dafi das
zur Zeit ty gefundene Minimum sich stetig durch die Zeit zu einem Minimum bei ¢t = 0
bewegt. Fiir den eindimensionalen Fall d = 1 kann man zeigen, daf3 dies stets der Fall ist.
In héheren Dimensionen allerdings kénnen diese Trajektorien enden, bevor ¢ = 0 erreicht
worden ist. Das bedeutet, man findet in der Umgebung eines zur Zeit t + ¢ (¢ > 0)
vorhandenen Minimums zur Zeit ¢ kein Minimum mehr. Der Algorithmus wird sich dann
ein weiter entferntes Minimum suchen, welches auf einer anderen Trajektorie liegt. Das
fithrt zu einer Unstetigkeit in X, (f), die sich messen 1d8t, wenn man eine Geschwindigkeit
der Trajektorie wie folgt definiert:

Xmin (tk) — Xmin (tk—l)

N (2.14)

vr (tk) =

Berechnet man diese Geschwindigkeit nach jeder Minimierung, so kann man den Uber-
gang zu einer anderen Trajektorie durch einen sprunghaften Anstieg von vp(tx) erkennen.
Zum Beispiel zeigt Abbildung 2.1 den Verlauf von vp(t) fiir eine Anwendung des obigen

ABBILDUNG 2.1: Wechsel der Trajektorie

Algorithmus auf ein 15 Atom Lennard-Jones-Cluster. Man sieht deutlich den Sprung bei
t = 7.2, der einen Wechsel zu einer anderen Trajektorie anzeigt. Tritt ein solcher Sprung
auf, so wird die Trajektorie nicht stetig von ¢t = ¢4, bis t = 0 verfolgt und das Ergebnis
wird eher zufillig. Scheragas Idee, das globale Minimum durch eine Verfolgung von X,,in (t)
ausgehend von einer Glattungszeit, wo nur ein Minimum existiert, zu finden, erweist sich
als nicht durchfithrbar. Wie sich zeigen wird, treten solche Spriinge bei Lennard-Jones-
Clustern ab einer gewissen Grofle immer auf, so dafi das Resultat nicht mehr eindeutig ist.
Dennoch stellt das Verfahren eine sehr einfache und schnelle Moglichkeit dar, kleine und
einfache Probleme mit gutem Erfolg zu minimieren.

Zur Veranschaulichung der Funktionsweise des DEM-Algorithmus wird im né&chsten
Abschnitt seine Anwendung auf eine eindimensionale Funktion beschrieben.

Ein eindimensionales Beispiel

In der Diffusion Equation Method wird das Potential als Folge einer Anwendung der
Diffusionsgleichung mit einem Gauf-Kern gefaltet. Diese Faltung bewirkt eine Glattung
und verringert dadurch die Anzahl der lokalen Minima der Funktion. Um die wichtigsten
Eigenschaften dieser Glattung und auch die Probleme, die dadurch entstehen, zu veran-
schaulichen, ist es sinnvoll, ein eindimensionales Beispiel zu betrachten. Dazu modelliert
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ABBILDUNG 2.4: Die Funktionen f(z)(— — —) ABBILDUNG 2.5: Die Funktionen f(z)(—— —)
und f(z)(———) beit =0.5 und f(x)(— — —) bei t =10.0

man eine Funktion mit mehreren Minima, deren Faltung mit dem Gauf}-Kern leicht ana-
lytisch berechenbar ist. Es bietet sich daher an, die Funktion selbst als eine Summe iiber

Gaull-Funktionen darzustellen:

L
flz) = Z G(x,2), a;, b;) mit G(x,2), a;,b;) = aze bile=x))? (2.15)

=1

Dann berechnet sich die Faltung einfach nach:

~ - 2

for = w07 [ 1w e dy (2.16)
L 7bi(w*1'i)2
= > ai(l+bit)” ¥t (2.17)
=1

Den Effekt der Glattung auf die Funktion f(z) kann man dann gut anhand von Gra-
phen erkennen. Als Beispielfunktion wird eine Summe aus fiinf Gaufl Funktionen gewahlt.
Die zugehorigen Parameter stehen in Tabelle 2.1. In den Abbildungen 2.2 bis 2.5 sieht man
die Funktion f(z) und f(x) im Vergleich bei verschiedenen Werten von ¢. Die wichtigste
Figenschaft, die Verringerung der Zahl der Minima, wird sehr deutlich und kann auch

theoretisch gezeigt werden:
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X 15

ABBILDUNG 2.6: Die Funktion f(x,t)

Bezeichnet man mit (f)(w) die Fourier-Transformierte von f(z), also

(N =5 [ Ha) e

und ist

f(2) = fy) ® gz —y) = / fWe—y)dr  mit  g(z) =

so gilt nach [15]

il 1 ] 2 [ 3 ] 475 |
a; | =40 =5.0 | =5.0 [ —=4.0 [ =3.0
b, | 1.0 | 100 | 03 | 06 | 8.0
291 65 | 9.0 | 11.0 | 13.0 | 14.4

TABELLE 2.1: Parameter fiir die Funktion f(x)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
(2.21)

(2.22)
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Offensichtlich gilt

lim () (@) = {/)(w) (2.23)
Fiir grofler werdendes ¢ unterdriickt der Faktor e~ 1%” die hohen Frequenzen von f. Ge-
nau das ist der Grund fiir die glattende Eigenschaft der Faltung. Die hohen Frequenzen
werden immer stérker unterdriickt, so dafl lokale Strukturen der Funktion immer mehr
verschwinden und bei groflem ¢ ausschliefflich die globalen Tendenzen sichtbar werden.

Gleichzeitig ist diese Art der Glattung aber auch das Problem bei Minimierungsver-
fahren. Denn, wie man den Abbildungen entnehmen kann, bleibt bei starker Glattung
nicht unbedingt das globale Minimum als das dominanteste {ibrig, sondern das breiteste
Minimum. In diesem Beispiel ist das globale Minimum sogar schon bei einem Wert von
t = 0.1 fast ganz verschwunden, so dafl ein Algorithmus, der wie die DEM einen Weg
von t > 4.0 bis ¢ = 0 durch die Minima verfolgen wiirde, hier im breiteren und hoher
liegenden Minimum landen wiirde. Abbildung 2.6 verdeutlicht das, indem sie die Funktion
f in Abhéngigkeit von z und t zeigt. Der Algorithmus wiirde bei ¢ > 4.0 im Minimum
beginnen und bei kleiner werdendem ¢ auch immer dieses eine Minimum weiterverfolgen,
bis er im Minimum bei z ~ 11.9 landet.

Im Hinblick auf die Frage, welches Minimum das physikalisch sinnvollste ist, spielt die
Breite allerdings auch eine entscheidende Rolle. Betrachtet man némlich die freie Energie
F = FE-TS, so beeinflufit fiir endliche Temperaturen der Entropiefaktor die Bevorzugung
der Minima. Dieser Faktor ist fiir breite Minima gréfler und kann deshalb dazu fiihren,
dafl physikalisch tatséchlich das hoher liegende, breite Minimum das bevorzugte ist. Bei
der Faltung mit einem GauB-Kern, bei dem die Breite der Verteilung durch eine einfache
Vorschrift , kiinstlich” geregelt wird, ist der Zusammenhang des Glattungsparameters mit
der physikalischen Temperatur aber nicht klar, so daf§ man keine Aussage dariiber machen
kann, inwieweit das physikalische Verhalten richtig wiedergegeben wird. Denn da bei der
DEM kein expliziter Entropieterm vorkommt, entsteht die Dominanz der breiteren Mini-
ma eher zufillig durch eine ungeniigende Naherung. Dieses Verhalten wird vor allem im
Vergleich mit den physikalisch motivierten Annealing Verfahren deutlich. Deshalb wird in
Kap.2.5 nocheinmal ausfiihrlicher darauf eingegangen.

2.2.2 Der Basin-Hopping-Algorithmus

Ein sehr erfolgreicher Algorithmus bei der Suche nach der energetisch minimalsten Konfi-
guration von Lennard-Jones- und TIP4P-Wasser-Clustern ist der sogenannte Basin- Hop-
ping -Algorithmus von Wales und Doye [8]. Er stellt eine Kombination von zufilligen
Spriingen nach dem Monte-Carlo Prinzip und lokalen Minimierungen dar. Die grundle-
gende Idee ist die, dafl man die Potentialfliche auf eine Art transformiert, die zwar die
Energiebarrieren entfernt, aber die Energien aller (lokalen) Minima beibehilt. Die folgende
Gleichung stellt eine solche Transformation dar

U(x) = min{U(x)} (2.24)

xeG
Man weist also jedem Ort den Energiewert des Minimums zu, welches man durch eine
lokale Minimierung von diesem Ort aus erreicht. G bezeichnet also die Umgebung, aus

der jede lokale Minimierung im selben Minimum endet. Abbildung 2.7 zeigt an einem
eindimensionalen Beispiel, wie die transformierte Funktion U aussieht. Auf einer solchen
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Potentialfliche kann das System ungehindert von den Energiebarrieren den Konfigurati-
onsraum durchlaufen. Die Suche wird nur von der relativen Lage der einzelnen Minima
bestimmt.

G1.2.24 hat aber den Nachteil, daB man U(x) nicht analytisch berechnen kann. Man
mufl also jedesmal einen Minimierungsalgorithmus durchfiihren, um den Wert an einer
Stelle x zu berechnen. Das bedeutet natiirlich einen erheblichen numerischen Aufwand,
weswegen fiir die Suche auf der so umgeformten Potentialfliche nur ein Verfahren in Fra-
ge kommt, welches ausschliellich den Energiewert der jeweils betrachteten Konfiguration
bendtigt. Deswegen benutzt man ein standard Monte-Carlo Verfahren mit Metropolis-
Kriterium.

Im Detail geht man also wie folgt vor: Man wihlt eine zufillige Startkonfiguration xq
und berechnet U(Xo), indem man von xg ausgehend eine lokale Minimierung durchfiihrt.
Danach verschiebt man die Positionen der einzelnen Atome um einen zufilligen Wert A
und berechnet wiederrum die minimierte Energie von der neuen Position aus. Dann ent-
scheidet man, ob die neue Konfiguration beibehalten oder wieder verworfen wird, bevor
man wieder eine zufillige Verschiebung vornimmt. Diesen Vorgang wiederholt man eine
vorgegebene Anzahl von Schritten. Formal stellt sich der Algorithmus wie folgt dar:

Basin-Hopping-Algorithmus
Schritt 1: Setze k = 0, withle einen Startpunkt xo und berechne Uy = U (x%0)

Schritt 2: Setze k = k + 1, wihle ein A mit \; € [—¢,c], i=1,...,N, c € R und
setze
Xp = Xp_1+ A (225)
Schritt 3: Berechne Uj, = ﬁ(xk), falls
eiﬁ(Ukikal) > Trandom (226)
erfiillt ist, wird xj, akzeptiert, ansonsten setze xp = Xp_1

Schritt 4: Falls k = k42 stoppe, sonst gehe zu Schritt 2

kmaz bezeichnet hier die maximale Anzahl von Schritten, und 7,4540m iSt eine Zufallszahl
aus [0, 1]. Im Gegensatz zum standard Monte-Carlo Verfahren rechnet man allerdings mit
einer konstanten Temperatur, 8 = const. Es handelt sich also nicht um ein Simulated-
Annealing Verfahren, so dal man sich zusétzlich stets die Konfiguration mit der niedrig-
sten Energie merken muf}. Man wéhlt 3 so, dafl Schritte, die eine hohere Energie zur Folge
haben, auch akzeptiert werden koénnen, wenn der Energieunterschied nicht zu grof} ist.
Den tatsédchlich besten Wert fiir 8 kann man aber nur durch einige Tests ermitteln. Ist der
Algorithmus beendet, minimiert man die Konfiguration mit der niedrigsten Energie gege-
benenfalls mit héherer numerischer Genauigkeit nochmals, um das Ergebnis zu erhalten.

Man muf sich bei diesem Verfahren auf eine konstante Temperatur beschrinken, da
man in einer angemessenen Zeit zu wenige Schritte machen kann, als dal man von einem
equilibrierten Zustand sprechen koénnte. Das ist aber eine wichtige Voraussetzung fiir ein
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ABBILDUNG 2.7: Schematische Darstellung von U

sinnvolles Abkiihlen des Systems. Das Monte-Carlo Verfahren mit konstanter Temperatur
ist jedoch nur ein Suchverfahren, welches durchaus Energiebarrieren iiberwindet, aber vor
allem zu Konfigurationen mit niedrigeren Energie strebt. Das macht einen gravierenden
Nachteil des Verfahrens deutlich. Man hat keine Informationen dariiber, wann der Algo-
rithmus seine beste Konfiguration finden wird. Deshalb hat man keinerlei Anhaltspunkt
iiber die Zahl der Schritte, die sinnvollerweise durchgefiihrt werden sollte. Das bedeu-
tet vor allem auch, dafl der Algorithmus einen wesentlichen Teil der Laufzeit iiberhaupt
nichts Sinnvolles tut, weil er eine grofie Zahl an Monte-Carlo Schritten wieder verwirft.
Alle anderen vorgestellten Algorithmen werden mit der Ausgabe der energetisch tiefsten
Konfiguration beendet. Trotzdem ist der Basin-Hopping-Algorithmus zur Zeit noch das
Verfahren, welches die besten Ergebnisse bei der Minimierung von Lennard-Jones- und
TIP4P-Wasser-Clustern liefert.

Der Grund, warum dieses Verfahren als Unterkapitel der Diffusionsgldttung erscheint,
ist die Ahnlichkeit seiner Potentialtransformation mit der, die man als Grenzfall einer
nicht-linearen Diffusion erhélt. Die Potentialfunktion wird in eine Treppenfunktion umge-
wandelt, deren Stufenhéhen durch die Energien der Minima des Potentials gegeben sind.
Der Einfachheit halber ist die folgende Darstellung fiir den eindimensionalen Fall, gilt aber
auch fiir hohere Dimensionen [12]. Als Losung der Gleichung

0

Frih div (g (]Vu|2) Vu) mit u(z,0) = U(x) (2.27)
mit dem Perona-Malik Filter (siehe [12])
()= — (229)
I 1+ % '
ergibt sich ebenfalls eine Treppenfunktion @, wenn man die Grenziibergénge
4= lim lim u (2.29)

t—o0 v—0

macht. Diese Funktion 4 hat allerdings Stufenhchen mit den Energien aller Minima und
Maxima des Potentials, wobei sich die Ubergéinge an den Wendepunkten von U befinden.
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Den Effekt des Filters sieht man am besten, wenn man GI1.2.27 mithilfe des Flusses ®(s) =
5g(s?) umschreibt zu:

0
—u=9% A 2.
pra (Vu)Au (2.30)

Fiir |Vu| > v ist & < 0 und man erhélt eine Kantenverstirkung. Lat man nun v — 0
gehen, so werden alle Kanten unabhéingig von ihrer Stei%ung verstirkt. Der Ubergang
t — oo sorgt fiir die Form der Treppenstufen, da dann fiir %u = 0 die Steigung |Vu| — oo
geht und sonst |Vu| = 0 gilt.

Wie schon gesagt, ist die Funktion @ nicht identisch mit der im Basin-Hopping be-
nutzten U, da letztere den Vorteil hat, daB ihr die hohen Energiebarrieren fehlen. Der
Vergleich zeigt aber trotzdem, wie eng alle Verfahren miteinander verwandt sind, wenn
es gelingt, die benutzten Transformationen als Losungen verschiedener Spezialfiille der
gleichen Differentialgleichung zu verstehen.

2.3 Simulated Annealing

Eine der &ltesten Methoden zur globalen Minimierung ist das sogenannte Simulated An-
nealing. Es beruht auf der Tatsache, dal der Prozefi des Abkiihlens bei geeigneter Wahl
der Kiihlrate mit hoher Wahrscheinlichkeit im globalen Energieminimum endet.

Bei der Computer-Simulation bedient man sich dabei zweier verschiedener Algorith-
men, um das System von hohen Temperaturen, bei denen sich die einzelnen Atome schnell
und ungehindert von Potentialbarrieren bewegen, bis nahe an den absoluten Nullpunkt, bei
dem das System eine beinahe starre Konfiguration einnimmt, abzukiihlen. Diese Algorith-
men dienen im Prinzip dazu, typische Konfigurationen des Systems bei der momentanen
Temperatur zu liefern. Und zwar sollten die Konfigurationen mit der Wahrscheinlichkeit
auftreten, die man in diesem physikalischen Zusammenhang auch erwartet. Man kontrol-
liert die Temperatur meist durch ein Warmebad. Das System kann mit diesem viel groeren
Wirmebad Energie austauschen und wird sich deshalb an seine Temperatur angleichen.
Dabei ist zu beachten, dal weder die Gesamtenergie des (kleinen) Systems noch seine
kinetische Energie konstant sind, da die Temperatur um die des Wirmebads schwanken
kann. Ein solches System gehorcht der Gibbs/Boltzmann-Wahrscheinlichkeitsverteilung:

e—BU(x)
pB(x) = Te U dx (2.31)
Dabei ist U(x) die zur rdumlichen Konfiguration gehorgie potentielle Energie und 5 = ,%LT
Aus der Gleichung liest man ab, daf} es immer unwahrscheinlicher wird, eine Konfiguration
zu finden, je hoher ihre potentielle Energie ist. Bei hohen Temperaturen T, also kleinem
B, kann das System jedoch solche Gebiete mit hoher Energie iiberwinden, da die Wahr-
scheinlichkeit noch grof genug ist. Senkt man dann die Temperatur ab, so entstehen auf
der Potentialfliche Gebiete, die durch Berge hoher Energien voneinander getrennt sind,
so dal das System, in einem dieser Téler gefangen, nicht mehr den ganzen Konfigurati-
onsraum erreichen kann. Anders ausgedriickt ist die Zeitskala fiir Bewegungen innerhalb
dieser Region viel kleiner als die fiir Bewegungen aus diesem Gebiet hinaus. Man spricht
dann von einem metastabilen Makrozustand, bei dem die einzelnen Atome immer noch
fluktuieren. Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein bestimmter Makrozustand « eingenommen
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wird, berechnet sich entsprechend der der Gibbs/Boltzmann-Verteilung wie folgt:

Pa 7

Z = / e PV gx (2.32)
Senkt man die Temperatur weiter ab, bis sie fast den absoluten Nullpunkt erreicht, so
befindet sich das System in einem Minimum der Potentialfunktion und kann daraus auch
nicht mehr entweichen, da jede kleine Verdnderung der Konfiguration einen Anstieg der
potentiellen Energie zur Folge hitte, der die Wahrscheinlichkeit fiir diese Konfiguration
stark herabsenkt. Man hat dann eine stabile Konfiguration des Systems, in der die einzel-
nen Atome nicht mehr fluktuieren.

Die Art, wie die Algorithmen nun die statistischen Eigenschaften eines Systems im
Waérmebad verwirklichen, ist unterschiedlich und soll im folgenden erldutert werden.

2.3.1 Monte-Carlo (MC)

Bei der Monte-Carlo-Methode besteh ein Schritt aus einer zufilligen Bewegung aller Ato-
me des Systems. Die neue Konfiguration wird dann entweder akzeptiert oder wieder ver-
worfen, und zwar in Abhéngigkeit vom Unterschied der potentiellen Energien AU der
Ausgangsposition und der neuen Position. Benutzt man die oben erlauterte Statistik, so
berechnet sich die sogenannte Metropolis-Wahrscheinlichkeit fiir Beibehaltung der neuen
Konfiguration nach

p = min [1, e_BAU} (2.33)

Bei hohen Temperaturen haben dann auch Bewegungen zu héheren potentiellen Energien
eine gute Chance, akzeptiert zu werden, wodurch auch Berge in der Energielandschaft
tiberwunden werden konnen. Bei niedrigen Temperaturen wirkt sich das Verfahren wie
das eines steilsten Abstiegs aus, so dafi das System dann in das lokale Minimum fallt.

Der offensichtliche Nachteil dieses Verfahrens ist die Durchfithrung von Schritten, die
dann wieder verworfen werden. Diese schlechte Nutzung der Rechenzeit tritt vor allem bei
niedrigen Temperaturen auf, wo nur noch Positionen mit niedrigerem Potential akzeptiert
werden (,,critical slowing down” ). Deswegen und wegen der hohen Zahl an Schritten, die er-
forderlich sind, um den Konfigurationsraum geniigend zu durchlaufen, ist dieses Verfahren
bei der Suche des globalen Minimums nicht sehr erfolgreich. Es gibt allerdings Variationen
des Algorithmus, die die Ergebnisse erheblich verbessern. So berichten Andricioaei und
Straub [4] zum Beispiel eine deutliche Verbesserung des Monte-Carlo-Verfahrens, wenn
man statt des Metropolis-Kriteriums ein anderes verwendet, welches auf der sogenannten
Tsallis-Statistik basiert. Eine andere Méglichkeit stellt die Durchfiihrung von Monte-Carlo
Schritten auf einer transformierten Potentialfunktion dar, wie sie in Kap.2.2.2 vorgestellt
wurde.

2.3.2 Molekiil-Dynamik (MD)

Verwendet man zur Durchsuchung des Konfigurationsraumes das Verfahren der Molekiildy-
namik, so simuliert man das Verhalten der Natur. Die Atome bewegen sich in den durch das
Potential verursachten Kraftfeldern und haben eine durch die Temperatur vorgegebene ki-
netische Energie. Physikalisch ausgedriickt bedeutet das, man integriert die Newton’schen
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Bewegungsgleichungen:

Dabei ist F' = —VU. Gibt man die Anfangspositionen, Anfangsgeschwindigkeiten und die
Potentiale vor, so stellt sich nach einigen Simulationsschritten ein thermisches Equilibrium
ein, so daf} fiir den Zusammenhang von Temperatur und Energie nach dem Gleichvertei-
lungssatz der Thermodynamik gilt

Ekin = gN kT

f bezeichnet hier die Anzahl der Freiheitsgrade der N Atome. Die Summe von kineti-
scher und potentieller Energie, also die Gesamtenergie, bleibt dabei konstant, wihrend die
Temperatur starken Schwankungen unterliegen kann. Die Geschwindigkeiten der einzelnen
Atome gehorchen dann einer Maxwell-Boltzmann-Verteilung:

3 =2

f(#) = 4= <27TTZbT> 2 e HhT (2.34)
Ein solches, thermisch isoliertes System ist allerdings ungeeignet, um durch Abkiihlung
das globale Energieminimum zu finden, da jeder Mikrozustand, also jede rdumliche Kon-
figuration gleich wahrscheinlich ist. Man braucht das schon oben erlduterte System im
Temperaturbad, in dem die Temperatur nahezu konstant ist (kleine Schwankungen treten
auch hier auf). Um das bei der Simulation zu realisieren, mufl man in einigen Zeitschritten
die kinetische Energie und damit die Temperatur verdndern. Bei einem einfachen System
aus ungebundenen Atomen, in dem jedes Atom 3 Freiheitsgrade hat, konnte das wie folgt
aussehen:

Die zum Zeitschritt & herrschende Temperatur T% berechnet sich wie oben schon ge-

sehen zu
. 2EF

< kin

3 kN
Wobei die kinetische Energie des Systems durch

1 N
ko 2
B, = 3 E m;v;
i=1

gegeben ist. Um nun die Temperatur genau auf den gewiinschten Wert Trrp, also die Tem-
peratur des Temperaturbades zu bringen, miifite man die Geschwindigkeiten der Atome

mit dem Faktor
Y= Trg3N

multiplizieren. Um allerdings kleine Schwankungen um die Temperatur Trp zu gestat-
ten, kann man stattdessen die Geschwindigkeiten der Atome in einigen Zeitschritten mit
dem Faktor 0.999 multiplizieren, falls v < 1.0 gilt, oder mit 1.001, falls v > 1.0 ist. Ein
so simuliertes System gehorcht der oben beschriebenen Gibbs/Boltzmann-Verteilung und
hat groflere Aufenthaltswahrscheinlichkeiten in den Potentialtdlern als auf den Potential-
bergen. Eine andere Mdoglichkeit zur Regulierung der Temperatur ist die Verwendung von
Thermostaten, die als Zwangsbedingungen in den Lagrange-Gleichungen auftreten werden.
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Das Abkiihlen des Systems wird nun realisiert, indem man nach einer bestimmten
Zahl von Zeitschritten, die Temperatur des Temperaturbades um eine kleinen Faktor her-
absenkt. Ist man bei einer sehr kleinen Temperatur angekommen, so reicht die kinetische
FEnergie der Atome nicht mehr aus, um aus dem momentanen Potentialtal herauszugelan-
gen. Das dann gefundene Minimum ist bei der richtigen Wahl der Kiihlrate hoffentlich das
globale Minimum des Systems.

Abschitzung der Simulationszeit

Die grofle Schwierigkeit des Verfahrens ist allerdings die Wahl eben dieser Kiihlrate. Eine
typischen Wahl wére eine nach einer festen Anzahl von Schritten um einen Faktor o < 1
sinkende Temperatur:

Tt = - Tk (2.35)

Obwohl eine solche Wahl in vielen Féllen funktioniert, ist sie doch vollkommen willkiirlich.
Man muf} sicherstellen, dafy das System wihrend des Abkiihlens genug Zeit hat, den gesam-
ten zur Verfiigung stehenden Konformationsraum zu durchsuchen. Man kann nach Straub
[1] eine einfache eindimensionale Abschitzung der gesamten benétigten Simulationszeit
wie folgt machen:

Setzt man das globale Minimum als den Nullpunkt der Energie fest und bezeichnet
mit Fp,q. die Hohe der grofiten Energiebarriere, so beginnt man die Simulation bei einer
Temperatur T}, fiir die gilt:

1
kama:t =

> Frmag (2.36)

min
Dann kann das System ungehindert alle moglichen rdumlichen Anordnungen einnehmen,
denn es gilt:

efﬁminEmaz — O(l) (237)

Auf der anderen Seite mufi man am Ende der Simulation die Temperatur so weit abge-
senkt haben, dal das System im Minimum gefangen ist und keine Energiebarriere mehr
iiberwinden kann. Es muf} also gelten:

ey Toin = AE (2.38)

— <
Bmaz

Dabei ist AE der Energieunterschied des globalen Minimums und des néchst hoheren
Minimums. Dabei sollte diese Ungleichung so erfiillt sein, daf3 die Wahrscheinlichkeit Xy,
das System im globalen Minimum zu finden, im Verhéltnis zur Wahrscheinlichkeit 1 — X,
das System woanders zu finden, grofl ist. Nimmt man an, daf} sich das System bei niedriger
Temperatur ausschliefllich in den untersten beiden Energieminima befinden kann, so soll

XO e_ﬁmax'Emin

- —_— ﬂmazAE
1— Xo e OmacBrintBE)  © (2.39)

grof} sein, was man auch als Xy = 1 schreiben kann.

Um nun den gesamten Konfigurationsraum méglichst gut zu durchsuchen, sollte das
System bei jeder Temperatur genug Zeit ¢ verbringen, um jede Energiebarriere iiberwin-
den zu konnen. Bezeichnet man mit 75 die charakteristische Zeitskala fiir Vibrationen, in
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welcher dann auch die Simulationsschrittweite gewéhlt wird, so kann man diese Forderung
schreiben als:

t — TS eﬁEmaz

Anders ausgedriickt, sollte das System in jedem Temperaturintervall (3, 5 + Af) minde-
stens folgende Zeit verbringen:

dt = Engerse?Emerdp

Integriert man diese Gleichung von (i, bis Bnaz, SO erhélt man eine untere Grenze fiir
die gesamte Simulationszeit bzw. die Anzahl der Simulationsschritte Ng;y,, = tSTim. Daraus
ergibt sich folgende Proportionalitét zwischen der Anzahl der Simulationsschritte und dem
Verhéltnis der gréfiten Energiebarriere und dem kleinsten Energieabstand:

N o (125 ) "5
Die Dauer einer Simulation, die mit der Wahrscheinlichkeit X, das globale Minimum der
Energiefunktion finden soll und eine konstante Absenkung der Temperatur verwendet,
héngt also nicht nur von der Gréfle der unteren oder oberen Energieskala ab, sondern
von deren Unterschied. Eine grobe Abschitzung liefert eine Vorstellung der Folge dieser
Tatsache. Nimmt man ein Verhé&ltnis von % = 10 an und verlangt Xg = 0.1, so erhélt

man
Nyim x 2 - 103

Erhoht sich das Verhéltnis % zum Beispiel auf das Doppelte, so ergibt sich bereits
Nyim o< 5107

Man erkennt, dafl die Zahl der erforderlichen Simulationsschritte schnell die Grenze des
heute Machbaren erreicht, wenn die Energieskalen des Systems ungiinstig sind. Deswegen
findet ein Molekiildynamik-Verfahren nur selten Anwendung bei globalen Minimierungs-
problemen. Allgemein verbrauchen die Verfahren des Simulated Annealing in Time zu
viel Zeit, um die Potentialfliiche auf ihrer feinsten Skala zu durchlaufen, und sind deshalb
gegeniiber anderen Verfahren im Nachteil, die die Moglichkeit bieten, das Potential auf
verschiedenen Skalen zu betrachten. Diese Mo6glichkeit bietet zum Beispiel das Simulated
Annealing in Temperature.

2.4 Simulated Annealing in Temperature

Bei den oben beschriebenen Verfahren des Simulated Annealing beschreibt man das Sy-
stem in seinem zeitlichen Verlauf. Durch die geeignete Simulation der physikalischen Be-
dingungen, wie die Vorgabe der Temperatur durch ein Temperaturbad oder durch die
Benutzung der Wahrscheinlichkeiten fiir die Akzeptanz bei Monte-Carlo Schritten, erhélt
man ein System, das der gewiinschten Statistik gehorcht und deshalb mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit das globale Minimum findet.

Stattdessen kann man aber auch versuchen, das Maximum der Wahrscheinlichkeitsver-

teilung pp(x, B) fiir den Grenzwert 5 — oo direkt zu finden. Ausgangspunkt ist die Bloch-
Gleichung, die die Temperaturentwicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreibt:

op

By (2.40)
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Dabei ist H die klassische Hamiltonfunktion. Fiir nicht explizit temperaturabhéingige Po-
tentiale ist die Losung dieser Gleichung die schon bekannte Gibbs/Boltzmann-Verteilung

pB(x,8) = m (2.41)
Ziel ist es nun, das Maximum dieser Verteilung zu bestimmen. Dazu geht man von einer
gendherten Verteilung p bei hoher Temperatur (8 = 0) aus, wo die Naherung die Verteilung
pp gut beschreibt. Man versucht dann, durch die Beschreibung der Temperaturentwicklung
der Parameter von p den Ubergang zu niedrigen Temperaturen (8 — oo) zu machen. Dabei
spielt die Berechnung der thermodynamischen Mittelwerte ein grofie Rolle:

< f>= /f(x) p(x, B) dx (2.42)

Da das Maximum der Gibbs/Boltzmann-Verteilung auch das Minimum der potentiellen
Energie darstellt, kann man die Kenntniss einer Naherung an die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung bei niedrigen Temperaturen auf die Grundzustandskonfiguration des betrachteten
Systems iibertragen. Der Erfolg hiingt entscheident davon ab, wie gut die Ndherung die
Gibbs/Boltzmann-Verteilung beschreibt. Im Folgenden werden einige Verfahren vorge-
stellt, die auf diesem Prinzip beruhen.

2.4.1 Gaussian Density Annealing (GDA)

Eine mogliche Ndherung an die Funktion pp ist die, dal man annimmt, die Funktion liefle
sich als Produkt von Einteilchen-Funktionen (Hartree) darstellen. Desweiteren nihert man
die Einteilchen-Funktionen zu einfachen Gaufl-Funktionen an, so daf§ man schreiben kann:

N N , =l
pB(%,8) = papa(x, B) = [ [ pi(#) = [[(2n0i(8))"2e” 27:® (2.43)
=1 =1

— det ™} (2mA2)e 3 DA (B)x0(9)
Dabei gilt

gu 8L

X = . Aij = (51']'01‘ (2.44)

8,

N

Desweiteren wird das Zentrum der Gauf}-Funktion als der thermodynamische Mittelwert
der Position x und die Eintridge der Diagonal-Matrix A als Mittelwert der quadratischen
Abweichung des Ortes vom Zentrum definiert.

x) = <X>GDA
(A)ii = <(fi - f?)2>GDA

Der thermodynamische Mittelwert einer Funktion berechnet sich dabei wie folgt

() = / F()p(x)dx
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Das Subscript < . >gpa bedeutet dabei, dafl man im Integral die genéherte Funktion
papA verwendet.

Schon hier kann man erkennen, dafl diese Niherung fiir groffe Temperaturen recht gut
funktionieren wird, weil hier eine breite Funktion, die sich {iber den gesamten Konfigura-
tionsraum erstreckt, sicherlich eine gute Annahme ist. Fiir kleine Temperaturen wird sie
allerdings zu simpel sein, da sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in voneinander durch
hohe Energieberge getrennten Energietdlern durch diese Funktion nicht richtig wiederge-
ben 148t. Dennoch kann man auf ein gutes Ergebnis der Berechnungen hoffen, wenn sich
das Zentrum xg der GauB-Funktion immer im Tal des globalen Minimums befindet.

Um nun die Funktion pgpa(x, ) fiir den Grenzwert 5 — oo zu berechnen, geht man
wie folgt vor:

GDA-Algorithmus

Schritt 1: Wéhle bei hoher Temperatur 5 ~ 0 ein zufiilliges x. Da bei hohen Tem-
peraturen alle Konfigurationen beinahe gleichwahrscheinlich sind, wihle ein A,
welches mindestens so grof ist, wie die Partikelabsténde.

Schritt 2: Mit diesen gewihlten x° und A integriere fiir § — oo folgende Gleichun-

gen:
d g
%x = —AVyo (U)gpa (2.45)
d
%A = —A*V3 (U)gpa (2.46)
Mit
(U)gpa = det 3 (27A2) / U (x)e~ s @N @0 gx  (2.47)

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen kann im Anhang (sieche A.1l) nachgelesen
werden. Die Form dieser Gleichungen ist aiiflerst interessant. Das Zentrum x° bewegt sich
gemif eines steilsten Abstiegs auf der effektiven Potentialfliche, wiahrend die Breite A
sich an die Kriimmung der effektiven Potentialfliche anpafit. Um als Ergebnis eine stabile
Konfiguration zu erhalten, mufli man die Gleichungen bis zu einem (,,,, integrieren, das
die Bedingung

1

< AFE

max

erfiillt, wobei AE wieder den Abstand der untersten beiden Energietéiler darstellt.

Dieses Verfahren hat gegeniiber dem traditionellen Simulated Annealing zwei entschei-
dende Vorteile. Zum einen werden die Gleichungen direkt in der Temperatur integriert,
wodurch man keine zeitliche Dynamik zu beachten hat und die schwierige Wahl einer
Kiihlrate wegfillt. In den Temperaturgebieten, die zu einer Phasentransformation von
gasformig zu fliissig oder von fliissig zu fest gehoren, wird die Anpassung von A automa-
tisch sehr langsam sein, weil in solchen Gebieten die Kriimmung von (U)gp 4 relativ klein
ist. Diese Tatsache spiegelt gerade den Unterschied zur Wahl einer ”globalen” Kiihlrate
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wieder, die so klein gewéhlt werden muf3, dafl man genug Zeit bei den Temperaturen der
Phaseniibergéinge verbringt. Der andere wichtige Vorteil ist, dafl man durch die Benut-
zung einer Mittelung iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit einem geglétteten Poten-
tial rechnet. Diese Glittung bewirkt eine Reduktion der Anzahl von lokalen Minima und
vereinfacht so die Suche nach dem globalen Minimum.

Ein eindimensionales Beispiel

Man kann sich die Wirkung der Bewegungsgleichungen 2.45 und 2.46 gut an einem eindi-
mensionalen Beispiel verdeutlichen. Die Funktion f : R — R sei zum Beispiel wie folgt
definiert:

1
fz) = 22" — 4a2? — 3% (2.48)
Dann gilt fiir die mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung pgpa(zo, z, o) gemittelte Funktion
(f)apa(wo,0) = 60° + (1225 — 4)o + f (o) (2.49)

Um nun veranschaulichen zu kénnen, auf welcher Funktion ein Teilchen, beschrieben durch
die Bewegungsgleichungen, sich bewegt, mufl man das oben angegebene Verfahren leicht
abwandeln. Man integriert G1.2.46 fiir jedes x( solange, bis sie konvergiert. Dann gilt %a =
0 und man kann man das Resultat fiir das eindimensionale Beispiel leicht ausrechnen:

L 22 15 2 1
_ ) 53— fur x5 < 3
o(xg) { 0 sonst (2.50)

Dabei wurde beachtet, dafi die Funktion (f)gpa nur fir positive Werte von o definiert
ist. Setzt man 2.50 in (f)gpa(xo,o(xp)) ein, so erhilt man das in Abbildung 2.8 gezeig-
te Ergebnis. Man sieht, dafl sich das System auf einer Potentialfliche bewegt, bei der
die Energiebarrieren weggeglittet sind, so daf sie leichter iiberwunden werden koénnen.
Befénde sich in Abbildung 2.8 ein Teilchen in der Ndhe von x = 0, so wiirden die Bewe-
gungsgleichungen in diesem Bereich wegen der schwachen Kriimmung der Funktion nur

ABBILDUNG 2.8: Gemittelte Funktion (f)(z,o(x)) (—) und Funktion f(x) (- - -)
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sehr kleine Anderungen der Breite o zulassen. Diese Eigenschaft ist sehr wichtig fiir die
Berechnung einer realistischen Wahrscheinlichkeitsverteilung, da in den entscheidenden
Gebieten eine hohe Genauigkeit gewéhrleistet ist.

2.4.2 adiabatic Gaussian Density Annealing (aGDA)

Wie oben schon erwédhnt ist die Ndherung an die Wahrscheinlichkeitsverteilung pp fiir
kleine Temperaturen nicht sehr gut. Weil die Basis fiir pp unvollsténdig ist, kann es bei
der Berechnung zu Fehlern kommen, die sich im Laufe der Integration noch verstérken.
Tsoo und Brooks (siehe [1]) haben festgestellt, dafl diese Fehler die Verteilung pgpa von
der wirklichen Verteilung pp wegfithren kénnen und so das Ergebnis verschlechtern. Sie
haben vorgeschlagen, das Zentrum der Gauf-Funktion x° nicht gem:f Gleichung 2.45 zu
bewegen, sondern in jedem Schritt das x° an das lokale Minimum anzupassen. So erhélt
man folgenden Algorithmus:

aGDA-Algorithmus

Schritt 1: Setze k = 0, wiihle eine zufillige Startkonfiguration x) und Breite Ag
grofler als die Partikelabstéande.

Schritt 2: Lose ausgehen von xg
Vo <U>G’DA (X07 Ak) ’xozx‘,i_H =0 (251)

und setze dann
Apy1 =M — AB- A’V (U)gpa (2.52)

Schritt 3: Setze k = k + 1, ist |Ag| < Apnaz breche ab, sonst zuriick zu Schritt 2.

AB wird so klein gewihlt, daB die Anderungen von A in jedem Schritt nicht zu groB
sind. Das Abbruchkriterium fiir den Algorithmus ist hier anders gew&hlt worden, als beim
urspriinglichen GDA-Verfahren, weil es einfacher zu handhaben ist. Man berechnet ein-
fach die (euklidische oder Maximums-) Norm der Matrix Ay und iiberpriift, ob sie einen
gewissen Wert unterschreitet. Setzt man zum Beispiel A\pqe = 1.0 - 107% und wihlt die
Maximumsnorm, so kann man bei Abbruch des Algorithmus sicher sein, dafl die Tempe-
ratur klein genug ist. Die Konfiguration wird sich dann nicht mehr &ndern. Man fiihrt
dann wie immer eine lokale Minimierung auf dem ungeglitteten Potential aus, um das
endgiiltige Ergebnis zu erhalten. Diese Variation des GDA-Algorithmus ist erfolgreicher
bei der Optimierung von Lennard-Jones-Clustern und Wasser-Molekiilen, so dafl sie auch
in den spiteren Kapiteln Anwendung finden wird.

2.4.3 Quantum-Mechanical Annealing (QMA)

Das Quantum-Mechanical Annealing beschreibt eigentlich keine Entwicklung der statisti-
schen Wahrscheinlichkeitsverteilung in der Temperatur, sondern bestimmt die Grundzu-
standswellenfunktion als Losung der Schrodingergleichung. Trotzdem hat es sehr grofie
Ahnlichkeit mit den oben beschriebenen Annealing Verfahren, so da es zum Simulated
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Annealing in Temperature dazugezihlt wird.

Hinter dem Begriff des Quantum-Mechanical Annealing verbirgt sich eigentlich eine
Vielzahl von unterschiedlichen Verfahren, die Grundzustands-Wellenfunktion eines Sy-
stems zu bestimmen. Ausgangspunkt fiir alle Verfahren ist die Schrédinger-Gleichung

2
ih%\ll(x,t) - [_j_mw + U(x)] U(x, ) (2.53)

Oder in ihrer zeitunabhéngigen Form

h2
5V U] 20 = B2 (2.54)

mit U(x,t) = B(x) e # 7",

Bei der sogenannten ,,time-independent Variational Method” geht man davon aus, da8
der Zustand mit jeder berechneten Wellenfunktion ® grofiere Energie als der Grundzustand
hat: 3 ) )

E = (9|H|P) > Ey (2.55)

Da die Hamiltonfunktion H vom Potential abhéngt, welches wiederum die rédumliche Kon-
figuration des Systems als Parameter enthilt, 16st man iterativ jeweils die Schrodinger-
gleichung mit konstantem Potential und berechnet mit der Wellenfunktion das Potential
neu. Das mufl man so lange durchfiihren, bis sich Potential und Wellenfunktion nicht mehr
verandern, also selbstkonsistent sind. Das tut man fiir verschiedene Anfangskonfiguratio-
nen, so dafl die Wellenfunktion mit der niedrigsten Energie als dem Grundzustand am
néichsten angesehen wird.

Die ,,Imaginary Time Methods” fithren eine imaginére Zeit 7 = % ein, so daf sich die
Schrodingergleichung wie folgt schreibt:

%\I/(X,T) = [%Vz - U(X)} U(x,7) (2.56)

Dann 148t sich die Zeitabhéngigkeit der Wellenfunktion als
U(x,7) = e FTd(x) (2.57)

schreiben. Driickt man eine Wellenfunktion durch die Summe iiber eine Basis wu,(x) mit
Eigenwerten F,, aus,

U(x,7) = ch Uy (x) e EnT (2.58)

dann sieht man, dafl fiir grole Werte von 7 nur noch der Grundzustand ng merklich zur

Summe beitrigt:

U(x,7) & ug(x) e~ 07 (2.59)
Die Verfahren nutzen dieses Verhalten aus, indem sie, von einer zufilligen Wellenfunktion
ausgehend, G1.2.56 integrieren. Bei groflem 7 stellt die resultierende Wellenfunktion eine
N&herung an den Grundzustand dar.

Eine Mdglichkeit, die Losung von G1.2.56 zu finden, ist nach Straub [3] das Quantum-
Mechanical Annealing unter Benutzung von Gaussian Wave-Packets. Dieses Verfahren hat
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sehr grofie Ahnlichkeit mit dem Gaussian-Density Annealing. Man stellt die Wellenfunk-
tion durch ein Produkt aus Einteilchen-Gauf3 Funktionen dar:

U(x,7) = det™1(2rA) e~ 1A ex) (2.60)
Dabei gelten die gleichen Beziehungen fiir (A);; = d;;0; und x° wie in Kap.2.4.1. Also

x' = (x) (2.61)
oi = ((@-#)? (2.62)

wobei sich hier die quantenmechanischen Erwartungswerte eines Operators A nach
(A) = / TFAD dx (2.63)

berechnen. Die (imaginére) zeitliche Entwicklung eines solchen Erwartungswertes (A)
erhilt man dann im Allgemeinen wie folgt!
d(A
% — —(HA+ AH) + 2(A)(H) (2.64)
-
Setzt man in G1.2.64 die Erwartungswerte x° und o; ein, so kann man die Zeitentwicklung
durch folgende zwei Gleichungen ausdriicken:

d 0
X oAV, (U) (2.65)
dr
dA h? 99
Es fillt sofort die groBe Ahnlichkeit mit den Gleichungen 2.45 und 2.46 des GDA auf. Einzig
2
der Term QE—m unterscheidet hier die quantenmechanische Berechnung von der klassischen.

Deshalb ist auch der Algorithmus kaum vom Gaussian-Density Annealing zu unterschei-
den.

QMA-Algorithmus

Schritt 1: Setze k = 0, wihle zufiilliges xJ und ein Ay grofer als die Partikelabstéinde,
setze hg = Ryaz-

Schritt 2: Lose ausgehen von xg und Ay G1.2.65 und G1.2.66 mit A = const. Setze
k=k+1, hy = hp_1 — Ah.

Schritt 3: Falls 2, =~ 0 gilt, stoppe, sonst zuriick zu Schritt 2.

Trotz der groBen Ahnlichkeit zum GDA-Algorithmus gibt es hier doch auch wesentliche
Unterschiede. Zum einen werden hier fiir jedes h; die beiden Bewegungsgleichungen fiir
das Zentrum und die Breite der Gauf3-Verteilung gelést und zum anderen bewirkt der
zusétzliche Faktor % eine Verbreiterung der Verteilung, was die quantenmechanische Na-

tur der Partikel deutlich macht. Das Wellenpaket wird durch die Bewegungsgleichungen so

'Fiir die Herleitung der Bewegunsgleichungen siche auch A.2
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angepaflt, dafl der Erwartungswert der Gesamtenergie minimiert wird. Dann verkleinert
man A um einen konstanten Faktor und erhélt im klassischen Grenzfall limy_.o die Losung.
Beim Gaussian-Density Annealing beschrinkt man sich ausschlieffilich auf den klassischen
Fall und fithrt demnach nur den letzten Schritt des QMA-Algorithmus aus. Dabei ist aller-
dings zu beachten, daf} es nicht darum geht, ob das betrachtete System im physikalischen
Sinn klassisch oder quantenmechanisch behandelt werden soll. Vielmehr will man durch
das Quantum-Mechanical Annealing die Tatsache ausnutzen, dafl Teilchen Energiebarrie-
ren durchtunneln kénnen auch wenn sie nicht gentigend kinetische Energie haben, um die
Barriere zu iiberwinden, wobei sich die zusétzliche Mdoglichkeit des Durchtunnelns nur in
der Breite der Verteilung wiederspiegelt. Man darf jedoch nicht vergessen, dafl im klassi-
schen Fall ein einzelnes System zwar keine Energiebarrieren iiberwinden kann, wenn die
eigene Energie nicht ausreicht, aber ein Ensemble von Systemen ist dazu durchaus in
der Lage, obwohl seine mittlere Energie eventuell geringer ist als die Hohe der Barriere.
Betrachtet man nimlich Gleichungen 2.65 und 2.66, so sieht man, daf8 sich x° auch fiir
h = 0 (oder auch beim GDA-Algorithmus) nicht auf der urspriinglichen Potentialfliche
U, sondern stets auf einer iiber die Verteilung gemittelten Potentialfliche (U) bewegt. Die
Gleichungen minimieren jeweils (U) in x° und A, so daB Maxima von U immer geglittet
werden, Minima jedoch nicht. Anders ausgedriickt, fithrt (G1.2.66 zu einer Verbreiterung
des Wellenpaketes in Gebieten, wo (U) konkav, also Vio (U) < 0 ist, und tendiert in
konvexen Gebieten im Gegensatz dazu, die Breite zu verringern, so daf§ dort fiir 4 = 0
(U) = U gilt (siehe auch Abbildung 2.8). Der Effekt des Tunnelns tritt also auch schon
beim klassischen Gaussian-Density Annealing auf, wird beim QMA nur noch durch einen
zusétzlichen Faktor verstarkt.

2.4.4 Packet Annealing Method (PAM)

Beim Gaussian-Density-Annealing wird die Gibbs/Boltzmann-Verteilung als ein Produkt
aus Einteilchen-Gauf}-Funktionen angenshert. Diese Ndherung hat zwei offensichtliche
Nachteile. Zum einen sind die Einteilchen-Verteilungen vollig unabhéngig voneinander
und zum anderen konzentriert sich die Verteilung ausschliellich um einen Punkt im Kon-
figurationsraum. Diese Nachteile versucht die Packet Annealing Method von Shalloway [5]
zu beheben.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung pp kann in viele voneinander getrennte Gebiete mit
groen Werten aufgeteilt sein. Das ist einfach eine Folge der Tatsache, dafl auch die poten-
tielle Energie tiefe Minima in ganz verschiedenen Gebieten des Konfigurationsraums haben
kann. Um dieser Eigenschaft gerecht zu werden, macht man nun die folgende N&herung
an pp

1 1
PR & Dby () = 378 (V%0 A%, x) (2.6)
{o}

Die ®Y sind dabei die sogenannten charakteristischen Packets der Form

00 — o3[V +3—xQ)A* (x—xD)] (2.68)

Jedes Packet stellt eine Gauf-Funktion um den Punkt x9 dar, die mit dem Faktor e 2PVa
mit V¥ = U(x%) multipliziert wird. Im Gegensatz zur GDA kénnen hier die A anisotrop,

d.h. symmetrische, semi-definite Matrizen sein. Diese Verallgemeinerung bewirkt, dafl die
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Achsen der Schwankung in beliebigen Richtungen im Konformationsraum liegen diirfen.
Das kann zum Beispiel wichtig sein, wenn bei groflen Molekiilen korrelierte Bewegungen
von ganzen Atomgruppen notig sein sollten.

Die einzelnen Packets sind in Gebieten lokalisiert, die durch hohe Energiebarrieren
voneinander getrennt sind. Man kann daher jedes Packet mit einem mdglichen Makrozu-
stand (siehe Gl. 2.32) identifizieren, wenn fiir das Zentrum und die mittlere quadratische
Abweichung eines solchen Packets die Bedingung erfiillt ist, dafl sie in erster Ordnung
nicht abhéngig von der Zeit sind. Also

O E =0 O (=)= = 0 (2.69)
Die Mittelwerte werden jetzt wie folgt berechnet
1
p2 0 P0d
(fyPAM — If fPAM adX (2.70)
S Ppar Podx
Ahnlich wie beim GDA setzt man wieder
xg =<x >§AM Ai = <(x — xg)(x — xg)>§AM (2.71)

Die Gleichungen 2.71 stellen die Integralform der ,,Packet Equations” dar. Thre Losungen
bestimmen die Packets. Um mit diesen Gleichungen das globale Energieminimum zu fin-
den, 16st man sie zuerst bei einer hohen Temperatur, wo nur wenige Losungen existieren,
und verfolgt dann die Packets bis zu einer Temperatur nahe 0. Eine wichtige Rolle dabei
spielen dabei die sogenannten ,,branching transitions”, bei denen sich ein Packet teilt. Das
geschieht, wenn die Temperatur gesenkt wird, so dafl eine vorher zu niedrige Energieb-
arriere das Gebiet des Packets teilt und die Wahrscheinlichkeitsverteilung dort in zwei
Gebiete getrennt wird. Die Verfolgung solcher neuer Packets ist sehr wichtig, da man das
Gebiet des globalen Minimums nur dann mit grofler Wahrscheinlichkeit lokalisieren kann,
wenn man moglichst alle gefundenen Packets bis zur tiefsten Temperatur verfolgt. Aber
aus Griinden der Effizienz des Algorithmus ist das nicht moglich, so dafl man sich Krite-
rien iiberlegen muf}, nach denen man die Packets auswihlt, die dicht mehr weiterverfolgt
werden sollen.

Interessant ist die Betrachtung der Differentialform der ,,Packet Equations”

H 2H -2
OH\,, 7(x) _0 0°Hp, 7(x) _ AL (2.72)
ox x=x0 aXQ x—x0 26
mit der effektiven Energie,
HAQ,T(X) — _26_1 In [det_i(2ﬂ'A2) . /6—%,8U(x/) 6_%(X_X/)A_2(X_X/) dx’ (273)

die die freie Energie des Packets ®0 annihert. Die Differentialform der Gleichungen machen
auch den Zusammenhang der PAM zum GDA und der DEM deutlich. Darauf wird noch
in Abschnitt 2.5 ndher eingegangen.

Der PAM-Algorithmus sieht insgesamt dann wie folgt aus:
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PAM-Algorithmus

Schritt 1: Suche bei einer hohen Temperatur Ty;, die Losungen der Packet Equations
2.71 X0 (Ty;) und Ao (Th).

Schritt 2: Setze T'— T — AT.
Aktualisiere die x% (T) und A, (T) fiir jedes Packet.
Teste, welche Packets sich teilen, und entscheide, welche weiterverfolgt werden.

Schritt 3: Falls T' =~ 0 stoppe, ansonsten wiederhole Schritt 2 .

Am Ende des Algorithmus ist das Packet mit der geringsten effektiven Energie Hy ,T(xg)
mit der grofiten Wahrscheinlichkeit in der Umgebung des globalen Minimums der freien
Energie lokalisiert. Das Verfahren bietet einige enorme Vorteile. Zum einen wird mit einer
Né&herung an die freie Energie gerechnet, wodurch das physikalische Verhalten besser wie-
dergegeben wird. Zum anderen ist die Ndherung der Wahrscheinlichkeitsverteilung wesent-
lich besser als die einfache Einteilchen-N#herung, so daff die Gibbs/Boltzmann-Verteilung
in jedem Temperaturbereich gut wiedergegeben werden kann. Der Nachteil des Verfahrens
ist jedoch, dafl es schon bei der Anwendung auf einfache Potentiale grofie Schwierigkeiten
bereitet. Probleme dabei sind vor allem die Berechnung der effektiven Energie Ha, 1(x2)
und die Feststellung der Teilungen eines Packets. Deshalb ist es in seiner vollstdndigen

Form bis heute nicht implementiert worden und bietet noch wenig praktischen Nutzen.

2.4.5 Minimierung mittels des Effective Diffused Potential (EDP)

Die stabilste Konfiguration von physikalische Systemen in einem Temperaturbad wird
durch die freie Energie

F=E-TS (2.74)

bestimmt. Dabei spielt nicht nur die potentielle (innere) Energie eine Rolle, sondern ebenso
die Entropie S. Das System versucht die Energie zu minimieren und die Entropie zu
maximieren. Das fiihrt dazu, dafl bei niedriger Temperatur ein enges globales Minimum
der potentiellen Energie gegeniiber einem hoher liegenden, breiteren Minimum mit grofierer
Entropie thermodynamisch benachteiligt sein kann. Bei der Minimierung des Potentials
erhélt man also nicht unbedingt die physikalisch wahrscheinlichste Konfiguration. Kennt
man jedoch das Minimum der freien Energie bei einer Temperatur 7', so hat man ein
physikalisch sinnvolles Ergebnis. Verschelde und Schelstraete [13] schlagen vor, sich das
sogenannte Gibb’sche Prinzip zu nutze machen, um die freie Energie zu einer gegebenen
Temperatur zu berechnen. Dazu betrachtet man folgende Funktion:

U(p) = /Hp dv dg + 71 /p In(p) dv dq (2.75)

Dabei ist H die klassische Hamiltonfunktion, p die Wahrscheinlichkeitsdichte und | dv dg
meint die Integration iiber den gesamten Phasenraum. Das Gibb’sche Prinzip besagt nun,
dafl das Minimum dieser Funktion ¥ die freie Energie ist. Es gilt also

U(p)=F (2.76)
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falls p die obige Funktion minimiert, und es ist

e_BH

. 2.77
[ e BHdvdg (2.77)

P =
Um das zu sehen, schaut man sich Variationen von ¥ in Abhéingigkeit von einer kleinen
Anderung dp an:

ov = / {[H+ B (1+In(p))]6p } dvdg (2.78)

520 — / (3 p)~Ldv dq (2.79)

Da p eine positive Funktion und damit 62V ebenfalls positiv ist, ist ¥ konvex und die
Stelle 0¥ = 0 liefert ein Minimum. Beriicksichtigt man nun noch die Normalisierung
[ p dv dg =1 durch einen Lagrange-Multiplikator, so erhélt man folgende Bedingung

0:51114—)\'5(/]9 dv dq) :/{[H—i—ﬁl(l—i-ln(p))—i-)\] ép} dv dg (2.80)

Die Losung p dieser Gleichung ist in der Tat die Gibbs/Boltzmann- Wahrscheinlichkeits-
funktion aus 2.77 und es gilt

U(p) = —F"n </ e PHdy dq> =F (2.81)

Etwas vereinfacht kann man also schreiben
Min
Fo= i (E(p) — kKT'S(p)) (2.82)
Min
= (p) p(x)U(x)dx + kT | p(x)In(p(x))dx (2.83)
p
Man konnte nun die freie Energie berechnen, indem man die Verteilung aus 2.77 in die
rechte Seite von 2.83 einsetzt. Aber mit der Gibbs/Boltzmann-Verteilung lassen sich die
Integrale nicht analytisch ausfithren. Will man daher die Verteilung durch einen geeig-
neten Ansatz annidhern, so kann man die rechte Seite mit diesem Ansatz minimieren.
Man beschrénkt sich dadurch allerdings auf einen bestimmten Unterraum aller méglichen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen, so dafi man nur eine obere Grenze fiir die freie Energie
bestimmen kann. Genau wie beim Gaussian-Density-Annealing ist ein Einteilchenansatz
mit Gaufl-Funktionen wieder eine einfache Mo6glichkeit:

p(x,%,A) = det ™2 (A)e~ CRAT (%) (2.84)

mit
(A)ij = dijoi (2.85)
wie in Kapitel 2.4.1. Mit diesem Ansatz reduziert sich das Problem aus Gl.2.83 auf eine

Minimierung in 4N Variablen, wenn N die Anzahl der Atome im System ist. Die explizite
Form der freien Energie sieht mit diesem Ansatz wie folgt aus:

N
F(x,A,T) = det ™2 (rA) / U (x)e” xOAT %) g %T 3) In(roy) +3N| (2.86)
=1
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Die rechte Seite kann man wieder in zwei Teile zerlegen,
Fx,AT) = Ueff()_(,A,T) — kTSeff()_(,A,T) (2.87)

so daBl man die Beziehung zur Definition der freien Energie 2.74 sehen kann. Die beiden
Terme werden als die effektive interne Energie und die effektive Entropie dieser Nihe-
rung interpretiert. Die Parameter X und o; erhilt man nun durch Loésen der folgenden
Gleichungen, die die notwendige Bedingung fiir ein Minimum von F' darstellen:

OF(x, A, T)

= =0 (2.88)
OF(X,A,T) -

Das globale Minimum von F(X,A,T) ist die freie Energie dieser Approximation bei der
gegebenen Temperatur. Andere Minima koénnen als metastabile Zustdnde interpretiert
werden, die mit steigender Temperatur verschwinden. Denn wahlt man die Temperatur
nur grof genug, so hat F(X, A, T') nur ein einziges Minimum. Die Existenz weiterer Minima
ist auBlerdem nur eine Folge der Naherung der Wahrscheinlichkeitsverteilung durch eine
unvollstdndige Basis. Das wird weiter unten noch nédher erldutert werden.

Der Algorithmus sieht dann wie folgt aus:

EDP-Algorithmus
Schritt 1: Setze k = 0 und Ty = T}nq.- Wihle eine beliebige Startkonfiguration Xg
und Ao.

Schritt 2: Setze k =k + 1 und Ty, = Tx_1 — AT. Berechne die Losungen x; und Ay
der G1.2.88 und 2.89 ausgehend von x,_7 und Ag_q.

Schritt 3: Falls T, < T}, stoppe, sonst gehe zu Schritt 2.

Der Algorithmus berechnet also zunichst die freie Energie bei einer hohen Temperatur,
um die Verteilung p dann durch Abkiihlen méglichst gut der Gibbs/Boltzmann Verteilung
bei der Temperatur 7' = 0 anzunéhern.

Ahnlich wie bei den Gaussian-Density-Annealing Verfahren, héngt die Giite des Al-
gorithmus in erster Linie von der Ndherung der Wahrscheinlichkeitsverteilung durch eine
Gauf3-Funktion ab. Diese Ndherung ist mit Sicherheit unzureichend, da die Annahme, die
Verteilung sei bei endlichen Temperaturen nur um einen Punkt im Konfigurationsraum
konzentriert, nicht korrekt ist. Sie ist aber notig, um das Verfahren praktikabel zu machen.
Am Beispiel einer eindimensionalen Funktion kann man verschiedene Eigenschaften des
EDP deutlich machen.

Ein eindimensionales Beispiel

Es ist sinnvoll, sich die Eigenschaften des Effective Diffused Potentials an einem eindimen-
sionalen Beispiel zu verdeutlichen. Dem Beispiel aus [14] folgend, kann man die einfache
Funktion

1
U(z) = 2z* — 42 — 5% (2.90)



34 Simulated Annealing in Temperature

kT=0.0 kT=0.5

kT=2.0

ABBILDUNG 2.9: Die effektive freie Energie F°ff (—) und das Potential U (- - -) bei verschiedenen Tem-
peraturen

betrachten. Eingesetzt in G1.2.86 ergibt sich fiir diese Potential
_ kT 9 9 _
F(z,0,T) = —7(1n(7r0) + 1)+ 1.50° + o(6z —2) + U(z) (2.91)

Die Bedingung 2.89 148t sich damit leicht ausrechnen:

oF(z,o0,T) kT
T == —% + 30 + (6562 — 2) (2.92)
=o0(z,T) = é [\/(GEQ —2)2 + 6kT — (62% — 2) (2.93)

Setzt man das wiederum in G1.2.91 ein, so erhilt man die effektive freie Energie zu jeder
Temperatur als Funktion des Ortes F¢/f(z, T). In Abbildung 2.9 sieht man die effektive
freie Energie und das Potential fiir verschiedene Temperaturen. Je hoher die Temperatur
ist, desto stérker ist der Effekt der Glattung. Vor allem interessant ist aber, dafl auch bei
T = 0 eine Glattung des Maximums eintritt. Die effektive freie Energie stimmt in den
Gebieten der Minima mit dem Potential iiberein, wihrend sie im Bereich des Maximums
nicht gegen das Potential konvergiert. Warum das so ist, wird deutlich, wenn man sich den
Verlauf von o fiir T' = 0 ansieht.

[|(62% — 2)| — (627 — 2)] (2.94)
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Die rechte Seite verschwindet offensichtlich nur fiir (622 — 2) > 0 bzw. %27[2] > 0. Das
bedeutet, es wird zwischen konvexen und konkaven Gebieten der Potentialfunktion unter-
schieden. Die konkaven Gebiete werden auch bei T' = 0 gegléttet, was zunéchst willkiirlich
aussieht. Aber hier spiegelt sich eine schon anfangs erwdhnte Tatsache der exakten frei-
en Energie wieder. Kénnte man F' ndmlich exakt berechnen, so wére sie iiberall konvex
in dem Sinne, dafl jede Abweichung der Verteilung p von der ,,richtigen” Verteilung p ein
hoheres F' zur Folge hat. Da man p aber durch die einfache Parametrisierung auf einen klei-
nen Unterraum aller méglichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschriankt, verliert man
diese Eigenschaft. Trotzdem behilt F¢// zumindest die Tendenz iiber, die Kriimmung in
konkaven Gebieten des Potentials zu verringern und die Funktion so glatter zu machen.

2.5 Zusammenfassung

Alle Verfahren des Simulated Annealing gehen von einer Nidherung aus Einteilchen-Gauf3-
Funktionen an die benutzten Verteilungen aus und entwickeln daraus einen Algorithmus,
bei dem im Wesentlichen lokale Minima auf einer transformierten Potentialfunktion ge-
sucht werden.

Vo (U) (x,A) | =0 (2.95)

0—+0
X'=Xmin

mit  (U) (x°,A) = det™2(27A) / U (x)e 2 e gy (2.96)

Dabei gelten die fiir x bzw. x° und A die Beziehungen 2.44 zu den Einteilchen-Parametern.
Vergleicht man das mit Gleichung 2.11, die die Lésung der Diffusionsgleichung darstellt,
dann stellt man fest, daf§ die Gleichungen ineinander iibergehen, wenn man die Parameter
A;; wie folgt setzt:

AiiZQt fiir izl,...,N (297)

Das zeigt nocheinmal genauer den anfangs erlduterten Zusammenhang zwischen allen Ver-
fahren. Man kann die DEM als einen Spezialfall des adiabatic Gaussian Density Annealing
betrachten, bei dem die Breiten aller Einteilchen-Gauf3-Funktionen identisch sind und nicht
als Funktion der Temperatur betrachtet, sondern nach einem geeigneten Schema Schritt-
weise verkleinert werden. Diese Vereinfachung entstand urspriinglich aus der deterministi-
schen Herkunft des Algorithmus, so da8 sich die dadurch fehlende Vorschrift zur Wahl des
Glattungsparameters ¢ als eines der grofiten Probleme des Verfahrens erweist.

Die Einschrankung auf eine einzige Breite der Verteilungsfunktionen wirkt sich eben-
falls negativ aus, da durch diese zusétzliche Vereinfachung nicht die lokalen Unterschiede,
die zum Beispiel durch zufillige Anfangsbedingungen entstehen, beriicksichtigt werden
konnen. Das soll an einem Beispiel erlautert werden: Im Extremfall konnten sich alle bis
auf ein Atom in einer energetisch giinstigen Konfiguration befinden. Setzt man dann den
Parameter t auf einen grofien Wert, so verschwindet diese giinstige Konfiguration wie-
der vollkommen. Beim aGDA hingegen wiirden sich die Breiten o; der giinstig liegenden
Atome schnell durch das Befinden in einem Potentialminimum verkleinern, wihrend sich
hauptsichlich das ungiinstig liegende Atom auf einer stiarker gegliatteten Potentialfunktion
bewegen wiirde.

Physikalisch 148t sich dieser Vergleich verstehen, wenn man den Zusammenhang zwi-
schen Temperatur und der Breite der Verteilungsfunktion betrachtet. Bei hohem Tem-
peraturen erstreckt sich die Verteilung iiber grofle Gebiete des Konformationsraumes, da
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die kinetische Energie der Teilchen ihnen die Uberwindung aller Energiebarrieren erlaubt.
Das entspricht der Gasphase eines physikalischen Systems. Bei bestimmten Temperaturen
treten Phaseniibergéinge auf, die sich durch eine deutliche Verringerung der Breite der
Verteilung bemerkbar machen. Die Annealing Algorithmen halten sich in den Bereichen
solcher Phaseniibergéinge linger auf, als in den anderen Temperaturbereichen, da ihre
Bewegungsgleichungen diese Bereiche erkennen und die A;; dementsprechend langsamer
verandert werden. Das gewihlte Schema zur Berechnung von ¢ bei der DEM funktio-
niert aber vollkommen unabhéngig von den Eigenschaften der Potentialfliche und geht
daher unter Umsténden zu schnell iiber solche Bereiche hinweg. Scheraga [6] versucht die-
ses Defizit auszugleichen, indem er seine Vorschrift zur Berechnung von ¢ so wéhlt, dafl
At besonders klein ist bei groflem ¢ und nahe ¢ = 0. Er versucht damit bei den beiden
Phaseniiberginge gasformig-fliissig und fliissig-fest, die Verfolgung der Trajektorie X, (%)
sehr genau zu machen. Das ist mit Sicherheit eine besseres Schema, als die Gléttungszeit
gleichméflig zu verringern, kann aber nicht die Bewegungsgleichungen der Annealing Ver-
fahren ersetzen, denn die dynamische Berechnung kann in den entscheidenden Bereichen
extrem kleine Verinderungen von A;; zur Folge haben. Da dieser Bereich fiir jedes Atom
auch noch bei verschiedenen Temperaturen auftreten kann, miiite man bei der DEM {iber
einen weiten Bereich At extrem klein wihlen, was zu einem enormen Anstieg der Lauf-
zeit fiihren wiirde. Trotzdem wiirde auch dann die Vereinfachung auf eine Breite fiir die
Verteilung aller Atome den Nachteil mit sich bringen, daf die lokalen Unterschiede fiir die
Atome nicht beriicksichtigt werden kénnen. Um dem in der Diffusionsgleichung Rechnung
tragen zu kénnen, kann man sie allgemeiner formulieren:

ou(x,t)
ot

Die Losung dieser anisotropen Diffusionsgleichung hat dann eine d&hnliche Form wie Glei-
chung 2.96:

= div (D - Vu(x,t)) (2.98)

u(x, 1) = det= (47D,) / U (y)e= 369D ) gy (2.99)

Allerdings ist der Diffusionstensor D konstant, so dafl auch so nicht die dynamische Anpas-

sung der Breiten erreicht werden kann. Insgesamt stellt die DEM eben eine Vereinfachung
des aGDA dar und kann deshalb nicht alle ihrer Eigenschaften beinhalten.

Bezieht man in den Vergleich die Verfahren ein, die mit einer Ndherung an die freie
Energie rechnen, so werden auch hier Gemeinsamkeiten sichtbar. Beim Effective Diffused
Potential ist diese Gemeinsamkeit noch sehr deutlich, da die Ndherung der inneren Energie
identisch ist mit der des GDA und des QMA. Hinzu kommt lediglich der Entropieterm, der
die freie Energie bei hohen Temperaturen zusétzlich konvexifiziert. Den Zusammenhang
mit der PAM, die eine bessere Niherung an die Wahrscheinlichkeitsverteilung benutzt,
sieht man, wenn man in G1.2.73 den Ubergang limg_o zu hohen Temperaturen macht.
Dann kann man die Taylorentwicklung von e~28U ohne groflen Fehler nach dem linearen
Term abbrechen und schreiben:

lim Har(x) = det ™z (47A) / U(x') e 1A o) g/ (2.100)
— 4 'In [det%(sm)] (2.101)

= Upn(x) - 'In [det%(sm)} (2.102)
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In diesem Grenzwert besteht die effektive Energie aus einer Differenz des thermodynamisch
gemittelten Potentials und einem rdumlich unabhéngigen Term, der proportional zum
Logarithmus des Volumens des aktuell erreichbaren Konformationsraumes ist. Der zweite
Term entspricht der Entropie des entsprechenden Makrozustandes und ist dem zweiten
Anteil der freien Energie der EDP in GI1.2.86 sehr dhnlich. Der erste Term aus 2.102 ist
wieder identisch mit dem gemittelten Potential der anderen Annealing-Verfahren, wenn A
nur auf Diagonalmatrizen beschrankt wird. Dann gilt ndmlich

Uroo(x,A) = (U) (x,2A) (2.103)

Die Packet Annealing Method hat aber dennoch enorme theoretische Vorteile gegeniiber
den anderen Verfahren. Fiir hohe Temperaturen stellt das Produkt aus Einteilchen-Gauf3-
Funktionen eine gute Ndherung an die Gibbs/Boltzmann-Verteilung dar. Bei niedrigen
Temperaturen jedoch geniigt die Konzentration der Verteilung um einen Punkt im Kon-
formationsraum nicht mehr aus, da getrennte Gebiete mit hohen Wahrscheinlichkeiten
existieren. Dann hat die Ndherung der PAM mit ihren getrennt lokalisierten Packets ent-
scheidende Vorteile, da sie diese Eigenschaft der Verteilung besser wiedergeben kann. Aber
um die effektive Energie der PAM berechnen zu kénnen, miissen enorme Anstrengungen
unternommen werden, die benutzten Potentiale so darzustellen, dafl das Integral 2.73 be-
rechnet werden kann. Bis jetzt ist aber keine Implementation des Verfahrens gelungen, die
alle seine FEigenschaften beinhaltet, so dafl die Vorteile zunéchst nur theoretisch vorhanden
sind.






Kapitel 3

Lokale Minimierungsverfahren

Beinahe alle in Kapitel 2 vorgestellten Verfahren beinhalten Schritte, bei denen eine lokale
Minimierung durchgefiithrt wird. Es gibt eine Fiille von Verfahren, die die Minimierung
einer Funktion sehr effizient durchfithren kénnen. Sie unterscheiden sich vor allem durch
ihre Konvergenzverhalten und ihren numerischen Aufwand. In diesem Kapitel werden nur
diejenigen Verfahren vorgestellt, die Anwendung bei der Implementierung der globalen
Verfahren finden. Dabei werden keineswegs die effizientesten benutzt, sondern eher auf die
einfache Handhabung bei Anderungen im Code geachtet. Insbesondere wird keine Methode
verwendet, die die Berechnung der Hess’schen Matrix und deren Inverse erfordert, da der
numerische Aufwand bei grolen Problemen zu grofl ist. Verfahren, die Nidherungen an
die inverse Hess’sche Matrix berechnen, wie zum Beispiel die BFGS-Methode, ben6tigen
immernoch eine Funktion zur Aufdatierung der Matrix, die mit einem Aufwand von O(n?)
skaliert, wobei n die Dimension des Problems darstellt. Deswegen werden im wesentlichen
die Methoden des steilsten Abstiegs und der konjugierten Gradienten vorgestellt.

3.1 Die Verfahren

Man betrachtet im Allgemeinen eine Funktion
f: R = R, (3.1)

die mittels der globalen Verfahren minimiert werden soll. Ziel der lokalen Minimierungs-
methoden ist es jedoch nur, von einem vorgegebenen Startvektor x € R™ aus Schritte
in eine Richtung p zu machen, die den Funktionswert kleiner werden 148t, bis ein X,
gefunden ist, welches die Bedingung

Vi (%)l = 0 (3.2)

Xmin

erfiillt. Um sicher zu sein, daf} der erreichte Punkt wirklich ein Minimum darstellt, miifite
man alle Eigenwerte der Hess’schen Matrix

H=v((VHT (3.3)

auf ihre Positivitét iberpriifen. Da man aber meist Verfahren benutzt, bei denen die expli-
zite Form der Hess’schen Matrix nicht bekannt ist, begniigt man sich mit dem Erreichen
der notwendigen Bedingung 3.2.
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Man will also Schritte einer angemessenen Lénge A in eine Richtung p machen, so daf3

fx+2Ap) < f(x) (3-4)

fiir geniigend kleines A erfiillt wird. Das fiihrt zu der Bedingung

(VH <0 (3.5)

an die Abstiegsrichtung p. Danach mufl man die Schrittweite A bestimmen, die moglichst
durch

min f(x + Ap) (3.6)

gegeben sein soll, also die optimale Linge in der verwendeten Richtung darstellt. Die
verschiedenen Verfahren unterscheiden sich zunéchst in der Wahl der Abstiegsrichtungen
p. Die Schrittweite A wird dann durch eine geeignete Methode der Liniensuche bestimmt,
die meist statt des optimalen Wertes nur einen geschétzten Wert bestimmt, um Rechenzeit
zu sparen.

3.1.1 Methode des steilsten Abstiegs

Bei der Wahl der Abstiegsrichtung ist es eine natiirliche Uberlegung, diejenige Richtung
zu wahlen, die fiir eine vorgegebene Schrittweite A die Funktion f am stérksten verringert.
Da die Verringerung von der Linge des Vektors p abhéngt, setzt man zunéchst |p| = 1
als Nebenbedingung fest und erhilt damit

Psp = mln (V)] mit Ip| =1 (3.7)

Die Losung von G1.3.7 ist
Vf

IV
also der auf eins normierte negative Gradient der Funktion. Dieses pgp wird Richtung

des steilsten Abstiegs (engl.: steepest descent) genannt. Damit kann man einen einfachen
lokalen Minimierungsalgorithmus angeben:

Psp = — (3.8)

Steepest-Descent-Algorithmus
Schritt 1: Gegeben ist ein Startvektor xg, setze k = 0.

Schritt 2: Bestimme A\; durch

pd (<o) 6

Setze Xp4+1 = Xg — Ak%ﬁ:;l

Schritt 3: Falls Abbruchkriterium erreicht, breche ab, sonst setze £k = k£ + 1 und
gehe zu Schritt 2.
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Dieser Algorithmus stellt ein relativ leicht zu implementierendes und sehr intuitives Ver-
fahren dar, hat aber einen grofien Nachteil. Man kann zeigen, dafl der Algorithmus zu
einem Minimum oder Sattelpunkt konvergiert, allerdings ist die Konvergenzrate nur line-
ar und héngt entscheident vom Problem ab. Bezeichnet man zum Beispiel den kleinsten
und groften Eigenwert der als positiv definit angenommenen Hess’schen Matrix mit e,
und €4, und das Minimum mit X,,;,, so gilt fiir x;

lim sup [Xkt1 — Ximin| <ec it c o (M) (3.10)

k—o00 ‘Xk - Xmm’ o €maz T Cmin

Fiir epar & €men ist ¢ sehr klein und die Konvergenz ist gut, aber fiir ein ungiinstiges
Verhéltnis der Eigenwerte ist ¢ & 1 und die Konvergenz kann sehr langsam sein. Deswe-
gen sollte man im Allgemeinen nicht auf dieses Verfahren zuriickgreifen. Allerdings stellt
es unter schwierigen Bedingungen eine sichere Alternative dar, deren Implementierung
wesentlich weniger Schwierigkeiten bereitet als die anderen Verfahren.

3.1.2 Konjugierte Gradienten

Wie oben erwihnt, hat die Methode des steilsten Abstiegs unter Umsténden sehr schlechte
Konvergenzeigenschaften. Deshalb ist diesem ein anderes Verfahren vorzuziehen, welches
ebenfalls mit der Berechnung der Funktion und deren Ableitung auskommt, das Verfahren
der Konjugierten Gradienten. Seinen Ursprung hat es bei der Anwendung auf lineare
Gleichungssysteme der Art Ax = b. Ist A némlich eine positiv definite n x n-Matrix,
so mufl man von jedem Startvektor xo aus hochstens n Schritte in zu A konjugierten
Richtungen ry,...,r, € R\ {0} ausfithren, um die Lésung X, der Gleichung zu erhalten.
Die Richtungen heilen konjugiert, wenn gilt

v/ Ar;=0;  1<i,j<n (3.11)

Ubertriigt man dieses Verfahren auf die Minimierung allgemeiner Funktionen f, so ergibt
sich ebenfalls eine sehr effiziente Methode, die vor allem bei hochdimensionalen Problemen
ein starker Konkurrent der Newton-Verfahren ist.

Im Zusammenhang der nichtlinearen Optimierung benutzt man oft das Verfahren nach
Fletcher und Reeves [20], welches wie folgt durchgefiihrt wird:

CG-Verfahren
Schritt 1: Gegeben ist ein Startvektor xq, setze k =0, gg = Vf und dg = —gp.

Schritt 2: Falls Abbruchkriterium erreicht, breche ab, sonst berechne Schrittweite

A und
Xp+1 = Xg + A\pdi (3.12)
gkt1 = Vf(Xpt1) (3.13)
T
811 18k+1

Y = T (3.14)

g 8k
di+1 = —8rt1 + 1eds (3.15)

Schritt 3: Setze k = k 4+ 1 und gehe zu Schritt 2.




42 Liniensuche

Es gibt auch andere Varianten mit konjugierten Gradienten, die sich durch die Berechnung
der 7 unterscheiden. Als vorteilhaft erweist sich noch eine kleine Anderung, bei der man
v, = 0 setzt, falls k ein ganzes Vielfaches von n, der Dimension des Problems, ist.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten hat immer noch schlechtere Konvergenzei-
genschaften als ein (Quasi-)Newton-Verfahren, bei dem auch die zweiten Ableitungen der
Funktion berechnet werden. Aber wegen seines geringen Rechenaufwandes ist es vor allem
bei grolen n klar vorzuziehen. Deswegen wurde es bei der Implementierung der globalen
Verfahren in dieser Arbeit meistens benutzt.

3.2 Liniensuche

Wie in den vorherigen Kapiteln schon beschrieben, ist nicht nur die Wahl der Abstiegs-
richtung sondern auch die der Linge Ap entscheident fiir das Konvergenzverhalten des
Minimierungsverfahrens. Im Steepest-Descent-Algorithmus wurde das A, durch eine Mi-
nimierung von f(xx+Axpx) bestimmt. Das ist natiirlich keine gute numerische Methode, da
wieder ein Minimierungsverfahren notig wire. Die Frage ist also, wie man die A\ so wéhlen
kann, daf sie weder zu klein noch zu grof} sind und damit die Konvergenz verschlechtern.
Das Problem bei zu groflen Schritten ist, daf} sie unter Umsténden zwar die Bedingung
f(xg4+1) < f(xg) erfiillen, kleinere Schritte aber trotzdem effektiver sein konnen, da sie
einen grofleren Abstieg im Verhéltnis zur Lange bewirken kénnen. Im Extremfall konver-
giert das Verfahren bei zu groflen Schrittweiten sogar gegen einen Punkt, der weder ein
Minimum noch ein Sattelpunkt ist (siehe [19]). Eine einfache Moglichkeit, die Schritte
nicht zu grofl zu wihlen, stellt die Schrittweitenbestimmung nach Armijo dar. Sie besagt,
daf die Schrittweite Ay die Bedingung

Fxn + \epr) < f(xk) + e V(%) Py (3.16)

erfiilllen muf}. Dabei ist « € (0,1). Mit dieser Bedingung erreicht man, daf§ der Abstieg
einen bestimmten Bruchteil des Gradienten im Punkt xj; erreicht und somit nicht beliebig
klein werden kann. Allerdings bewahrt diese Bedingung nicht vor zu kleinen Schritten,
aber dieses Problem 14t sich noch einfacher umgehen. Man verwendet dazu meist das
Prinzip des ,,Bachtracking”, bei dem man zunéchst immer versucht, grofle Schritte zu
machen, und verkleinert Ay solange, bis die Bedingung 3.16 erfiillt wird:

Bei den Implementierungen fiir diese Arbeit werden die Schrittweiten obigen Erlaute-
rungen folgend deshalb wie folgt gewé&hlt.

e Beim ersten Schritt wird zunéchst eine grofie Lange von A\g = 1 versucht. A\g wird
dann solange verkleinert (A\gy+1 = Ag/1.5), bis Bedingung 3.16 erfiillt ist.

e Bei jedem weiteren Schritt wird zunédchst Ay = Aip_1 versucht und dann wieder
verkleinert bis wiederum Bedingung 3.16 erfiillt ist.

e Etwa alle 20 Schritte wird A\x = 1.5+ Ap_1 gesetzt, aber wenn notig wieder wie oben
verkleinert.

Mit diesen Vorschriften erreicht man Schrittweiten, die ein gutes Konvergenzverhalten des
Verfahrens zur Folge haben und trotzdem einen geringen numerischen Aufwand erfordern.
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3.3 Abbruchkriterien

Das Abbruchkriterium ist fiir einen Minimierungsalgorithmus ebenso wichtig wie die Wahl
der Abstiegsrichtung und der Schrittweiten, da es entscheident dafiir verantwortlich ist,
ob man wirklich in einem Minimum landet. In der Literatur werden allerdings oft Ab-
bruchkriterien angegeben, die nur schlecht fiir Minimierungsverfahren geeignet sind. Man
mochte den Algorithmus dann beenden, wenn entweder das Problem gelost ist (oder nicht
gelost werden kann) oder der Aufwand, eine Losung zu erreichen, zu grofl ist. Im Prinzip
gibt es drei Parameter, aus denen man schliefen kann, ob noch weitere Schritte gemacht
werden sollten. Zum einen kann man die Anderung der Funktionswerte Af, = fu—1 — fx
beobachten und abbrechen, wenn sie unter einen bestimmten Wert sinken, also Afy, < e;.
Dieses Verhalten weist allerdings keinesfalls immer auf das Erreichen eines Minimums hin
und ist daher ungeeignet.

Die notwendige Bedingung fiir das Erreichen eines Minimums ist |V f| = 0. Will man
das auf ein numerisches Verfahren iibertragen, so kann man fordern

IVl <ev (3.17)

oder noch einfacher
max |V, fl < ev (3.18)
i<n

Erfiillt der Algorithmus diese Bedingung, so hat er in einem Extremum oder einem Sattel-
punkt gestoppt. Falls er vorher einige Schritte durchgefiihrt hat, so waren diese absteigend
und man kann ein Maximum ausschlieffen. Wurde er allerdings aus irgendeinem Grund an
einem Punkt gestartet, der bereits das Abbruchkriterium erfiillt, so kann es sich auch um
ein Maximum handeln! Um das Erreichen eines Minimums sicherzustellen miiite man die
Hess’sche Matrix auf ihre positive Definitheit iiberpriifen, was sich aber in der Praxis als
unnotig erweist, da nur selten Sattelpunkte oder gar Maxima angenommen werden.

Um zu iiberpriifen, ob mit akzeptablem Aufwand noch eine Losung erreicht werden
kann, beobachtet man A f; in Abhéingigkeit von der Schrittweite Ag. Féllt die Schrittweite
unter einen bestimmten Wert €y und wird das Verhéltnis A f; /A kleiner eins, so bricht
man ab, obwohl Bedingung 3.18 nicht erreicht ist. Das Verfahren kann dann in akzeptabler
Zeit kein Minimum finden. Ebenso bricht man ab, wenn die Schrittweite einige Schritte
lang zu grofie Werte von zum Beispiel Ay > 10 annimmt. Dann divergiert das Verfahren
und wird ebenfalls kein Minimum finden.

Zu beachten ist bei den beiden oben vorgestellten Abbruchkriterien, dafl sie natiirlich
von der Skala von f abhéngen. Man kann also in der dargestellten Form kein allgemein
giiltiges ey oder €) angeben. Im Zusammenhang dieser Arbeit wird normalerweise gefor-
dert, dal die Werte der Potentiale und deren Ableitungen auf 1075 genau sind, deshalb
wird, wenn nicht anders angegeben,

ey =€y =107° (3.19)

gesetzt.






Kapitel 4

Optimierung von
Lennard-Jones-Clustern

4.1 Das Lennard-Jones-Potential

Um die in Kapitel 2 vorgestellten Verfahren an einem relativ einfachen Potential zu testen,
werden sie in diesem Kapitel auf Cluster von neutralen Atomen angewendet, zwischen
denen ausschliefllich das Lennard-Jones Potential wirkt. Physikalische Beispiele fiir Atome,
die gut durch dieses Potential beschrieben werden, sind die Edelgase wie Helium und
Argon. Das Lennard-Jones-Potential hdangt ausschliefllich vom Abstand zweier Partikel ab
und hat die Form

N\ 12 N\ 6
UZ%J = 4€ij (&) — (&) mit rij = ‘fl — fj’ (4.1)
Tij Tij

wenn die Atome ¢ und j sich an den Orten #; und Z; befinden. Es hat sein Minimum bei

man 1

T = 2%Jij und es gilt U (r:;””) = —1. Es besteht aus einem anziehenden Teil o< —,

ABBILDUNG 4.1: U (—), 4z (—), =% ()

der die Van-der-Waals Anziehung neutraler Atome repréisentiert. Diese Anziehung hat ih-
ren Ursprung in der induzierten Dipol-Dipol-Wechselwirkung der Elektronenwolken. Sol-
che Dipolmomente entstehen durch Fluktuationen der ansonsten spherisch symmetrischen
Ladungsverteilungen und sind der Grund fiir die %6 Proportionalitéit der Van-der-Waals
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Anziehung. Der zweite Teil des Lennard-Jones-Potentials wirkt bei kleinen Absténden
stark abstoflend, was durch den Anstieg der Energie zu erkldren ist, der entsteht, wenn
sich die Ladungswolken verschiedener Atome iiberlappen. Der Exponent —12 beschreibt
dieses abstoflende Verhalten ausreichend, wird allerdings auch aus Griinden effizienter nu-
mericher Berechenbarkeit gewahlt.

Die Parameter €;; bzw. o;; haben die Einheiten einer Energie bzw. eines Abstandes
und werden normalerweise mithilfe der Lorentz-Berthelot’schen Mischungsregeln aus Pa-
rametern der Atome berechnet:

o;+ 0
€ij = €€ 0y = — 2 ’ (4.2)

Das Potential eines Clusters aus N identischen Atomen besteht dann aus der Summe

der w Paar-Potentiale und hat somit folgende Form:

N N
v=> > Ul (4.3)

i=1 j=i+1

Fir N < 4 hat diese Funktion genau ein Minimum, aber fiir groffere N steigt die Zahl
der lokalen Minima sehr schnell an. Nach einer Schitzung von Hoare [22], die er mittels
einer Interpolation der bekannten Zahlen an lokalen Minima von Clustern mit bis zu neun
Atomen erhielt, steigt ihre Zahl wie O(1.03" 2). Fiir N = 20 ergibt das noch ~ 10°> Minima,
wihrend fiir N = 50 bereits ~ 1032 zu erwarten sind. Auch wenn die meisten dieser Minima
sehr hohe potentielle Energie haben, kénnen solche Cluster nicht mehr durch klassische
Verfahren wie dem Simulated Annealing (in time) oder gar durch einfaches Absuchen der
Potentialfliche minimiert werden.

Fiir atomare Cluster ist es in der Regel relativ einfach, Konfigurationen minimaler
Energie aufzubauen, indem man die Atome, basierend auf bekannten Gitterstrukturen
wie zum Beispiel einem fcc- oder bee-Gitter, aufbaut. Ordnet man sie dann noch mit
minimaler Oberfliche an, so hat man bereits gute Kandidaten fiir globale Minima. Viele
Literaturwerte fiir Lennard-Jones-Cluster sind so entstanden. Hier sollen aber die vor-
gestellten Verfahren angewendet werden, um ihre Tauglichkeit im Vergleich beurteilen zu
kénnen und um dann ausgewahlte Verfahren auf wesentlich schwierigere Optimierungspro-
bleme anzuwenden. Deshalb werden an keiner Stelle Startkonfigurationen mithilfe solchen
Wissens erzeugt.

Wie schon erwidhnt werden durch das Lennard-Jones-Potential physikalische Systeme
aus Helium- oder Argon-Atomen gut beschrieben. Da in diesem Kapitel aber vorrangig die
globalen Minimierungverfahren getestet werden sollen, werden nur Cluster aus identischen
Atomen behandelt und alle Parameter auf eins skaliert:

€ =0;=1 ’iZl,...,N (4.4)

Dann kann man die Energien der gefundenen Minima mit anderen Literaturwerten! ver-
gleichen. Natiirlich stellen die Ergebnisse trotzdem auch Minima der modellierten phy-
sikalischen Systeme dar, werden hier aber nicht in physikalische Einheiten umgerechnet.
Zudem kénnen geringste Anderungen des Potentials vollkommen andere minimierte Struk-
turen zur Folge haben (siche [21]), weshalb man mit der Ubertragung der Ergebnisse auf
physikalische Systeme generell vorsichtig sein sollte.

'Fiir Lennard-Jones-Cluster mit bis zu 150 Atomen gibt es in der ,,Cambridge Cluster Database” [10]
die besten Potentialwerte, die bis zu diesem Zeitpunkt gefunden wurden.
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4.2 Anwendung der DEM

Bei Clustern aus Lennard-Jones-Atomen hat man ein Potential der Form

Ui min) =3 S U () =3 3 4 (( )12_@)6) (45)

=1 j=1+1 =1 j=1+1

mit rij = |fz — fj‘

Die Parameter ¢ und € wurden auf eins gesetzt. Um nun die DEM anwenden zu kénnen,
mufl man in der Lage sein, die Lésung

RN N _3N oS N _L1 SN (272
u(Z1, Zay ..., Ty, t) = (d7t)” 2 /U(yl,yg,...,y]v) e~ at Li=1(Ti—%) d3y1d3y2...d3yN (4.6)

der Gleichung 2.9 schnell zu berechnen. Fiir das oben angegebene Potential kann man
das Ergebnis jedoch nicht analytisch angeben. Eine numerische Berechnung kommt bei so
hochdimensionalen Problemen allerdings auch nicht in Frage, so dal man einen anderen
Weg gehen mu$f:

Man weif}, daf die Faltung zweier Gau-Funktionen wieder eine Gau-Funktion ergibt.
Das kann man sich zu nutze machen, indem man versucht, das (Lennard-Jones-)Potential
hinreichend gut durch die Summe einiger Gau-Funktionen anzundhern.

7«] 2
UL (rij) = Uij(rij) Za” e bk T3 (4.7)

N N L
0(flaf2a~--;fN) = Z Z Zaf eibkj i (4.8)
i=1 j=i+1 k=1
Da das Cluster nur gleichartige Atome enthalten soll, kann man die Indizes bei den Pa-
rametern weglassen und schreiben: azj = ag ,bf = by. Setzt man dieses Potential in die
Losung 4.6 ein, so erhilt man das folgende Ergebnis:

bkriz.

N N
OTCIRE 0 B S T €0 Z Z Zak (1+8bt)~3 e Tt (4.9)

=1 j=i+1 i=1 j=1+1 k=1

Mit dieser analytischen Losung der Diffusionsgleichung kann man nun den Algorithmus
effizient implementieren.

Um das Lennard-Jones-Potential mit der Ndherung 4.7 ausreichend genau darzustellen,
geniigt schone eine Summer aus zwei GauB-Funktionen (L = 2). Trotzdem ist es (nach
Scheraga [6]) sinnvoll, einen weiteren Summanden der N&dherung hinzuzufiigen, damit das
modellierte Potential eine bestimmte Eigenschaft hat, die im folgenden niher erldutert
wird.

Man stellt fest, da8 das genéherte Potential ;;(ri;,t) sich in Abhéngigkeit der Para-
meter ay und by, fiir groBer werdendes t verschieden verhélt. Und zwar héngt das Verhalten
vom Wert des Integrals

Lij = /uw(\xl t)d

MILO

oS

k=1

mlw

(4.10)
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ab. Ist das Ergebnis nicht negativ, also I;; > 0, so bewegt sich das Minimum der Funktion
i;(r5,t) mit groBer werdendem t ebenfalls zu groBeren Werten von r;; hin. Man kann
das daran erkennen, daf} die Funktion fiir 7;; = 0 stets einen positiven Wert annimmt, da
das Integral 4.10 unabhéngig von ¢ ist. Weil @;;(ri;,t) fiir 7;; — oo gegen null geht, mu8
dazwischen ein Minimum liegen. Fiir die Atome des Clusters wiirde das bedeuten, dafl
sie bei grolem Glattungsparameter auch grofie Absténde voneinander einnehmen und nur
noch sehr schwach miteinander interagieren wiirden. Das fiihrt bei den Rechnungen meist
zu groflen numerischen Problemen und sollte daher moglichst vermieden werden.

Die Situation #ndert sich jedoch vollkommen, wenn das Integral negativ wird, al-
so I;; < 0. Tritt dieser Fall ein, so existiert eine Zeit t;,q; > 0, ab der die Funktion
Ujj (rij,t) ihr Minimum bei 7;; = 0 und kein Maximum mehr hat. Das Potential wirkt
dann ausschliellich anziehend auf die Atome, wodurch sie sich bewegen, bis sie sich alle
auf demselben Punkt befinden. Diese Konfiguration kann man gut als Startposition fiir den
Algorithmus verwenden, da man weif}, dafl zu dieser Zeit kein weiteres Minimum existiert.

Wie oben schon erwéhnt, reicht zur angemessenen Nédherung des Lennard-Jones- Po-
tentials eine Summe von nur zwei Gauf}-Funktionen vollkommen aus. Mit den Parametern
aus Tabelle 4.1 tritt dann aber eben die unerwiinschte Situation ein, dal der Wert des
Integrals I;; kleiner null ist. Um das zu beheben, kann man zwei verschiedene Wege ein-
schlagen. Man kénnte die Hohe des gefitteten Potentials bei r;; = 0 verringern, indem man
mehr als zwei Summanden in Gleichung 4.7 benutzt, und so den Wert des Integrals ver-
ringern. Der einfachere Weg ist aber, der Summe eine dritte Gaufl-Funktion hinzuzufiigen,
die eine grofle Breite und kleine, negative Hohe hat. Diese Modifikation verschiebt in den
relevanten Bereichen das Potential nur nach unten, wodurch sich die Eigenschaften kaum
dndern. Anschaulich kann man sich vorstellen, dafl die dritte Gauf3-Funktion, die fiir sich
allein gesehen ausschliefilich anziehend wirkt, bei groflem Glédttungsparameter das Cluster
zusammenhélt. Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen die Funktion Uij mit und ohne diese
Korrektur.

ABBILDUNG 4.2: An éennard—]ones—Patential ABBILDUNG 4.3: An @ennard—Jones—Potential
(—) gefittete Funktion U;; (—) mit L =2 (—) gefittete Funktion U;; (—) mit L =3

Mit dem so gewéihlten Potential will man den Algorithmus zur Zeit t,,q, beginnen
lassen, wo das Potential ausschliellich anziehend wirkt und alle Atome sich am selben
Platz befinden. Um diese Zeit zu berechnen, betrachtet man die zweite Ableitung von
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ay by,
1.7544 - 10* | 9.3197
—5.3556 1.2346
—6.0 1.0-1074

w N R

TABELLE 4.1: Parameter von Uij

ﬂl] (Tij7 t) an der Stelle rl’j =0:

L

= —QZ@kbk(l +8bkt)_g (4.11)
r=0 k=1

82’L~L@'j (r, t)
Or?

Fiir kleine t ist die zweite Ableitung negativ und das Potential hat ein Maximum bei r = 0.
Da fiir t > t,4, dort ein Minimum existieren soll, bestimmt man t,,,, durch

L

~23" apbr(1 + 8bptmar) 2 =0 (4.12)
k=1

Die Losung dieser nichtlinearen Gleichung ist t,,4, ~ 32.4730. Fiir alle Zeiten grofler ¢4
hat das Gesamtpotential @(Z, 2, ...,t) nur noch ein Minimum bei 7;; =0 V 4,j. Man
kann dann den Algorithmus bei einer Glattungszeit tg > t;mq, in Schritt 1 beginnen.

Als néchste Frage stellt sich, wie man die Zeitschrittweiten At wihlt. Einerseits sollten
die Schrittweiten nicht zu grofl sein, um Spriinge in andere Trajektorien zu vermeiden,
andererseits will man den Algorithmus auch in einer angemessenen Zeit beenden, sollte
also auch keine allzu kleinen Schrittweiten wéhlen. Scheraga [6] schlégt folgende Prozedur
vor, da die Anderungen von 4 in der Nédhe von t,,4, und ¢t = 0 am gréfiten sind:

e Fiir t > t, setze: t}, = to — ak? (mit t; = 1.0 und o = 0.001)

2
o Fiir t < t,; setze: tp = i (1 — g:i) (wobei Q die Gesamtzahl der Schritte ist,
benutzt wurde @ = s + 500)

Mit diesen Vorarbeiten kann man den DEM-Algorithmus verwenden. Man minimiert zu
jeder Zeit t; das Potential @, bis man bei ¢ = 0 angelangt ist. Um dann den Wert des
Lennard-Jones-Potentials fiir die errechnete Konfiguration der Atome zu erhalten, ersetzt
man zuletzt noch das Potential @(Z1, %2, ...,Zn,t = 0) durch das urspriingliche Potential
U(#1, @9, ...,£n) und minimiert auch hier noch einmal, um den kleinen Fehler durch die
Né&herung der Funktion mittels Gau-Funktionen nicht im Ergebnis zu haben.

In Tabelle 4.2 sind die Ergebnisse der Berechnungen fiir Cluster mit fiinf bis 33 Ato-
men dargestellt. Fiir jede Zahl von Atomen wurden 100 Rechnungen mit verschiedenen
Anfangskonfigurationen bei ¢t = %, durchgefiihrt. Verwendet wurde dabei zum Ver-
gleich der lokalen Minimierungsalgorithmen sowohl das Steepest-Descent- als auch das
CG-Verfahren. Die Tabelle zeigt die Potentialwerte des jeweiligen globalen Minimums aus
der Literatur [10], die Werte des tiefsten gefundenen Minimums, die prozentuale Erfolgs-
quote fiir das Finden dieses Minimums und die durchschnittliche Rechenzeit?.

’Die Berechnungen wurden auf einem PentiumIII-Xeon Prozessor mit 866MHz und 1GB RAM durch-
gefiihrt.
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Steepest-Descent CG

# Atome Uglobal Umin % Min tmean [5] Umm % Min tmean [S]
5 —9.1039 —9.1039 100 0.5976 —9.1039 100 0.4542
6 —12.7121 —12.7121 100 0.8224 —12.7121 100 0.6661
7 —16.5054 —16.5054 100 1.4057 —16.5054 100 1.1906
8 —19.8215 —19.7653 100 1.7688 —19.7653 100 1.5789
9 —24.1134 —23.2698 100 2.5513 —23.2698 100 2.3552
10 —28.4225 —26.7716 100 3.4282 —26.7716 100 3.2241
11 —32.7660 —32.7660 100 5.4308 —32.7660 100 5.3713
12 —37.9676 —33.5975 100 4.7691 —33.5975 100 5.1208
13 —44.3268 —44.3268 100 6.2979 —44.3268 100 6.7050
14 —47.8452 —47.8452 36 8.3891 —47.8452 100 9.2404
15 —52.3226 —50.1713 100 9.7397 —52.3226 100 11.8646
16 —56.8157 —56.8157 8 14.6232 —54.8465 100 14.5972
17 —61.3180 —58.5534 100 14.0955 —58.5534 100 14.1438
18 —66.5309 —66.5309 11 17.2589 —66.5309 88 18.9916
19 —72.6598 —68.1193 100 19.5684 —68.1193 100 19.6584
20 —77.1770 —=77.1770 7 27.2388 —=77.1770 10 29.0911
21 —81.6846 —81.6348 82 44.2526 —81.6348 50 31.9040
22 —86.8098 —86.0326 1 44.5693 —86.8098 4 36.2621
23 —92.8445 —92.8445 100 49.2486 —92.8445 100 38.5370
24 —97.3488 —97.3488 4 61.4411 —97.3488 21 46.7516
25 —102.3727 || —100.1137 100 48.0893 || —100.1137 87 48.9538
26 —108.3156 || —108.3156 100 65.5952 || —108.3156 100 48.7723
27 —112.8736 || —111.3921 15 87.8001 | —111.3921 97 65.5127
28 —117.8224 || —117.2458 74 91.8810 || —117.2458 81 68.2386
29 —123.5874 || —123.5874 68 95.7551 || —123.5874 83 71.9441
30 —128.2866 || —122.8138 20 88.5458 || —122.8138 100 77.7936
33 —144.8427 || —142.4784 9 119.9773 || —142.4784 97 97.3679

TABELLE 4.2: Mit der DEM gefundene Minima

Der direkte Vergleich der beiden Minimierungsverfahren zeigt den Vorteil des CG-
Algorithmus. Er ist vor allem bei grofien Clustern schneller und funktioniert sicherer als der
einfache Steepest-Descent-Algorithmus. Trotzdem ist das Ergebnis fiir beide nicht zufrie-
denstellend, denn der Gesamtalgorithmus landet keineswegs immer im gleichen Minimum,
obwohl es trotz der durchaus unterschiedlichen Startkonfigurationen bei t = ¢4, nur ein
Minimum gibt. Das kann entweder an einer zu grofien Schrittweite bei dem Glattungs-
parameter oder an der numerischen Genauigkeit bei dem lokalen Minimierungsverfahren
liegen, die stets gleich gew#hlt wurde. Das soll im Folgenden genauer am Beispiel des
14-Atom Clusters unter Verwendung des Steepest-Descent Verfahrens untersucht werden.

Dazu kann man sich zunéchst einmal den Verlauf der in Kapitel 2.2.1 vorgestellten
Geschwindigkeit vy ansehen. Man erwartet verschiedene Graphen in Abhéngigkeit vom
Minimum, welches bei dem jeweiligen Rechnung gefunden wurde. Und tatséichlich sieht
man in den Abbildungen 4.4 und 4.5 einen deutlichen Unterschied zwischen den beiden
Verldufen. Es treten an vollig verschiedenen Stellen Spriinge auf, woraus man schliefSen
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mit Upmin = —47.845157 mit Upmin = —44.276342

kann, dafl beide Systeme auch vollig verschiedene Trajektorien bis zum ungegldtteten
Potential verfolgt haben. Der erste deutliche Unterschied ist bei ¢ &~ 28.7 zu erkennen,
d.h. obwohl beide Systeme zur Zeit t = t,,4, innerhalb der numerischen Genauigkeit im
selben Minimum gelandet sind, schlagen sie zu einer anderen Zeit verschiedene Wege ein.
Erhoht man nun die Anzahl der Schritte fiir ¢, macht also die Schrittweite kleiner, so
dndert sich an diesem Verhalten nichts, wie Tabelle 4.3 zeigt. Der Grund muf} also bei der

Q Ur%mn Urznm t}nean [S] t?’nean [S] #(U%rm)/# (Urznm)
577 | —47.845157 | —44.276342 | 8.5732 8.2856 36/64
1253 | —47.845157 | —44.276342 | 12.0676 | 11.8990 34/66
5564 | —47.845157 | —44.276342 | 23.2978 | 23.5711 27/73

TABELLE 4.3: Vergleich der Ergebnisse fiir das 14-Atom Cluster bei verschiedenen Zeitschrittweiten

numerischen Genauigkeit liegen. Wie oben beschrieben, wird als Abbruchbedingung fiir
die lokale Minimierung unter anderem der Betrag des Gradienten benutzt. Und zwar wird
abgebrochen, wenn
max |Vz 4(Z1, T2, ..., TN, )| < ey (4.13)
i<N
gilt. Da sich die Energieskala durch die Glidttung &dndert, kann ey nicht konstant gewihlt
werden, sondern muf} dieser Anderung angepaft werden. Fiir die Ergebnisse aus Tabelle
4.2 wurde folgende Regel benutzt:

_t
ey = 1070 (107°) Fmas (4.14)
Um nun zu iiberpriifen, ob eine Anderung bei der Berechnung von ey das Verfahren
eindeutiger macht, wurden nocheinmal fiir 14 Atome 100 Rechnungen mit
t

ey = 1070 (1077) fmax (4.15)

durchgefiihrt. Da die Genauigkeit bei t = 0 offensichtlich ausreicht - die gefundenen glo-
balen Minima stimmen in geniigend vielen Stellen mit den Vergleichswerten iiberein -
wurde nur die zweite Zehnerpotenz verdndert. Diese Anderung bedeutet natiirlich auch
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# Atome Uglobal Unin % Min tmean[s]
14 —47.845157 | —47.845157 100 34.8916
16 —56.815742 | —56.815742 1 55.3456
18 —66.530949 | —66.530949 52 77.4536
20 —=77.177043 | —77.177042 65 108.2488

TABELLE 4.4: Ergebnisse der DEM mit héhere numerischer Genauigkeit

eine erheblich ldangere Laufzeit, wie das Ergebnis zeigt (siehe Tabelle 4.4). Fiir das 14-
Atom Cluster funktioniert das Verfahren dafiir jetzt absolut eindeutig. Aber Rechnungen
mit den gleichen Anderungen bei den anderen Atomzahlen, die vorher keine eindeutigen
Ergebnisse lieferten, haben das Ergebnis in zwei Féllen zwar verbessert, aber sind noch
nicht zufriedenstellend. In einem Fall scheint das Resultat sogar schlechter geworden zu
sein. Man muf} dabei allerdings beachten, dafl das tiefere Minimum auch dasjenige sein
kann, welches durch fehlende Genauigkeit oder zu grofle Zeitschrittweite eher zufillig ge-
funden wurde. Um iiber das Ergebnis bei 16 Atomen genauere Aussagen zu machen, mufl
man sich auch die Héufigkeit der anderen gefundenen Minima anschauen. Man sieht dann,
dafl 99 der 100 Laufe in drei anderen Potentialwerten landen, von denen wiederum 56
bei Upin = —54.846542 enden. Das 148t vermuten, dafl das der Wert des richtigen Mi-
nimums ist, was man durch eine erneute Durchfiihrung der Rechnung mit der erhdhten
Anzahl von Zeitschritten @ = 5564 und der urspriinglichen Genauigkeit aus 4.14 bestéti-
gen kann. Dann erscheint nidmlich zu 100% dieses Minimum. In diesem Fall ist also eine
kleinere Zeitschrittweite notig gewesen, wiahrend die numerische Genauigkeit ausreichend
war. Allgemein ist es demnach unmoglich die Parameter fiir alle Anzahlen von Atomen
sinnvoll einheitlich zu setzen. Denn es spielt offenbar nicht nur eine Rolle, wieviele Atome
das System hat, sondern die Giite des Verfahrens ist stark beeinflufit von nicht direkt
erkennbaren Charakteristika der Potentialfléche.

4.2.1 Probleme mit dem Verfahren nach Scheraga

Wie man den obigen genaueren Betrachtungen entnehmen kann, funktioniert das von
Scheraga [6] vorgeschlagene Verfahren nur in wenigen Ausnahmefillen zufriedenstellend.
Es besitzt aber keineswegs die Eigenschaften eines numerischen Verfahrens, die fiir eine
sichere Anwendung nétig sind. So sollte man die Parameter nicht an die jeweilige Grofie
des Problems anpassen miissen. Mit dieser Anpassung erreicht man dann zwar eine gewis-
se Eindeutigkeit des Ergebnisses, jedoch verschlechtert das oft wiederum das Resultat in
Bezug auf die eigentliche Zielsetzung, das globale Minimum einer Funktion zu bestimmen.
Ohne Vergleichswerte kann man dann keine Aussage iiber die Giite des Ergebnisses ma-
chen, was aber kaum als negativ zu bewerten ist, da ein solches Verfahren bis heute nicht
existiert.

Die Probleme werden noch sichtbarer, wenn man sich etwas gréofleren Problemen zuwen-
det. Die Tabelle 4.2 wies fiir 30 und 33 Atome noch relativ gute Ergebnisse vor. Versucht
man nun auch hier die Genauigkeit und die Zeitauflésung zu verbessern, so erhilt man
erschreckend schlechte Resultate, die manchmal sogar im positiven Potentialbereich lie-
gen. Vor allem liefert jede neue Wahl der Parameter auch neue Ergebnisse. Das Problem
ist, dafl das Verfahren die Trajektorie vom stark geglédtteten bis zum original Potential
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nicht sicher genug verfolgen kann und auch nicht anzeigt, wenn das gar nicht moglich
sein sollte. Denn Trajektorien kénnen auch, wie schon in Kapitel 2.2.1 beschrieben, en-
den, bevor ¢t = 0 erreicht worden ist. In solchen Féllen ist es vollkommen sinnlos, einen
Startpunkt bei ¢t = t,4, zu wihlen. Startpunkte bei kleinerem ¢ garantieren aber kein
eindeutiges Minimum bei dieser Zeit, wodurch das Ergebnis von der Startkonfiguration
abhéingig wird.

Die Notwendigkeit, die Parameter an die jeweilige Clustergréfie anpassen zu miissen,
zeigt deutlich die Probleme, die entstehen, wenn das Verfahren keine Bewegungsgleichung
flir ¢t aus sich heraus liefert. Jede Wahl eines Berechnungsschemas kann nur fiir wenige
Falle gut funktionieren und ist somit nicht allgemeingiiltig wéahlbar. Deshalb wurde im
Zusammenhang dieser Arbeit auch versucht, die Notwendigkeit dieser Wahl von ¢ bzw.
At aus dem Verfahren zu eliminieren. Der Gedanke dabei war, daf§ durch die Anwendung
der Diffusion die Potentialfunktion U (x) mit x € ®*" in den um eine Dimension héheren
Raum R3V+! eingebettet wird. Da die Losung der Diffusionsgleichung das sogenannte
Maximum-Minimum-Prinzip erfiillt (siehe [12]),

inf U(x) < a(x,t) < sup U(x) t>0 (4.16)

R3IN R3IN

ist das globale Minimum X,,;, der Funktion U auch immer das Minimum der mit dem
GauB-Kern gefalteten Funktion @ an der Stelle (X;in,t = 0). Das heifit, man kann statt
die Trajektorie X,,in(t) eines Minimums zu verfolgen, indem man zu festen Zeiten @|i—const
minimiert, auch eine lokale Minimierungsprozedur auf @ unter Benutzung des vollen Gradi-
enten Vy it anwenden. Zu beachten ist dabei nur, daf§ die Funktion nur fiir ¢ > 0 definiert
ist, aber keineswegs immer

ou
— |x=x,,;,.t=0 = 0 4.17
e —— (417)

gilt, so dafl man die Minimierung abbrechen muf}, wenn ¢t = 0 erreicht worden ist, weil die
Bedingung fiir ein Extremum

Vi rli(x, 1)] ~0 (4.18)

X=Xmint=tmin

unter Umsténden nie erreicht werden kann. Bei der Minimierung fithrt man dann Schritte

geméf
) = [ TR ) — o O V(X1 tro1) (4.19)
g lk—1 '

aus, wobei a die Schrittweite angibt und C eine (N + 1) x (N + 1)-Matrix ist, die die
verschiedenen Skalen der rdumlichen und zeitlichen Richtung ausgleicht. Eine interessante
Moglichkeit dieses erweiterten Verfahrens sollte sein, daf} es anzeigt, wenn eine Trajektorie
bei t # 0 endet. Die Endpunkte der Trajektorien sind ndmlich durch lokale Minima auf @
bei t # 0 gegeben. Desweiteren sollte die erweiterte Suchrichtung durch Hinzunahme der
Zeit in die Gradientenbildung eine eindeutigere Verfolgung einer Trajektorie erméglichen.

Die Hoffnung war also, dafl diese Prozedur bei entsprechender Wahl von C' und geniigend
kleiner Schrittweite v eine Verbesserung der Ergebnisse der DEM liefern wiirde. Aber die
Probleme blieben gegeniiber dem urspriinglichen Verfahren dieselben. Man kann zwar fiir
bestimmte Wahlen der Parameter, eindeutige Ergebnisse fiir bestimmte Cluster-Gréfien
erreichen oder das Ende einer Trajektorie bei ¢ # 0 bestétigen, aber eine allgemein funk-
tionierende Wahl der Parameter ist auch mit dieser Anderung unmdaglich. Das Problem
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ist, daf} die einfache Ableitung nach t keine gute Schrittweitenbestimmung fiir diesen Pa-
rameter darstellt, denn %1] héngt stark nicht-linear von ¢ ab, weswegen man immernoch
gezwungen ist, eine Vorschrift in die Matrix C' zu integrieren, die in Abhéngigkeit von ¢
die zeitliche Komponente des Gradienten sinnvoll anpafit. Damit ist man aber wieder an
dem Punkt, den man beim DEM Verfahren eigentlich verbessern wollte, so daf} sich die
Idee der erweiterten Gradientenbildung nicht bewahrt hat.

Das Defizit der fehlenden Bewegungsgleichung wird allerdings durch die Annealing
Algorithmen beseitigt, die im néchsten Abschnitt getestet werden sollen.

4.3 Anwendung des aGDA und des QMA

Die Verfahren des adiabatic Gaussian Density Annealing und des Quantum Mechanical
Annealing haben zwar einen durchaus unterschiedlichen Ursprung, aber dennoch resultie-
ren beide in Bewegungsgleichungen, die sich nur durch konstante Faktoren unterscheiden.
Deswegen unterscheiden sich auch die Algorithmen nur wenig und man kann die Anwen-
dung der beiden Methoden gut zusammen betrachten.

Auch der Vergleich mit der DEM hat gezeigt, dal sich die Verfahren sehr dhnlich
sind, so daf man einige Uberlegungen fiir die Anwendung auf das Lennard-Jones-Problem
iibernehmen kann. Man betrachtet wieder ein Cluster von Atomen, zwischen denen ein
Potential der Form 4.5 wirkt. Beim aGDA benéttigt man nun die Funktion (U) aus Gl
2.47. Der Unterschied zur Losung 2.11 dei der DEM besteht nur darin, dafl die Breiten der
Einteilchen-Gauf-Funktionen nun unterschiedlich sind, wihrend man bei der DEM nur
mit einer einzigen Breite ¢ fiir alle Atome rechnet.

Um das Integral analytisch ausrechnen zu kénnen, wird das Lennard-Jones-Potential
wieder durch eine Summe von Gaufl-Funktionen angendhert. Dann ergibt sich:

(U) = det™ % (27A2) /Z Z Zak OREE)? A xO BB gy

i=1 j=1+1 k=1

N 70)2

= H(27TU 7% /i i XL: pE—T)” o~ Xk o daidrs...ds
P el = 14%3.--0T Ny

p=1

0 042
by (z; 7zj)

N N L s
=33 S a1+ 2Wi(o + 0y)) e T (4.20)

i=1 j=i+1 k=1

Als Ergebnis ergibt sich also wieder 4.9 mit der Ersetzung ¢t = i(ai +0j). Die Parameter ay,
und b werden aus Kapitel 4.2 iibernommen. Allerdings ist fiir die hier betrachteten An-
nealing Algorithmen die Erweiterung der Gauf-Summe um den dritten Summanden nicht
geeignet, um zu verhindern, daf§ die Atome sich ganz vom Cluster 16sen. Denn iibernimmt
man auch diesen Summanden, so beeinfluffit man damit die Kriimmung der gemittelten
Funktion (U), was beim DEM Verfahren keinen EinfluB hat, aber hier durchaus von Be-
deutung ist, da die Breite der Gauflverteilung gemifl der Kriitmmung angepafit wird. Man
kann aber eine andere einfache Funktion verwenden, um das Cluster zusammenzuhalten,
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die wie folgt definiert wird:
‘ N N
Uconfme = ’YZ riZj mit Tij = ’fz - fj| (4.21)
i= +1

Ein Wert von v = 5 - 1073 ist ausreichend, um die Atome am Cluster zu halten. Da die
zweite Ableitung von U/ konstant und sehr klein ist, beeinfluBt sie die Berechnung
von A nur in den Bereichen, wo der Atomabstand sehr grof und somit das Lennard-Jones
Potential sehr klein ist.

‘ # Atome ‘ UsbA global? yeMA global?

min min

) -9.1039 + -9.1039 +
6 —12.7121 + —12.7121 +
7 —16.5054 + —16.5054 +
8 —19.7653 — —19.8215 +
9 —23.2698 — —24.1134 +
10 —28.4225 + —28.4225 +
11 —32.7660 + —32.7660 +
12 —37.9676 + —37.9676 +
13 —44.3268 + —44.3268 +
14 —47.8452 + —47.8452 +
15 —50.5336 - —51.4180 -
16 —56.8157 + —55.5593 —
17 —61.3071 - —58.1726 -
18 —66.5309 + —66.5309 +
19 —72.6598 + —72.6598 +
20 —77.1770 + —=77.1770 +
21 —81.6846 + —81.6846 +
22 —86.8098 + —86.8098 +
23 —92.8445 + —91.3278 —
24 —97.3488 + —97.3488 +
25 —102.3727 + —102.3727 +
26 —108.3156 + —108.3156 +
27 —112.0829 — —112.8255 —
28 —116.4915 — —117.7780 -
29 —123.5874 + —122.2913 —
30 —128.1816 — —122.8137 —

TABELLE 4.5: Ergebnisse fiir aGDA und QMA

Mit dieser Vorbereitung kénnen die Algorithmen des aGDA und QMA bereits imple-
mentiert werden. Da der aGDA Algorithmus aber einen Teil des QMA Algorithmus dar-
stellt, ndmlich den fiir A = 0, kann man beide Methoden in einem Code implementieren.
Als lokales Minimierungsverfahren wurde hier ein einfacher Steepest-Descent-Algorithmus
verwendet. Tabelle 4.3 zeigt die Ergebnisse fiir Lennard-Jones-Cluster mit bis zu 30 Ato-
men. Fir beide Algorithmen wurden fiir jede Clustergrofie jeweils 100 Rechnungen durch-
gefiihrt, da die Ergebnisse von der Startkonfiguration abhéingen, denn auch beim QMA
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\ aGDA QMA |
(Ao)ii= 4.0 (Ao)ii= 4.0
Amae =1.0-107% | Bpax= 2.0
Bomin =1.0- 1074
AB = 0.1 Al = 0.1k

TABELLE 4.6: Parameter fir aGDA und QMA

wurde Aq, nicht so grofl gewihlt, dafl (U)(hmqe) konvex ist. Der Grund dafiir ist das
meist schlechtere Ergebnis, wenn man A,,q, wesentlich grofler wéhlt. Der tiefste Potenti-
alwert aller gefundenen Konfigurationen wurde in die Tabelle eingetragen. Die sonstigen
Parameter kann man Tabelle 4.3 entnehmen.

Die Verfahren zeigen beide durchaus gute Ergebnisse fiir kleine Cluster mit bis zu 26
Atomen. Der QMA Algorithmus ist, obwohl A4, relativ klein gewahlt wurde, wesentlich
sicherer in seinem Ergebnis. Das bedeutet, die 100 Anwendungen auf die gleiche Cluster-
grofle resultierten in hochstens drei verschiedenen Minimums-Konfigurationen, wihrend
es beim aGDA oft bis zu zehn verschiedene waren. Fiir groflere Cluster liegen die gefun-
denen Minima zwar immernoch sehr tief, aber die globalen Minima werden von beiden
Verfahren nicht mehr gefunden. Hier macht sich wieder die einfache Ndherung durch ei-
ne Gauf3-Verteilung bemerkbar, die nicht ausreicht, um die Wahrscheinlichkeitsverteilung
etwas komplizierterer Cluster ausreichend darzustellen. Abhilfe wiirde hier mit Sicher-
heit eine bessere Nidherung schaffen, die vor allem bei verschiedenen Temperaturen auch
unterschiedliche Anzahlen von Gebieten mit grofler Wahrscheinlichkeit darstellen kénnen
sollte. Shalloways [5] Ansatz mit verschiedenen Wave-Packets ist daher sehr vielverspre-
chend, aber leider auch um vieles schwieriger zu realisieren, so daf} selbst seine Anwendung
auf Lennard-Jones Cluster bis jetzt nicht vollkommen realisiert werden konnte.

4.4 Minimierung von Lennard-Jones-Clustern mittels des
EDP

Bei der Minimierung mittels des Effective Diffused Potentials wird mit einer Ndherung an
die freie Energie gerechnet und deren Minimum bei einer absteigenden Folge von Tempe-
raturen verfolgt. Bei T' = 0 stimmen freie und innere Energie iiberein, wodurch man das
Ergebnis gut mit denen anderer Verfahren vergleichen kann. Man muf} jedoch bedenken,
daf bei endlichen Temperaturen nicht unbedingt die Konfiguration die wahrscheinlichste
ist, die die geringste innere Energie hat, da durch den Einflufl der Entropie breite Mini-
ma gegeniiber schmalen bevorzugt werden. Findet der Algorithmus also nicht das gleiche
Minimum wie andere Verfahren, die nur mit der inneren Energie rechnen, so kann das be-
deuten, daf} das globale Minimum der Potentialfunktion bei endlichen Temperaturen kein
Minimum der freien Energie ist. Das ist aber keineswegs ein Nachteil dieses Verfahrens, da
alle physikalischen Systeme ebenfalls mit der groffiten Wahrscheinlichkeit die Konfiguration
einnehmen, welche die geringste freie Energie hat.

Aber obwohl man nun mit einer Niherung an die freie Energie rechnet, ergeben sich
nach der Implementierung der anderen Verfahren nur geringe Anderungen bzw. Erweite-
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rungen der Algorithmen. Berechnet werden soll die freie Energie aus 2.86

kT

F(%,A,T) = det™2(27A) / U(x)e 2 (%A (x-%) dx——— 32111 omo;) + 3N | (4.22)

Die Losung des Integrals fiir das Lennard-Jones Potential ist schon aus Kap.4.3 bekannt.
Es wird wieder die Néherung des Potentials durch zwei Gauf3-Funktionen benutzt. Der
Entropie-Anteil aus 4.22 kann direkt ausgewertet werden, so dafl sich insgesamt folgendes
ergibt:

N N 2 }
Fry@AT) =3 3" 3 e tu@m—a)® - k_T <3Zm omo;) + 3N> (4.23)

i=1 j=i+1 k=1 =1
mit
i = ay (14 2by(0; + ;)2 (4.24)
b = by (1+2bp(o;i+0;)7" (4.25)
x1
X = (4.26)
TN

Um das Cluster bei hohen Temperaturen trotzdem gebunden zu halten, ist wieder eine
zusétzliches Potential notig, welches das Cluster zu kleineren Atomabsténden zwingt. Es
wird wieder das einfache harmonische Potential

N N
Uconfme _ ,yz Z |~i‘z _ jj|2 (4.27)

i=1 j=i+1

benutzt. Die Konstante v mufl grofl genug gewiahlt werden, um das Losen der Atome
vom Cluster zu verhindern, und sie muf} klein genug sein, um die Potentialstruktur nicht
signifikant zu veréndern. In allen Rechnungen erwiefl sich v = 0.02 als eine gute Wahl.
Der Beitrag dieses Potentials zur internen Energie U.ss berechnet sich zu

N N N
det ™2 (27A) / peonfine (x)e 3 RATCR) gy = 4NN g - P43y (N-1) Y o

i=1 j=i+1 i=1
(4.28)
Insgesamt ergibt sich also folgende Formel fiir die freie Energie eines Lennard-Jones-
Clusters:

N N
P (m T
Fryx,AT) = Z Z dee_bk(l'i_$j)2 k (32]{1 27T0’2)+3N> (4.29)

1
N N Z
)Y E -3+ 3y(N - 1) Zaz (4.30)

Damit kann der EDP-Algorithmus implementiert werden. Als lokales Minimierungsverfah-
ren diente hier wieder ein einfacher Steepest-Descent-Algorithmus. Tabelle 4.4 zeigt die
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Ergebnisse fiir Cluster mit bis zu 40 Atomen. Alle Rechnungen wurden bei einer Tempe-
ratur von entsprechend k7T, = 3.5 gestartet. Das geschah in Anlehnung an die Literatur
[14], trotzdem konnten nicht alle Ergebnisse reproduziert werden. Das liegt daran, dafl
bei dieser Temperatur noch mehrere Minima der freien Energie vorhanden sind und das
Ergebnis daher von der Startkonfiguration abhéingt. Die Ergebnisse sind also keineswegs
die besten, die man durch eine grofie Anzahl von Rechnungen erreichen koénnte, zeigen
aber, dafl der Algorithmus stets tief liegende Minima findet.

‘ # Atome ‘ Ugiobal ‘ Uniin ‘ global? ’ Min(Unin) ‘ global?
7 —16.5054 —16.5054 + —16.5054 +
8 —19.8215 —19.7653 — —19.7653 -
9 —24.1134 —23.2698 — —23.2698 —
10 —28.4225 —28.4225 + —28.4225 +
11 —32.7660 —32.7660 + —32.7660 +
12 —37.9676 | —37.9676 + —37.9676 +
13 —44.3268 —44.3268 + —44.3268 +
14 —47.8452 —47.8452 + —47.8452 +
15 —52.3226 —50.1713 — —52.3226 +
16 —56.8157 —55.7783 — —56.8157 +
17 —61.3180 —59.4303 — —61.3180 +
18 —66.5309 —64.1350 — —66.5309 +
19 —72.6598 —69.5416 — —72.6598 +
20 —T77.1770 —75.5892 — 771770 +
21 —81.6846 | —77.8357 — —81.6846 +
22 —86.8098 —86.8098 + —86.8098 +
23 —92.8445 | —92.8445 + —92.8445 +
24 —97.3488 —93.2811 — —97.3488 +
25 —102.3727 | —100.2629 — —102.3727 +
26 —108.3156 | —101.9846 — —108.3156 +
27 —112.8735 | —112.8255 — —112.8255 —
28 —117.8224 | —117.3446 — —117.8224 +
29 —123.5874 | —119.2993 — —123.5874 +
30 —128.2866 | —126.8746 - —128.1816 —
31 —133.5864 | —131.7206 — —132.2184 —
32 —139.6355 | —137.2454 — —135.9581 —
33 —144.8427 | —141.6785 — —142.4784 —
34 —150.0445 | —147.5889 - —149.6721 -
35 —155.7566 | —153.2152 — —154.5210 —
36 —161.8254 | —159.0590 — —160.5094 —
37 —167.0337 | —163.9518 — —166.8226 —
38 —173.9284 | —168.8194 — —170.2837 —
39 —180.0332 | —174.7076 — —175.4776 -
40 —185.2498 | —176.5944 — —181.1579 —

Wahlt man die maximale Temperatur etwa zehn bis 20 mal hoher, so existiert nur

TABELLE 4.7: Ergebnisse des EDP-Algorithmus
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noch ein einziges Minimum, so dafl von jeder Startkonfiguration aus das gleiche Ergebnis
berechnet wird. Allerdings verschlechtern sich die Ergebnisse dadurch gegeniiber denen aus
Tabelle 4.4 und der Algorithmus wird zusétzlich wesentlich langsamer, da die Berechnung
der Minima bei hohen Temperaturen wesentlich aufwendiger ist.

Um eine Verbesserung des Verfahrens erreichen zu kénnen, mufl man sich zunéchst
die Ursache fiir die schlechten Ergebnisse klarmachen. Wie auch schon bei den meisten
anderen Verfahren des Simulated Annealing in Temperature rechnet man mit einer sehr
einfachen Ndherung an die Wahrscheinlichkeitsverteilung des kanonischen Ensembles. Sie
beriicksichtigt nicht die Eigenschaft dieser Verteilung, bei kleinen Temperaturen in viele
voneinander getrennte Gebiete grofler Wahrscheinlichkeit unterteilt zu sein. Die verwen-
dete Naherung funktioniert nur bei groffen Temperaturen und bei 7' = 0 gut, dazwischen
ist sie nicht ausreichend. Das wire fiir den Zweck des Findens des globalen Energiemini-
mums unwichtig, wenn die gute Néherung bei hoher Temperatur in eine gute Nidherung
bei T = 0 iibergehen wiirde, aber das tut sie nicht in allen Fillen. Das liegt daran, dafl
der Algorithmus versucht, sich stetig von einem Minimum bei hoher Temperatur bis zu
einem bei T' = 0 zu bewegen. Entsteht aber unterhalb einer gewissen Temperatur ein
neues Minimum, welches sich im Konfigurationsraum weit entfernt befindet, so kann der
Algorithmus dies nicht beriicksichtigen. Wollte man das mit einfachen Mitteln dem Ver-
fahren hinzufiigen, so konnte man bei jeder Temperatur den Konfigurationsraum nach
neuen Minima absuchen, was aber einen nicht vertretbaren Aufwand bedeuten wiirde.
Man kann jedoch einen Kompromif} eingehen, indem man eine Temperatur auswéhlt, bei
der man den Konfigurationsraum geniigend nach allen vorhandenen Minima durchsucht.
Jedes dieser Minima nimmt man dann als Startkonfiguration fiir den EDP-Algorithmus.
Wahlt man dabei allerdings die Temperatur, bei der man die Suche durchfiihrt, zu grof3, so
wird sich das Ergebnis kaum von dem unterscheiden, welches man bei dem urspriinglichen
EDP-Algorithmus bei hohen Temperaturen erreicht. Wahlt man die Temperatur hingegen
zu klein, so wird der Aufwand fiir das Suchen und die Durchfithrung des Algorithmus
fiir jedes gefundene Minimum zu grof. Es gilt also auch hier einen Kompromif} zu finden
zwischen Genauigkeit und Aufwand.

Um den Algorithmus schneller zu machen, kann man zusétzlich noch den Produktan-
satz der Einteilchen-Gaufl Funktionen so vereinfachen, daf} fiir alle Teilchen

o, =0 i=1,...,N (4.31)

gilt. Dann vereinfacht sich G1.4.29 zu
N N
_ zi—7;)? 3NkT
Fr;(x,0,T) = g E E —— (In(27o) + 1) (4.32)

N N
7Y > @ — 3P+ 370 N(N - 1) (4.33)
=1 j=1+1

Die Starttemperatur, bei der der gesamte Konfigurationsraum nach Minima durchsucht
wird, mufl der Zahl der Atome angepafit werden. Fiir kleine N muf} auch die Temperatur
kleiner gew&hlt werden, um geniigend Minima finden zu koénnen. Tabelle 4.8 zeigt die
benutzten Starttemperaturen in Abhéngigkeit von der Zahl der Atome N. Bei der Suche
wurde jeweils eine zufiillige Startkonfiguration gewéhlt und dann lokal minimiert. Die
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Minima wurden nur anhand der Werte ihrer freien Energie unterschieden. So wurden
50 Startkonfigurationen minimiert und die zehn mit den niedrigsten freien Energien als
Startwerte fiir den EDP-Algorithmus verwendet. Tabelle 4.4 enthélt in der fiinften Spalte
die Ergebnisse, die so erzielt wurden.

‘ Atome ‘ kT ax ‘

717 0.5
18 — 24 3.5
25—-29 5.0
30—-40 | 10.0

TABELLE 4.8: Such-Temperaturen fiir den erweiterten EDP-Algorithmus

Wie man sieht, wurden die Ergebnisse durch die kleine Erweiterung erheblich verbes-
sert. Die Schwierigkeit dabei bleibt jedoch, die richtige Temperatur zu wihlen, bei der ein
zu einem tiefen Minimum bei T' = 0 korrespondierendes Minimum noch existiert. Man hat
nur die Moglichkeit, verschiedenen Temperaturen fiir eine bestimmte Anzahl von Atomen
auszuprobieren und sie dann auch fiir Systeme mit dhnlich vielen Atomen zu benutzen.
Wie Tabelle 4.8 aber zeigt, ist der Bereich ziemlich klein, bei dem man den gleichen Wert
von k7,4 benutzen kann. Deshalb sind dem Verfahren auch mit dieser Erweiterung Gren-
zen gesetzt. Die globalen Minima der Cluster mit mehr als 30 Atomen sind fiir Verfahren
mit GauB-Ndherungen an die Wahrscheinlichkeitsverteilung nur in besonders einfachen
Ausnahmeféllen zu finden. Generell wird die Struktur der Potentialfliche fiir die Cluster
solcher Groflen zu kompliziert, als dafl eine so einfache Ndherung funktionieren koénnte.
Eine Voraussetzung fiir das Funktionieren der Ansétze ist zum Beispiel, daf3 die Hierar-
chie aller Minima erhalten bleibt, also daf} bei jeder Temperatur das gleiche Minimum das
tiefste ist. Bei der Minimierung der verschiedenen Startkonfigurationen, die durch die Su-
che bei endlicher Temperatur gefunden wurden, sieht man deutlich die Verletzung dieser
Hierarchie.

Wie auch noch genauer in Kapitel 4.6 beschrieben werden wird, existieren fiir die Mi-
nima von Lennnard-Jones Clustern verschiedene dominierende Strukturen wie Icosaeder,
fcc oder Decaeder (siehe [8]). Schaut man sich dann zum Beispiel ein Cluster mit einer be-
stimmten Anzahl von Atomen an, so gibt es lokale Minima mit niedrigen Potentialwerten
fiir jede dieser Strukturen. Die zugehorigen Konfigurationen liegen auf der Potentialfliche
aber raumlich getrennt, so dafy nur eines davon - das breiteste - durch die genidherte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung gut wiedergegeben wird. Ist das breiteste nicht gleichzeitig auch
das tiefste Minimum, so hat der Algorithmus kaum eine Chance, das globale Minimum
zu finden. Allerdings rechnet er mit einer Niéherung an die freie Energie, so dafli man
nicht unbedingt erwarten kann, dafl er das globale Potential-Minimum findet, wenn es bei
endlichen Temperaturen durch den Entropieanteil gegeniiber einem anderen benachteiligt
ist. Es ist aber sehr schwierig, eine Aussage dariiber zu machen, warum der Algorithmus
ein bestimmtes Minimum bevorzugt, denn er minimiert nicht die reine potentielle Ener-
gie, benutzt aber auch nur eine Nidherung der freien Energie. Trotzdem lokalisiert der
EDP-Algorithmus die meisten globalen Minima mit bis zu 30 Atomen.
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4.5 Minimierung mit dem Basin-Hopping-Algorithmus

Wales and Doye [8] haben mit dem Basin-Hopping-Algorithmus alle globalen Minima fiir
Lennard-Jones-Cluster mit bis zu 110 Atomen gefunden. Wie schon beschrieben, ist er
besonders leicht fiir alle Arten von Potentialen zu implementieren. Eine grofie Schwach-
stelle des Algorithmus stellt aber bei grofien Zahlen von Atomen die lange Rechenzeit
dar. Sie ist bedingt durch die hiufige Benutzung eines Minimierungsalgorithmus, dessen
Aufwand proportional zu N2 (N ist die Zahl der Atome) steigt, wenn bei der Berechnung
des Potentials und des Gradienten alle Paare von Atomen beriicksichtigt werden. Besteht
das Potential wie hier ausschliefilich aus Lennard-Jones-Wechselwirkungen, kann man je-
doch eine Technik anwenden, die vor allem in der Molekiil-Dynamik benutzt wird, um
den Aufwand drastisch zu reduzieren. Diese Methode ist also keineswegs neu, wird aber
im Zusammenhang mit globalen Minimierungsverfahren nie erwéhnt. Es handelt sich bei
der Methode um die Einteilung des Simulationsgebietes in die sogenannte ,,linked-cell”
Struktur. Die Idee ist, dal man kurzreichweitige Potentiale nur auswerten muf}, wenn der
Abstand zweier Atome einen gewissen Wert nicht iiberschreitet. Der Fehler, den man dabei
macht, ist nur duflerst gering, aber der Aufwand reduziert sich auf eine lineare Abhingig-
keit von N. Das Lennard-Jones-Potential hat sein Minimum bei 7,,;, = 260 und geht fiir
groflere r sehr schnell gegen null. Bei r = 2.5 hat dieses Potential fiir e = 0 = 1 einen Wert
von UM (r = 2.5) ~ —1.6 - 1072, bei r = 5.0 gilt nur noch U/ (r = 5.0) =~ —2.5-107%.
Das bedeutet, man kann in einem Berech zwischen diesen beiden Werten das Potential
abschneiden, ohne einen grofien Fehler zu machen. Dazu geht man allgemein so vor:

Man wiahlt einen Radius 7.y, der den maximalen Abstand zweier Partikel angibt, zwi-
schen denen das Potential noch berechnet werden soll. Dann teilt man das Simulations-
gebiet in Wiirfel mit der Kantenlénge r.,; ein. Jeder dieser Wiirfel ist eine Zelle, der die
Partikel zugeordnet werden, die in ihr liegen. Will man nun das Potential und dessen Ablei-
tung berechnen, so braucht man nur Paare von Partikeln zu berticksichtigen, die entweder
in der gleichen Zelle oder in benachbarten Zellen liegen. Man durchliuft also jede Zelle
und berechnet das Potential zwischen den Partikeln in dieser und den Nachbarzellen. So
ergibt sich ein sehr effizienter Algorithmus fiir die Potential- und Gradienten-Berechnung.
Es bleibt noch zu iiberlegen, welchen Einfluf diese Verédnderung des Potentials auf die Mi-

ABBILDUNG 4.6: Cluster mit (o) und ohne (o) rcut



62 Minimierung mit dem Basin-Hopping-Algorithmus

nima haben kann. Natiirlich &ndern sich die Werte und die Konfigurationen der Minima,
aber durch Anwendung eines Minimierungsverfahrens, welches wieder alle w Parti-
kelpaare berticksichtigt, wird jedes Minimum des abgeschnittenen Potentials in eines des
originalen Potentials iiberfiihrt. Dabei dndert sich der Energiewert in Abhéngigkeit von
der Gesamtzahl der Partikel durchaus deutlich, aber die Konfiguration bleibt bis auf eine
durch die langreichweitigen Anziehungen bewirkte Verdinderung der Dichte des Clusters
die gleiche. Das 148t sich auch gut an folgendem Beispiel erkennen: Abbildung 4.6 zeigt das
globale Minimum fiir 55 Atome, einmal mit dem linked-cell-Code minimiert und einmal
mit einem N?-Code. Zum besseren Vergleich wurden die beiden Bilder iibereinander ge-
legt. Man sieht, daf} sich die Konfiguration des Clusters bis auf seine Dichte nicht verédndert
hat, wobei sich der Potentialwert deutlich von UrLcit = —277.2406 auf UL/ = —279.2485

min
verringert hat.

Mit diesen Verdnderungen, die nur die Berechnung des Potentials und deren Ableitung
betreffen, kann man den Basin-Hopping-Algorithmus sehr effizient implementieren. Als
lokales Minimierungsverfahren wurde hier das CG-Verfahren benutzt. Fiir die Rechnungen
wurden die Parameter geméfl Tabelle 4.9 gesetzt.

‘ Parameter ‘ Wert ‘

kmag 15000
3 1.25
c 0.7

Tcut 2.5

TABELLE 4.9: Parameter fiir den Basin-Hopping Algorithmus

Zum Vergleich der Rechenzeiten des urspriinglichen Verfahrens mit denen des um die
linked-cell-Struktur erweiterten sind noch jeweils drei Rechnungen mit unterschiedlichen
Anzahlen von Atomen durchgefithrt worden, wobei die Anzahl der Gesamtschritte auf
kmaz = 100 reduziert wurde. Wie in Tabelle 4.10 ersichtlich, ist Reduktion der Rechenzeit
enorm. Withrend beim N?2-Algorithmus die Rechenzeit offensichtlich von der Potentialaus-
wertung dominiert wird, héngt die Laufzeit beim linked-cell-Code eher von der speziellen
Form des Potentials des Clusters ab, so dafl hier das Minimierungsverfahren im Durch-
schnitt auch bei kleineren Clustern ldnger brauchen kann als bei gréfleren.

‘ # Atome ‘ N? ‘ linked-cell ‘
15 22.73s 24.37s
30 173.665s 21.48s
60 1021.76s 35.11s

TABELLE 4.10: Vergleich der Rechenzeitein

Mit dem so implementierten Algorithmus wurde fiir einen weiten Bereich von verschie-
den groBen Lennard-Jones-Clustern die Minima berechnet. Die aus der Literatur (siehe [8]
und [10]) bekannten globalen Minima fiir Cluster mit bis zu 60 Atomen wurden so gefun-
den. Fiir die Minimierung grofierer Cluster wurde als Startkonfiguration jeweils das gefun-
dene Minimum des um ein Atom kleineren Clusters genommen und ein Atom willkiirlich
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am Rand hinzugefiigt. So wurden Minima fiir bis zu 160 Atomen berechnet. Die Zahlen
fiir die Cluster bis 150 Atome sind hier nicht mehr aufgefithrt, man kann sie in [10] nach-
sehen. Tabelle 4.11 enthélt die Ergebnisse fiir die gréfleren Cluster, die nicht mehr mit
Literaturwerten verglichen werden kénnen, und daher zunichst nur die bis jetzt tiefsten
erreichten Potentialwerte darstellen. Da der zeitliche Aufwand fiir den Algorithmus auch

‘ # Atome ‘ Unmin ‘

151 —899.1810
152 —905.4296
153 —911.7074
154 —917.8095
155 —923.9561
156 —931.3076
157 —936.9419
158 —943.4663
159 —950.0260
160 —957.1062
309 —2007.2190

TABELLE 4.11: Potentialwerte neuer Minima

fiir sehr grofie Cluster noch nicht zu grof} ist, kann man auch noch Rechnungen mit mehr als
160 Atomen durchfithren. Dann benotigt man im Allgemeinen jedoch auch eine wesentlich
groffere Anzahl von Monte-Carlo Schritten, um zu einem guten Ergebnis zu gelangen. Hier
wurden deshalb fiir das Lennard-Jones-Cluster mit 309 Atomen, welches im Minimum ein
vollsténdiges Mackay-Icosaeder bildet (siehe Kap.4.6), 100000 Schritte durchgefiihrt. Als
FErgebnis wurde die richtige Konfiguration mit dem in Tabelle 4.11 angegebenen Potenti-
alwert gefunden. Das zeigt, wie gut der Algorithmus auch noch bei gréfleren Atomzahlen
funktioniert.

Der Basin-Hopping Algorithmus ist das einzige Verfahren, das sdmtliche globalen Mi-
nima fiir Lennard-Jones-Cluster mit bis zu 110 Atomen gefunden hat, ohne Kenntnisse
iiber die Struktur des Potentials oder vorher gefundene Minima zu benutzen. Auflerdem
ist er leicht zu implementieren, da man nur ein beliebiges lokales Minimierungsverfahren
bendétigt und die vereinfachte Potentialfliche mit einem Monte-Carlo-Verfahren absucht.
Daher kann diese Methode fiir jede Anwendung der Minimierung angepafit werden und
wird auch im néchsten Kapitel auf das TIP4P-Potential angewendet.

4.6 Bilder einiger Minima

Im Folgenden sind einige Bilder der Minima von Lennard-Jones-Cluster zu sehen. Alle
Cluster mit mehr als 25 Atomen wurden mit der oben beschriebenen Erweiterung des
Basin-Hopping-Algorithmus berechnet. Kleinere Cluster resultieren aus Berechnungen mit
dem DEM Algorithmus.

Besonders stabile und damit auch relativ einfach zu findende Strukturen entstehen
bei den sogenannten magischen Zahlen fiir Icosaeder. Die Zahl der Atome hingt von der
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Anzahl der Schalen N ab und 148t sich mit folgender Formel berechnen:
1
N = 5(10N§ + 15N2? 4+ 11N, + 3) (4.34)

Das ergibt die magischen Zahlen N,, = 1,13,55,147,306,.... Cluster mit diesen Grofien
bilden in ihrem globalen Energieminimum die sogenannten Mackay-Icosaeder (siehe Abbil-
dung 4.7 bis 4.12). Diese Konfiguration fiir 309 Atome wurden mit der oben beschriebenen
Variante des Basin-Hopping nach Durchfithrung von 100000 Monte-Carlo Schritten gefun-
den.

men men

ABBILDUNG 4.9: Mackay-Icosaeder mit 147 Ato- ABBILDUNG 4.10: Mackay-Icosaeder mit 309
men Atomen

Das DEM Verfahren nach Scheraga [6] findet fiir das 12 Atom Cluster die Konfigu-
ration 4.13 mit einer Energie von U'? = —33.5975, welches die Struktur des 13 Atom
Mackay-Icosaeder ohne das Zentralatom darstellt. Das tatsédchliche Minimum ist aber
die Konfiguration 4.14 mit der Energie U'2 = —37.9676. Hier fehlt dem vollstindigen
Mackay-Icosaeder ein Atom in der ersten Schale. Das 1af3t darauf schliefen, dafl bei der
DEM durch die Benutzung der speziellen Startbedingungen symmetrische Konfigurationen

bevorzugt werden.

Die Strukturen der meisten Minima basieren auf dem Icosaeder, aber zum Beispiel fiir
N = 38 entsteht eine vollkommen andere Struktur. Abbildung 4.15 zeigt das Minimum
mit U3 = —173.9284, welches ein fcc-basiertes abgeschnittenes Oktaeder darstellt (siehe

min



65

& @

ABBILDUNG 4.11: Mackay-Icosaeder mit 147 ABBILDUNG 4.12: Mackay-Icosaeder mit 309
Atomen (andere Darstellung) Atomen (andere Darstellung)
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ABBILDUNG 4.15: Globales Minimum mit 38 ABBILDUNG 4.16: Globales Minimum mit 77
Atomen Atomen

[8]). Fir N = 75,76,77,102,103,104 basieren die Strukturen der globalen Minima auf
einem Decaeder. Abbildung 4.16 zeigt ein Beispiel fiir eine solche Konfiguration.

Die gefundenen Minima fiir Cluster mit mehr als 150 Atomen aus Kapitel 4.5 basieren
alle auf der Icosaeder-Struktur. IThre Konfiguration entspricht der des vollstéindigen 147-
Atom-Icosaeder, wobei sich die restlichen Atome in der unvollstéindigen vierten Schale

befinden. Als Beispiel ist in Abbildung 4.17 und 4.18 das Cluster mit 160 Atomen in zwei
verschiedenen Darstellungen abgebildet.
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ABBILDUNG 4.17: Minimum mit 160 Atomen ABBILDUNG 4.18: Minimum mit 160 Atomen

4.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die meisten der in Kapitel 2 vorgestellten Verfahren auf einfache
atomare Cluster mit Lennard-Jones Potential angewendet. Obwohl solche Cluster, die nur
aus einer Atomsorte bestehen, deren Wechselwirkung durch ein einfaches Zweikorperpo-
tential beschrieben wird, ein sehr einfaches Modell darstellen, ist ihre Optimierung bereits
eine grofle Herausforderung. Die hohe Zahl an lokalen Minima auf der Potentialfliche und
die hohe Dimension des Problems beschrédnken die Verfahren auf sehr einfache Néherungen
und relativ geringe Schrittzahlen. Die Anwendung hat gezeigt, dafl sich die Algorithmen
in zwei Klassen unterteilen lassen. Die glidttenden Verfahren (DEM, GDA, QMA, EDP)
funktionieren im Moment nur bei sehr kleinen Atomzahlen zufriedenstellend und finden sie
schon 30 Atomen kein globales Minimum mehr. Sie unterscheiden sich vor allem durch ihre
Rechenzeiten, die in Tabelle 4.12 fiir einige Cluster angegeben sind. Neben dem Verfahren

# Atome
100 | 20 | 30

DEM
SD 3.43s | 27.24s 88.55s
CG 3.22s | 29.09s 77.79s

GDA
SD || 2.20s | 30.51s | 126.71s
QMA
SD || 8.45s | 62.98s | 178.12s
EDP

SD 8.38s | 367.77s | 1397.92s

TABELLE 4.12: Rechenzeiten der gldttenden Verfahren

sind in der Tabelle auch die verwendeten lokalen Minimierungsverfahren angegeben. Man
sieht, dafl DEM und GDA etwa den gleichen Rechenaufwand besitzen, wihrend der QMA-
Algorithmus bereits die doppelte Rechenzeit benétigt, da er von einem zusétzlichen Faktor
(h) abhéngt, wodurch merklich mehr Minimierungsschritte durchgefiithrt werden miissen.
Beim EDP-Algorithmus steigt der Rechenaufwand sogar um eine ganze Ordnung, weil bei
ihm zum Potential der zusétzliche Entropieterm hinzukommt. Er minimiert im Gegensatz
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zu allen anderen Verfahren die freie Energie, wodurch ein Vergleich schwierig ist. Durch
die kleine Verbesserung bei der Wahl der Startkonfiguration, hat das EDP-Verfahren die
meisten globalen Minima gefunden, die sich damit innerhalb der Niherung auch als die
thermodynamisch bevorzugten Grundzustidnde erwiesen haben.

Die insgesamt erniichternden Ergebnisse der gléttenden Verfahren beruhen, wie schon
mehrfach erwihnt, auf der simplen Néherung durch den Einteilchenansatz. Dieser Ansatz
ist korrekt nur fiir freie Teilchen, die untereinander nicht interagieren kénnen. Deshalb
stellt er auch eine gute Naherung fiir hohe Temperaturen dar, wo die potentielle gegeniiber
der kinetischen Energie kaum eine Rolle spielt und die Atome sich wie freie Teilchen
bewegen. Bei niedrigeren Temperaturen jedoch ist der Ansatz nicht mehr ausreichend,
denn durch die Wirkung des Potentials wird der Konfigurationsraum in viele Gebiete
mit hoher und niedriger Wahrscheinlichkeit getrennt. Die Beschreibung dieser Eigenschaft
kann ein Einteilchenansatz nicht leisten, so dafl alle Verfahren scheitern miissen, sobald
es mehrere Konfigurationen mit hoher Wahrscheinlichkeit gibt. Die erfolgversprechenste
Moglichkeit zur Verbesserung der Algorithmen liegt also in der Verwendung eines besseren
Ansatzes, wobei das Problem entsteht, dafl aus den meisten Ansétzen ein nicht analytisch
berechenbares Potential resultiert.

Die zweite Klasse von Algorithmen benutzt keine gegliattete Potentialfunktion. Der hier
verwendete Basin-Hopping-Algorithmus benutzt ausschlielich das unverédnderte Lennard-
Jones-Potential und berechnet den aktuellen Potentialwert mithilfe eines lokalen Mini-
mierungsverfahrens. Die resultierende Transformation hat Ahnlichkeit mit der durch die
nicht-lineare Diffusionsgleichung erzeugten Treppenfunktion, besitzt aber den entschei-
denden Vorteil, daf} bei ihr die hohen Energiebarrieren fehlen. Die Rechenzeit héingt beim
Basin-Hopping-Algorithmus sehr stark von der Gesamtzahl der Schritte ab, so dafl er bei
kleinen Clustern durchaus mit den anderen Verfahren konkurieren kann, weil eine geringe
Anzahl von Monte-Carlo Schritten geniigt, um die globalen Minima zu lokalisieren. Bei
groBeren Problemen mufl man die Anzahl der Schritte jedoch drastisch erhéhen, so daf} ein
Vergleich der Rechenzeit mit den anderen Verfahren eigentlich wenig sinnvoll ist. Im Rah-
men dieser Arbeit wurde die Auswertung des Potentials mithilfe der linked-cell Struktur
durchgefiihrt, wodurch die Abhéingigkeit des Aufwandes von der Anzahl der Atome auf
eine lineare Beziehung reduziert werden konnte. Dadurch kann der Algorithmus auch auf
relativ grofle Cluster mit bis zu einigen Hundert Atomen in akzeptabler Zeit angewendet
werden. In Kapitel 4.5 wurden so Minima fiir Cluster mit 15 bis 160 und 309 Atomen
berechnet. Wales und Doye [8] haben mit ihrem urspriinglichen Verfahren sémtliche aus
der Literatur bekannten globalen Minima gefunden. Daran erkennt man die momentane
Uberlegenheit der Algorithmen, die zwar einen hohen Aufwand haben, da sie einen grofien
Teil des Konfigurationsraumes durchsuchen, dafiir aber keine Fehler durch ungeniigenden
Niaherungen machen. Dieser Vorteil wird auch im n&chsten Kapitel deutlich werden, wo
Cluster aus Wassermolekiilen optimiert werden sollen.






Kapitel 5

Optimierung von Wasser-Clustern

5.1 Das TIP4P Potential

Es existiert eine grofle Anzahl von Modellen fiir Wassermolekiile, die entwickelt wurden,
um die Eigenschaften von Wasser genauer zu untersuchen. Die Idee ist, dafl das Modell
unbekannte Eigenschaften vorhersagen kann, wenn man es moglichst gut an bekannte Fi-
genschaften anpafit. Allerdings scheint es kaum moglich zu sein, alle Eigenschaften von
Wasser durch ein einfaches Modell zu beschreiben. Mit einfachem Modell ist in diesem
Zusammenhang statisch gemeint, alle Parameter sind also konstant. Bessere Ubereinstim-
mungen kann man durch dynamische Modelle erhalten, bei denen zum Beispiel eine ab-
standsabhéngige Elektronendichte benutzt wird oder polarisierbare Molekiile durch varia-
ble Atomabsténde (SWFLEX-AI [17]) erzeugt werden. Die einfachen Modelle werden daher
meist speziell an einen oder wenige Parameter angepafit, in denen sie dann besonders gut
mit den physikalischen Werten iibereinstimmen. Fiir die Energie-Minimierung wird hier
das TIP4P-Potential [11] benutzt, welches eine durchschnittlich gute Ubereinstimmung
des Dipolmoments und der Diffusionskonstante bietet. Die Temperaturabhéngigkeit der
Dichte wird durch dieses Modell allerdings eher schlecht wiedergegeben.

Wie der Name schon andeutet, besteht ein Wassermolekiil bei Verwendung des TTP4P-
Modells aus vier Einheiten, den drei dem realen Molekiil entsprechenden Atomen und
einem Hilfspunkt, der die negative Ladung tréagt. Die positiven Ladungen befinden sich
an den Orten der beiden Wasserstoffatome. Demzufolge konnen diese drei Punkte durch
ein Coulomb-Potential interagieren, wiahrend auf das Sauerstoffatom ausschliellich ein
Lennard-Jones-Potential wirkt. Alle Bindungen und Winkel innerhalb eines Molekiils wer-
den im TIP4P-Modell als starr angenommen, so daf3 sich jedes Molekiil als starrer Korper
nur in seinen drei Translations- und drei Rotations-Freiheitsgraden bewegen kann. Das hat
den Vorteil, dafl die Potentiale nur zwischen Atomen verschiedener Molekiile berechnet
werden miissen. Auflerdem fiihren nicht starre Modelle, die die intramolekularen Bindun-
gen zum Beispiel durch harmonische Potentiale beriicksichtigen, zu numerischen Proble-
men bei der Minimierung. Die Energien dieser Bindungen sind némlich schon bei geringen
Abweichungen sehr hoch, so dafl die Schrittweiten extrem klein gewahlt werden miissen. Da
man deswegen davon ausgehen kann, daf} sich bei einer minimierten Konfiguration sowieso
alle intramolekularen Bindungen und Winkel nicht von ihren Normalwerten unterscheiden,
ist es bei einem Wasser-Modell sinnvoll, die Bindungen als starr zu betrachten. Dann muf}
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| TIP4P |
rog  |A] 0.9572
rom  [A] 0.15
Onon [ 104.52
Oron  [] 52.26
a0 [e] 0.52
avr e -1.04
H 2 €0 [lgcal/mol] 0.155
r oo [A] 3.15365
O OM j g [kcalA /mol e?] 331.842
r
OH ABBILDUNG 5.2: TIP/P-Parameter [11]

ABBILDUNG 5.1: TIP/P-Modell

man allerdings einen geringen Mehraufwand bei der Berechnung der Ableitungen in den
Rotationsfreiheitsgraden des Molekiils in Kauf nehmen.

Den genauen Aufbau eines Wassermolekiils und die dazugehorigen Parameter des
TTIP4P-Modells kann man Abbildung 5.1 und der Tabelle 5.2 entnehmen. Die Abstédnde
rog und der Winkel 6 gog wurden dabei an die experimentellen Daten in der Gaspha-
se angepafit. Das resultierende Dipolmoment liegt etwas unter dem experimentellen Wert
von Wasser und seine grofite Dichte hat das Modell bei —25°C, also weit unter dem
physikalischen Wert von Wasser. Das Modell bietet also eher eine durchschnittlich gute
Beschreibung von echtem Wasser, ist dafiir aber mit moderatem numerischen Aufwand zu
benutzen. Das Gesamtpotential eines aus N Molekiilen bestehenden Wasser-Clusters sieht
dann wie folgt aus:

N N n; T
v = Y gt (1)
i=1 j=i+1 n;m;e{H1,H2,M} ij
N N 500 12 500 6
DD IR (oo) - <T80> (5.2)

=1 j=i+1 1] i

Dabei gilt wieder die Beziehung r;; = |Z; — Z;| und die ¢;; und o0;; werden nach den
Lorentz-Berthelot-Mischungsregeln berechnet.

5.1.1 Bewegung eines Molekiils als starrer Koérper

Die Beschreibung eines Molekiils als starrer Korper ist nicht ganz trivial, daher wird in
diesem Kapitel genauer eingegangen auf die Darstellung eines Molekiils und der Ableitung
des Potentials nach den dufleren Koordinaten.

Die oben angegebenen Parameter fiir die Abstéinde und Winkel zwischen den Atomen
eines Molekiils beziehen sich auf das molekiilinterne Koordinatensystem. Die Minimierung
soll aber in den dufleren Koordinaten stattfinden. Dazu wird jedem Molekiil ein inneres
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Koordinatensystem zugeordnet, welches hier willkiirlich seinen Ursprung im Sauerstoff-
Atom haben soll. Alle Atome sollen in der x-y-Ebene liegen und die Verbindung O-H1
beschreibt die x-Achse. Die Positionen der Atome in diesem System werden als f’; mit
k € {O,H1,H2, M} bezeichnet. Der Ursprung des inneren Systems liegt im dufleren Koor-
dinatensystem an der Stelle R}, die orientierung des Molekiils wird durch drei Euler-Winkel
le- angegeben. Der (3 - 4N)-dimensionale Vektor x stellt aber die Koordinaten aller Ato-
me im duBleren System dar, so dafl man zwischen beiden Darstellungen transformieren
muf}, um das Potential berechnen zu kénnen. Um zum Beispiel fi\/[ zu erhalten, mufl man
folgendes berechnen: .

@ = R+ D7 (¢;) &' (5.3)

Die Matrix D! setzt sich aus drei Drehungen zusammen und sieht insgesamt wie folgt aus:

D~Y(¢',¢% ¢%) =

( cos(¢!) cos(¢?) — sin(¢!) cos(¢?) sin(¢?)  — cos(¢!) sin(¢?) — sin(¢!) cos(¢?) cos(¢?)  sin(¢!)sin(¢?) )
sin(¢!) cos(¢?) + cos(¢!) cos(¢?) sin(¢%)  —sin(¢!) sin(¢®) + cos(¢') cos(¢?) cos(¢?)  — cos(¢') sin(¢?)
sin(¢?) sin(¢”) sin(¢?) cos(¢?) cos(¢?)
(5.4)
Will man dann den Gradienten Vﬁ 3, von U(x) bilden, so treten beim Nachdifferenzieren

die Terme

o) i

o 5.5
aRz-’ 3 | (55)
o) o) -~ _\T T

— | - = —= (D Np)A}) - =2 5.6
At a@( (6)77) G (5.6)

mit n,m € {O,H1,H2, M} auf, die sich mit Hilfe von G1.5.3 und 5.4 berechnen lassen. Die
so entstehenden Formeln sehen zwar sehr umsténdlich aus, sind aber numerisch wesentlich
vorteilhafter als die Beschreibung der internen Bindungen durch harmonische Potentiale.

5.2 Anwendung der DEM auf Wasser

Das TIP4P-Potential setzt sich aus einem Coulomb- und einem Lennard-Jones-Anteil zu-
sammen.

al 'q
Ux) = > % > 9 (5.7)
N N 500 12 500\ ©
cx (%) - (%) 55)

i=1 j=i+1 1j ij
N N N N

_ C LJ
i=1 j=i+1 n;;m;€{H1,H2,M} i=1 j=i+1

Um die Losung der Diffusionsgleichung 2.9 analytisch berechnen zu konnen, mufl man mit
diesem Potential das Integral

4N3

N i
U(X,t) = (4nt)” 2 /U(y) e‘ﬁ i=1 2 e a1,z My (& =Y )de (5.10)
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16sen konnen. Da jedes Wassermolekiil in dem Modell vier Teilchen beinhaltet, muf} die
Integration iiber 3 - 4N Dimensionen durchgefiithrt werden. Die Losung fiir den Lennard-
Jones-Anteil ist im Prinzip schon aus dem vorherigen Kapitel bekannt und kann iiber-
nommen werden. Da ausschliellich die Sauerstoffatome durch ein Lennard-Jones-Potential
interagieren kann man folgende Vereinfachung machen:

90 — ¢ und 090 =oP (5.11)

6@]’ i i A

Deswegen ist es wieder moglich, fiir alle vorkommenden Lennard-Jones-Paare nur eine
Néherung durch Gauf-Funktionen durchzufiithren. Allerdings sind die Werte ¢p und oo
jetzt verschieden von eins, so dafl die Parameter neu berechnet werden (siehe Tabelle 5.1).
Alternativ dazu konnte man auch die Parameter fiir die auf eins skalierten Werte von €

a, by,
436.1110 | 0.8954
—0.2124 | 0.1266

[N

TABELLE 5.1: Parameter von ﬁiLj‘]

und o benutzen, miifite dann aber jeweils die Ersetzung 7:30 =

r%o /o machen und die
Summe mit e? multiplizieren. Eine zuséitzliche Gaufl-Funktion wie beim reinen Lennard-
Jones-Problem ist hier jedoch nicht notwendig, da das Cluster schon durch die anziehend
wirkenden Coulombkrifte zusammengehalten wird. Bei einem Test mit einem solchen Zu-
satzterm wirkte sich dieser sogar nachteilig aus, da er den Lennard-Jones-Anteil dominan-
ter machte und so vollig andere Minima bevorzugte, als das reine TIP4P-Potential. Der

Lennard-Jones-Anteil wird dann folgendermafien dargestellt:

o 12 0 6 2
LJ _ 4,0 9; N ~ b0 _ FyLJ
Uij” = 4¢ (mo) (wo) ~ Y ake M = U (5.12)
k=1

i i

Fiir diesen Anteil ergibt sich wieder die schon bekannte Losung

[\
o
kol
5
o
o

L@, 20,1) = 3 ap(1+ 8byt) "2 ¢ THh (5.13)

uz‘j % 7
k=1

Der Coulomb-Anteil des Potentials mufl nicht durch eine Summe von Gauf3-Funktionen
genéhert werden, denn fiir die Faltung von 1/r (mit r = |#]) gilt folgende Formel:

(4rt) 3 / %e—ﬁd% - % (erfc <—\/%> ~ erfe (\%)) (5.14)

Als Losung ergibt sich die Differenz von zwei komplementiren Fehlerfunktionen, die wie
folgt definiert sind:

2 [T
erfc(x) =1 —erf(z) =1— ﬁ/g e Y dy (5.15)

Damit ergibt sich dann fiir den Coulomb-Anteil des TIP4P-Potentials

aq;’ i i

. i g ;

ugn,m] = QQTW‘;”J' (erfc (— \J/§ > — erfc ( \J/g >> (5.16)
ij
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und die Gesamtlosung hat die Form

N N N N
ax,t) ="y > U o, (1) + Y Y @l (x,1) (5.17)

i=1 j=i+1 n;m;e{H1,H2,M} i=1 j=i+1

Mit diesen Vorbereitungen kann der DEM-Algorithmus auf Cluster aus Wassermo-
lekiilen angewendet werden. Allerdings macht die Betrachtung von Translations- und Ro-
tationsfreiheitsgraden eine Anderung bei den lokalen Minimierungsverfahren notwendig.
Hier wurde ein einfaches Steepest-Descent-Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung
verwendet (siehe Kap.3.1.1). Wie oben beschrieben wird der Gradient in den dufleren
Variablen R; und q_S; des Molekiils berechnet. Fithrt man dann die Minimierungsschrit-
te in beiden Variablen gleichzeitig aus, so bekommt man Schwierigkeiten, ein geeignetes
Abbruchkriterium fiir die lokale Minimierungsprozedur zu finden. Eigentlich wiirde man
verlangen, dafl der Betrag des Gradienten unter einen gewissen Wert sinkt, so dafl die Be-
dingung fiir ein Extremum oder einen Sattelpunkt erfiillt wird. Nun stellt man aber fest,
daf} in einigen Fillen die Werte des Gradienten in den Rotationsfreiheitsgraden deutlich
verschieden von null sind, obwohl jede weitere Verdnderung in Richtung des negativen
Gradienten der zugehorigen Winkel einen Anstieg des Potentials zur Folge hat. Das ist
eine Folge der Darstellung durch Euler-Winkel.

Bei der Darstellung durch Euler-Winkel wird die Orientierung im Raum durch drei
aufeinanderfolgende Drehungen um verschiedene Achsen beschrieben. Dabei mufl die Rei-
henfolge der Drehungen stets die gleiche bleiben. Der Nachteil dieser Darstellung ist, dafl
eine kleine Verinderung der Orientierung des beschriebenen Molekiils zu groBen Anderun-
gen der drei Winkel fithren kann, was zu numerischen Problemen fithren kann. Auflerdem
ist das Problem des sogenannten ,,gimbal lock” bei Euler-Winkeln bekannt. So bezeichnet
man den Effekt, dafi bei bestimmten Drehungen, zum Beispiel wenn ¢o = 0 gilt, zwei der
drei Drehachsen parallel liegen, wodurch man einen Freiheitsgrad verliert. Treten solche
Probleme auf, so mufl man trotzdem die Minimierung beenden und eine nicht optima-
le Orientierung eines oder mehrerer Molekiile in Kauf nehmen. Um aber dadurch nicht
auch die translatorische Bewegung zu beeinflussen, kann man die Minimierung in einen
Translations- und einen Rotationsanteil aufspalten, indem man zum Beispiel immer ab-
wechselnd einen Schritt des einen und des anderen Anteils durchfiihrt. Den Rotationsanteil
bricht man dann auch ab, wenn der Gradient zwar noch ungleich null ist, aber die Schritt-
weite unter einen bestimmten Wert gefallen ist. Beheben kénnte man diese Probleme durch
die Benutzung von anderen Darstellungen fiir die Orientierung im Raum. Quaternionen
zum Beispiel beschreiben jede Position durch die Drehung um eine Achse. Man mufl dann
zwar mit einer Variable mehr umgehen (drei fiir die Achse, eine fiir den Winkel), erhélt
dadurch aber eine wesentlich stabilere Darstellung.

Tabelle 5.2 zeigt die besten erreichten Potentialwerte fiir Wasser-Cluster mit bis zu
zehn Molekiilen, wobei als lokales Minimierungsverfahren ein einfacher Steepest-Descent-
Algorithmus diente. Die Ergebnisse lielen sich deutlich verbessern, wenn man statt wie
es Scheraga [7] vorschligt bei grofien Glittungszeite ¢ zu beginnen, eine Suche nach der
Konfiguration mit dem niedrigsten Potential bei relativ kleinem ¢ durchfiihrte und diese
Konfiguration dann als Anfangswert fiir den DEM-Algorithmus verwendete. Dabei wurde
tmaz = 2.0 gewdhlt und 100 verschiedene Anfangskonfigurationen lokal minimiert.

Offensichtlich unterscheiden sich auch die Potentialwerte der gefundenen globalen Mi-
nima von denen aus [9]. Da die Konfigurationen der Minima aber iibereinstimmen, ist der
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ABBILDUNG 5.6: 5§ Wasser Molekiile

Grund wahrscheinlich eine geringe Abweichung in irgendeinem der verwendeten TIP4P-
Parameter. Mit der hier verwendeten Methode wurden die globalen Minima der Cluster
mit bis zu fiinf Molekiilen gefunden. Scheraga berichtet in [7] ebenfalls, dafi er Cluster
mit bis zu fiinf Molekiilen erfolgreich minimieren konnte. Obwohl er ein anderes Poten-
tialmodell (MCY) fiir die Wassermolekiile verwendet, stimmen die angegebenen minima-
len Konfigurationen mit denen aus [9] {iberein. Das Ergebnis fiir das Cluster mit sechs
Molekiilen weicht nur sehr wenig von dem Minimum ab, welches mit dem Basin-Hopping-
Algorithmus gefunden wurde (siehe Kap.5.3), in der Konfiguration ist dieser Unterschied
allerdings nicht zu erkennen.

Das gefundene Minimum mit 10 Molekiilen ist offensichtlich kein tiefes Minimum, da

‘ Uglobar [kJ /mol] ‘ Upgnm [kJ/mol] ‘ global? ‘

i
2
3
4
5
6
7
8
9

10

—26.0876
—69.9939
—116.5904
—152.1090
—197.7805
—243.5724
—305.5183
—344.4352
—391.0227

—26.0817
—69.9774
—116.5637
—152.0746
—197.1480
—238.5964
—296.0275
—313.4166
—343.3072

TABELLE 5.2: Ergebnisse des DEM-Algorithmus (Ugiobar aus [9])
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ABBILDUNG 5.9: 8 Wasser Molekiile

ABBILDUNG 5.10: 9 Wasser Molekiile

alle Molekiile etwa in einer Ebene liegen. Interessant ist insbesondere das gefundene Mi-
nimum mit acht Molekiilen. Seine Struktur sieht dem tatséichlichen globalen Minimum
mit deutlich niedrigerem Potential sehr dhnlich (siehe Abbildung 5.13 in Kapitel 5.3). Die
Sauerstoffatome befinden sich auch relativ zueinander in denselben Positionen, nur die
relative Lage der Wasserstoffatome ist anders. Hieran kann man erkennen, welche zusétzli-
chen Schwierigkeiten durch die Betrachtung von Molekiilen gegeniiber einfachen atomaren
Clustern hinzukommen. Die Einbeziehung von Rotationsfreiheitsgraden stellt eine grofie
Herausforderung an Minimierungsalgorithmen dar. Es kann némlich eine Situation auftre-
ten, die es dem Algorithmus sogar schon bei nur zwei Wassermolekiilen unmdoglich macht,
ein Energieminimum zu finden, denn liegen die Ebenen der beiden Molekiile irgenwann
einmal parallel zueinander, so wird diese relative Position mit grofler Wahrscheinlichkeit
beibehalten, da alle Komponenten des Gradienten, die eine Drehung senkrecht zu dieser
Ebene zur Folge héitten, null sind. Diese Konfiguration von zwei Molekiilen stellt aber kein
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ABBILDUNG 5.11: 10 Wasser Molekiile

Energieminium dar. Ahnliche Situationen kénnen fiir beliebige Anzahlen von Molekiilen
auftreten. Bei den atomaren Clustern spielt dieses Problem keine Rolle, weil die einzel-
nen Atome sich leichter von Sattelpunkten und Maxima der Energiefliche wegbewegen
konnen, wéihrend bei den Wassermolekiilen noch der Nachteil der schwachen Darstellung
durch Euler-Winkel hinzukommt. Eine andere Darstellung wére hier also sicherlich von
Vorteil (siehe auch Kapitel 5.4).

5.3 Anwendung des Basin-Hopping auf Wasser

Auch bei der Optimierung von Wasser-Clustern ist der Basin-Hopping Algorithmus allen
anderen Verfahren weit iiberlegen. Sein einfacher Aufbau verschafft ihm im Fall molekula-
rer Cluster den Vorteil, besser mit den zusétzlichen Freiheitsgraden umgehen zu kénnen.
Zwar treten bei ihm prinzipiell dieselben Probleme zum Beispiel bei der Benutzung der
Euler-Winkel auf, aber durch die zufillige Anderung der Positionen und Winkel in je-
dem Monte-Carlo Schritt werden problematische Konfigurationen immer schnell ersetzt
oder gar nicht erst akzeptiert. Im Detail wurde der Basin-Hopping-Algorithmus fiir die
TIP4P-Cluster wie folgt implementiert:

Die Positionen und Orientierungen der Molekiile wurden wieder durch ihre &ufleren
Koordinaten R; und q;, reprasentiert. Daher minimierte der Steepest-Descent-Algorithmus
das Cluster auch jeweils in diesen Koordinaten. Wie auch in [9] berichtet, erwies es sich
allerdings als vorteilhaft, die Monte-Carlo Schritte getrennt in den Translationen und den
Rotationen durchzufithren. Das bedeutet, es wurden immer abwechselnd 60 Schritte ge-
macht, in denen Ez um maximal ¢rqns verschoben wurde, und 60 Schritte, in denen die
Winkel qgl um maximal ¢+ verdndert wurden. Die Wahl der einzelnen Parameter kann
aus Tabelle 5.3 entnommen werden. So wurde der Algorithmus auf Wasser-Cluster mit bis
zu 17 Molekiilen angewendet. Die aus der Literatur (siehe [9]) bekannten Minima wurden
fiir bis zu 14 Molekiile gefunden. Da die Potentialwerte wie oben schon erwihnt trotzdem
von denen aus der Literatur abweichen, sind sie in Tabelle 5.4 angegeben. Im Vergleich
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‘ Parameter ‘ Wert ‘

kmag 20000
B kJ/mol] | 0.5
Ctrans 1.0
Crot 0.5

TABELLE 5.3: Parameter fiir den Basin-Hopping Algorithmus

|4 | U2 [kI/mol] | UTIPAP (i3 /mol] | global? |
2| —26.0867 —26.0817 T
31 —69.9939 —~69.9774 +
4| —116.5904 —116.5637 +
5| —152.1090 —152.0746 +
6 | —197.7805 1971480 +
7| —243.5724 —243.4861 +
8§ | —305.5183 —305.3207 +
9 | —344.4352 —344.2340 +
10| —391.0227 ~390.7075 +
11| —431.4891 —431.1773 +
12| —492.9082 —488.3070 -
13| —532.9705 —531.3885 -
14| —582.9911 ~579.0956 -
15| —628.3723 —621.1847 -
16| —681.1925 —664.5827 -
17| —723.8077 —707.6357 -

TABELLE 5.4: Ergebnisse des Basin-Hopping Algorithmus

zur DEM findet der Basin-Hopping Algorithmus deutlich bessere Minima und bis zu 11
Molekiilen stimmen die Minima auch mit denen aus [9] {iberein. Fiir die Cluster mit 12
bis 14 Molekiilen sind die Potentialwerte zwar deutlich niedriger als die Referenzwerte,
aber trotzdem stimmen die Konfigurationen der Cluster ziemlich gut iiberein. Das liegt
an der leicht abweichenden Orientierung der Wasserstoffatome, deren optimale Lage nicht
gefunden wurde. Da hier die Gesamtzahl der Schritte wesentlich geringer war als die in [9]
angegebene, sind fiir die grofferen Cluster keine besseren Minima gefunden worden. Die
Gesamtleistung gemessen an der Zahl der Atome, vier pro Molekiil, ist im Vergleich zur
Optimierung von Lennard-Jones Clustern deutlich schlechter. Die durchschnittliche Zeit
fiir die Durchfithrung von 100 Monte-Carlo Schritten betriagt bei vier Molekiilen bzw. 16
Atomen bereits t4 = 223s und bei der doppelten Anzahl tg = 482s. Obwohl bei der Poten-
tialauswertung weniger Paare bertiicksichtigt werden und das Gesamtsystem auch weniger
Freiheitsgrade hat, steigt die Rechenzeit gegeniiber der Lennard-Jones-Cluster deutlich an.
Das liegt vor allem an den Rotationsfreiheitsgraden der Molekiile, die bei der Minimierung
eine sehr kleine Schrittweite erfordern und dadurch den Rechenaufwand fiir jede lokale Mi-
nimierung erhéhen. Deswegen wére auch fiir das Basin-Hopping eine effizientere Methode
fiir die rdumliche Darstellung der Molekiile von Vorteil, so dal mehr Monte-Carlo Schritte
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durchgefiihrt werden konnten. Wales und Hodges [9] berichten allerdings auch, dafl sie
bei der Optimierung der TIP4P-Cluster wesentlich mehr (100000) Monte-Carlo Schritte
bendtigt haben, als bei der Minimierung der Lennard-Jones Cluster. Das bedeutet, dafl
die Potentialfliche, in den Koordinaten R; und qz_S; betrachtet, bereits fiir wenige Molekiile
im Vergleich zu den atomaren Clustern eine wesentlich schwierigere Struktur hat. Diese
Eigenschaft konnte man vielleicht ebenfalls durch die Betrachtung des Potentials in einem
anderen Koordinatensystem verbessern. Trotzdem hat sich gezeigt, dal der Basin-Hopping
Algorithmus auch mit der ungiinstig gewéhlten Darstellung und schwierigeren Potentialen
relativ gut umgehen kann.

2
S b

ABBILDUNG 5.12: 7 Wassermolekiile ABBILDUNG 5.13: 8 Wassermolekiile
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ABBILDUNG 5.14: 9 Wassermolekiile ABBILDUNG 5.15: 10 Wassermolekiile
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ABBILDUNG 5.16: 11 Wassermolekiile ABBILDUNG 5.17: 12 Wassermolekiile

7
ABBILDUNG 5.18: 13 Wassermolekiile ABBILDUNG 5.19: 14 Wassermolekiile

5.4 Zusammenfassung

Aus der Anwendung zweier Verfahren auf Cluster aus Molekiilen ist ersichtlich geworden,
dafl die Optimierung komplexerer Strukturen wesentlich schwieriger ist als bei einfachen
ungebundenen atomaren Clustern. Die Betrachtung von Wasser bietet dafiir ein beson-
ders gutes Beispiel, weil Simulationen mit Wassermodellen in allen Bereichen des wissen-
schaftlichen Rechnens durchgefiihrt werden. Deswegen existieren viele Potentialmodelle fiir
Wassermolekiile, die alle nur bestimmte physikalische Eigenschaften gut wiedergeben. Das
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ABBILDUNG 5.20: 15 Wassermolekiile

zeigt, daf} es selbst fiir so einfache Molekiile noch nicht moglich ist, ein einfaches Potential
anzugeben, welches alle Eigenschaften von ,,echtem” Wasser zufriedenstellend wiedergibt.
Dazu z&hlt vor allem auch, dafl sie Bindungen innerhalb eines Molekiils eigentlich nicht
starr sind, wie es das hier benutzte TIP4P-Potential annimmt. Aus dieser Annahme resul-
tiert die Betrachtung des Molekiils als starrer Korper, der dann in der Literatur meist mit
Euler-Winkeln beschrieben wird ([7],[9]). Die Euler-Winkel bringen aber erhebliche Proble-
me bei der Minimierung mit sich und sollten daher besser durch andere Darstellungen wie
zum Beispiel Quaternionen ersetzt werden. Eine andere Moglichkeit die intramolekularen
Bindungen zu beriicksichtigen ist, sie durch Potentiale darzustellen, die schon bei kleinen
Abweichungen von der Ruhelage grofie Energien haben und das Molekiil so zusammenhal-
ten. Aber auch dieses Modell fithrt zu Problemen, denn die Bindungen miifiten eigentlich
quantenmechanisch betrachtet werden, weil man Vibrationen zwischen zwei gebundenen
Atomen nicht mit beliebiger Energie anregen kann. Das fiithrt bei molekiildynamischen
Anwendungen zu Fehlern in der Temperaturmessung, da dort schon Vibrationsenergien
auftreten, bevor sie eigentlich erlaubt wéren. Im Zusammenhang mit den Optimierungs-
verfahren bringen solche Bindungspotentiale aber eher andere Schwierigkeiten mit sich.
Da diese Potentiale bei kleinen Abweichungen die gréfiten Energien liefern, bestimmen sie
die maximale Schrittweite, die man durchfithren kann. Das macht die Minimierung vor
allem bei der Verwendung von geglitteten (ungebundenen) Potentialen extrem langsam.
Man will diese gebundenen Potentiale aber auch nicht mitglitten, weil das die Bindun-
gen leicht zerstoren kann und somit zu unsinnigen Konfigurationen fithrt. Deshalb wahlt
man bei kleinen Molekiilen das kleinere Ubel der Euler-Winkel, wihrend man bei grofien
Molekiilen wie Proteinen die Darstellung durch Bindungspotentiale wahlt.

Bei den einfachen Wassermolekiilen ist der Basin-Hopping-Algorithmus dem gléattenden
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Verfahren wieder weit {iberlegen, weil er durch die Verwendung von zufilligen Monte-
Carlo Schritten besser mit den Problemen durch die Rotationen umgehen kann. Die DEM
findet mit ihrer urspriinglichen Anwendung nur selten die globalen Minima der Cluster mit
bis zu fiinf Molekiilen. Nur durch die grolere Einbeziehung eines Zufallsmomentes durch
die Suche nach der besten Startkonfiguration lé8t sich dieses Ergebnis etwas verbessern.
Um das Verfahren sinnvoll auf Molekiil-Cluster anwenden zu kénnen, mufl eine bessere
Darstellung der Molekiile gefunden werden.






Kapitel 6

Optimierung von Proteinen

6.1 Einleitung

Eine grofie Herausforderung an Optimierungsalgorithmen stellt die Anwendung auf biolo-
gische Molekiile dar. Die Vorhersage der dreidimensionalen Struktur von Proteinen ist ein
weit verbreitetes Forschungsgebiet, weil sie ein wichtiger Bestandteil von lebenden Zellen
sind und auch im menschlichen Korper wichtige Funktionen iibernehmen. Man unterschei-
det bei ihnen zwischen der priméren («), sekundéren (3) und tertidren () Struktur, die
durch die Abfolge der Residuen aus Aminoséduren, ihre lokale Struktur und durch die
vollstéindige rdumliche Struktur gegeben sind. Das Ziel der Untersuchungen ist es, den
Zusammenhang zwischen dem priméren Aufbau und der dreidimensionalen Konfiguration
eines Proteins zu verstehen, denn die Kenntnis dieses Zusammenhangs wiirde die Vor-
hersage seiner chemischen und biologischen Eigenschaften erlauben. Man wére dann zum
Beispiel besser in der Lage, die Daten aus dem ,,human genome project” zu interpretieren,
Krankheitserreger zu verstehen und medizinisch wirksame Arzneimittel herzustellen. Aus
diesen Griinden ist die Optimierung von Proteinen ein wichtiges Anwendungsgebiet von
globalen Minimierungsverfahren.

6.2 Das CHARMM-Potential

Die Minimierung der potentiellen Energie zur Vorhersage der tertidiren Struktur eines Pro-
teins macht nur Sinn, wenn das verwendete Potential in der Lage ist, das physikalische
System gut genug zu beschreiben. Im Moment ist man aber noch weit davon entfernt,
fiir solch grofle Systeme Potentiale benutzen zu kénnen, die zum Beispiel aus quantenme-
chanischen Berechnungen resultieren und somit eine theoretisch begriindete Form haben.
Stattdessen mufl man sich mit empirischen Potentialfunktionen zufriedengeben, die die Ei-
genschaften des Systems nur in engen Bereichen richtig wiedergeben kénnen. Deswegen ist
die Ubertragung der Ergebnisse auf reale Molekiile noch mit groBer Vorsicht zu genieBen.

Fiir die Verwendung des Potentials ist es zunéchst wichtig anzugeben, wie die Lage
der einzelnen Atome des Molekiils beschrieben werden sollen. Die Angabe der Position des
i-ten Atoms durch einen dreidimensionalen Vektor Z; reicht zwar prinzipiell aus, aber aus
ihr werden weitere Groflen berechnet, die die Struktur des Molekiils und die Wirkungsweise
des Potentials anschaulicher machen, weil die Potentialanteile direkt aus ihnen berechnet
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werden. Diese Groflen sollen kurz beschrieben werden:

Wenn die Atome i und j gebunden sind, haben sie Bindungsvektor und -léinge
T=T; — T r =7 (6.1)

Zwei benachbarte Bindungen zwischen den Atomen ¢, j und k schliefen den Bindungswin-
kel = Z(i — j — k) mit
T Tjk

COSH = TS S
751 7]

(6.2)

ein. Der Winkel zwischen den beiden Ebenen, die durch die benachbarten Atome (i, j, k)
und (j, k,1) gegeben sind, heifit Diederwinkel ® und berechnet sich nach

(Tij X T’jk) . (rjk X Tkl)

cos® =
Irij X kllrje X ral

(6.3)

Durch die Angabe aller Bindungslédngen, Winkel und Diederwinkel ist die Struktur des
Molekiils eigentlich bestimm, aber das System reagiert dann sehr empfindlich auf kleine
Anderungen in den Winkeln. Deswegen fithrt man zur Stabilisation noch einen weiteren
Winkel ein, der zwischen den zwei Ebenen liegt, die durch die Atome (i, 7, k) und (4, k, 1)
gegeben sind, wenn (7, k, ) jeweils mit ¢ gebunden sind. Die vier Atome (i, j, k,[) formen
also ein Tetraeder. Man nennt diesen Winkel die uneigentliche Torsion V. Alle Bindungen
und Winkel sind natiirlich translations- und rotationsinvariant. Bei Spiegelung vertauschen
sich allerdings die Vorzeichen der Diederwinkel, so dafl die Angabe dieser Vorzeichen die
Chiralitét vorgibt.

Mit diesen Vorbereitungen koénnen die verschiedenen Anteile des CHARMMS-Potentials
angegeben werden:

CHARMM-Potential
U = UM 4 UC 4 yhonded (6.4)
gtorded — g+ 0%+ U + U (6.5)
Ub =) ky(r—1°) (6.6)
U’ = ) ke(6—6°) (6.7)
U* = ) ke (14 cos(n® —9)) (6.8)
UV = ) ke(¥ - 10)? (6.9)

Das Potential setzt sich aus den gebundenen und den ungebundenen Anteilen zusammen.
Die gebundenen Kréifte wirken immer auf die Atome, die nach obiger Beschreibung auch
zu der Berechnung der relevanten Groflen benutzt wurden. Bis auf die Diederwinkel wer-
den fiir alle gebundenen Potentiale harmonische Ansétze verwendet, die die Grofien auf
kleine Abweichungen von den Equilibriumswerten beschrinken. Die Form ist so gewahlt,
weil unter normalen Bedingungen, also nicht zu hohen Temperaturen, die Bindungslangen
und die Winkel sehr steif sind und nur geringe Abweichungen von etwa 0.2Abzw. 2° auf-
treten (siehe [21]). Das Diederpotential, welches die Torsion der Atome in einer Kette
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bestimmt, ist periodisch im Winkel ® und sehr glatt, so dal schon bei niedrigen Tempera-
turen Verdrehungen moglich sind. Der Parameter n gibt dabei die Periodizitét an und die
Phase ¢ bestimmt das Minimum der Funktion. Die uneigentliche Torsion dient wie oben
schon erwéhnt nur zur Stabilisation. Der ungebundenen Anteil besteht aus den schon hin-
reichend bekannten Lennard-Jones und Coulomb Potentialen, die zwischen allen Paaren
von Atomen berechnet werden, die, wenn sie in einer Kette liegen, mindestens vier bzw.
beim Lennard-Jones Potential in einigen Ausnahmen drei Bindungen voneinander entfernt
sind. Die Wahl der Exponenten im Lennard-Jones Anteil geschieht aus den in Kapitel 4
genannten Griinden, wobei das CHARMM-Modell noch weitere Terme der Form (%)E
mit anderen Exponenten E beinhaltet, die hier nicht beriicksichtigt werden. Die Wahl der
ungebundenen Anteile beeinflufit allerdings die Lage der Minima und es ist bis jetzt nicht
klar, welche Potentiale das richtige Verhalten wiedergeben.

Séamtliche in den Potentialanteilen vorkommenden Parameter sind in der Regel durch
die Namen der an der Berechnung beteiligten Atome gegeben, unter Umstédnden auch
abhéngig von der chemischen Gruppe, in der sie sich befinden. Die zugrundeliegende An-
nahme, dafl man diese Parameter unabhéngig von dem Molekiil, das man betrachtet,
wéhlen kann, ist umstritten, aber bis jetzt die einzige Moglichkeit, ein Potentialmodell fiir
eine grofle Gruppe von Molekiilen anzugeben.

Ein Protein ist in dem CHARMM-Modell durch die Angabe seiner priméren Struktur
(zum Beispiel aus der Protein Data Bank [23]) und der zu den Atomnamen gehorigen
Parameter (siehe [24]) ausreichend beschrieben, um Simulationen damit durchfithren zu
konnen.

6.3 Das Minimierungsverfahren

Die komplizierte Form des verwendeten Potentials macht eine Anwendung der in Kapi-
tel 2 vorgestellten Verfahren in ihrer urspriinglichen Variante vollkommen unpraktikabel.
So wiirde zum Beispiel die Glattung des vollstandigen CHARMM-Potentials mithilfe der
thermodynamischen Mittelung aus dem Gaussian Density Annealing dazu fiithren, dafl
die Bindungskrifte schwécher wiirden und deshalb die Bindungen nicht aufrechterhalten
werden wiirden. Das Ergebnis sind vollkommen unrealistische Konfigurationen bei hohen
Temperaturen, die auch durch Abkiihlung nicht wieder in sinnvolle Strukturen des Mo-
lekiils iibergehen. Auch die Anwendung des Basin-Hopping-Algorithmus ist bei der gréfie
der Proteine kaum moglich, da der Rechenaufwand fiir jeden Monte-Carlo Schritt enorm
ist. Das liegt an der Form der gebundenen Potentialanteile, die bereits bei kleinen Ab-
weichungen von den Equilibriumswerten sehr starke Kréfte zur Folge hat, so dal nur sehr
kleine Schrittweiten fiir den Minimierungsalgorithmus in Frage kommen.

Fiir die Minimierung von Proteinen wurde in dieser Arbeit ein Ansatz verwendet, der
auf folgenden Eigenschaften des CHARMM-Modells basiert: Wie oben schon erwahnt sind
die Abweichungen von den Equilibriumswerten bei den Bindungsldangen und Winkeln unter
normalen Bedingungen nicht zu grofler Temperaturen nur sehr gering. Deshalb betrach-
tet man diese Potentiale als Realisierung der Zwangsbedingungen, durch die die primére
Struktur des Molekiils aufrechterhalten wird. Die Potentialanteile U?, U? und UY blei-
ben daher unveréndert. Durch die Torsionswinkel ® wird die lokale Struktur des Molekiils
bestimmt, weswegen dieser Anteil eine wichtige Rolle bei der Minimierung einnimmt. Da
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der Wert von n, der die Perodizitit angibt, in den meisten Fallen eins ist, kann dieser
Potentialanteil als ausreichend glatt angesehen werden und wird deshalb ebenfalls nicht
verédndert.

Die ungebundenen Krifte bestimmen die globale Struktur des Molekiils und verhindern
normalerweise die Minimierung der lokalen Struktur. Deshalb sollte als erster Schritt eine
Minimierung durchgefiihrt werden, bei der Lennard-Jones- und Coulomb-Anteil unbertick-
sichtigt bleiben, damit ein Minimum von U?"%4 gefunden werden kann. Nach diesem
Schritt werden wieder alle Kraftanteile beriicksichtigt, wobei die ungebundenen zunéchst
geglittet werden, damit das Molekiil nicht direkt in ein energetisch hohes Minimum f&llt.
Die Glédttung des Lennard-Jones Potentials wird in Anlehnung der DEM mittels der Fal-
tung mit einem GauB-Kern der Breite ¢t vorgenommen:

_y—x)?

ut (x,t) = (20t) "2 / UL (y)e= 3 dy (6.10)

Fiir die Losung wird U™/ wieder durch zwei GauB-Funktionen angenihert, deren Parame-
ter ax und by fiir £ = 1,2 aus Tabelle 4.1 entnommen werden koénnen. Allerdings werden
bei Proteinen Krifte zwischen vielen verschiedenen Atomarten berechnet, so dafl die Werte

von ¢;; und o;; aus
Ui’ (%:,7;) = deys ((@> - <@> ) (6.11)
Tij Tij

fiir jedes unterschiedliche Paar von Atomen neu bestimmt werden miissen. Die Néherung
durch GauB-Funktionen mufl an die jeweiligen Werte angepafit werden. Um aber nicht fiir
jedes mogliche Paar von Atomarten, eigene Parameter ap und b; benutzen zu miissen,
kann man so vorgehen, dafl man das Potential wie folgt berechnet:

L
o —by 12 . Ti5
Ul%‘] = € E ape OrTis mit rij ==+ (6.12)
k=1 7ij

€;j gibt lediglich die tiefe des Minimums an und kann daher multipliziert werden, o;;
bestimmt die 6rtliche Skala und wird daher durch die Ersetzung von 7;; durch rgj bertick-
sichtigt. Insgesamt ergibt sich so das gegléttete Lennard-Jones Potential

L bgris .

G = ey Y ap(l48bt) 2e T mit pl = (6.13)
k=1 ij

Dabei ergibt sich nun das Problem, dafl durch die Glattung die ortliche Skala stark
verdndert wird. In Abbildung 6.1 sieht man das gegldttete Lennard-Jones Potential zwi-
schen zwei Atomen fiir verschiedene Glattungszeiten dargestellt. Bei ¢ = 2 wirkt das
Potential schon bis zu einem Abstand von ca. r = 4 stark abstolend. Um bei der Aus-
wertung der Potentiale aber Zeit zu sparen, sollen die kurzreichweitigen Kréfte ab einem
gewissen Abstand der Atome nicht mehr ausgewertet werden, so daf nicht alle N? Paare
beriicksichtigt werden miissen. Deshalb ist es wichtig, dafl das Potential immer oberhalb
eines festen Abstandes ohne grofien Fehler abgeschnitten werden kann. Um die ortliche
Skala von @'/ weitgehend unabhéingig von ¢ zu machen, kann man daher setzen:
~LJ L _3 _:fTi?jt . R Tij
U —fijzak(1+8bkt) 2e k mit Ty = m

ij (6.14)
k=1
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ABBILDUNG 6.1: @/ firt = 0(—), t =1(—) ABBILDUNG 6.2: 4/ fiirt =0(—), t=0.01(—)
undt =2(—) und t =0.5(—)

Dadurch bleibt die Breite der ersten Gauflifunktion konstant, so dafl der abstoflende Bereich
nicht grofler wird. Den Effekt sieht man in Abbildung 6.2. Die Funktion wird zwar immer
noch gegléittet, der abstoflend wirkende Bereich wird aber beibehalten oder sogar kleiner.
So kann der Lennard-Jones Anteil zu jeder Zeit ohne groflen Fehler mit einem konstanten
Abschneideradius r.,; ausgewertet werden.

Fiir die Glattung des Coulomb-Anteils kénnte man ebenfalls eine Faltung mit dem
Gaufl-Kern vornehmen, aber bei der Betrachtung grofler Systeme wie Proteinen mufl man
wie oben beachten, dafl eine schnelle Methode zur Auswertung des Potentials benutzt
werden soll. Bei dem hier benutzten Programm wird die sogenannte P3M-Methode von
Hockney und Eastwood [26] verwendet. Dazu wird der langreichweitige % Anteil in einen
kurzreichweitigen und einen langreichweitigen aufgespalten:

= (1 af(Gr) +erf(Gr)) (6.15)
= % (erfc(Gr) 4 erf(Gr)) (6.16)

Dabei treten wieder die schon in Kapitel 5.2 beschriebene Fehlerfunktion und die komple-
mentére Fehlerfunktion auf. Diese Form des Potentials erhélt man als Losung der Poisson-
Gleichung, wenn man in der durch Delta-Distributionen dargestellten Ladungsdichte fiir
jedes Atom eine Gauf-Verteilung mit entgegengesetzter Ladung und eine mit gleicher La-
dung hinzuaddiert, deren Mittelpunkte am Ort des Atoms liegen. Der Parameter G gibt die
Breite dieser Verteilungen an und bestimmt die Reichweite des kurzreichweitigen Anteils.
In Abbildung 6.3 sind die beiden Anteile zusammen mit der resultierenden %—Funktion
dargestellt. Der kurzreichweitige Anteil kann zusammen mit dem Lennard-Jones Poten-
tial ausgewertet werden und wird wie dieser ab einem festen Abstand 7., vernachlassigt,
wihrend der langreichweitige Anteil auf einem Gitter gelost wird (siehe [26]). Da dieser Teil
des Potentials hinreichend glatt ist, bleibt er auch in dem hier benutzten Minimierungsal-
gorithmus unveréndert. Der kurzreichweitige Anteil wird um einen von der Glattungszeit
t abhéngigen Faktor unterdriickt:

qur _ )\(t) . Ug’" = /\(t) . Ziierfc(GT) (6-17)

K TEQ
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ABBILDUNG 6.3: Die Funktionen erfcicT) (—), erf(TGr)( )und () mit G =1

Der Nachteil der Auswertung durch die P3M-Methode ist, da8 sie eigentlich nur fiir pe-
riodische Probleme funktioniert. Hier soll aber ein einzelnes Molekiil minimiert werden,
so daf} ein Fehler bei der Berechnung des langreichweitigen Coulomb-Potentials entsteht.
Dieser Fehler wird durch die Vergroflerung der Simulationsbox verkleinert und dann ver-
nachléssigt, da er mindestens um einen Faktor 100 kleiner ist als die gesamte Coulomb-
energie.

Damit kann der Gesamtalgorithmus zur Minimierung von Proteinen formuliert werden:

Protein-Minimierung

Schritt 1: Von einer zufélligen (aber sinnvollen) Anfangskonfiguration aus minimiere
zunéchst U4 wihrend UL/ und UC unberiicksichtigt bleiben.

Schritt 2: Setze ¢ = 1.0 und minimiere

u(t) = Utorded L U@ £ (1) - U 4 al (1) (6.18)

At) = (1 —1t)? (6.19)
Schritt 3: Falls ¢t > 107 setze t = % und gehe zu Schritt 2, sonst zu Schritt 4

Schritt 4: Minimiere

U = Ubonded + UC + ULJ (620)

Fiir die Implementation dieses Algorithmus wurde als Grundlage ein bereits vorhandenes
Programm benutzt, welches von Jan Hamaekers und Ralf Wildenhues! zur molekiildyna-
mischen Simulation entwickelt wurde und auch einen lokales Minimierungsverfahren bein-
haltet, das mit Conjugierten Gradienten arbeitet. In dieses Programm wurde der oben
beschriebene Algorithmus integriert. Im néchsten Kapitel wird die Anwendung dieses Al-
gorithmus auf BPTI beschrieben.

! Abteilung Wissenschaftliches Rechnen und Numerische Simulation des Instituts fiir Angewandte Ma-
thematik der Universitdt Bonn
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6.4 Anwendung auf BPTI

BPTI (Bovine Pancreatic Trypsin Inhibitor) ist mit 861 Atomen eines der kleinsten Pro-
teine und kommt im Nukleus der Zellen vor. Seine Aufgabe ist die Regelung der Prote-
insynthese in der Zelle durch die Blockierung des Enzyms Trypsin. Abbildung 6.4 zeigt
seine Konformation im kristallinen Zustand wie man sie aus der Protein Data Bank [23]
erhalt. Dieser Zustand stellt natiirlich ein Energieminimum dar, ist aber nicht mit dem

ABBILDUNG 6.4: BPTI im kristallinen Zustand

Grundzustand in einer wissrigen Umgebung identisch. Das Ziel der Minimierung sollte
es sein, diesen Grundzustand zu finden, um Aussagen iiber die Konfiguration in der bio-
logischen Umgebung des Proteins machen zu kénnen. Man beschrénkt sich aber meist
noch darauf, nur das reine Molekiil zu optimieren, da die Hinzunahme von Wasser das
Problem erheblich erschwert. Eine andere Mo6glichkeit, die Effekte des umgebenden Was-
sers zu beriicksichtigen, wire die Hinzunahme eines weiteren Potentialanteils wie in [25],
worauf hier aber zunéchst verzichtet werden soll.

Um einen zufilligen Anfangszustand zu erzeugen, wurde ausgehend von der kristal-
linen Konfiguration eine molekiildynamische Rechnung bei einer konstanten Temperatur
von etwa T = 1500K durchgefiihrt. Bei dieser Temperatur brechen die Bindungen des
Molekiils eigentlich, aber da das CHARMM-Modell nicht fiir diese Temperaturbereiche
entwickelt wurde, bleibt das Molekiil bei dieser Simulation trotzdem stabil. Die Tempera-
tur wurde so hoch gewihlt, um moglichst schnell einen entfalteten Zustand des Proteins
zu erhalten. Abbildung 6.5 zeigt diesen Zustand, der dann als Anfangskonfiguration fiir
den Minimierungsalgorithmus diente.

Abbildung 6.6 zeigt die Konfiguration nach der Minimierung der gebundenen Poten-
tiale. Diese Minimierung wurde allerdings nach 50000 Schritten und 11h und 55min Re-
chenzeit beendet, ohne dafi das Abbruchkriterium von

B -6
max |VzU| < 10 (6.21)

erreicht wurde. Dieser Abbruch war notig, weil die Torsionsenergie nur sehr langsam gegen
ihr Minimum konvergiert, wie man in Abbildung 6.7 gut erkennen kann. Der Grund liegt
in den sehr kleinen Schrittweiten, die durch die hohen Energien von U® und U? bei kleinen
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ABBILDUNG 6.6: Minimum von U®°nded

Abweichungen von den Equilibriumswerten notwendig sind. Trotzdem sieht man, wie sich
die lokale Struktur an die durch das Minimum der Torsionsenergie vorgegebene anpaf}t
und eine deutliche Spiralformung entsteht. Die Energie der uneigentlichen Torsion ist etwa
um einen Faktor 100 kleiner und spielt somit fiir die Struktur genau wie die anderen beiden
Anteile der Bindungsléingen und Winkel keine grofie Rolle.

Das Endergebnis der BPTI-Minimierung ist in Abbildung 6.8 zu sehen. Die lokale spi-
ralférmige Struktur ist dabei wieder etwas vermindert worden, wihrend sich die globale
Struktur an die Lennard-Jones- und Coulomb-Energie angepafit hat. Dadurch haben sich
vor allem die unrealistisch kleinen Absténde der dufleren Atome normalisiert. Die gezeigte
Konfiguration hat eine potentielle Energie von U = —6.7559 - 10%kcal /mol. Diese Energie
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ABBILDUNG 6.7: Verlauf von U? [keal/mol]

ist allerdings mit einem groSen Fehler behaftet, da der Parameter G fiir die P3M-Methode
nicht ideal gewahlt wurde. Zum Vergleich wurde die Anfangskonfiguration 6.5 mit 20000

ABBILDUNG 6.8: Minimum von U

Schritten nur lokal minimiert, so daf3 die Konfiguration in Abbildung 6.9 mit der Energie
U = —6.8473 - 10*kcal /mol entstand. Hier hat sich die Struktur der Anfangskonfiguration
kaum geéndert. Der Vergleich mit dem Potentialwert des durch den vorgestellten Algo-
rithmus berechneten Minimums iiberrascht etwas, da seine potentielle Energie hoher liegt.
Das liegt wahrscheinlich daran, daf3 keine der lokalen Minimierungen durchgefiithrt wer-
den konnte, bis das Abbruchkriterium fiir den Betrag des Gradienten erreicht war. Der
Grund ist wie oben schon beschrieben, die duflerst schlechte Konvergenz bei der Minimie-
rung. Daher wurden bei der Minimierung von U jeweils nur 5000 Schritte durchgefiihrt,
bevor das CG-Verfahren abgebrochen wurde. Zum Zeitpunkt des Abbruchs lag der Be-
trag des Gradienten bei etwa 1073. Da dieser Wert aber iiber eine lange Zeit konstant
blieb, wire eine Durchfiihrung von wesentlich mehr Schritten notwendig gewesen. Diese
Tatsache stellt ein grofles Problem bei der Minimierung von komplexen Molekiilen dar, die
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durch das CHARMM-Potential beschrieben werden. Der enorme Rechenaufwand macht
Proteine fiir Verfahren mit geglétteten Potentialfunktionen sehr unattraktiv. Hinzu kommt
noch, daf} die Glattung der ungebundenen Kraftanteile nicht in der Lage ist, die globale
Struktur des Molekiils wesentlich zu dndern. Das zeigt, dafl der vorgestellte Algorithmus

ABBILDUNG 6.9: Minimum von U durch lokales Mi-
nimieren

selbst dann nicht ausreichend ist, um die globale Struktur des Proteins zu optimieren,
wenn man die Minimierungen bis zum Erreichen des Abbruchkriteriums durchfiihrt. Zur
Verbesserung wére zum Beispiel eine Einbeziehung von vielen Anfangskonfigurationen
moglich, die bereits so ausgewahlt wurden, daf} sie in energetisch sinnvollen Bereichen lie-
gen. Solche Generierungsphasen fiir Anfangskonfigurationen sind in vielen Methoden zur
Vorhersage der tertidren Struktur von Proteinen enthalten (siche zum Beispiel [25]), denn
das komplexe Zusammenspiel zwischen den lokalen Bindungen der Atome und der glo-
balen Wechselwirkung der ungebundenen Atome macht es dem Minimierungsalgorithmus
sehr schwer, vollkommen andere Punkte im Konformationsraum zu erreichen. Ein Ausweg
konnte sein, die Positionen der Atome nicht nur durch ihre Ortsvektoren zu speichern, aus
denen dann alle anderen Parameter berechnet werden, sondern umgekehrt das Molekiil
durch die Angabe aller Bindungsldngen, Winkel und Diederwinkel zu bestimmen. Dieser
Wechsel des Koordinatensystems macht es wesentlich leichter, die lokale Struktur zu mi-
nimieren, da viele der Variablen unabhéngig voneinander sind, solange die ungebundenen
Krifte ausgeschaltet sind. Die Berechnung dieser ungebundenen Anteile wird allerdings
durch die Benutzung der lokalen Variablen erschwert, was aber durch die Verbesserung
der Minimierungseigenschaften durchaus in Kauf genommen werden kénnte.

6.5 Zusammenfassung

Die Optimierung von biologischen Molekiilen wie Proteinen stellt zur Zeit ein wichtiges
Gebiet der Forschung dar, weswegen es eine Vielzahl von Ansétzen zur Losung dieses
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Problems gibt. Dabei ist aber stets zu beachten, dafl selbst die Modelle, durch die die
Proteine dargestellt werden, noch immer am Anfang ihrer Entwicklung stehen. Die ge-
bundenen Potentialanteile des hier benutzten CHARMM-Modells resultieren aus einer
Taylorentwicklung der Abweichung um die Equilibriumswerte (sieche [21]) und beschrei-
ben daher das physikalische Verhalten nur in erster Ndherung. Man kann deswegen nicht
erwarten, daf3 das Modell alle physikalischen Eigenschaften des Molekiils gut genug wie-
dergibt, um genaue Vorhersagen aus den numerischen Berechnungen gewinnen zu kénnen.
Trotzdem ist die Entwicklung von Optimierungsverfahren eine wichtige Aufgabe, da jede
Verbesserung der Modelle und der Verfahren beim Versténdnis der biologischen Vorgénge
helfen kann.

Die hier vorgestellte Methode zur Energieminimierung von Proteinen ist allein nicht
ausreichend, um gute Kandidaten fiir energetisch tief liegende Konfigurationen zu liefern.
Sie leidet vor allem unter dem enormen Rechenaufwand, der durch die schlechte Kon-
vergenz der Minimierunsverfahren bei dem hier benutzten Potentialmodell begriindet ist.
Verbessert werden konnte das Verfahren durch eine Darstellung des Molekiils in den loka-
len Variablen der Bindungen, Winkel und Diederwinkel, wodurch das Problem der im Mo-
ment schlechten Konvergenz behoben werden konnte. Eine andere Verbesserungsmoglich-
keit konnte eine Analyse der verschiedenen Skalen des Gesamtpotentials liefern, die dann
zum Beispiel durch die Verwendung eines Diffusionstensors D bei der Anwendung der
DEM beriicksichtigt werden konnte. So wére eine unterschiedlich starke Glattung der
verschiedenen Potentialanteile moglich, um die gebundenen Kréfte sinnvoll in die DEM
miteinbeziehen zu kénnen. Auflerdem koénnte ein Einfrieren der Bindungspotentiale von
Vorteil sein, die im Moment durch ihre hohe Vibrationsfrequenz die sehr kleine Schrittweite
bei der Minimierung erzwingen.






Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Globale Minimierungsalgorithmen besitzen ein breites Spektrum von Anwendungen, wes-
halb eine grofle Anzahl von Ansétzen fiir solche Algorithmen entwickelt wurde. Die in
dieser Arbeit betrachteten Verfahren benutzen alle eine durch eine Integraltransformati-
on geglittete Potentialfunktion, welche das Resultat ganz unterschiedlicher Uberlegungen
ist. Bei der DEM resultiert die Transformation aus der Benutzung der Diffusionsgleichung,
deren bekannte glattenden Eigenschaften die Motivation fiir ihre Benutzung darstellt. Bei
den anderen Verfahren, wie QMA, GDA und EDP, steht am Anfang jedoch eine physika-
lische Beschreibung des Problems. Die generelle Ahnlichkeit aller Verfahren folgt aus der
Benutzung der gleichen Annahme, dafl das System néherungsweise durch voneinander un-
abhingige Atome beschrieben werden kann. Diese Annahme fiihrt in den unterschiedlichen
Zusammenhingen, wie der quantenmechanischen oder klassischen Betrachtung bzw. der
Betrachtung der inneren oder freien Energie, zu ebenfalls unterschiedlichen Algorithmen,
die aber dennoch bei niiherer Betrachtung grofie Ahnlichkeit aufweisen. Die DEM liit sich
ebenfalls in diesem Zusammenhang sehen, auch wenn ihr durch den fehlenden physikali-
schen Hintergrund die wichtige Vorschrift zur Wahl der Glattungszeit fehlt. Ihr Funktio-
nieren kann man als Folge der Tatsache verstehen, dal das mit der Einteilchen-Ndherung
thermodynamisch gemittelte Potential eine Losung der Diffusionsgleichung darstellt, wenn
man alle Einteilchenverteilungen auf dieselbe Breite beschriankt.

Eine Ausnahme in der Betrachtung stellt die Transformation des Potentials im Basin-
Hopping-Algorithmus dar. Hier wird das Potential nicht gegléttet, sondern so vereinfacht,
dafl nur Potentialwerte der Minima angenommen werden koénnen. Diese Transformation
wiirde den Minimierungsalgorithmus sehr méchtig machen, wenn sie analytisch ausgefiihrt
werden konnte. Durch die Notwendigkeit der numerischen Durchfithrung beschriankt sich
der Erfolg des Verfahrens auf einfache Probleme, bei denen der Rechenaufwand durch gute
Konvergenz bei der Minimierungsprozedur akzeptabel bleibt.

Die Ahnlichkeit aller Verfahren bis auf den Basin-Hopping-Algorithmus erkennt man
auch daran, dafl ihre Resultate bei der Anwendung auf Lennard-Jones-Cluster beinahe
identisch waren. Sie konnten zwar durch kleine Anderungen der urspriinglichen Algorith-
men in der Regel verbessert werden, aber bei der Minimierung von Clustern mit mehr
als 30 Atomen versagen alle Verfahren vollkommen, wenn man sich auf die Aufgabenstel-
lung der globalen Minimierung bezieht. Fine Verbesserung der Verfahren kann man am
offensichtlichsten erreichen, wenn man die in ihnen benutzten Néherungen so modifiziert,
daB in den relevanten Bereichen eine gute Ubereinstimmung mit der Zielfunktion erreicht
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werden kann. Sind die Ndherungen namlich so schlecht, daf§ sie die fiir die Aufgabenstel-
lung wichtigen Eigenschaften nicht wiedergeben kénnen, so ist es offensichtlich, dafl ihre
Verbesserung sich stark auf die Qualitdt der Ergebnisse auswirken wird. Das Gaussian-
Density-Annealing ist ein gutes Beispiel dafiir, da die Gibbs/Boltzmann-Verteilung in
Abhéngigkeit von der Temperatur in viele Gebiete mit hoher Wahrscheinlichkeit unterteilt
ist, was durch eine einfache Gauf}-Funktion nicht wiedergegeben werden kann. Hier wiirde
bereits eine Summe von Gauf3-Verteilungen, wie sie bei der Packet-Annealing-Method be-
nutzt wird, die Naherung entscheident verbessern, fithrt aber zu groffen Problemen bei der
Berechenbarkeit der auftretenden Integrale und wurde daher bis heute nicht vollsténdig
implementiert. Andere Mdoglichkeiten der Verbesserung liegen in der Verwendung eines
neuen Ansatzes fiir die Losung der Schrédingergleichung mit nicht-verschwindendem Po-
tential oder in der Verallgemeinerung der in der DEM benutzten Diffusionsgleichung. Man
muf} aber auch dabei stets auf die gute Berechenbarkeit der resultierenden Potentialtrans-
formationen und Bewegungsgleichungen achten, da ansonsten der Rechenaufwand schnell
inakzeptabel wird.

Ein weiteres Gebiet wichtiger zukiinftiger Forschung wird es sein, die vorgestellten Al-
gorithmen auf komplexere Systeme wie zum Beispiel Proteine anzuwenden. Das ist in ihrer
urspriinglich entwickelten Form nicht ohne weiteres méglich, da sie Zwangsbedingungen
wie Bindungen in Molekiilen, in welcher Form sie auch realisiert werden, bis jetzt nur
schlecht beriicksichtigen konnen. Hier konnten Methoden wie Multiskalenanalyse oder die
Benutzung eines vorteilhafteren Koordinatensystems weitere Fortschritte bringen.

Auch die Potential-Modelle selber miissen weiterentwickelt werden, um den Resultaten
der Minimierungsalgorithmen bessere Vorhersagekraft liefern zu kénnen. Vielleicht gelingt
sogar eine befriedigende Darstellung von Molekiilen durch vereinfachte, sogenannte mini-
male Potentiale, bei denen nicht alle Atome des Molekiils zur Wechselwirkung beitragen,
wodurch das Problem stark vereinfacht wiirde. Allerdings werden genauere Beschreibun-
gen eher durch komplexere Modelle geliefert werden, so daf} es eine stete Herausforderung
darstellt, die existierenden Verfahren auf diese Modelle anwenden zu kénnen.



Anhang A

Herleitung der
Bewegungsgleichungen

A.1 Bewegungsgleichungen des GDA

Die thermodynamischen Mittelwerte berechnen sich klassisch durch folgendes Integral:

(4) = / A(x) po(x, B) dx

mit
pB = fefﬂU(x) dx
Dann gilt fiir die Abhéingigkeit von (A) von [ offensichtlich folgendes:

d
g

Setzt man dort die Erwartungswerte

(4) = =(UA) + (U){4)

X = (x)
Ai = (@ -3
ein und wahlt fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung den Ansatz,
PGpA(X, B) = det™2 (2mA) e 2O
so erhédlt man die Bewegungsgleichungen:

d
%X = —(Ux)+(U){x)
= —/UXPGDA dX+/UX0 PGDA dX

= —/U(X—XO) papa dX
= —AV,o(U)

(1.1)

(1.2)
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d

A = WX+ U)X (111)
= /U(xxo)2 DPGDA dx+/UA pPGpA dX (1.12)
= —/U [(x —x")? = Al pgpa dx (1.13)
= —A*V2,(U) (1.14)

A.2 Bewegungsgleichungen des QMA

Ausgangspunkt ist die Schrodingergleichung in imaginérer Zeit:

0 , B2,
E\I/(X,T) =HY(x,7) mit H = %V - U(x) (1.15)

Ist der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhéngig, so 148t sich die Loésung in einen
zeitabhingigen und einen nicht-zeitabhéngigen Teil aufspalten:

|U) = e HT|®)  bzw.  U(x,7)=e TP (x) (1.16)

Dann gilt fiir die zeitliche Entwicklung des Erwartungswertes eines Operators folgendes:

d d (P[A|®)  d (Ple AT Ae 7|
Ay (VA d (@A) i
dr dr (U|¥) dr  (Ple 2H7|P)
= —(HA+ AH) +2(A)(H) (1.18)
Setzt man dort die Erwartungswerte
x’ = (x) (1.19)
Ai = (@ —2)% (1.20)
ein und wihlt fiir die Wellenfunktion den Ansatz der Gaussian-Wave-Packets,
U(x,7)= det_%(27rA) e~ XA (ex?) (1.21)
so erhélt man die Bewegungsgleichungen:
d o
X = —(Hx+xH) + 2(x)(H) (1.22)
-
2
= ;L— / U* (V2x +xV? — 2x"V?) ¥ dx — 2((x — x°)U) (1.23)
m
2
— Qh_ / T* (2V + 2xV? — 2xV?) ¥ dx — 2((x — x")U) (1.24)
m
h? . x—-x% (x—x%)3 0
= 5 v <—2 T >\Ifdx—2<(x—x)U> (1.25)
= 0-2((x—-x"U) (1.26)

—2AV 0 (U) (1.27)



—(H(x =x°)* + (x = x°)2H) + 2{(x — x°)*)(H) (1.28)
% U* (V2(x —x")? + (x — x°)°V? — 2AV?) U dx (1.29)
=2 ({(x =x°)?U) — ((x = x°)*){(1)) (1.30)
;i U* (24 2(x —x")V + 2(x — x")2V? — 2AV?) ¥ dx (1.31)
=2 ({(x =x°)?U) — ((x = x°)*){(1)) (1.32)
% v <2 X _AXO)2 L& ;A§0>4 +1- A%) U dx (1.33)
=2 ({(x =x°)2U) = ((x = x")*)(U)) (1.34)
% \I/*<2—2+%+1—%>\Ifdx (1.35)
=2 ({(x =x°)2U) = ((x = x")*)(U)) (1.36)
(=)0 — ((x = x")0) (137)
e (1.39)
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