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Notation

Symbol \ Bedeutung
X, g, P Vektoren
jh k. ILm mehrdimensionale Indizes
k' <k mindestens eine Komponente ist kleiner
k<<, > >1 komponentenweise Relation
T :=[0,2n]/~ Intervall, bei welchem die beiden Randpunkte miteinander
Identifiziert werden
L2(TP) Der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen
Hf{fiX(TD ) periodische Sobolevraume mit dominierend gemischter Glattheit
HE(TP) gewichteter periodischer Sobolevraum
£l Norm fiir Sobolevrdume mit dominierend gemischter Glattheit
I/ HHH;FUX gewichtete Sobolevnorm
X, S, T, Stiitzstellenmengen
I,T,1F Indexmengen fiir Unterrdume eines Gitters
To Indexmenge zur Indizierung hierarchischer Basisfunktionen in einem
Unterraum
Q. Indexmenge endlicher Ordnung
Qg j hierarchische Uberschiisse bei Hutbasis
fk Fourierkoeffizienten
fk hierarchische Fourierkoeffizienten
é1j(x) mehrdimensionale nodale Hut Basisfunktionen
() Fourier Basisfunktion: ®y () := e*®
Oy (x)* komplex konjugierte Fourierbasis Funktion
Ui (z) hierarchische Fourier Basisfunktion
o0:Nyg—Z Indexabbildung
\% Vollgitterraum
V3¢ regularer Diinngitterraum
Vr Gitterraum, der durch die Unterraume der Menge Z aufgespannt wird
Wi hierarchischer Unterraume
I7[f] Interpolationsoperator zur Interpolation von f auf dem Raum V7
Iy [f] Interpolationsoperator zur Interpolation von f auf dem Raum V
A f](z) hierarchischer Differenzoperator in den Unterraum W,
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1 Einleitung

Numerische Simulationen nehmen einen immer grofleren Stellenwert in unserer Gesell-
schaft ein. Wo frither sehr viele kostspielige Versuche durchgefiithrt wurden, gentigen heute
einige wenige, welche durch Computerberechnungen gestiitzt werden. Bei der Verbesse-
rung der Sicherheit unserer Autos ist es schon aus 6kologischen Gesichtspunkten nicht
wiinschenswert Hunderte von Crashtests durchzufiihren um Verbesserungen zu erzielen.
Ein weiteres Beispiel ist der Bau von Hochhé&usern. Hier kénnen Versuche am ganzen
Objekt im Vorfeld nicht durchgefiihrt werden. Wenn das Gebédude steht und festgestellt
wird, dass das Material den Belastungen nicht stand halt, ist es zu spat. Weitere Berei-
che in denen Computer Einzug gehalten haben sind die Entwicklung von Medikamenten,
Berechnung von Finanzprodukten, Wettervorhersagen und vieles vieles mehr.

In dieser Arbeit geht es um die Verbesserung eines Disretisierungsverfahrens, welches fiir
viele Problemstellungen, die sich bei numerischen Simulationen ergeben, eingesetzt wird.
Allen Simulationen ist gemein, dass zuerst das Problem modelliert werden muss. Hierzu
werden Prozesse beispielsweise durch Integral- und Differentialgleichungen beschrieben.
Diese werden am Computer diskretisiert, dass heifit dass von einem kontinuierlichen Sys-
tem in eines mit endlich vielen Datenpunkten iibergegangen wird. Bei der Diskretisierung
entstehen Fehler, die es zu minimieren gilt. Ein zweiter wichtiger Punkt bei der Diskreti-
sierung ist der Aufwand des Verfahrens, der moglichst gering gehalten werden sollte.

Ein Klasse von Verfahren zur Diskretisierung sind die Spektralverfahren. Diese werden
zur Losung von Differentialgleichungen eingesetzt [CHQZ10]. Hierbei wird die Losung ei-
ner Gleichung durch eine Linearkombination globaler Ansatzfunktionen beschrieben, wel-
che im Falle dieser Arbeit die trigonometrischen Polynome sind. Die so gewahlte Losung
stimmt im Allgemeinen nicht auf dem gesamten Gebiet mit der kontinuierlichen Losung
iiberein. Es verbleibt ein Residuum, welches minimiert wird. Hierzu wird eine Menge von
Testfunktionen gewahlt und das innere Produkt des Residuums mit jeder der Testfunk-
tionen betrachtet. Die Linearkombination der Ansatzfunktionen soll nun so konstruiert
werden, dass die inneren Produkte moglichst gering sind. Wéahlt man die Diracsche Delta
Distribution fiir eine Menge von Punkten aus dem Gebiet, auf dem die Gleichung gelost
werden soll, so handelt es sich um ein spektrales Kollokationsverfahren. Hier stimmt die
diskrete Losung der Differentialgleichung auf den Punkten, die auch Stiitzstellen genannt
werden, bis auf maschinell bedingte Rundungsfehler, exakt mit der kontinuierlichen Lo-
sung iiberein.
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Das wahrscheinlich einfachste Beispiel fiir ein spektrales Kollokationsverfahren ist die
trigonometrische Interpolation. Diese Art der Interpolation ist besonders fiir periodische
Funktionen geeignet. Diese werden als Linearkombination von Funktionen aus einer Fou-
rierbasis dargestellt. Die Linearkombination soll auf den gewéahlten Stiitzstellen mit der
Funktion tibereinstimmen. Der Vorteil der Darstellung einer Funktion durch eine Kombi-
nation von Exponentialfunktionen ist die Moglichkeit diese sehr schnell partiell Integrieren
und Differenzieren zu kénnen. Im Fourierraum entsprechen diese Operationen einer ska-
laren Multiplikation, welche in linearer Zeit durchfithrbar ist.

Diese Arbeit beschaftigt sich mit der Konstruktion diinner Gitter zur trigonometrischen
Interpolation von periodischen Funktionen, deren Fourierkoeffizienten schneller als poly-
nomiell Abfallen. Die verwendeten Gebiete sind kartesische Produkte eines Intervals. Aus
diesem wird eine Auswahl von Stitzstellen getroffen und durch Tensorproduktbildung
ein Gitter erzeugt, auf dessen Gitterpunkten die Funktion durch ein trigonometrisches
Polynom interpoliert wird.

Bei Gitterbasierten Ansatzen zur Diskretisierung tritt das Problem des Fluchs der Di-
mensionen auf. Dies bedeutet, dass der Aufwand zur Berechnung einer Losung mit einer
festen Genauigkeit exponentiell von der Zahl der Dimensionen abhéngt. Ein klassisches
Vollgitter welches als Produkt einer eindimensionalen Stiitzstellenmenge der Linge 2%
entsteht, hat 2P Gitterpunkte. Schon bei wenig Dimensionen sind diese Gitter nicht
mehr handhabbar.

Der Fehler einer Interpolation auf einem Gitter wird in einer Norm gemessen, beispiels-
weise in der Lo-Norm. Der Fehler eines trigonometrischen Interpolanten einer Funktion,
welche in eine Fourierreihe entwickelbar ist, hingt von den Koeffizienten der Basisfunk-
tionen ab, die nicht in das Gitter aufgenommen wurden. Verallgemeinerte Sobolevraume
mit dominierend gemischter Glattheit klassifizieren Funktionen nach dem Abfallverhalten
ihrer Fourierkoeffizienten. Der Betrag der Fourierkoeffizienten féllt fiir Funktionen aus
diesen Radumen polynomiell in Abhéngigkeit des Index des Koeffizienten ab. Werden die
Gitterpunkte nach dem Kriterium, dass alle Basisfunkionen, deren Koeffizienten grofier
als eine bestimmte Groflenordnung sind, in das Gitter aufgenommen, so erhilt man re-
guldre diinne Gitter. Die Indexmengen der Basisfunktionen dieser Gitter haben die Form
eines hyperbolischen Kreuzes. Sie werden deshalb auch hyperbolisches Kreuz genannt.

Diinne Gitter [Zen91},|Gri91] benutzen eine eindimensionale Multilevelbasis und ver-
schachtelte Stiitzstellenmengen. Die Levelstruktur eines solchen Gitters heifit dyadisch,
da sich die Zahl der Basisfunktionen von Level zu Level verdoppeln. Aus diesen Leveln
von Basisfunktionen werden Differenzen gebildet, die wiederum durch einen Tensorpro-
duktansatz zu mehrdimensionalen disjunkten Unterraumen des vollen Gitters ausgebaut
werden. Fiir ein diinnes Gitter werden nur diejenigen Unterraume ausgewéhlt, deren Index
in der 1-Norm kleiner als ein Level [ ist. Dies bildet das Abfallverhalten der Fourierko-
effizienten von Funktionen aus verallgemeinerten Sobolevraumen nach. Die Verteilung



der Stitzstellen ist bei diesen Gittern aquidistant, weshalb eine Fouriertransformation
zur Berechnung der Koeffizienten verwendet werden kann. Die Stiitzstellenzahl des so
konstruierten Gitters hangt nur noch logarithmisch von der Zahl der Dimension ab. Die
Interpolationsgenauigkeit ist jedoch, bis auf einen logarithmischen Term, so grofl wie die
eines vollen Gitters. Dieser Ansatz ermoglicht die Handhabung hoher dimensionaler Pro-
bleme.

Die Idee der diinnen Gitter wurde iiber die Jahre weiter entwickelt und wird heute zur
Berechnung hochdimensionaler Integrale [GGO3|, zum Losen partieller Differentialglei-
chungen [NTT14] und zur Interpolation von Funktionen eingesetzt [GH14|. Bei manchen
Differentialgleichungen werden Gitter benotigt, deren Indexmengen noch kleiner als die
eines hyperbolischen Kreuzes sind. Dies fiihrte zur Entwicklung verallgemeinerter diinner
Gitter, bei denen eine parametrisierte monotone Indexmengen fiir die Auswahl der Unter-
raume verwendet wird. Die so konstruierten Gitter haben Indexmengen, deren Méachtigkeit
in bestimmten Fallen unabhéngig von der Zahl der Dimensionen ist. So ist es beispielsweise
moglich hochdimensionale Funktionen zu interpolieren, deren effektive Dimension gering
ist. Dies bedeutet dass die Funktion durch Basisfunktionen dargestellt werden kann, die
das Produkt weniger eindimensionaler Funktionen sind. In diesem Rahmen wurde auch
ein adaptiver Algorithmus, der die Unterraume nach ihrem Beitrag zur Interpolationsge-
nauigkeit auswahlt.

Treten nun Funktionen auf, deren Fourierkoeffizienten schneller als polynomiell abfal-
len, ist auch ein verallgemeinertes diinnes Gitter keine gute Wahl. Bei diesen werden
immer noch zu viele Basisfunktionen ausgewéhlt. Die optimale Indexmenge zur Interpo-
lation einer Funktion mit diesem Abfallverhalten ist Z = {k : ||k||; < [}. Ein notwendiges
Kriterium fiir ein solches Abfallverhalten ist, dass es sich um eine glatte Funktion handelt.
Wenn Funktionen das Tensorprodukt eindimensionaler analytischer Funktionen sind, so
fallen die Fourierkoeffizienten sogar exponentiell ab.

Erst dieses Jahr wurden ahnlich konstruierte Gitter bei der Berechnung stochastischer
partieller Differentialgleichungen verwendet. In [CCS14] wird ein Gitter mit einer belie-
bigen monotonen Indexmenge fiir die Basisfunktionen benutzt um eine Polynominterpo-
lation mit Lagrange Polynomen durchzufiihren. Als Stiitzstellen werden Leja Sequenzen
verwendet. Die Parameter der Differentialgleichung gentiigen in dieser Arbeit gewissen
Elliptizitatsannahmen, wodurch eine polynomielle Konvergenz, die unabhéngig von der
Anzahl der Dimensionen ist, erreicht wird. Weiterhin wird in der Arbeit ein adaptiver
Algorithmus présentiert, der auch eine Greedy Strategie verfolgt und die Basisfunktionen
nach ihrem Beitrag zur Interpolationsgenauigkeit auswahlt.

In [NTT14] werden auch diinne Gitter mit beliebiger Levelstruktur konstruiert. Es
wird eine exponentielle Konvergenzrate fiir analytische Funktionen erreicht. Diese Ar-
beit betrachtet die Gitter sehr allgemein und es werden sowohl nicht verschachtelte, als
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auch verschachtelte Mengen von Stiitzstellen behandelt. Die numerischen Experimente
werden mit einer elliptischen parametrisierten Differentialgleichung durchgefiihrt, die als
Inklusionsproblem bekannt ist [BNTT11]. Die Lésungen dieser Gleichung sind analytische
Funktionen. Zur Berechnung einer Losung wird zum einen ein Gitter mit verschachtelten
Stiitzstellenmengen betrachtet. Dieses verwendet Clenshaw-Curtis Punkte zusammen mit
Chebyshev Polynomen um einen Interpolanten zu konstruieren. Zum anderen wird ein
Gitter mit nicht verschachtelten Gauss-Legendre Punkten betrachtet. Bei diesem wird
eine Interpolation mit Legendre Polynomen durchgefiihrt.

In dieser Arbeit wird die Levelstruktur diinner Gitter verallgemeinert. So ist es moglich
jede beliebige monotone Indexmenge als Auswahl fiir die Basisfunktionen zu verwenden.
Fiir die numerischen Experimente werden in dieser Arbeit Gitter mit nur einer Basisfunk-
tion in jedem Unterraum konstruiert. Gitter mit dieser Struktur bekommen den Namen
PLUSI1-Gitter, da bei den eindimensionalen Interpolationsregeln von Level zu Level eine
Basisfunktion hinzukommt. Die Verteilung der Stiitzstellen ist, da die Mengen verschach-
telt sind, zwangslaufig nicht dquidistant. Aus diesem Grund kann bei der Interpolation
keine Fouriertransformation verwendet werden

Die auf diese Weise konstruierten Gitter sind optimal beziiglich der Menge der ver-
wendeten Stiitzstellen, da jede Basisfunktion einzeln betrachtet werden kann. Gitter mit
einer solchen Struktur sind auch als Total Degree Gitter bekannt. Diese werden bei der
Interpolation von Funktionen durch Polynome verwendet. Die Basisfunktionen sind bei
dieser Art Gitter ein Produkt von Monomen und der Name wird von der Summe der
Exponenten der Monome abgeleitet.

Ein wesentlicher Erfolg dieser Arbeit ist die Interpolation hochdimensionaler Funktio-
nen mit endlicher Ordnung 3 bis auf Maschinengenauigkeit. Hierzu werden in etwa 10°
Stiitzstellen benotigt. Dyadische Levelstrukturen fiihren zu wesentlich grofSeren Stiitzstel-
lenzahlen um eine vergleichbare Genauigkeit zu erreichen. Insgesamt ist die Interpolations-
genauigkeit von Funktionen mit schnellem Abfall der Fourierkoeffizienten bei Verwendung
eines PLUS1-Gitters um mehrere Grolenordnungen besser als ein dyadisches Gitter. Fiir
Anwendungen in denen periodische Funktionen mit einem solchen Abfallverhalten auftre-
ten ist diese neue Gitterstruktur sehr interessant.

Aufgabenstellung und Losungsansatz

In dieser Arbeit wird ein diinnes Gitter fiir die trigonometrische Interpolation von Funk-
tionen, deren Fourierkoeffizienten mehr als polynomiell abfallen, konstruiert. Unter der
Annahme, dass die Fourierkoeffizienten ein Abfallverhalten der Art |fi| < ||k||;™ fiir ein
beliebig grofles n € N haben, wird ein Gitter konstruiert, welches die optimalen Index-
mengen fiir diese Funktionen realisiert. Da die Implementation auf vorhandenem Code
basiert, muss dieser zuerst vervollstandigt und mit alternativen Bibliotheken verglichen
werden.



Trigonometrische Interpolation ist die Darstellung einer Funktion f als Linearkombina-
tion von Fourier Basisfunktionen. An die Linearkombination wird die Bedingung gestellt,
dass diese auf einer Menge von Gitterpunkten exakt mit der Funktion iibereinstimmt. Die
Gitterpunkte von diinnen Gittern entstehen durch Tensorproduktbildung eindimensiona-
ler Stiitzstellenmengen. Die Aufgabe ist es also den folgenden Interpolationsoperator zu
implementieren. Hierbei ist Z eine beliebige monotone Indexmenge und stellt eine Auswahl
der Unterrdume dar, welche zusammen den Gitterraum zu dem Interpolationsoperator er-
geben. Der Interpolationsoperator soll auf einer gegebenen Stiitzstellenmenge & mit der
Funktion tibereinstimmen. Die genauen Konstruktionsdetails der Stiitztstellenmenge wird
hier vernachlassigt.

IZlf](x) =>" ) fa(k)q)o(k)

1€Z ke
so dass I7[f](p) = f(p) , furallep € S (1.1)

Dies Interpolationsoperator wurde zur Konstruktion verallgemeinerter diinner Gitter
verwirklicht. Er entsteht durch Tensorproduktbildung von Differenzen einer Hierarchie
von eindimensionalen Interpolationsoperatoren I;[f](z). Die Struktur der eindimensiona-
len Operatoren ist jedoch fest vorgegeben. Diese sind levelweise verschachtelt und von
Level zu Level wird die Zahl der Basisfunktionen und Stiitzstellen verdoppelt. Ein Diffe-
renzoperator ist wie folgt gegeben

Ailfl(x) = Q@ — L,—1)[f1(z) == > AN
i=1 kETi
so dass Aj[f](p) = f(p) , fur alle p € & (1.2)

Dieser Interpoliert die Funktion f auf dem Unterraum W), durch Verwendung einer
hierarchischen Basis Wy.

Die optimale Indexmenge der Basisfunktionen zur Interpolation einer Funktion f mit
einem Abfall der Fourierkoeffizienten, welcher schneller als polynomiell ist, sieht so aus
T, = {k € Z” : | k||; < }. Diese Indexmenge ist monoton wird zur Konstruktion regulérer
diinner Gitter, welche ein Spezialfall verallgemeinerter diinner Gitter sind, herangezogen.

In dieser Arbeit wird der Ansatz gewéhlt die Struktur der Unterrdume W, zu verallge-
meinern. Dies geschieht, in dem fiir die Hierarchie der eindimensionalen Interpolationsope-
ratoren I; eine beliebige Levelstruktur ermoglicht wird. Die allgemeinste Levelstruktur ist
die Hinzunahme nur einer weiteren Basisfunktion und Stiitzstelle pro Level. Diese Struktur
wird in dieser Arbeit mit PLUSI bezeichnet. Eine solche Struktur fiihrt zu Unterrdumen,
welche nur eine Basisfunktion enthalten. Auf diese Weise entsteht ein Interpolationsope-
rator, welcher eine beliebige monotone Indexmenge fiir die Basisfunktionen verwenden
kann.
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If1(x) =Y fotoPou (1.3)

kel

Hierzu miissen sowohl die eindimensionalen Transformationen als auch die Konstruktion
der hierarchischen Basen tiberdacht werden. Bisher wurde zur Berechnung der Basisko-
effizienten die schnelle Fouriertransformation verwendet. Diese kann nicht mehr benutzt
werden, da die Zahl der Stiitzstellen beliebig ist. Weiterhin sind die Stiitzstellen nicht
mehr dquidistant verteilt und somit kann auch die diskrete Fouriertransformation nicht
verwendet werden um die eindimensionalen Interpolationsoperatoren I auszufiihren.

Die hierarchischen Basen, welche zur Konstruktion der Differenzoperatoren 4A; benutzt
wurden, waren bisher die Summe zweier Fourierbasisfunktionen. Dies ist bei einer belie-
bigen Levelstruktur auch nicht mehr moglich.

Da sowohl die Berechnung der Fourierkoeffizienten bei den eindimensionalen Interpola-
tionsoperatoren, als auch die Konstruktion der hierarchischen Basisfunktionen eine Line-
arkombination von Fourierbasisfunktionen erfordert, wird in dieser Arbeit auf die Losung
von linearen Gleichungssystemen mit Vandermonde Matrizen, welche aus Exponential-
funktionen bestehen, zuriickgegriffen.

Alternative Ansatze

Es gibt auch andere Losungsanséitze um mehrdimensionale Funktionen zu diskretisieren.
Fiir Gitter, die als Tensorprodukt eindimensionaler Interpolationsregeln aufgebaut wer-
den, gibt es ein Verfahren, das Kombinationstechnik genannt wird. Hierbei werden volle
Gitter berechnet und die Koeffizienten eines diinnen Gitters als Differenzen und Summen
der vollen Gitter ausgedriickt [GSZ92]. Diese Methode vermeidet die Verwendung hierar-
chischer Basen. Abbildung [I| veranschaulicht die Arbeitsweise der Kombinationstechnik.

Dieses Verfahren ist fiir die in dieser Arbeit vorgestellten PLUS1-Gitter ungeeignet, da
sehr viele Vollgitter berechnet werden miissen um ein PLUS1-Gitter zu erhalten. Genauer
gesagt miissen O(IP71) volle Gitter berechnet werden um ein D-dimensionales PLUS1-
Gitter mit Level [ zu konstruieren. Aulerdem ist das in dieser Arbeit verwendete adaptive
Verfahren fiir die Kombinationstechnik nicht verwendbar.

Gitter die nicht als Tensorprodukt konstruiert werden sind auch moglich. Hier gibt
es beispielsweise eindimensionale Lattice Regeln um die Gitterpunkte zu wéhlen. Da-
bei wird ein Vektor erstellt und die Gitterpunkte sind ganzzahlige Vielfache dieses Vek-
tors. Das in dieser Arbeit zur Berechnung des L,-Fehlers benutzte Verfahren ist ein sol-
ches [CKNOG|. Auerdem gibt es ein Lattice Regel Verfahren zur trigonometrischen In-
terpolation |[KKP12|. Dieses Verfahren hat eine bessere Stabilitat als ein Diinngitter bei
der trigonometrischen Interpolation. Allerdings ist die Kondition fiir kleine Gitter, wie sie
in dieser Arbeit bei der Interpolation glatter Funktionene auftreten, handhabbar [KK11].
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Abbildung 1: Kombinationstechnik zur Konstruktion eines zweidimensionalen diinnen
Gitters des Levels 3

Ein weiterer Vorteil ist die hohe Geschwindigkeit, die sich dadurch ergibt, dass nur ei-
ne diskrete Fouriertransformation zur Berechnung der Koeffizienten durchgefithrt wird.
Ein Nachteil dieses Verfahrens ist, dass es die Struktur einer Funktion nicht ausnutzt.
Beispielsweise werden Funktionen mit unterschiedlichem Abfallverhalten entlang der Di-
mensionen oder Funktionen mit Gewichten geringer endlicher Ordnung nicht gut erfasst.

Zur Interpolation von Funktionen auf Gebieten, die nicht rechteckig sind, gibt es Ver-
fahren, welche Gitterpunkte von Intervallen auf nicht rechteckige Gebiete stetig abbil-
den |[CHQZ10,Kop09]. Solche Gebiete werden in dieser Arbeit nicht betrachtet und sollen
deshalb nur am Rande erwahnt werden.

Eigene Beitrage
Die eigenen Beitrige dieser Arbeit lassen sich wie folgt zusammenfassen

o Untersuchung der Laufzeit und Interpolationsgenauigkeit des vorhandenen Codes,
sowie ein Vergleich mit anderen Bibliotheken

o Implementation niitzlicher Erweiterungen. Unter anderem wurde ein eindimensio-
nales Lattice Rule Verfahren zur Bestimmung der Lo-Fehlers eines Interpolanten

lentnommen aus [BG04] Seite 70



1 FEinleitung

eingebaut. Weiterhin ist es jetzt moglich viele Punkte auf einmal auszuwerten, wo-
durch die Geschwindigkeit pro Auswertung merklich erhoht wurde.

o Es werden theoretische Aussagen iiber die Anzahl der Gitterpunkte, die Genauigkeit
einer linearen Best Approximation und den Rechenaufwand eines PLUS1-Gitters
hergeleitet.

o Implementation verallgemeinerter diinner Gitter mit beliebiger Levelstruktur, mit
der Moglichkeit hierarchische Basen vorzuberechnen, abzuspeichern und fiir die Kon-
struktion der Gitter wieder zu verwenden

o Vergleich der Konvergenzrate, Interpolationsgenauigkeit und Laufzeit der dyadi-
schen und PLUSI1-Gitter bei Funktionen mit endlicher Regularitit und glatten
Funktionen. Es wurden sowohl adaptive als auch nicht adaptive Gitter untersucht.

 Signifikante Verbesserung der Konvergenz bei der Interpolation glatter und hoch-
dimensionaler Funktionen geringer endlicher Ordnung

Aufbau der Arbeit

Im ersten Kapitel wird die Aufgabenstellung und die Motivation zur Entwicklung verallge-
meinerter diinner Gitter mit beliebiger Levelstruktur gegeben. Es folgen die Grundlagen
zur Konstruktion diinner Gitter sowie die wichtigsten Aussagen tiber verallgemeinerte
diinne Gitter in Kapitel 2. Das dritte Kapitel beinhaltet Theorie iiber die Verfahren
die zur Konstruktion beliebiger Levelstrukturen notwendig sind sowie eigene Aussagen
iiber PLUS1-Gitter. Im fiinften Kapitel werden einige bisher existierende Bibliotheken
mit der, in dieser Arbeit verwendeten, verglichen. Kapitel 6 ist das langste dieser Arbeit
und enthalt zahlreiche numerische Ergebnisse iiber die Interpolation glatter und nicht
glatter Funktionen mit adaptiven und nicht adaptiven Gittern. In Kapitel 7 wird eine
Zusammenfassung gegeben die zusammen mit zahlreichen Ideen und Moglichkeiten zur
Weiterentwicklung diese Arbeit abschlief3t.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen, die zur Entwicklung verallgemeinerter diin-
ner Gitter mit beliebiger Levelstruktur benotigt werden, zusammengetragen. Es wird ein
Uberblick iiber die Zahl der Gitterpunkte, den Rechenaufwand und die Konvergenzrate bei
der trigonometrischen Interpolation von Funktionen endlicher Regularitat auf verallgemei-
nerten diinnen Gittern gegeben. Die meisten der in diesem Kapitel aufgelisteten Lemmata
sind aus [GH14] entnommen. Beweise, die aus langen Rechnungen bestehen werden hier
verkiirzt, aber mit Referenz zur ausfithrlichen Rechnung gegeben. Eine vollstandig Her-
leitung verallgemeinerter diinner Gitter inklusive aller Beweise wiirde den Umfang dieser
Arbeit tibersteigen.

Zuerst werden Funktionen aus verallgemeinerten periodischen Sobolevraumen mit do-
minierend gemischter Glattheit definiert. Diese Rdume wurden erstmals in [Kna00] kon-
struiert und stellen eine Verallgemeinerung der Sobolevraume dar. Funktionen aus diesen
Réaumen lassen sich in eine Fourierreihe entwickeln und werden iiber den Abfall ihrer
Fourierkoeffizienten klassifiziert. Im weiteren Verlauf wird die Interpolation mit stiick-
weise linearen Funktionen auf diinnen Gittern beschrieben. Hier soll eine Idee vermittelt
werden, was diinne Gitter sind und worin der Vorteil ihrer Verwendung liegt. Die Kon-
struktion und Aussagen zur Interpolation mit stiickweise linearen Funktionen auf diinnen
Gittern sind aus |Garl3] entnommen. Hier findet sich eine kompakte Einfithrung in dieses
Gebiet.

Es folgt eine Beschreibung der Fouriertransformation auf diinnen Gittern welche in
[Hal92] entwickelt wurde. Diinne Gitter wurden mit der Zeit weiterentwickelt was zur
Entwicklung verallgemeinerter diinner Gitter fiihrt. Hier setzt im néchsten Kapitel die
Interpolation auf Gittern mit beliebiger Levelstruktur an.

2.1 Sobolevraume mit dominierend gemischter Glattheit

Zu Beginn werden Sobolevraume mit dominierend gemischter Glattheit eingefiihrt. Diese
bieten die Moglichkeit Funktionen tiber das Abfallverhalten ihrer Fourierkoeffizienten zu
beschreiben. Gleichzeitig wird ein Rahmen zur Verfiigung gestellt, in welchem Aussagen
zur Konvergenzrate von Interpolationen fiir ganze Klassen von Funktionen getatigt wer-
den konnen.



2 Grundlagen

Sei T := [0, 27|/~ ein Interval, bei welchem die beiden Randpunkte miteinander iden-
tifiziert werden. Dies hat zur Folge, dass alle Funktionen auf T periodisch sind.

Definition 2.1 (verallgemeinerte Sobolevraume mit dominierend gemischter Glattheit).
Sei f € L2(T") und —oco < t,l < oo.

HIL(TP) = {f(fv) = 3 Gl < oo} (2.1)

kezbP

1
D 2
1l = ( S T1+ k) - (1 )™ |fk|2) (2.2)
kezP d=1

Sowohl die isotropen Sobolevraume #*(T?) = Hus (TP) als auch Sobolevraume mit
dominierend gemischter Glattheit H% . = H% sind in dieser Definition enthalten.

Der Vorteil der Definition von Sobolevraumen iiber das Verhalten der Fourierkoeffizi-
enten einer Funktion ist die Méglichkeit, Konvergenzaussagen zur Interpolation fiir ganze
Klassen von Funktionen zu treffen. Diese leiten sich aus dem Abfall der Fourierkoeffizien-

N D
ten ab. Die Bedingung || f||,,.c < oo besagt, dass |fi| < T1 (14 [ki]) ™"+ (1 + |k|oo) " fiir
mix d=1
fast alle k gilt.
Die Abfallrate der Fourierkoeffizienten einer periodischen Funktion héngt von ihrer

Differenzierbarkeit ab. Die nachfolgenden Aussagen zeigen den Zusammenhang zwischen
der Differenzierbarkeit einer Funktion und dem Abfallverhalten ihrer Fourierkoeffizienten.

Lemma 2.1 (spektrale Konvergenz). Sei f € L*(T) eine periodische Funktion und m-mal
stetig differenzierbar. Dann gilt fiir k # 0

il S IR (2:3)

Beweis. Da f € L2(T) ist f in eine Fourierreihe entwickelbar, welche in der Lo-Norm
gegen f konvergiert. Es gilt

fl@) = > fue™ (2.4)
k=—00
27

fk = 217T/f($)e_”mdw (2.5)
0

Das Integral wird mittels partieller Integration ausgerechnet und es ergibt sich

2
Ao = 1(Z_.]:(f(%)e‘““%—f(O)e‘i’““)+Z.lk / f’(rc)e‘“”’dx)

10



2.1 Sobolevrdume mit dominierend gemischter Glattheit

Die Iteration der partiellen Integration fiihrt, da das Integral beschrdnkt ist, zu dem FEr-
gebnis

2

1 -m d " —ikx
27rz'mk 0/<dx> f(x)e "™ dx

[fel = SR (2.6)

Fiir eindimensionale Funktionen gilt somit C*(T) C H*(T). Als Korollar ergibt sich,
dass fiir eine glatte periodische Funktion f € £2(T), gilt

|/l < |k|7™, m beliebig (2.7)

Bei komplexen periodischen analytischen Funktionen, die auf einem Streifen |Im(z)| < ¢
um die reelle Achse definiert sind, ist die Abfallrate der Fourierkoeffizienten sogar expo-
nentiell. Hier gilt

|fil S e (2.8)

was eine Folge des Satzes von Paley und Wiener ist.

Die Aussage des Lemmas wird jetzt auf mehrdimensionale Funktionen tbertragen.

Lemma 2.2 (spektrale Konvergenz fiir mehrdimensionale Funktionen). Sei f € £2(TP)
und m-mal stetig partiell differenzierbar, d.h. 5 deHlme existiert und ist stetig. Dann

a:;nl ~.dz
gilt fir

D
[fel < T1 [kal ™™ (2.9)
d=1

Beweis. Da f € Ly, ist f in einer Fourierreihe entwickelbar und fiir die Fourierkoeffizi-
enten gilt

fl) = Y fretrmr. . ethomo (2.10)
kel
£ 1 —ik1x1 —ikpzp
fe = (QW)D/f(a:)e hier L eTikDTD g (2.11)
™D

11



2 Grundlagen

Die partielle Integration nach der D-ten Koordinate ergibt

A

fe =

= e‘“““”‘”1 e therz [ etkp—atp—1 [ okDTD £ (@) Ay pdrp g ... day
27T)D

T T

—zk1x1 . _Zk2x2 L €_ZkDdel'DdZED_1 e d[[‘l

~—~

—ikix1

e

S =

eflkzwz._ / tkp_1xp_1

D
27) ]

Il
S =

—1 .
(ik,D(f@lw--JD—laQW)_f(=’751,-~;$D—1, zk:D/de _’kaDde)

dZL'D_l .. .dl’l

1 d —ik —ik
= - wezlml'...‘elede
(2m)P zk:DTD da:Df( )

Durch mp-fache Iteration der partiellen Integration nach der D-ten Koordinate folgt ana-
log zum eindimensionalen Fall

£ 1 1 d —iki@1 —ikpxp
= oy, L emikpog
fk (27T)D lk?D dJZDf<$>€ © 1:
TD

1 —mp d " —iz-k
@) kp / <de> flx)e " de

’]I‘D

Da f stetig ist, sind die Integrale vertauschbar. Jetzt wird dieses Vorgehen auf die D —1-te
Koordinate angewendet

» 1 1 d \™/( a \™ :
fr= : . kpmP kP / <> ( ) f(x)e **de
TD

(2m)P qmp . jmp— dzp dzp_q

Dieses Vorgehen wird fir die verbleibenden Koordinaten durchgefihrt und es ergibt sich

) - dnmm e
i = gy Hk : / G g (2 e (2.12)
: D

Dies fiihrt zum gesuchten Ergebnis. O

Dieses Lemma tragt zum Versténdis des Zusammenhanges der Differenzierbarkeit einer
Funktion, dem Abfall der Fourierkoeffizienten dieser und der Zugehorigkeit einer Funktion
zu den Sobolevrdumen bei. Im mehrdimensionalen Fall gilt, fiir den Raum der in alle
Richtungen k-fach stetig differenzierbaren Funktionen, die Relation C*(TP) c HYF (TP).

Es gilt sogar die noch starkere Aussage C*(TP) c HEY (TP). Dies ist ersichtlich, wenn die
Normen der Rédume ausgerechnet werden.

12



2.2 Sobolevrdume mit Gewichten endlicher Ordnung

D
gy, = 3 TL0+ a1 = 3 13 ()il 1
€7D d=1

kezP d=11i=0

ey = @+ Ikl i = 3 3 (1) kit (213
kezZD

kezZD i=0

Werden die GroBlenordnungen der beiden Normen verglichen, so ergibt sich

1o S Tky-ka - kpl - | fid
£l S Ikl - [ fidl (2.14)

Das Produkt der Komponenten des Index ist immer grofer gleich der grofiten Kompo-
nente. Damit ist, wenn die Bedingung, dass die gemischte Sobolevnorm einen endlichen
Wert fiir eine Funktion hat, auch die isotrope Sobolevnorm endlich. Somit ist der Raum
der dominierend gemischten Glattheit im isotropen Raum gleicher Ordnung enthalten
Honix C Mo

Wenn eine mehrdimensionale Funktion das Tensorprodukt von eindimensionalen peri-
odischen analytischen Funktionen ist, l4sst sich das Abfallverhalten ([2.8]) iibertragen und
es ergibt sich

f:flfD: Z fleiklzl'-u‘ Z fDeiszD: Z fkeik-x

k1€Z kp€Z kezD
fr, Selbl firalle 1<j<D = fi Selk (2.15)

2.2 Sobolevraume mit Gewichten endlicher Ordnung

Es gibt den Fall, dass die Dimensionen einer Funktion getrennt betrachtet werden kon-
nen. Dies bedeutet, dass hochdimensionale Funktionen durch Basisfunktionen, die ein
Produkt weniger eindimensionaler Basisfunktionen sind, interpoliert werden. Diese Ei-
genschaft einer Funktion wird effektive Dimension genannt. Funktionen dieser Art treten
beispielsweise in der Finanzmathematik bei der Berechnung hochdimensionaler Pfadinte-
grale auf. Eine geringe effektive Dimension ermoglicht die Handhabung hochdimensionaler
Funktionen [WW04,[SWWO04].

In dieser Arbeit werden unter anderem Funktionen mit endlicher Ordnung 1 - 3 und
bis zu 500 Dimensionen interpoliert. Hierzu werden sowohl adaptive als auch nicht ad-
aptive Gitter verwendet. Um solch ein Verhalten zu beschreiben, wird die Definition der
Sobolevraume um Gewichte endlicher Ordnung erweitert. Gleichzeitig wird die Definition
weiter verallgemeinert. Die Faktoren, mit denen die Fourierkoeffizienten in der isotropen
und gemischt glatten Norm Multipliziert werden, sind Gewichte. In der nachfolgenden

13



2 Grundlagen

Definition kann eine allgemeinere Gewichtsfunktion gewéhlt werden, mit welcher die Fou-
rierkoeffizienten multipliziert werden. Die Definition aus Abschnitt ist ein Spezialfall
der nachfolgenden Definition.

Es wird der Raum der periodischen Funktionen aus einem gewichteten Sobolevraum
endlicher Ordnung eingefiihrt. Als Anmerkung sei gesagt, dass die hier definierte Index-
menge [/ im Verlaufe dieser Arbeit zur Indizierung von bestimmten Basisfunktionen ver-
wendet wird.

-----

mit v, > 0 eine Menge von Gewichten. Sei w : ZP — R eine stetige Gewichtsfunktion.
Sei €, eine Menge, welche Indizes mit endlicher Ordnung q = |u| enthdlt.

Qu:={1eNy:1;=0 firalled € {1,...,D}\ u} (2.16)
Weiterhin sei die Menge Jy:= J;, X ... X Ty, ein Tensorprodukt der eindimensionalen
Indexmenge
0 irv=>0
7 .- )10 - Jiir v (2.17)
{2071 ...,20 =1}, firv>1
Der gewichtete periodische Sobolevraum endlicher Ordnung ist definiert als

M, (T") = {f(m) =3 ™ flh :ZJ > - > > w(kPIfil? < OO}

kezn uc{L,....D} T 1, keT;

(2.18)

Die Zerlegung einer Funktion f auf die folgende Weise heiffit ANOVA Zerlegung [ES81]
und tritt in der Statistik haufig auf. Hier beschreiben die Gewichte endlicher Ordnung die
Korrelationen zwischen den Variablen.

= Y fu omitfy= 3 Y fedx (2.19)
D}

1€Q, ke,

Fiir uns interessant ist hier die Menge der Funktionen f mit Gewichten geringer end-
licher Ordnung. Eine Menge von Gewichten I'y = {74 }ucqi,...py hat endliche Ordnung g,
wenn 7, = 0 fur alle v, € ' mit |u| > ¢ gilt. Fir eine Funktion mit D Dimensionen
und endlicher Ordnung ¢ gibt es (? ) < D7 mogliche Untermengen v C {1,...,D} der
Ordnung ¢. In Kapitel [6] wird eine Funktion konstruiert, bei der tiber zwei Parameter die
Dimension und endliche Ordnung bestimmt werden kann. Bei dieser Funktion werden D
der (f;) moglichen Untermengen realisiert.

2.3 Regulare diinne Gitter

Wir wiederholen erst die Grundlagen tiber regulare diinne Gitter, bevor wir eine verallge-
meinerte Form selbiger betrachten. Diinne Gitter wurden entwickelt, um dem Fluch der

14



2.3 Regulédre diinne Gitter

Dimensionen, der bei vielen Problemen auftritt, zu begegnen. Die Idee geht zuriick auf die
Arbeit [Smo63], in welcher ein Tensorproduktansatz von verschachtelten eindimensionalen
Quadraturregeln wachsender Grofle benutzt wurde, um mehrdimensionale Funktionen zu
integrieren. Auf die gleiche Weise werden Interpolationsoperatoren fiir mehrdimensionale
Funktionen erzeugt.

Diinne Gitter wurden das erste mal in |[Zen91| und |Gri91] vorgestellt und urspriinglich
zur Losung von partiellen Differentialgleichungen verwendet. Mittlerweile werden Sie auch
zur Losung von Integralgleichungen [GOS99|, sowie zur Interpolation und Approximation
von mehrdimensionalen Funktionen eingesetzt [Kna00,GK00]. Eine umfassende Ubersicht
tiber diinne Gitter und ihre Anwendung findet man hier [BG04]. Der Leser, der nur eine
kurze Einfihrung in das Thema wiinscht, findet diese hier |[Garl3|. Die in dieser Arbeit
verwendete Notation lehnt sich unter anderem an die in den beiden zuletzt genannten
Artikeln verwendete an.

2.3.1 Interpolation durch stiickweise lineare Funktionen

Um die Ideen, die hinter der Konstruktion dinner Gittern stecken, zu verstehen, wird
zuerst die Interpolation mit stiickweisen linearen Funktionen auf diinnen Gittern erklart.
Hier wird auf Aussagen zu Rechenaufwand und Fehlerabschiatzungen verzichtet. Diese
folgen im Abschnitt iiber verallgemeinerte diinne Gitter, wobei hier die Interpolation
durch eine Fourierbasis betrachtet wird. Wir werden den Interpolationsoperator fiir ein
reguldres diinnes Gitter auf dem Einheitswiirfel konstruieren und uns ansehen, wie ein
solches Gitter aufgebaut ist. Um die Konstruktion lesbarer zu gestalten, wird als Bereich,
aus dem die Funktionen interpoliert werden, der Einheitswiirfel gewahlt.

Definition 2.3. Sei f: [0,1]P — R eine reelle Funktion auf dem Einheitswiirfel.

Zuerst werden verschachtelten Mengen von dquidistanten Stiitzstellen auf dem Interval
[0, 1] konstruiert.

Definition 2.4. Seien X; = {z10, ..., 22 : 7, = %} Stiitzpunktmengen

und ¢y j(z) = 1—|2'z —j| firx € [5F, Z2]N[0,1] firj =0,...,2" die nodale Hutbasis.

Die Zahl der Stiitzstellen nimmt von Level zu Level um den Faktor zwei zu. Fir die
Basisfunktionen eines Levels gelten die Bedingungen ¢, j(x;;) = J;;. Aus den eindimen-
sionalen Stiitzpunktmengen und Basisfunktionen werden mehrdimensionale Gitter und
Basisfunktionen mittels Tensorproduktbildung konstruiert.

Definition 2.5. Seien l j Multiindizes. Eine mehrdimensionale Basisfunktion wird auf
die folgende Weise durch Multiplikation gebildet

le}j(fll) = ]:[lgblu]z(xl) (220)

15
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Fiir die Stitzpunkte gilt genau so xy; := (21, 4y, - -, %1y jp). Die Basisfunktionen spannen
einen Raum auf, der Vollgitterraum heifst
Vi = span{¢y;lji = 0,...,2% i=1,...,D} (2.21)

Die Rédume V] sind sogenannte Vollgitter, bei denen die Zahl der Stiitzstellen und damit
der Aufwand exponentiell mit der Zahl der Dimensionen steigt. Die Idee der diinnen Gitter
ist es die Rdume in Unterrdume aufzuteilen und nur einige von diesen zur Konstruktion
eines Gitters heranzuziehen. Je nachdem welche Unterraume benutzt werden, hangt die
Zahl der Stiitztstellen nur noch logarithmisch oder gar nicht mehr von der Anzahl der
Dimensionen ab. Die Logarithmische Abhéngigkeit erreicht man mittels reguldrer diin-
ner Gitter. Eine Unabhangigkeit von der Dimensionszahl ist bei Energienorm basierten
diinnen Gittern der Fall [BG04].

Das Vollgitter V] wird nun hierarchisiert und auf die in der folgenden Gleichung stehende
Weise, in Unterrdume W) aufgeilt, wobei e; der i-te Einheitsvektor ist

D
W= 1\ D Vi, (2:22)
=1

Um die Definition zu vervollstandigen, wird V; = 0 gesetzt, wenn mindestens eine der

Komponenten des Indexvektors 1 negativ ist. Die Operation ist hierbei in dem Sinne zu

verstehen, dass diejenigen Basisfunktionen aus der Basis des Vollgitterraumes V] entfernt
D

werden, die in dem Raum @ V)_., enthalten sind. Der Unterraum W, wird dann durch
i=1

die verbleibenden Basisfunktionen aufgespannt.

Dies wird mit Hilfe der Indexmengen 7, verdeutlicht

< 5. < 9l 2 .
jl:{jGND:{(l)IJZ_2 1, j; ungerade §Z>8,1§@'§D}

Der Unterraum W, wird durch die Basisfunktionen, welche mit der Indexmenge Z; indiziert
werden, aufgespannt
Wi = span{¢y; | j € 7}

Dies liegt an der Tatsache, dass die in einem Level neu hinzukommenden Stiitzstellen
immer zwischen je zwei alten Stiitzstellen liegen und ihr Index daher ungerade ist.

Die Unterrdume Wj heiflen auch hierarchische Unterraume. Fir eine Hutbasis erhalt
man durch diese Aufteilung in Unterrdume automatisch eine hierarchisierte Basis des
Raumes V; durch {¢x; : j € Jk , k < 1}. Diese zeichnet sich durch folgende Bedingung
aus

Prj(z;) =0 fur z; € Ty mit k' <k

Fiir einen mehrdimensionalen Index k ist die Relation k’ < k so zu verstehen

k<ke

~

K<k 1<i<D
(2.23)

k; < k; mindestens ein 1 < j < D
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2.3 Regulédre diinne Gitter

In der Abbildung [2] auf Seite [18|ist die Zerlegung des Raumes V3 3 in Unterrdume zu se-
hen. Die hierarchischen Unterrdume sind so konstruiert, dass die Stiitzstellen aller Raume,
die kleiner als ein beliebiger Raum sind, nicht in der Vereinigung der Tréger der Basis-
funktionen in dem ausgewéhlten Raum liegen. Das bedeutet, dass die Zunahme weiterer
Unterrdume die Koeffizienten der Basisfunktionen in den kleineren Unterrdumen nicht
verdandern. Das Konzept der hierarchischen Unterrdaume ist sehr wichtig, da es spater die
Konstruktion eines adaptiven Algorithmuses und Gitter mit beliebigen monotonen Index-
mengen fiir Unterrdume ermoglicht. Diese Mengen werden in Definition beschrieben.

Ein Vollgitterraum von Level [ kann jetzt als direkte Summe von hierarchischen Unter-
rdumen geschrieben werden.

Vi= @ Wi

[l %lloo <l

Eine Funktion f € V; wird mittels des folgenden Interpolationsoperators interpoliert.

Ly [fl(x) = > > ojouy(x)

koo <l jJEITK

Hierbei sind cy j die hierarchischen Uberschiisse oder auch hierarchischen Koeffizienten,
die sich als Differenz aus dem Funktionswert von f und dem Wert der Summe der Funkti-
onswerte der Basisfunktionen ¢y ; der Unterraume, die in dem in definierten Sinne
kleiner als k sind, an der Stelle zy;, ergeben.

g = f(x5) — Z Z ey Py (5) (2.24)

K'<kj e

Die Approximationseigenschaften eines Vollgitters mit Hutfunktionen sind in dieser
Arbeit eher nebensichlich und kénnen unter anderem in [BG04] nachgelesen werden.
Dieser Operator unterliegt dem Fluch der Dimensionen. Das heifit dass die benotigte
Anzahl an Gitterpunkten fiir eine festgelegtes Genauigkeit exponentiell mit der Zahl der
Dimensionen wachst.

2.3.2 Konstruktion diinner Gitter

Die hierarchischen Uberschiisse ay j fallen, fiir Interpolanten von Funktionen aus verallge-
meinerten Sobolevrdumen mit dominierend geschmischter Glattheit, abhiangig vom Index
des Unterraumes, in dem die zugehorigen Basisfunktionen enthalten sind, ab. Der Fehler
hangt von den Koeffizienten ab, die nicht im Gitter enthalten sind und liegt mindestens
in der Groflenordnung des grofiten Koeffizienten, der nicht enthalten ist. Deshalb sollten
die Unterrdume so ausgewéhlt werden, dass die wegfallenden Koeffizienten eine gewisse
Grofle nie iiberschreiten.

Das folgende Lemma prézisiert den Abfall der Koeffizienten, wird aber ohne Beweis
gebracht. Die Herleitung dieses Lemmas findet sich in |Garl13].
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Abbildung 2: Hierarchische Unterraum Zerlegung von V3 3. Jedes Quadrat représentiert
einen Unterraum. Jeder Punkt ist ein Stitzpunkt. Die Unterrdume sind
zerlegt, so dass ein inneres Rechteck der Trager der jeweils zu seinem Stiitz-
punkt gehorenden Basisfunktion ist. Die ausgeblendeten Unterrdume sind
diejenigen, die bei einem diinnen Gitter des Levels 3 nicht enthalten sind.

Lemma 2.3. Sei f € Hys, eine D dimensionale Funktion. Sei Iy [f](x) der Interpolant
von f und oy; seine hierarchischen Koeffizienten. Dann gilt fir die Koeffizienten des
Raumes W,

loglle < C(D) - 27214011 £ 0 (2.25)

Es zeigt sich also dass die hierarchischen Uberschiisse abhingig vom Index des Un-
terraumes, in welchem die zugehorigen Basisfunktionen liegen, abfallen. Fiir den Abfall
ist die 1-Norm des Indizes von Bedeutung. Alle Unterrdume, deren Index in der 1-Norm
gleich ist, haben hierarchische Uberschiisse gleicher Gré8enordnung. Die Unterrdaume soll-
ten also in Form eines Standardsimplex ausgewéhlt werden. Dies fithrt zur Definition eines
Dinngitterraumes.

V¢ = P Wi (2.26)

k|1 <l

entnommen aus [Gar13| Seite 5
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2.4 Fouriertransformation auf diinnen Gittern

Die Gitter, denen diese Rdume zu Grunde liegen, heiflen reguliare diinne Gitter und
erreichen wesentlich bessere Konvergenzraten, als volle Gittern. Das Verhéltnis von Ap-
proximationsfehler und Zahl der Freiheitsgrade ist hier wesentlich besser, da die Zahl der
Freiheitsgrade nur noch logarithmisch in Abhéangigkeit der Dimensionen wéchst, der Feh-
ler hingegen nur logarithmisch schlechter als bei einem vollen Gitter ist. Auch fiir diese
Aussage wird auf [BG04] verwiesen. Die ersten interessanten Abschitzungen zu Interpo-
lationsfehlern und Zahl der Freiheitsgrade werden in Abschnitt iiber Fouriertransfor-
mationen auf diinnen Gittern aufgefiihrt.

In der Abbildung [3] ist ein reguléres diinnes Gitter fiir zwei Dimensionen und Level
finf zu sehen. Die linke Grafik zeigt die Indizes der Unterrdume. Rechts daneben sind die
Gitterpunkte eines solchen Gitters zu sehen.

Indexmenge der Unterraume Gitterpunkte
T I o— R
41 e J 8 0.8} : : .
3 e . o y 0.6 i
. . ] ] | 1B R AR |
1] e . o o . . 021 i
O e . . . . o | O eecesesreoensccsensscennscsnnnss i

6 i i é é‘l 5 (5 0[2 0‘4 0‘6 0‘8 i

Abbildung 3: Indexmenge der Unterrdume und Gitterpunkte eines reguliaren diinnen Git-
ters VY. Es wurde die Stiitzstellenmenge X5 verwendet.

2.4 Fouriertransformation auf diinnen Gittern

Fouriertransformationen auf dinnen Gittern wurden in [Hal92] vorgestellt. Der Algo-
rithmus, auf dem die HCFFT Bibliothek basiert und der auch fiir die trigonometrische
Interpolation auf verallgemeinerten diinnen Gittern mit beliebiger Levelstruktur verwen-
det wird, stammt aus diesem Artikel. Der Grund diinne Gitter fiir Fouriertransformation
zu verwenden, ist der gleiche, weshalb diinne Gitter zur Interpolation von Funktionen
mit einer Hutbasis eingesetzt werden. Die Fourierkoeffizienten fallen abhéangig vom In-
dex des Unterraumes und der Differenzierbarkeit der zu Interpolierenden Funktion ab.
In Abschnitt 2.1l wurde das Abfallverhalten von Fourierkoeffizienten fiir unterschiedliche
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2 Grundlagen

Funktionenklassen hergeleitet.

Jetzt werden periodische Funktionen aus Sobolevraumen mit dominierend gemischter
Glattheit betrachtet. Diese werden mit Fourierpolynomen interpoliert und deren Appro-
ximationseigenschaften untersucht. Der wichtigste Schritt ist die Konstruktion der hier-
archischen trigonometrischen Basis und der Umrechnungsmatrizen. Der Algorithmus fiir
Fouriertransformationen auf einem diinnen Gitter wird in Kapitel [4] beschrieben.

Definition 2.6. Sei TP = [0,27]”/~ ein D-dimensionaler Torus, der durch Identifi-
kation gegentiberliegender Randpunkte entsteht. Sei f € an’lm(TD) : TP — R eine D-
dimensionale 2m-periodische Funktion, das heifst dass f auf je zwei gegeniiberliegenden

Randpunkten den gleichen Funktionswert annimmit.

Die Stutzpunktmengen sind wieder verschachtelte Mengen dquidistanter Punkte, dies-
mal aus dem Interval [0, 27] anstatt [0, 1]. Es konnen auch beliebige Intervalle gewéhlt
werden. Die Koordinaten werden durch eine bijektive Abbildung ineinander tiberfihrt.
Diese Abbildungen missen dann mit den Basisfunktionen verkettet werden. So lésst sich
das Interpolationsgebiet als ein beliebiges Rechteck wéahlen, bei dem die gegeniiberlie-
genden Punkte miteinander identifiziert werden. Die Interpolationseigenschaften bleiben
unter den Koordinatentransformationen erhalten.

Definition 2.7 (dyadische Stiitzstellen und Fourier Basisfunktion). Seien S; := {m%f :
m=0,...,2' =1} durch | indizierte verschachtelte Stiitzstellenmengen und seien ®(z) :=
e*® die durch k indizierten Fourier Basisfunktionen.

Da die Entwicklung einer Funktion in eine Fourierreihe durch Z indiziert ist, die Nota-
tion und implementation aber fiir Reihen mit Indizes aus Ny leichter zu handhaben, wird
die Indizierung durch eine bijektive Abbildung ¢ : Ng — Z geéndert.

n fii d
U(n) _ { 2 , Iur n gerade (227)

n+1 =
"=, fiir n ungerade

Definition 2.8 (eindimensionale Fourierbasis). Die Fourierbasis im Level | ist B; :=
{®50),- - Poi_1y} und Vi sei der von der Basis By aufgespannte Raum.

Der Interpolationsoperator I;[f](x), der f im Raum V; interpoliert, wird wie folgt ge-
bildet

2l—1
Lfl(z) = Z ﬁ,kq)a(k) (z) (2.28)
k=0
fi =273 By f(x) (2.29)
TES;
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2.4 Fouriertransformation auf diinnen Gittern

Hierbei ist @} die komplex konjugierte Fourierbasisfunktion. Der Raum V,, wird wieder
hierarchisiert, das heifit als direkte Summe von Unterrdumen W, geschrieben.

Wy = span(B)

W, = span(B,\ B_1) , fur l € N
=V, = YW (2.30)
1=0

Der Interpolationsoperator wird auch durch Differenzbildung hierarchisiert, so dass je-
der Differenzoperator A, [f](x) : H. — W, die Funktion f auf einem Unterraum W,
interpoliert.

Aolfl(x) = Lolf](x)
Alfl(z) = L[fl(x) = La[f](z) fir I € N

SLUE) = A (2.31)

Mehrdimensionale Interpolationsoperatoren entstehen durch ein Tensorprodukt von ein-
dimensionalen Operatoren. Die Indexmengen und Réume werden analog gebildet.

Definition 2.9 (D-dimensionaler trigonometrischer Interpolationsoperator). Seien k und
I Multiindizes mit den Komponenten (k;)1<i<p und (1;)1<i<p-

Die D-dimensionale Stitzstellenmenge Sy = &, X ... X &), wird durch ein kartesisches
Produkt gebiltet. Der entsprechende Vollgitterraum mit Index List Vi =V, ®V;,®&...®V],
mit den Basisfunktionen ®y(x) = e*®. Der zugehdrige D-dimensionale trigonometrische
Interpolationsoperator sieht wie folgt aus

f)(@) = @ BLA1(®) = 3 fro P2
fue =271 S f(z)a; (2.32)
TES]

Hierbei ist die Summe iiber einen mehrdimensionalen Index so zu verstehen > =
k<l
Ll Ip
> > ...>. Die Relationen <, >, < und > gelten bei Vektoren und Multiindizes immer
ki ka  kp
komponentenweise, genau so auch die Anwendung von o auf einen Vektor oder Multiindex.

Da der eindimensionale trigonometrische Interpolationsoperator die Bedingungen f(z) =
I[f](x) fir alle z € S erfiillt, gilt fir das D-dimensionale Tensorprodukt aus diesen eben-
falls die entsprechenden mehrdimensionalen Bedingungen f(x) = Li[f](x) fiur alle x € S,.

Durch die Differenzoperatoren A;[f](x) zerlegt man den Operator I;[f](x) auf dem Voll-
gitter V] in hierarchische Operatoren und den Vollgitterraum entsprechend in hierarchische
Unterrdume. Dieses Vorgehen ist analog zu dem aus Abschnitt [2.3.2]
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2 Grundlagen

LifIx) = @QLulf]

=1
D n; D

= @2 Aulfl@) =2 QAL
i=11;=1 1 =1

= Ah XAlQ XAZD)[f](X)

1<n

= > A (2.33)

1<n

D

Es ist nun die Aufgabe die Unterrdume W), in welche die Differenzoperatoren A, inter-
polieren, zu konstruieren. Das heifit es muss eine Basis fiir jeden Unterraum angegeben
werden. Diese Basis wird hierarchische Basis genannt. Hierzu werden zuerst Basen fiir die
Unterrdume W, konstruiert. Die Basen der Unterrdume W, entstehen dann durch Tensor-
produktbildung.

Im eindimensionalen gilt I[f](z) = I,_1[f](x) fiir alle x € S, woraus A;[f](x) = 0 fur
alle x € §;_ folgt. Dies bedeutet, dass jede einzelne Basisfunktion des Unterraumes W, auf
den Stiitzstellen S,y den Wert 0 annimmt. Weiterhin gilt I [f](z) = L_1[f](z) + A [ f](z).
Der Operator A,, ist eine Linearkombination von hierarchischen Basisfunktionen, die jede
beliebige Kombination von Funktionswerten auf den Stitzpunkten von §; \ §;—1 ermogli-
chen. Der Einfachheit halber werden die hierarchischen Basisfunktionen so definiert, dass
jede nur auf einem Stiitzpunkt aus S; \ §;—1 den Wert 1 annimmt. So ldsst sich der hier-
archische Uberschuss, also der hierarchische Koeffizient zu der Basisfunktion wieder als
Differenz des Funktionswertes und des Wertes des Interpolanten eines Levels kleiner an-
geben.

Die hierarchischen Basisfunktionen eines Unterraumes W, sind somit durch die folgen-
den Bedingungen definiert.

2l
i) = > Op(wy) =0y fir je {27,...,2' =1} und i € {0,..., 2" — 1}  (2.34)
k=0

In |Hal92] wird hergeleitet, dass die, wie folgt definierten Funktionen die Bedingungen
erfiilllen und eine hierarchische trigonometrische Basis fiir dyadische Stiitzstellen
bilden. An dieser Stelle erleichtert o die Notation. Die hierarchischen Basisfunktionen
lassen sich im Falle dyadischer Stiitzstellen als Differenz zweier Exponentialfunktionen
schreiben.

v . ] %o ,fiir 5 =0 (2.35)
T @) =@, (2" —1—j) L fir2nt < <2 n >0 '
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2.4 Fouriertransformation auf diinnen Gittern

Die Differenzoperatoren lassen sich also explizit wie folgt ausschreiben

2" —1

Anlfl(@i) = f(zs) = Loalfl(z) = > Fo0(xy) fir i €8, \ Spt (2.36)

k=2n—1

Hier ist fi, der k-te hierarchische Fourierkoeffizient und Uy (z) die k-te hierarchische tri-
gonometrische Basisfunktion. Die hierarchischen Koeffizienten werden mit einer linearen
Abbildung, die Hierarchisierung genannt wird, aus den Fourierkoeffizienten berechnet. Die
Basisfunktionen W;, die dem Operator A, zugeordnet sind, spannen den Raum W, auf.
Dieser ist 2! dimensional.

Nun lassen sich auch die mehrdimensionalen Differenzoperatoren als Tensorprodukt
aausschreiben

2l 1 21”1
Mflx) = > A= > .. > AW (2.37)
ke kp=21-1 kp=2!D~1

Hier wird die Indexmenge J; aus Definition [2.2] verwendet. Jeder Differenzoperator A,
spannt einen Unterraum W, = Im(4,) des Vollgitterraumes auf. Dieser zerfallt somit in
disjunkte Teilrdume welche als direkte Summe den Vollgitterraum ergeben

Vi= @ Wk (2.38)

l[kl[oo <

Zur Berechnung der eindimensionalen hierarchischen Uberschiisse wird wie folgt vorge-
gangen. Zuerst werden die Fourierkoeffizienten fk iiber eine Fouriertransformation berech-
net. Im Anschluss daran werden diese mit einer linearen Abbildung, welche die Fourierba-
sis auf die hierarchische Basis abbildet, in die hierarchischen Koeffizienten umgerechnet.
Diese lineare Abbildung wird, wie schon erwéahnt, Hierarchisierung genannt. Da die Di-
mension der durch die hierarchische und Fourierbasis aufgespannten Raume gleich ist,
existiert eine Umkehrabbildung, welche Dehierarchisierung heifit. Die Vorschrift zur De-
hierarchisierung ist aus der Definition der hierarchischen Basisfunktionen in der obigen

Gleichung ([2.35)) entnehmbar.

Al : B — span{¥,..., Uyu_;}

hierar

Al cspan{Wq, ..., Vyu_,} — B

dehier

Ein Vektor von hierarchischen Uberschiissen ist mittels einer Matrix Vektor Multipli-
kation in einen Vektor von Fourierkoeflizienten umzurechnen.

fo fo
: — Al .

hierar

(2.39)

f2171 f2171
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2l-1
Die Linearkombination von hierarchischen Basisfunktionen > f; Wy (x), und die dehier-
k=0

i
~1
archisierte Kombination von Fourier Basisfunktionen > f;®x(z) stimmen im gesamten
k=0

Definitonsbereich der Basisfunktionen iiberein.
Als Matrix ausgeschrieben sieht die Dehierarchisierungsmatrix fiir das Level 3 beispiels-
weise so aus

1 -1 0 -1 0 0 0 -1
o1 -1 0 0O O -1 0
o o0 1 o0 0 -1 0 0
3 o o0 o0 1 -1 0 0 0
Adehier = 0 0 0 0 1 0 0 0 (240)
o 0 o0 o o0 1 0 O0
o 0 0 o0 o0 o0 1 O
o 0 o0 o o0 0 0 1

Indem man die Dehierarchisierungsmatrizen invertiert, erhélt man die Hierarchisie-
rungsmatrizen. Fir das Level 3 sieht diese so aus

A s =

hierar

(2.41)

_— o OO o oo

O OO OO oo
N eNeNoNoNoll
[elelelell ol
DO OO~ OO
OO O = OO
OO R OO H
[ R s Nl s B e Sl e S S Y

Beide Matrizen sind diinn besetzt und die entsprechenden Matrix-Vektor-Multiplikationen
lassen sich so implementieren, dass Sie mit linearem Aufwand eine Umrechnung durch-
fithren. Diese Algorithmen sind in Kapitel [] zu finden.

Zusammen mit den schnellen Fouriertransformationen, die fiir einen eindimensionalen
Interpolationsoperator die Koeffizienten so berechnen, dass die Interpolationsbedingun-
gen erfillt sind, sind alle Werkzeuge vorhanden um Fouriertransformationen auf diinnen
Gittern durchzufiihren.

Um die hierarchischen Koeflizienten und Basisfunktionen eines Unterraumes W, zu
bestimmen, benétigt man alle Unteraume Wy, deren Index die Bedingung 1’ < 1 erfiillt. Als
diinne Gitter konnen somit nur Mengen von Unterrdumen {Wz} ausgewéhlt werden, deren
Indexmenge Z fiir jeden Index diese Bedingung erfiillt hat. Solche Indexmengen heiflen
beispielsweise monoton |[CCS14]. Sie werden aber auch in fritheren Arbeiten |[GG03/GH14]
zur Konstruktion von verallgemeinerten diinnen Gittern verwendet und haben dort den
Namen zulassige Indexmengen. Beide Definitionen sind dquivalent. In dieser Arbeit wird
der Begriff der monotonen Menge verwendet, da die Definition dieser genau der Bedingung
an die Indexmenge Z der Unterrdume Wy entspricht.
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2.5 Verallgemeinerte diinne Gitter

Definition 2.10 (monotone Menge). Sei Z C NY eine nicht leere Menge. Diese wird
monoton genannt, wenn sie die folgende Bedingung erfillt

FalskeI ANK<k = KeI (2.42)

Die Indexmenge, die zur Konstruktion eines diinnen Gitters in Gleichung im vor-
herigen Abschnitt verwendet wurde, ist eine monotone Menge. Auf einem diinnen Gitter
sind Fouriertransformationen mit den in diesem Abschnitt beschriebenen Algorithmen
moglich. Diese haben den folgenden Operator

O %) = D Axlfl(x) (2.43)

l[kl[1<l

Dieser Interpoliert eine Funktion f auf dem Raum V¢ an den zu dem Operator geho-
renden Stiitzstellen mit einer hierarchischen Basis. Diese kann durch suzessives Anwenden
der Dehierarchisierung entlang jeder Richtung in einer Fourierbasis umgerechnet werden.
Die Approximationseigenschaften werden im Abschnitt iiber verallgemeinerte diinne
Gitter nédher behandelt.

2.5 Verallgemeinerte diinne Gitter

Im vorherigen Abschnitt wurde ersichtlich, dass Fouriertransformationen nicht nur auf re-
guléren diinnen Gittern, sondern auf diinnen Gittern mit jeder Indexmenge Z, die monoton
ist, durchgefiihrt werden kann. Hierdurch sind adaptive Verfahren moglich, da in der hier-
archischen Darstellung immer Unterraume hinzugefiigt werden kénnen, ohne den Inter-
polanten auf den bisherigen Stiitzstellen zu verandern. Diese Idee findet vielfaltig Verwen-
dung. Beispielsweise bei der Integration von mehrdimensionalen Funktionen [GG98/GGO03)|
oder zur Interpolation mit von Funktionen mit Fourierbasen [GH14].

Jetzt werden verallgemeinerte Diinngitterrdume konstruiert und Fouriertransformatio-
nen auf diesen durchgefithrt. Es werden die Approximationseigenschaften des Interpolan-
ten untersucht. Dabei wird ersichtlich, dass die Definition verallgemeinerter Sobolevraume
mit dominierend gemischter Glattheit es ermoglich die Konvergenzrate der Interpolanten
an Hand der Abfallrate der Fourierkoeffizienten der Funktionen aus diesen Réumen ab-
zulesen.

Verallgemeinerte diinne Gitter enthalten die reguldren diinnen Gitter und Vollgitter als
Spezialfall. Deshalb wurde bisher auf die Untersuchung von Approximationseigenschaften
und den Rechenaufwand verzichtet.

2.5.1 Konstruktion der Raume und Interpolationsoperatoren

Untersuchungen der Konvergenzeigenschaften von diinnen Gittern zur Losung von ellipti-
schen partiellen Differentialgleichungen |[GKO0O0] ergaben, dass sogar weniger Unterrdume
als bei einem regularen diinnen Gitter verwendet werden kénnen, ohne die Approximati-
onsrate zu verschlechtern. Die gesuchte Funktion stammte hierbei aus einem Sobolevraum
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2 Grundlagen

mit dominierend gemischter Glattheit. Die Indexmengen, die diese Gitter beschreiben sind
mit einem Parameter T" versehen und heiflen parametrisierte Indexmengen. Die von [hnen
erzeugten Gitter sind die verallgemeinerten diinnen Gitter.

Definition 2.11 (parametrisierte Indexmenge). Sei T' € [—o0, 1) und L € N. Die para-
metrische Indexmenge I} ist wie folgt definiert

I = (L[l -~ T\l < (1-T)L}, T <1 (2.44)

Diese Menge ist eine zulassige Indexmenge und fiihrt zu der Definition der Raume
der verallgemeinerten diinnen Gitter die als direkte Summe der Unterraume, die in der
parametrisierten Indexmenge liegen, geschrieben werden.

Vir = P W (2.45)

lez?

Definition 2.12 (Interpolationsoperator fiir ein verallgemeinertes diinnes Gitter). Sei ZF
eine durch T parametrisierte Indexmenge. Die Gitter, welche von diesen gebildet werden
heiffen verallgemeinerte dinne Gitter und haben den Interpolationsoperator

Iy [f)(=) = D Axlf](=) (2.46)

T
ke

In dieser Definition werden die vollen Gitter durch die Indexmenge Z; > gebildet, und
die reguliren diinnen Gitter haben Z als Indexmenge.

2.5.2 Gitterpunkte und Rechenaufwand

In den Artikeln |[GKO00, GK09] wurden Abschitzunden zur Zahl der Freiheitsgrade und
den Approximationseigenschaften der verallgemeinerten diinnen Gitter hergeleitet, die
hier wiederholt werden. Die Zahl der Freiheitsgrade oder auch Gitterpunkte werden als
Kosten angesehen, da der Aufwand zur Konstruktion und Auswertung eines Interpolanten
von diesen abhéngt. Im wissenschaftlichen Rechnen sind vor allem die Konstruktions- und
Auswertungszeiten sowie der Speicherbedarf eines Gitters interessant. Im Kapitel [0] ist zu
sehen, dass die Auswertungszeit dank effizienter Datenstrukturen der Unterrdume linear
von der Zahl der Freiheitsgrade abhéangt.

Auf einfache Weise kann man die Zahl der Gitterpunkte eines dinnen Gitters, auf
Grund der dyadischen Levelstruktur der eindimensionalen Interpolationsoperatoren, wie
folgt abschétzen

V| < 3 2 (2.47)

17T

Von einem Level zum néchsten wéchst die Zahl der Gitterpunkte um den Faktor zwei.
Dies bedeutet, dass der Unterraum W, 2! Stiitzstellen hat und der Unterraum W, welcher
als Tensorprodukt gebildet wird, hat 2" - 22 . . 2> = 2llllx Stiitzstellen.
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2.5 Verallgemeinerte diinne Gitter

Diese Abschatzung lasst sich auch weiter ausrechnen und es stellt sich heraus, dass
bei Gittern mit T > 0 die Zahl der Freiheitsgrade unabhéngig von der Dimension ist.
Die folgenden Lemmata sind aus den beiden zu Beginn des Unterabschnitts genannten
Arbeiten und aus dem Artikel [GH14] zusammengetragen. Die Beweise werden hier nicht
fiir jedes Lemma gegeben, da diese teilweise aus langen Rechnungen bestehen und den
Rahmen dieser Arbeit iibersteigen wiirden. In diesem Kapitel wird ein Uberblick iiber die
bisher bekannten Ergebnisse prasentiert.

Lemma 2.4 (Zahl der Freiheitsgrade). Sei L € Ny und T < 1. Die Zahl der Freiheitsgrade
eines verallgemeinerten dinnen Gitterraumes VIZ in Abhdngigkeit vom Diskretisierungs-
parameter L sind

2L fir0<T <1
2LLP=Y  fiir T =0

2L T?Bil fur T <0
2LD firT'=—o0

‘VIE| 5 Z ol 5

ler?

(2.48)

Nachfolgend wird der Rechenaufwand abgeschatzt um ein Gitter VIT zu konstruie-
ren. Auf Grund der Tensorproduktstruktur des Gitters zerfillt die Konstruktion in die
sukzessive Ausfithrung von eindimensionalen DFTs und Hierarchisierungen sowie Dehier-
archisierungen.

Der Aufwand einen Koeffizientenvektor zu hierarchisieren bzw. dehierarchisieren hangt
linear von seiner Lénge n ab. Die Gleichung der hierarchischen Basis Wy fiir eine
dyadische Levelstruktur zeigt, dass eine Addition bendtigt wird um einen hierarchischen
Koeffizienten auszurechnen. Um aus einer Menge von Datenpunkten die Fourierkoeffizi-
enten auszurechnen, hat die schnelle Fouriertransformation eines Vektors der Lange 2
den Aufwand O(L2%).

Jetzt wird noch die Zahl der eindimensionalen Koeffizientenvektoren in dem Gitter
bestimmt um den Gesamtaufwand zu erhalten. Es werden die Indizes M4(Z) := {k €
Z :k+eq ¢ I} der Unterrdume betrachtet, deren Nachfolger entlang einer Dimension
nicht mehr im Gitter enthalten ist. Diese Indizes liefern dann die Zahl und Lénge der
eindimensionalen Koeffizientenvektoren, woraus der Rechenaufwand abgeschatzt werden
kann. Die Indexmenge der Gitter wird in eindimensionale Streifen zerlegt und diejenigen
der gleichen Léinge werden zusammengefasst. Hierdurch entstehen in der Indexmenge der
Basisfunktionen Rechtecke gleicher Kantenlédnge. In der englischen Literatur wird der
Begrift Pencil fiir ein Rechteck von Indizes von Basisfunktionen benutzt.

Fiir ein Vollgitter V. oo ist dies sehr einfach, da alle eindimensionalen Koeffizientenvek-
toren Lange 2° haben. Insgesamt gibt es nidherungsweise 24(P~1) Koeffizientenvektoren
entlang einer Achse. Hieraus folgt fiir das volle Gitter der Aufwand, der nachfolgend
T [Vz-=] genannt wird

TV <22LD D2 + O(L2%) = O(LD - 2£P) (2.49)
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In den der Abbildung 4| wird dieses Vorgehen fiir ein zweidimensionales Voll- und Diinn-
gitter gezeigt. In der Abbildung ist die Indexmenge M4(Z) rot markiert. Dies ist genau
die Indexmenge der Unterrdume, mit denen man die Zahl und Lénge der Koeffizienten-
vektoren des Gitters bestimmt. Die Lénge eines Koeffizentenvektors, in einer Reihe von
Unterraumen, deren letzter entlang einer Richtung durch den Index 1 € M, gegeben ist,
ist auf Grund der dyadischen Levelstruktur 2.

Vo
T Vg

0 b} 0 5

Abbildung 4: Zerlegung von Voll- und Diinngitter in Indexmengen gleicher Lénge. Die
Indexmenge sind die gefarbten Quadrate, wobei jedes Quadrat einen Un-
terraum repréasentiert. Die roten Quadrate sind die Unterrdume, die kei-
nen Nachbar entlang der zweiten Dimension haben, also durch die Indizes
der Menge My(Z) beschrieben werden. Aus diesen werden die Informatio-
nen iiber die Anzahl und Lénge der Koeffizientenvektoren entlang einer
Achse entnommen. Die als Rechtecke bezeichneten Mengen sind als Pfeile
dargestellt.

Mit Hilfe der Indexmenge M (Z) kann der Gesamtaufwand eines Gitters I7[f](x) wie
folgt abgeschétzt werden

D
T[II[f](Xﬂ S Z 2ldld2H1H1—ld

d=11eMy(T)
D

= Z oMl
d=11eM4(T)
D

< lnax Z 9l
d=1 leMy(T)

< DlmaXZQHUh (2.50)

1eT
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2.5 Verallgemeinerte diinne Gitter

Diese Rechnung ergibt, zusammen mit der Zahl der Freiheitsgrade eines Gitters aus
Lemmal2.4] den folgenden Rechenaufwand zur Konstruktion eines Interpolanten auf einem
verallgemeinerten diinnen Gitter.

Lemma 2.5 (Rechenaufwand). Sei L € Ny und T' < 1. Eine obere Schranke fiir den
Rechenaufwand des Interpolationsoperators IIZ [f1(x) auf einem verallgemeinerten dimnen
Gitter in Abhdngigkeit vom Diskretisierungsparameter L ist gegeben durch

L2* firo<T <1
L2V LP=Y fir T =0
TIL z) <Ly 2l < _ 2.51
Lz [f]()] leZIz LTS i T <0 (2.51)

L2LP fiir T = —o0

2.5.3 Approximationseigenschaften

Jetzt werden die Approximationseigenschaften von verallgemeinerten diinnen Gittern be-
trachtet. Hierbei hilft die Definition der Sobolevraum mit dominierend gemischter Glatt-
heit, da diese tiber das Abfallverhalten der Fourierkoeffizienten einer Funktion definiert
sind. Die bestmogliche lineare Approximation einer Funktion aus einem Sobolevraum auf
einem Diinngitterraum wird durch das Abschneiden der Fourierreihe auf diesem Raum ab-
geschatzt. Da die Fourierkoeffizienten im Allgemeinen nicht exakt bestimmt werden kon-
nen, kommt bei der Interpolation mittels Fouriertransformationen noch ein Fehler hinzu,
der aber Groflenordnungsgemafl den Fehler der Bestapproximation nicht iibersteigt.

Wir betrachten nun eine periodische Funktion f € £5(T?) und konstruieren den linea-
ren Approximationsoperator Q7 : Lo(TP) — V7 mit der Vorschrift

Qrlfl =>_ > fkq)a(k) (2.52)

1eT ke

wobei ®, = ¥ ist. Dies ist die abgeschnitte Fourierreihe der Funktion f. Die nachfol-
genden Ergebnisse sind dem Artikel [GH14] entnommen und werden hier zusammengefasst
wiedergegeben. Hier wird die Bestapproximation fiir allgemeine gewichtete Sobolevraume
und Normen ausgerechnet. Es wird auch eine allgemeine monotone Indexmenge ange-
nommen. Die Bestapproximation auf verallgemeinerten diinnen Gittern in unterschiedli-
chen Normen sind dann Spezialfille. Die Idee jedes Beweises ist es die Fourierkoeffizenten
durch die Gewichtsfunktion des Raumes abzuschiatzen und das Maximum der Gewichte
aus der Summe herauszuziehen. Wird nun die Bestapproximation auf einem bestimmten
Sobolevraum in einer festen Norm gesucht, miissen die Gewichte der Raume abgeschatzt
werden.

Lemma 2.6 (Bestapproximation fiir monotone Indexmengen). Seien w,w zwei Gewichts-
funktionen und H.,, Hgs die zugehirigen Sobolevrdume. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit sei Hy C Ho C Lo und damit w(k) < w(k). Sei f € Hy(TP) C Lo(TP) mit
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2 Grundlagen

der eindeutigen Fourierreihenentwicklung f = ng:D kaI)k. Falls IGZgI\l%XkEJI igggggz

ist die beste Approximation einer Funktion f im Raum V7, welcher durch eine monotone
Indexmenge I gegeben ist, die folgende

Inf 1f=F3, < IfF=QzflB, =1 > > fow®owl,
T

I€ZP\T k€ Ty

= > Y w(ok)’ fowl’

IEZP\T k€T,

- > z“’"Z

I€ZD\T k€T, (o

< 00, 80

[\

; oo P ()2

??‘

IN
q

MWL) 5 lewluto(hy

I€ZP\T k€T,

??‘

g

ok

IN

W
nax
I€ZD\T, ke J; W 17D ke

w(o(k
= max
1ezP\7, ke, w(o(k
Mit diesem Lemma ist es moglich den Fehler der Bestapproximation mit einem ver-

allgemeinerten diinnen Gitter fiir Funktionen aus einem Sobolevraum mit dominierend
gemischter Glattheit in beliebigen Normen zu berechnen.

(k)
(k)
(s, 20
1€zP\Z, kegy w(o(k))
(o(#)’
( ( ))2) Z Z |fa(k)| ))
(o(k))
)

; ) 1712 (2.53)

Lemma 2.7 (Bestapproximation fiir verallgemeinerte diinne Gitter). Sei Z7 eine pa-
rametrisierte Indexmenge fiir einen verallgemeinerten dinnen Gitterraum Vz{- Sei [ €

Hono(TP). Fir LENy, T <1, ¢ +0' <t+r undt—t >0 gilt
inf — f It < _ .

{QL((T —r)—(t—t)+(T(t—t")— ”f“?-t” fiir T > r'—r
QL((r'—r)=(t=t")) HfHanfz fiir T < ©=r

Nach Lemma muss man die Gewichte der beiden Sobolevraume abschatzen. Der
Lesbarkeit wegen werden die Gewichte mit Aiso(k) := 1 + ||k||o fiir den isotropen Anteil
des Sobolevraumes und Apix (k) := dﬁl(l + |kq4|) fur den gemischten Anteil abgekirzt.
/\miX(U(k))t/)‘im(U(k))T{

2.54
1e20\E ket Amin (0 (K)) Ao (0/(K) )7 (2:54)

Diese Rechnung findet man in [GK09].

Da die Fourierkoeffizienten fx = [ f(x)®}(x)dx der Funktion f im allgemeinen nicht
TD

bekannt sind und das Losen eines Integrals fiir jeden Koeffizienten viel zu aufwendig wére,

30



2.5 Verallgemeinerte diinne Gitter

setzt man diskrete Fouriertransformationen ein, um die Koeffizienten bei der trigonome-
trischen Interpolation zu bestimmen. Hierbei entsteht ein weiterer Fehler, der Aliasing
Fehler heiflt. Dieser tritt auf, wenn die Indexmenge der Fourierkoeffizienten nicht end-
lich ist, oder wenn zu viele Fourierkoeffizienten abgeschnitten werden. Genauer gesagt ist
die Aussage, dass die Zahl der Stiitzstellen entlang einer Achse mindestens doppelt so
hoch wie der hochste Index eines Fourierkoeffizienten entlang dieser Achse seien muss, um
einen Aliasing Fehler zu vermeiden. Dies ist als Nyquist-Shannon-Abtasttheorem [Sha4§|
bekannt. Da die Funktionen hier im Allgemeinen eine unendliche Fourier Reihenentwick-
lung besitzen, tritt ein Fehler auf von welchem erst einmal nicht sicher ist, ob dieser die
Interpolationsgenauigkeit zu sehr stort.

Um den Interpolationsfehler fiir verallgemeinerte diinne Gitter zu bestimmen ist ei-
niges an Vorarbeit notig, welche hier nicht vollstandig ausgefiithrt werden kann. Daher
fassen wir hier die Ergebnisse zusammen. Die Herleitung des Interpolationsfehlers fiir
ein Vollgitter und reguldres Diinngitter findet man in [GH14]. Analoge Lemmata sind
in [Kup97, Kup99| zu finden, welche auf den Arbeiten [Pas80, Tem93| basieren. Die Her-
leitung des Interpolationsfehlers von verallgemeinerten diinnen Gittern wurde erstmals
in |[GH14] durchgefiihrt.

Lemma 2.8 (Interpolationsfehler volles Gitter). Fir L € Ny, f € H*, s > £ und
0<r<sgilt

1f = Lo fllwr S 270775 Flles (2.55)
Lemma 2.9 (Interpolationsfehler diinnes Gitter). Fir L € Ny, f € H... t > 3 und
0<r<tyil

1f = Izg fllaer S 2707 ELE | f |l

mic

(2.56)

Man sieht hier, dass fiir ein diinnes Gitter der Term LP”~! zum Fehler hinzukommt. Da
der Fehler aber mit 277 abnimmt, ist dies hinnehmbar. Fiir ein verallgemeinertes diinnes
Gitter ist der Interpolationsfehler

Lemma 2.10 (Interpolationsfehler verallgemeinertes diinnes Gitter). Sei L € Ny, T' < 1,
r<t,t> % und f € H! . mit einer punktweise konvergenten Fourierreihe. Dann gilt

mix

—1

o (=Tt =)L D=1\ flle — fiir T >
27 =L | £ 44 firT <

miz

If = Irr fllar < { (2.57)

3+

2.5.4 Konvergenzrate in Abhangigkeit der Gitterpunkte und Kosten

Abschlieflend wird die Konvergenzrate in Abhéangigkeit der Zahl der Freiheitsgrade und des
Rechenaufwandes hergeleitet. Diese Ergebnisse sind auch aus der Arbeit [GH14] entnom-
men. Es miissen die Ergebnisse aus den beiden vorherigen Unterabschnitten miteinander
kombiniert werden, um die gewtlinschten Aussagen zu erhalten.
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2 Grundlagen

Lemma 2.11 (Konvergenzrate in Abhéngigkeit der Gitterpunkte). Sei L € Ny, 0 < r < t,
t> %, 0<T <%, und f € Hl,, mit einer punktweise konvergenten Fourierreihe. Dann
gilt

1f = Lz fllar S M) f e (2.58)

miz

mit den Kosten M := |Vrr|

Beweis. Dies folgt aus den Lemmata[2.4] und[2.10, in dem die Zahl der Freiheitsgrade in
die Interpolationsgenauigkeit eingesetzt wird. Die Aussage aus Lemma[2.4 wird umgestellt

U
M<c(D)-2b =27 <c(D)-M! (2.59)

Dies wird fiir 0 <T < % in Lemma eingesetzt und man erhdlt

If = L flae S (D) - 275
<

miz

(
2(D)(c1(D) - M) f]
(

¢ H;rm'z
— (D) M, (2.60)
mit der Konstanten C(D) = c1(D)* ey (D). O

Die Konvergenzrate in Abhéngigkeit des Rechenaufwandes wird analog abgeschétzt.
Hierzu wird Lemma [2.5] in Lemma [2.10] eingesetzt.

Lemma 2.12 (Konvergenzrate in Abhéngigkeit des Rechenaufwandes). Fir 0 < r < t,

t> %, 0<T <%, und f € Hy,, mit einer punktweise konvergenten Fourierreihe gilt

If = Irllwer S R 10g(R)7 || I, (2.61)
mit dem Aufwand R := T [Irz].

Beweis. Durch Umstellen der Aussage aus Lemma [2.] erhdlt man analog zum Beweis

von [Z.11]

(LB £
= IR f]

1f = Ler fllser S 2778 fllaee
<

Ht

miz

a (2.62)

miz

Hieraus folgt die Aussage, da der Aufwand mindestens so gréfS wie die Zahl der Stiitzstellen
ist, also 21 < R. Diese Abschitzung ist nach unten scharf, da das Achsenkreuz, also die
Indizes, deren Eintrdge bis auf einen 0 sind, in jedem Fall in dem Gitter enthalten ist.
Dies ergibt mindestens 2F Gitterpunkte. [

Abschlieend wird noch eine Aussage beztiglich der Konvergenzrate in Abhédngigkeit
der Kosten fiir reguldre diinne Gitter prasentiert. Diese erlaubt es die Konvergenzrate
eines nicht adaptiven diinnen Gitters fiir eine Funktion aus einem gemischt glatten Sobo-
levraum zu bestimmen. In Kapitel [f] wird diese theoretische Konvergenzaussage numerisch
bestéatigt.

32



2.5 Verallgemeinerte diinne Gitter

Lemma 2.13 (Konvergenzrate in Abhéngigkeit der Gitterpunkte fiir ein reguldres diinnes
Gitter). Fir L € Ny, t > % und f € HL,.. mit einer punktweise konvergenten Fourierreihe
gilt die Abschdtzung

1f = Ipoll e, S MTPLEDVEPD flloe < M og(M) DD 1]

~ mic

Dies ist wieder eine Konsequenz der Lemmata [2.4] und [2.10]

Beweis. Der Fehler wird in der Lo-Norm abgeschdtzt. Dies bedeutet r = 0 und da es sich
um ein requldres dinnes Gitter handelt ist auch T'= 0. Nach Lemma gilt

M < 2R Pt = 27 < P (2.64)
Dies wird in Lemma eingesetzt

If = I flle, S 27FL77 Y flle,
= (MT'LPTHYGLP Y fllage
= MLPTOLPY flle

_ MftL(t+1)(Dfl)HfHHt

miz

Die Aussage folgt hieraus Analog zum Beweis des Lemmas[2.19, da auch hier die Zahl der
Gitterpunkte in jedem Fall gréfer gleich 2 sind. ]

(2.65)

Im Kapitel @ wird eine Funktion aus dem Raum HP2 interpoliert. Der Fehler wird in
der Lo-Norm berechnet und die Konvergenzrate in Abhangigkeit der Zahl der Freiheits-
grade bestimmt. Fiir die untersuchte Funktion gilt [|f||x = 1. Aus dem letzten Lemma
folgt mit t = p + % — ¢ Konvergenzrate

If =Txglle, S M log(M) V| £l
_ Mp+%f€log(M)(p+%*f)(D*1) (266)

Fiir den eindimensionalen Fall ist bei der Interpolation einer Funktion endlicher Diffe-
renzierbarkeit mit einem reguléren diinnen Gitter eine polynomielle Konvergenzrate von
der Ordnung in Hohe ihrer Differenzierbarkeit zu erwarten. Diese nimmt mit steigender
Dimension etwas ab. Fiir die Funktion aus dem Raum HP+2~¢ wird mit einem diinnen
Gitter eine Konvergenzrate von O(p + %) erwartet. Bei den numerischen Untersuchungen
stellt sich diese Rate auch ein.
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3 Verallgemeinerte diinne Gitter mit
beliebiger Levelstruktur

3.1 Motivation

Verallgemeinerte diinne Gitter mit beliebiger Levelstruktur erweitern die moglichen In-
dexmengen der Basisfunktionen, die zur Konstruktion der Gitter herangezogen werden
konnen. Bisher wurden Gitter untersucht, welche eine dyadische Levelstruktur haben und
deren Stiitzstellen aquidistant vorliegen. Fiir Funktionen, deren Fourierkoeffizienten po-
lynomiell abfallen, ist diese Struktur optimal [Hal92].

Haben die Koeffizienten jedoch ein schnelleres Abfallverhalten, wie es beispielsweise bei
Funktionen, die als Tensorprodukt analytischer Funktionen geschrieben werden konnen,
der Fall ist, so werden Gitter mit allgemeineren Levelstrukturen benotigt.

Bei einer Funktion, die in eine Fourierreihe entwickelbar ist, schneidet man die Rei-
henentwicklung so ab, dass alle Koeffizienten bis zu einer frei wahlbaren Groflenordnung
enthalten sind. Der Fehler der Interpolation ist von der Groflenordnung immer so grof,
wie der vom Betrage hochste Fourierkoeffizient einer Basisfunktion, die nicht in der abge-
schnittenen Reihenentwicklung enthalten sind. Dieses Prinzip gilt fiir jede orthonormale
Basis von Funktionen.

Wenn nun eine in eine Fourierreihe entwickelbare Funktion mit dem folgenden Abfall-
verhalten der Koeffizienten vorliegt

Fx) =Y fee™™  mit |fi] S e I (3.1)
k

so sollte die Fourierreihe so abgeschnitten werden, dass alle Indizes k der Basisfunktionen,
die der Bedingung |/ k||; < [ gentigen, enthalten sind. Bei einem verallgemeinerten diinnen
Gitter mit dyadischer Levelstruktur ist dies nicht moglich. Bei diesen konnen zwar belie-
bige monotone Indexmengen 7 fiir die Unterraume W), die im Gitterraum V7 enthalten
sind, verwendet werden, die Strukturen der Unterrdaume sind jedoch fest vorgeben.

V=W (3.2)

leT

In dieser Arbeit wird die Verallgemeinerung der Unterraumstrukturen untersucht, imple-
mentiert und numerische Experimente durchgefiihrt. Funktionen mit einem exponentiellen
Abfallverhalten der Fourierkoeffizienten treten unter anderem bei der Uncertainty Quanti-
fication auf [NTT14]. In dem zitierten Artikel werden partielle Differentialgleichungen mit
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Gittern gelost, die auch eine beliebige Levelstruktur haben. Die Losungen der Differential-
gleichungen sind analytische Funktionen und es wird dementsprechend eine exponentielle
Konvergenz erreicht.

3.2 Konstruktion des Interpolanten

Das Ziel ist es einen Interpolanten zu konstruieren, der Funktionen mit exponentiellem
Abfall der Fourierkoeffizienten méglichst effizient interpoliert. Hierzu wird eine Indexmen-
ge der folgenden Form benotigt

T, = {ke 2" |k, < L} (3.3)

Fiir Funktionen, deren Koeffizienten schneller als polynomiell Abfallen, ist eine solche
Indexmenge auch optimal. Zuerst werden wieder durch ein Level indizierte verschachtelte
Menge von Stiitzstellen konstruiert. In dieser Arbeit wurde eine Stiitzstellenmenge ge-
wahlt, die die Punkte der dyadischen Stiitzstellenmengen verwendet, jedoch von Level zu
Level nur einen Stiitzpunkt hinzunimmt. Es wurden keinerlei Untersuchungen gemacht,
ob und wann diese Auswahl an Stiitzstellen optimal ist. Hier muss in Zukunft noch For-
schungsarbeit geleistet werden.

Es wird der gleiche Interpolationsoperator II{, der schon fiir die Konstruktion von
verallgemeinerten diinnen Gittern benutzt wurde, verwendet. Allerdings werden die mog-
lichen Strukturen der Unterrdume verallgemeinert. Es ist jetzt moglich eine beliebige
Anzahl an Stiitzstellen von Level zu Level hinzuzunehmen. Die verbleibenden Einschran-
kungen sind durch die Tensorproduktstruktur gegeben und die Verschachtelung der Stiitz-
stellenmengen gegeben.

In dieser Arbeit wird das allgemeinste Gitter untersucht, bei dem von Level zu Level
nur eine Stiitzstelle hinzugenommen wird. Diese Struktur bekommt den Namen PLUSI-
Levelstruktur und ein Gitter mit dieser Struktur heifit verallgemeinertes diinnes Gitter mit
beliebiger monotoner Indexmenge oder kurz PLUS1-Gitter. Der Grund fiir die Benennung
liegt darin, dass die Unterrdume wie bei den verallgemeinerten diinnen Gittern ausgewahlt
und verwaltet werden. Als Menge der Basisfunktionen ist mit der PLUS1-Struktur der
Stiitzstellenmengen aber jede beliebige monotone Menge moglich. Eine Konsequenz aus
dieser Levelstruktur ist, dass jeder Unterraum nur eine Basisfunktion enthélt. Die Index-
menge der Unterrdaume und Basisfunktionen sind bei einem PLUS1-Gitter also dquivalent.
Der einzige Unterschied besteht hier noch darin, dass die Indexmenge der Basisfunktio-
nen durch das Anwenden der o-Funktion aus Gleichung aus der Indexmenge der
Unterrdume hervorgeht.
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3.2.1 Stiitzstellenwahl

Fir diese Arbeit wurde eine Stiitzstellenmenge konstruiert, die der dyadischen dhnlich
sieht. Zur Erinnerung, die dyadischen Stiitzstellenmengen sind

Si={m=:m=0,...,2" =1} (3.4)
Diese Stiitzstellen werden wie folgt durchnummeriert, bis mindestens ein maximaler

Punkt ppay erreicht wurde. Dieser Punkt wird im Algorithmus durch die Anzahl an Stiitz-
stellen im hochsten Level vorgegeben.

Algorithmus 1: Durchnummerierung der dyadischen Stiitzstellen
po:=0
pri=7
l:=1
while | < [log(pmax)]| do
for i =2"1to 2 — 1 do
Doty i = Pi — 22*?
Patiai-14 7= Di + o

end
l=1+1
end

In Abbildung [5| sieht man die Durchnummerierung fiir pn.x = 16. Diese Durchnum-
merierung hat zur Folge, dass ein Stiitzpunkt mit geraden Index und der nachfolgende
Stiitzpunkt den Abstand 7 haben. Nun wird die Stiitzstellenmenge zur Interpolation mit
einem PLUSI1-Gitter so aufgebaut, dass jedes Level einen Punkt mehr als das vorherige
hat.

T = {pm e ,pl—l} (3-5)

Das resultierende Gitter ist in Abbildung [6] zu sehen. Hier wird ein zweidimensionales
Gitter mit Level 16 gezeigt. Die linke Abbildung ist die Indexmenge der Basisfunktionen,
welche rautenférmig ist, und das rechte Bild zeigt das Gitter mit seinen Stiitzstellen.

Um die Interpolationsgenauigkeit dieser Stiitzstellenwahl zu betrachten, wurden Funk-
tionen unterschiedlicher Regularitdt eindimensional mit PLUS1- und dyadischer Level-
struktur Interpoliert. Dies ist in Abbildung|[7|zu sehen. Erwartungsgemafl wird bei gleicher
Zahl an Stiitzstellen die gleiche Genauigkeit erreicht. Der Verlauf der Interpolationsge-
nauigkeit ist bei eindimensionaler Interpolation treppenférmig. Bei Funktionen mit kleiner
Regularitiat werden deutlich bessere Ergebnisse erst bei der Verdopplung der Stiitzstel-
lenzahl erreicht. Mit steigender Differenzierbarkeit nimmt dies Verhalten ab und bei einer
Funktion mit exponentiellem Abfall der Fourierkoeffizienten erhélt man auch bei der Hin-
zunahme weniger Stiitzstellen deutlich bessere Ergebnisse.
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Abbildung 5: Durchnummerierung der ersten 16 Stiitzstellen zur Verwendung fiir Gitter
mit beliebigen Levelstrukturen
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Abbildung 6: PLUS1-Gitter mit Level 16. links: Indexmenge der Basisfunktionen,
rechts: Gitterpunkte
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fo = Ny sgn(z — ) fo = Ny sgn(z — 7) - sin(x)?
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Abbildung 7: Eindimensionale Interpolation von Funktionen unterschiedlicher Differen-
zierbarkeit. Die Funktionen f, sind Funktionen mit endlicher Differenzier-
barkeit und sind aus dem Raum H?*z*+¢. Die Funktion f; ist analytisch.
PLUS1 ist das Gitter mit einer Stiitzstelle mehr pro Level. DG ist ein regu-
lares diinnes Gitter mit dyadischer Levelstruktur. Zu sehen ist der relative
Lo-Fehler in Abhéngigkeit der Anzahl der Freiheitsgrade des Gitters. Je
glatter die Funktion ist, desto schneller wiachst die Genauigkeit des Gitters
und die Auspriagung der Treppenstufen nimmt ab.
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3.2.2 Eindimensionale Transformationen

Aufgrund der Verschachtelung der Stiitzstellen liegen diese bei Gittern mit beliebiger
Levelstruktur nicht dquidistant vor. Die Zahl der Stiitzstellen ist auch beliebig. Die bisher
verwendenten Algorithmen wie die schnelle und diskrete Fouriertransformation kénnen
in diesem Fall nicht verwendet werden um die Fourierkoeffizienten zu berechnen. Es gibt
Pakete um eine diskrete Fouriertransformation mit beliebig vielen nicht dquidistanten
Stiitzstellen durchzufithren wie zum Beispiel die NFFT Bibliothek [KKPO0§|. Auf diese
wurde jedoch verzichtet, da sie nicht die Moglichkeit bieten, Berechnungen im Vorfeld
durchzufithren und diese abzuspeichern um Zeit einzusparen.

Im Rahmen der Diplomarbeit wurde auf die Vorberechnung von linearen Gleichungs-
systemen zur Losung der eindimensionalen Interpolationsgleichungen zuriickgegriffen. Der
Grund hierfiir liegt in der Flexibilitat. Die PLUS1-Gitter arbeiten so auch mit den an-
deren, in der HCFF'T Bibliothek implementierten, Basisfunktionen zusammen. Weiterhin
kann nahezu jede beliebige Menge von Basisfunktionen und Stiitzstellen auf diese Weise
eingebaut werden. Es stellt sich allerdings die Frage, welche Mengen von Stiitzstellen und
Basisfunktionen zu losbaren Gleichungssystemen fithren. Dies wird fiir die Fourierbasis in
diesem Abschnitt beantwortet.

Definition 3.1 (eindimensionale trigonometrische Interpolation). Sei f : [0,27] — R
eine periodische Funktion. Sei X, = {xo,...,x;} mit x; € [0,27) fir 0 <i <1 eine Menge
von Stitzstellen und By = {®o(0)(2), ..., Pou)(x)} eine Menge von Basisfunktionen. Die
eindimensionale trigonometrische Interpolation ist die Berechnung eines Interpolanten

! .
I[f|(x) = ]EO cx®o(y (), mit den Basisfunktionen ®y(x) = €** und komplezen Koeffizi-

enten.
o : Ng — Z ist die Indexabbildung aus Gleichung . Der Interpolant soll den
folgenden Bedingungen gentigen

L[f)(wi) = f(z:) YVaic (3.6)

Dies fithrt zu einem komplexen linearen Gleichungssystem mit einer quadratischen Ma-
trix, die sowohl bei der Interpolation, als auch bei der Hierarchisierung und Dehierarchi-
sierung auftaucht. Diese wird ab jetzt mit A.y, bezeichnet.

Po0)(0) Loy (o) .. Po)(zo)
o0 (21 D1y (1) , C.O _ f(:xO) (3.7)
(I)a(o‘) € o (I)U(l;(l'l) € f(z1)

Es konnen aber auch beliebige Intervalle fiir die Interpolation gewahlt werden. Zwei In-
tervalle sind durch eine bijektive stetige Abbildung 7 ineinander iiberfithrbar und an der
Losbarkeit der in der Interpolation auftretenden Gleichungssysteme éndert sich nichts,
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3.2 Konstruktion des Interpolanten

falls die Basisfunktionen durch eine Verkettung mit der Abbildung 7! an das neue In-

terval angepasst werden. B; = {®(77(z)),...,®;(77!(z))} sind dann die angepassten
Basisfunktionen.

Es ist anzumerken, dass sich die Matrix des Gleichungssystemes nur dndert, wenn sich
die Zahl oder Position der Stiitzstellen andern. Fiir eine gegebene Levelstruktur kénnen
die Matrizen im Vorfeld invertiert und abgespeichert werden. Hierdurch ist die eindimen-
sionale Interpolation auch mit quadratischem Aufwand durchfiithrbar.

Es stellt sich heraus, dass das Gleichungssystem [3.7] fiir paarweise disjunkte Stiitzstellen
immer loshar ist. Diese Eigenschaft wird Unisolvenz genannt und der Beweis ist ahnlich
zu dem Beweis der Unisolvenz der Funktionen {1, ™, e?* ... e®} [Dav75|.

Lemma 3.1 (Unisolvenz der trigonometrischen Interpolation). Das lineare Gleichungs-
system ist fir jede beliebige Menge paarweise verschiedener Stitzstellen {xo, ..., x;}
mit x; € [0,2m) losbar.

Beweis. FEs ist zu zeigen, dass die Determinante der Matriz

1 ez’xo e—ixo eQiaco 6—21':50 o ea(l)i:co
1 eixl e—ixl 62ix1 e—2ixl o ea(l)i:m
(3.8)
1 eizl e—ixl 621'901 6—21’9:; o eo(l)ixl
nicht verschwindet, wobei o(l) = —L oder o(l) = %L, Durch Vertauschen der Spalten,

welches den Betrag der Determinante nicht verdindert, erreicht man dass die Spalten nach
dem Index der Fxponentialfunktionen sortiert sind.

e—Qi;Eo e—izo 1 eixo e?ixo
e—?ixo e—ixo 1 eiaf() e?idfo
(3.9)
6—2ixl e—ixl 1 eixl 621';1:1
wobei die erste Spalte entweder e~3% oder e~'3 % ist. Jetzt Multipliziert man die j-te Zeile
mit dem komplex konjugierten des ersten Eintrages in der j-ten Zeile. Da die Fxponenti-
alfunktion keine Nullstelle hat, bleibt die Determinante bei diesem Vorgehen ungleich 0.
Das Ergebnis ist eine Vandermonde Matriz und sieht so aus

1 eixo 622':1:0 L eli:co
1 eix1 622’x1 L elixl
. (3.10)
1 e 622:pl o elzwl

Die Determinante dieser Matriz ist ] (e®** — e und da die Stiitzstellen paarweise
0<k<j<I

disjunkt und aus [0, 2m) sind, ist diese ungleich 0. Diese Determinante unterscheidet sich
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3 Verallgemeinerte diinne Gitter mit beliebiger Levelstruktur

durch den Faktor e~"oW@oteitta) yelcher ungleich 0 ist, von der Determinante der
Matriz Aexp, welche im linearen Gleichungssystem auftritt. Hier ist j = [ oder
j=1—1, je nachdem ob | gerade oder ungerade ist. [

Die Kondition einer Vandermonde Matrix wéachst mit zunehmender Grofile und die
Genauigkeit der Interpolation sinkt. Die hier auftretenden Matrizen sind aber klein. Da die
Funktionen, die mit den PLUS1-Gittern interpoliert werden, einen sehr raschen Abfall der
Fourierkoeffizienten haben, wird die maschinell bedingte Genauigkeit oft mit Basen mit
maximal 32 Stiitzstellen erreicht. Die zugehorigen Gleichungssysteme sind entsprechend
auch von der Grofle 32 x 32.

Weiterhin beeinflusst die Wahl der Stiitzstellen die Determinante und damit auch die
Eigenwerte der Matrix. Dies hat wiederum einen Einfluss auf die Kondition der Matrix
und die Genauigkeit der Interpolation. Doch diese Uberlegungen miissen in zukiinftigen
Arbeiten betrachtet werden.

3.2.3 Hierarchisierung und Dehierarchisierung

Die Verwendung einer beliebigen Levelstruktur &ndert an der Aufgabenstellung, eine hier-
archische Basis auszurechnen, nichts. Die Konstruktion dieser ist analog zu den Matrizen
und bei der Fouriertransformation auf diinnen Gittern. Im Unterschied zur
dyadischen Levelstruktur haben die hier auftretenden Matrizen im Allgemeinen eine dich-
te Dreiecksgestalt. Die Hierarchisierung und Dehierarchisierung kann bei diesen Matrizen
nicht in linearer Zeit implementiert werden. Auch hier werden wieder lineare Gleichungs-
systeme konstruiert und gelost. Diese sehen genau so aus, wie das Gleichungssystem
und sind damit fir paarweise disjunkte Stiitzstellen auch immer losbar. Die Interpolation
auf verallgemeinerten diinnen Gittern mit beliebiger Levelstruktur ist somit fiir paarweise
disjunkte Stiitzstellen immer durchfithrbar.

Sei L € N ein maximales Level, D € N die Dimension der Funktion f und g € N*
eine Levelstruktur, wobei g, > g, fir 0 < [ < L gelte. Seien 7, = {zo,...,24_1}
verschachtelte Mengen von Stitzstellen, das heit 7,y C 7;. Seien ®;(z) fir j € Z
Basisfunktionen.

Bei der Interpolation mit diinnen Gittern ist es die Aufgabe den Interpolationsoperator
fiir eine monotone Indexmenge Z € N? fiir eine Funktion f zu berechnen.

I7[f](x) = D Ailf)(=) (3.11)

leZ

Hierzu werden wieder eindimensionale Interpoaltionsoperatoren fiir die Level [ definiert

L f](z) == gz_l Fr®om) (3.12)

welche den folgenden Bedinungen geniigen.

Lif(zj) = flz;) , fir 1 <j < g (3.13)
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3.2 Konstruktion des Interpolanten

Die Operatoren werden wieder hierarchisiert

Alfl(x) = LIf)(x) —Loi[f](z) , fir 1 <1< L
Ao[f](z) = ILo[fl(x) (3.14)

Dabei ist jeder Differenzoperator wieder eine Linearkombination von hierarchischen Ba-
sisfunktionen, die den folgenden Bedinungen gentigen

-1
Allfl(z) = > f3%(x) (3.15)
g —1
\I/J(xl) = Z (I)k(l'l) = 51] fur j € {gl—17 -, 8 1} und ¢ € {O, e, 8 1} (316)
k=0

Hierbei wird g_; := 0 gesetzt.

Fiir jede hierarchische Basisfunktion muss ein lineares Gleichungssystem gelost werden.
Die Grofle des Gleichungssystemes ist von der Grofle des Levels, zu dem die hierarchische
Basisfunktion gehort, abhéngig. Die Matrix der Gleichungssysteme ist dieselbe, die auch
bei der eindimensionalen trigonometrischen Interpolation in Gleichung auftritt. Von
diesen wurde gezeigt, dass Sie fiir paarweise disjunkte Stiitzstellen immer losbar sind.
Und auch hier dndern sich die Gleichungssysteme nur, wenn sich die Levelstruktur oder
Position der Stiitzstellen dndert. Eine hierarchische Basis muss also nur einmal fiir eine
vorgegebene Gitterstruktur berechnet zu werden und kann dann immer wieder verwendet
werden. Auf weitere Details zur Konstruktion der Hierarchisierungs- und Dehierarchisie-
rungsmatrix wird in Kapitel 4] eingegangen.

Die Differenzoperatoren A; = A;, x ... x A, bilden mittels einer hierarchischen Basis
Uy = Wy, - ... ¥y, die Funktion f in die disjunkten Unterraume W, des Gitters V7 ab.
Sie werden als Tensorprodukt eindimensionaler Operatoren A; = (I; — I;_;)[f] gebildet.
Alle Details zur Konstruktion wurden in Abschnitt hergeleitet. Die Notation wurde
hier an die beliebige Levelstruktur angepasst. Die hierarchische Basisfunktionen miissen,
um die eindimensionalen Operatoren A; nachzubilden, auf den Stiitzstellen aller Raume
den Wert 0 annechmen und den Raum span{B; \ B;_;} aufspannen. Dies fithrt zu den
linearen Gleichungssystemen

Bei den in dieser Arbeit verwendeten PLUS1-Gittern sieht der Vektor g so aus
g =(1,2,3,...,L+1) (3.17)
Ein verallgemeinertes diinnes Gitter mit beliebiger Levelstruktur ist durch ein maxi-

males Level L, den Vektor g € N*, einem Vektor von Stiitzstellen p € R” und schlieflich
einer monotonen Indexmenge Z € NP fiir die Unterrdume vollstindig beschrieben.
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3 Verallgemeinerte diinne Gitter mit beliebiger Levelstruktur

3.3 Zahl der Freiheitsgrade

Ab jetzt wird immer das Gitter mit PLUS1-Levelstruktur verwendet und alle Aussagen
bezichen sich auf dieses. Es ist die allgemeinste Form eines Gitters mit Tensorprodukt-
struktur und verschachtelten Stiitzstellenmengen und erlaubt beliebige monotone Mengen
als Indexmenge fiir die Basisfunktionen. Von Level zu Level wird lediglich eine Stiitzstelle
hinzugenommen. Es werden die der dyadischen Levelstruktur dhnlichen Stiitzstellen, die
zu Beginn dieses Kapitels beschrieben wurden, verwendet. Bei Verwendung dieser Git-
terstruktur ist es dem in dieser Arbeit beschriebenen adaptiven Algorithmus in Kapitel
moglich jede Basisfunktion einzelnd auszuwéhlen. Ein adaptiv konstruiertes Gitter mit
dieser Struktur ist also optimal beziiglich der Zahl der Freiheitsgrade.

In diesem Abschnitt wird die Zahl der Freiheitsgrade eines PLUS1-Gitters mit Level [
berechnet. Die Indexmenge der Unterraume eines solchen Gitters ist ein Standard Simplex
Ap der Dimension D mit Kantenlidnge [, also die Indexmenge Z; := {k € N? : | k||; < I}.

Lemma 3.2 (Anzahl Gitterpunkte im PLUS1-Gitter). Sei Z; = {k € NP : |||, < 1} eine
Indexmenge fir ein D-Dimensionales PLUSI-Gitter. Es gilt

T S 1P (3.18)

Beweis. Die Anzahl der Gitterpunkte entspricht der Anzahl der Mdglichkeiten die Zahlen
0 < k <1 als Summe D nicht negativer ganzer Zahlen zu schreiben. In der Kombinatorik
ist dies als schwache Zerlegung bekannt. Die Formel hierfiir lautet

L (D+k—1
1= (3.19)
ll%ﬂ g) ( D-1 )

Jeder Binomialkoeffizient kann abgeschdtzt werden durch

D+k—-1 :(D—I—k—l)!:(k’+D—1)-...-(k+1)<kD71 (3.20)
D—1 (D —1)lk! (D —1)! ~ ’
Hieraus folgt
L(D+k—1
Z( * )5zD—1+(l—1)D—1+~--+2D—1+15z-zD—1_zD (3.21)
=\ D—1
O

Die Zahl der Gitterpunkte wachst exponentiell mit dem Level [. Hier zeigt sich wie-
der der Fluch der Dimensionen. Allerdings ist die Zahl der Gitterpunkte ohne eine Ab-
schiatzung der Genauigkeit des Interpolanten weniger interessant. Diese Gitter wurden fir
Funktionen konstruiert, deren Konvergenzrate grofer als polynomiell und im Falle ana-
lytischer Funktionen sogar exponentiell ist. Mit einem solchen Gitter werden nur wenige
Gitterpunkte fiir eine gute Interpolation bendtigt und wenn der Zuwachs an Genauigkeit
in Abhangigkeit vom Level schneller ist als der Zuwachs der Stiitzstellen, so ist auch ein
Gitter, dessen Freiheitsgrade exponentiell von der Dimension abhéngen, hinnehmbar.
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3.4 Lineare Bestapproximation einer glatten Funktion auf einem PLUSI-Gitter

3.4 Lineare Bestapproximation einer glatten Funktion auf
einem PLUSI1-Gitter

Es werden Funktionen mit exponentiellem Abfall der Fourierkoeffizienten, wie in Glei-
chung (3.1)), approximiert. Zuerst wird die bestmdgliche Approximation an eine solche
Funktion auf einem Gitterraum V7, zur Indexmenge Z; = {k : ||k||; <[} betrachtet. Hier-
zu wird die abgeschnittene Fourierreihe der Funktion abgeschétzt. Die Reihenentwicklung
von f in eine Fourierreihe ist

f=> fo(k)q)a(k) (3.22)

keNp

Der lineare Approximationsoperator Qgz, ist definiert durch

QIlf = Z fo(k)q)a(k) (3-23)

keT;

Die Abschétzung des Fehlers wird in der £o-Norm fiir analytische Funktionen durchge-
fiihrt. Bei diesen ist das Abfallverhalten der Fourierkoeffizienten |f| < e~lkl1.

inf |f = fllz, < If—Qxufllz,
fevr,

= I > foaPowllz,

keNP\Z,

= > fwl

keNP\Z,

= Z |fa(k)|2

l[kl[1>1

= > > 1ol

J>U|[k[l1=35

SN el (3.24)

J>1|kll1=j

AN

Hier wird die Parseval Identitat, und in der letzten Zeile das Abfallverhalten der Fou-
rierkoeffizienten benutzt. Die Funktion o, halbiert ungefihr den Wert des Indizes in der
1-Norm, was durch das Quadrat der Betrige der Koeffizienten wieder aufgehoben wird.

Jetzt gilt es die Summe Y 1 abzuschétzen. Diese ist gleich der der Differenz der Méach-
k[l =j
tigkeit der Indexmengen Z; und Z;_;. Es gilt also

Sol=>1- Y 15/7-G-pP < (3.25)

llkll1=5 lkll<s lkll<j—1
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3 Verallgemeinerte diinne Gitter mit beliebiger Levelstruktur

Dies wird in die Abschatzung eingesetzt und ergibt

inf |[f=flz, <
EVIl

N

Hier wurde das Integralkriterium fiir Reihen
fache partielle Integration ausgerechnet.

[e.9]

[iPteiaj = [P e )]+ (D=1

= Pt (D-1) [

YT el

7> Kl
Yoel Y1

= e

Ze—ij—1

>l

/e_ij_ldj (3.26)

l

angewendet. Das Integral wird durch D-1

jP e d;

D201

— (P (D— 1))t 4 (D —1)(D - 2) /jD‘3e‘jdj

= P+ D-1IP7 4

v D-1)D—-2)-...-

+(D=1)(D=2)-...- 21 e+

2 [ e’dj
1

= PP @-IPP 4 4 (D-1)(D =221+

+ (D-1)(D-2)-

Hieraus ergibt sich das folgende Lemma

- 2]e”! (3.27)

Lemma 3.3 (Bestapproximation auf PLUS1-Gitterraum einer analytischen Funktion).

Sei f = 3 fa(k)ew(k)"’” mat fk < ekl ] g
keNp

Vi

1

N und D € N. Fir ein PLUS1-Gitterraum

mit der Indexmenge T, = {k : || k||, <} gilt

P If = FllZ, < If = Qufllz, = O(e"1P7) (3.28)
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3.4 Lineare Bestapproximation einer glatten Funktion auf einem PLUSI-Gitter

Bei einer Funktion, deren Fourierkoeffizienten nicht exponentiell, sondern nur schnel-
ler als algebraisch abfallen, also fi < |k||;" fiir beliebiges n € N, gelangt man zu der
folgenden Abschéitzung.

inf If =2, < 3 > ol
fev

7> |kll1=j

< > > kIR
7> k|1=j5

= > X1
Jj>l |Ik[[1=y

S ijnijl
g>l

< S
>l

< [imaj (3.29)
l

Dieses Integral kann man sehr leicht ausrechnen und erhalt

o0 1 00
[imdi= || s (3.30)
| 1—n 1

Dies ergibt die nachfolgende Aussage, wobei diese nicht so scharf ist, wie das Lemma
bei exponentiellem Abfall der Fourierkoeffizienten. Ein solches Abfallverhaltne wird bei
Funktionen beobachtet, welche ein Tensorprodukt eindimensionaler glatter Funktionen
sind.

Lemma 3.4 (Bestapproximation bei schneller als polynomiellem Abfall auf PLUS1-Gitterraum).
Sei f= Y fg(k)ei"(k)"” mit fr < ||k||;™ wobei n € N beliebig ist. Sei l € N und D € N.

keNp
Fir ein PLUS1-Gitterraum Vz, mit der Indexmenge T, = {l: ||l||1 <} gilt

inf [|f = flIZ, <IIf— Qnflz, <I" (3.31)
fevy,

Eine einfache Ubertragung der Beweise zur Interpolationsgenauigkeit verallgemeinerter
diinner Gitter auf PLUS1-Gitter ist nicht moglich. Ein zentraler Bestandteil der Bewei-
se ist die Abschétzung des Aliasing Fehlers, der bei der diskreten Fouriertransformation
auftritt. Bei PLUS1-Gittern wird keine diskrete Fouriertransformation durchgefiihrt. Es
werden lineare Gleichungssysteme gelost um die Fourierkoeffizienten zu erhalten und hier
fehlt eine Zusammenhang zwischen dem Integral, durch welches die exakten Fourierkoef-
fizienten definiert sind, und dem Ergebnis, welches bei dem Lésen der Gleichungssysteme
entsteht. Die numerischen Ergebnisse legen nahe, dass der Interpolationsfehler im Bereich
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3 Verallgemeinerte diinne Gitter mit beliebiger Levelstruktur

der Bestapproximation und des Aliasingfehlers von DFTs der entsprechenden Léngen lie-
gen sollte. Aber dies ist nur eine Vermutung und auch hier wird noch weitere Arbeit notig
seien.

Eine kleine Uberlegung zum Abschluss. Die Konvergenzrate eines vollen Gitters mit
dyadischer Levelstruktur fiir eine Funktion f € H?® erhalt man durch Kombination der
Zahl der Freiheitsgrade aus Lemma [2.4] und des Interpolationsfehlers aus Lemma 2.8 Es
ergibt sich eine Konvergenzrate von

T—38

1 = Tpee gl < M7P

/1

fiir ein volles Gitter mit dyadischer Levelstruktur. Der Fehler wird in den numerischen Ex-
perimenten in der Lo-Norm bestimmt und die £9-Norm der zu interpolierenden Funktion
ist 1. Dies fiihrt zu

Hs (3.32)

If = Ipoegller S MF (3.33)

1

Fiir eine Funktion f € HPH3 T wird eine Konvergenzrate von % ;2 erwartet. Diese Konver-

genzrate wird auch bei der Interpolation von Funktionen mit polynomiellem Abfall der
Fourierkoeffizienten durch PLUS1-Gitter in Kapitel [6] beobachtet.

In [Hal92] wird gezeigt, dass die Indexmenge der Fourierkoeffizienten, welche vom Be-
trage grofler oder gleich einer beliebigen Groflenordnung sind, ein hyperbolisches Kreuz
bilden. Werden die Koeffizienten in Form eines Quadrates oder Dreiecks ausgeschnitten,
so wie es bei den vollen und PLUS1-Gittern gemacht wird, liegen die grofiten Koeffizien-
ten, die nicht in das Gitter aufgenommen wurden, auf den Koordinatenachsen und haben
dort den Index (0,...,0,141,0,...,0), wobei | das Level der Gitter ist. Sowohl bei einem
vollen, als auch bei einem PLUS1-Gitter mit Level [ ist dieser Index nicht enthalten. Dies
bedeutet, dass beide Gitter von der Gréenordnung her den gleichen Interpolationsfehler
erreichen sollten. Da ein PLUS1-Gitter nur um den Faktor D!, welcher eine Konstante
ist, weniger Punkte als ein volles Gitter hat, ist die Konvergenzrate bei beiden Gittern
annahernd gleich.

Diese Uberlegung wird in der nachfolgenden Abbildung [8| verdeutlicht. Die griine Linie
stellt die Fourierkoeffizienten bis zu einer Groflenordnung ¢ dar. Alle Indizes, die vollstan-
dig unter dieser Linie sind, haben Fourierkoeffizienten, welche gréfler als ¢ sind. Die rote
Indexmenge stellt die Unterraume eines PLUS1-Gitters und die rote und blaue Index-
menge die eines vollen Gitters dar. Beide Gitter haben Level 9. Hier ist zu sehen, dass die
grofiten Fourierkoeffizienten, die nicht mehr im Gitter enthalten sind, diejenigen auf den
Achsen mit Index (10,0) und (0, 10) sind.
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10

|fk!| S/C

0 10

Abbildung 8: Es sind die Indexmengen der Unterraume, sowie das Abfallverhalten der
Fourierkoeffizienten zu sehen. Die rote Indexmenge ist die eines PLUSI-
Gitters und die rote zusammen mit der blauen stellt die Indexmenge eines
vollen Gitters dar. Beide haben Level 9. Die Kurve entspricht der Menge
der Fourierkoeffizienten bis zu einer gewissen Groflenordnung.

3.5 Rechenaufwand

Der Rechenaufwand zur Konstruktion eines PLUSI1-Gitters ist auf dhnliche Weise be-
stimmbar wie der eines diinnen Gitters. Fiir die Indexmenge der Unterrdume eines PLUS1-
Gitter Z;, = {k € NP : | k||; < L} werden wieder die Menge Unterrdume gebildet, die
keinen Nachfolger haben.

Md(IL> = {k € IL -k + ey ¢ IL} (334)

Hier gilt allerdings zu beachten, dass der Rechenaufwand der Transformation, sowie der
Hierarchisierung und Dehierarchisierung eines Vektors der Lénge [ von der Ordnung O(1?)
ist. Ein weiterer Unterschied ist, dass ein Unterraum nur eine Basisfunktion enthélt und
damit ein Unterraum der Indexmenge My(Z1) nur einen Koeffizientenvektor der Lange
lq indiziert. Dies fithrt zu einem Rechenaufwand, der dhnlich hergeleitet wird, wie der

Aufwand aus Gleichung (2.50)) auf Seite [28

T[IZL]Si > i S LAMa(TZy)| (3.35)

d=11eMy4(Z1)

Betrachtet man nun die Indexmenge 7} eines D-dimensionalen PLUS1-Gitters mit Level
L, so ist die Méchtigkeit der Menge M (Z) genau so grofi wie die Zahl der Gitterpunkte
eines D —1 dimensionalen PLUS1-Gitters gleichen Levels. Dies liegt daran, dass man statt
den Unterrdumen ohne Nachfolger auch die Unterrdume ohne Vorfahren als Indizierung
der eindimensionalen Koeffizientenvektoren entlang einer Richtung in Betracht ziehen
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3 Verallgemeinerte diinne Gitter mit beliebiger Levelstruktur

kann. Die Menge der Unterraume ohne Vorfahren wird wie folgt definiert
M&(ZL) = {k € IL k— €q ¢ IL} (336)

Diese Idee wird aus der Abbildung [9] ersichtlich. Es sind die Menge der Unterrdume
eines PLUS1-Gitters mit Level 4 zu sehen. Die rote Indexmenge ist M, und die griine ist

M,

V1,

0 3

Abbildung 9: Zerlegung eines PLUS1-Gitters in Indexmengen gleicher Lange. Die Index-
menge der Unterrdume sind die gefarbten Quadrate. Die roten Quadrate
sind die Indizes der Menge My(Z). Die griine Indexmenge ist M4(Z) und
die Pfeile zeigen die Abbildung der einen Indexmenge auf die andere. Beide
haben die gleiche Méchtigkeit und mit Hilfe der griinen Indexmenge kann
der Rechenaufwand bestimmt werden.

Fir einen Index 1 aus M/(Z;) ist auf Grund der Monotonie der Menge Z;, l; = 0.
In dieser Menge sind also alle Kombinationen von D — 1 nicht negativen ganzen Zahlen
enthalten, deren Summe kleiner gleich L ist. Dies sind genau so viele wie die Zahl der
Freiheitsgrade eines D — 1 dimensionalen PLUS1-Gitters des Levels L, also

IMa(Z)| S L7 (3.37)
Diese Uberlegungen ergeben die folgende Abschiitzung fiir den Rechenaufwand.

Lemma 3.5 (Rechenaufwand eines PLUS1-Gitters). Sei L € Ny. Eine obere Schranke
fir den Rechenaufwand eines Interpolationsoperators Ir, [f](x) auf einem PLUSI-Gitter
in Abhdngigkeit des Diskretisierungsparameters L ist gegeben durch

T, S LA Ma(Zy)] S LPH (3.38)
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4 Methoden

In diesem Kapitel werden die einzelnen Algorithmen vorgestellt, die zur trigonometrischen
Interpolation auf verallgemeinerten diinnen Gittern mit beliebiger Levelstruktur benotigt
werden. Zu Beginn werden die Algorithmen fir dyadische Levelstrukturen gezeigt. Zu
diesen zahlt die Berechnung der Basiskoeffizienten und der adaptive Algorithmus, welcher
die Unterrdume der Reihe nach dem Gitter hinzufiigt. Als Grundlage fiir die Implemen-
tierung wurde die Hyperbolic Cross Fast Fourier Transform Library verwendet, welche
am Institut fiir Numerische Simulation an der Universitdt Bonn entwickelt wurde.

Die wesentlichen Neuerungen sind die Hierarchisierung bzw. Dehierarchisierung der
Koefhizienten bei beliebiger Levelstruktur, sowie die eindimensionalen Interpolationsregeln
fir beliebig viele Stiitzstellen. Diese werden auch Transformationsregeln genannt. Nicht
erwahnte kleinere Anderungen betrafen vor allem die Teile der Bibliothek, in denen die
Verdopplung der Zahl der Stiitzstellen von einem Level zum néchst héheren fest im Code
implementiert war.

Der Algorithmus zur Berechnung der Fouriertransformation auf diinnen Gittern wurde
in [Hal92] entwickelt und um eine effiziente Verwaltung der Unterrdume, sowie einen
adaptiven Greedy Algorithmus erweitert [GG03]. AuBlerdem konnen auch verallgemeinerte
diinne Gitter |[GH14] fiir die Fouriertransformationen benutzt werden.

Zu jedem Algorithmus wird eine Laufzeitanalyse und fiir die hierarchische Basis mit al-
len Umrechnungmatrizen zusatzlich eine Untersuchung des Speicherbedarfs durchgefiihrt.

4.1 Fouriertransformationen auf verallgemeinerten
diinnen Gittern

In Abschnitt sind alle Verfahren hergeleitet, die fiir eine Fouriertransformation auf
verallgemeinerten diinnen Gittern, benotigt werden. Der Interpolationsoperator IIZ [f](x)
aus Gleichung auf Seite [26] muss implementiert werden.

Der erste Schritt bei der Gitterkonstruktion ist das Erstellen der eindimensionalen In-
terpolationsoperatoren. Sei D € N, L € N und g € N ein Vektor, welcher die Zahl
der Stiitzpunkte in jedem Level speichert. Weiterhin seien @y (z) := e™** die Fourierbasis-
funktionen und o : Ny — Z die aus Gleichung bekannte Indexabbildung. Bei einer
dyadischen Stiitzstellenwahl sind die Komponenten des Vektors wie folgt gegeben: g; = 2°
fiir 0 <1¢ < L. Die entsprechenden Stiitzstellenmengen sind

2m
S = {m? 0<m<g} (4.1)
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Die eindimensionalen Interpolationsoperatoren bei dyadischer Levelstruktur sind

L{f](z) = i__: Fe®oi)
Lifl(p) = f(p),firallepeS (4.2)

Diese konnen bei dyadischer Levelstruktur mit der schnellen Fouriertransformation be-
rechnet werden, da die Stiitzstellenzahl immer eine Zweierpotenz und die Verteilung die-
ser aquidistant ist.

Der zweite Schritt ist die Konstruktion des Raumes VIf' Es werden alle Unterraume
W @ 1 € IF konstruiert. Die Indexmenge ZF wurde in Gleichung (2.44]) auf Seite

definiert. Jeder Unterraum speichert seine vorherigen und nachfolgenden Nachbarraume
entlang jeder Dimension. Aulerdem speichert jeder Unterraum die Position des ersten
Basiskoeffizienten im Koeffizientenvektor. Die Grofie des Unterraumes ist durch seinen
Index und den Eintragen des Vektors g gegeben.

Als néchstes werden die Differenzoperatoren konstruiert. Dies bedeutet, dass die hier-
archische Basis konstruiert wird sowie die Hierarchisierungs- und Dehierarchisierungsma-
trizen aufgestellt werden. Die Differenzoperatoren sind so definiert

g —1

Affl@) = > fily (4.3)

k=g;_,
Die hierarchischen Basen sind dabei fiir das Level [ wie folgt definiert

g —1

\Ifj(l'z) = Z qu)g(k)(l‘i) = 52‘]‘ (44)

Fir eine dyadische Levelstruktur wurden die hierarchischen Basisfunktionen in [2.35
definiert und die Umrechnungsmatrizen waren auch in Abschnitt beschrieben. In den
beiden nachfolgenden Algorithmen ist die Hierarchisierung und Dehierarchisierung be-
schrieben. Diese haben einen linearen Aufwand in Abhéangigkeit der Lénge eines Koeffizi-
entenvektors (fk)05k<gl.

Mit der hierarchischen Basis konnen nun die Unterraume konstruiert werden. Zuerst
werden noch die Indexmengen der hierarchischen Basisfunktionen eines Unterraumes de-
finiert

{gl—la"'agl_l} ,ﬁll"lZl
‘71 —= ‘7l1><”.><\7iD (45>

Mit dieser Indexmenge lassen sich die Unterraume explizit durch die hierarchischen
Basisfunktionen angeben.

g ey

W, =span{V¥; : j € J;} (4.6)
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4.1 Fouriertransformationen auf verallgemeinerten diinnen Gittern

Algorithmus 2: Hierarchisierung eines Koeffizientenvektors
Input : u mit Fourierkoeffizienten, n € N die Lange von u
Output : u mit hierarchischen Koeffizienten
for j=1 to n do

for k=2"1to02 —1do
| Wgi_q—p = Ugi_1— — Uk
end

end
// Jetzt liegen die hierarchischen Koeffizienten vor
return u

Algorithmus 3: Dehierarchisierung eines Koeffizientenvektors
Input : u mit hierarchischen Koeffizienten, n € N die Lange von u
Output : u mit Fourierkoeffizienten
for j=1 to n do

for k =2/ — 1 downto 2! do
| WUgi_j—f = Ugi_1_j + Uy
end

end
// Jetzt liegen die Fourierkoeffizienten vor
return u

So lasst sich schlieBlich der Raum Vzr wie folgt aufspannen

Vir = S Wi= P span{¥;:je A} (4.7)

T T
1e7? 1e7]

Insgesamt ergibt sich der Interpolationsoperator auf einem verallgemeinerten diinnen Git-
ter in dieser Notation so

Le[fl(x) = > > flu(x)

17T ke

Lr[fl(p) = f(p),firallepe |J & (4.8)

L
lez?

Sobald der Gitterraum mit den Unterraumen konstruiert ist, konnen die hierarchischen
Koeffizienten berechnet werden. Diese werden durch sukzessive Berechnung der Fourierko-
effizienten mit anschlieBender Hierarchisierung entlang jeder Dimension bestimmt. Hierzu
wird zuerst ein Datenfeld u welches die Funktionswerte der zu interpolierenden Funkti-
on an den Gitterpunkten enthélt. In diesem werden Rechtecke gebildet, welche Vektoren
enthalten, die entlang einer Dimension gleich lang sind. Diese Rechtecke konnen durch
die Unterrdume indiziert werden, welche entlang der Richtung keinen Nachfolger haben.
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Diese sind der jeweils letzte Raum eines Rechteckes. Um eine Operation auf ein Rechteck
anzuwenden, miissen dann alle Vorganger des Unterraumes hinzugenommen werden.

MGZL) ={1€Il  1+e, ¢ I} (4.9)

Auf Grund der Tatsache, dass jeder Unterraum seinen Vorgénger entlang jeder Richtung
kennt, sind die Rechtecke durch diese Menge vollstandig konstruierbar. Ein Rechteck R 4(1)
fiir ein Index 1 € M4(Z}) ist dann die Vereinigung der folgenden Unterrdume des Gitters

1y

Rd(l) = U Wlfked (410)

k=0

Algorithmus 4: Berechnung der Basiskoeffizienten

Input : u; mit Funktionswerten

Output : u; mit Fourierkoeffizienten

// Tensorproduktstruktur wird ausgenutzt. Eindimensionale
Arbeitsschritte werden entlang jeder Dimension ausgefihrt.

for d =1 to D do

// Gehe durch alle Rechtecke entlang der Dimension d

forall the I € M,(Z}) do

// Wende Operationen auf jeden Koeffizientenvektor in dem
Rechteck an

forall the je 7, x ... x J,_, X Jo X Jpypy X ... x Jip, do

1D FET (W), ja 1, 0as1rmins s Wiy, ojur,2d Y jasrsin)
Hierarchisierung(w;, ... j, 1.0ja1,ins - - - ’ujl7---7jd—1721d—17jd+17---7jD)
end
end
end

// Dehierarchisiere jeden Koeffizientenvektor
for d =1 to D do

forall the I € M4(Z]) do
forall the j€ 7, x ... x J, , x Jo X Jpypy X ... X TJjp, do
‘ Dehierarchisierung (w, ... j,_1.0.jas1,jps - - - 7uj17---7jd—172ld_1,jd+17---7jD)
end
end
end
// Jetzt liegen die Fourierkoeffizienten vor
return u
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4.2 Adaptive Gitterkonstruktion

4.2 Adaptive Gitterkonstruktion

Diinne Gitter mit vorgegebener Indexmengen sind geeignet, wenn das Abfallverhalten der
Fourierkoeffizienten bekannt ist. Beispielsweise sind reguldre diinne Gitter optimal fiir
Funktionen mit polynomiellem Abfall der Fourierkoeffizienten. Wenn jedoch im Vorfeld
iiber die zu interpolierende Funktion nicht genug Informationen vorhanden sind, ist es
besser einen Algorithmus zu verwenden, der sich die Unterrdume so auswahlt, dass dieje-
nigen mit den grofiten Koeffizienten im Gitter enthalten sind. Diese leisten den gréfiten
Beitrag zur Genauigkeit des Interpolanten. Ein Algorithmus der sukzessive Unterrdume
mit den jeweils grofiten Koeffizienten hinzunimmt ist ein Greedy Algorithmus. In diesem
Abschnitt wird der in der HCFFT benutzte Algorithmus vorgestellt. Dieser basiert auf
der Arbeit |GGO3] in welcher er zur Integration hochdimensionaler Funktionen benutzt
wurde. Der Algorithmus wurde angepasst um auch Sobolevraume mit Gewichten endli-
cher Ordnung adédquat behandeln zu konnen. Hierzu wurde die Moglichkeit eingebaut eine
maximale endliche Ordnung fiir die Gewichte der im Gitter verwendeten Basisfunktionen
vorzugeben.

Der Algorithmus verwaltet zwei Indexmengen. Einmal die Indexmenge Z der Unterrau-
me, die im Gitter enthalten sind, und eine Menge der aktiven Indizes A, von denen jeder
einzelne, zusammen mit der Menge Z wieder eine monotone Indexmenge ergibt. Die Rau-
me mit Indizes aus A werden untersucht und deren Gewicht bestimmt. Falls ein Gewicht
grofer als eine Schwelle € ist, wird der Unterraum mit dem groBten Gewicht dem Gitter
hinzugefiigt und sein Index aus A entfernt. Anschliefend werden aus den Nachbarn des
Raumes diejenigen Indizes bestimmt, die wieder, zusammen mit den Indizes aus Z, eine
monotone Menge ergeben. Diese werden dann der aktiven Menge A hinzugefiigt und die
Gewichte neu berechnet.

Vorab wird daran erinnert, dass die Ordnung eines Multiindizes die Zahl der Komponen-
ten ungleich Null ist. Fiir das Gewicht g(WW) eines Unterraumes stehen sechs Kriterien zu
Verfiigung. Das einfachste ist die Summe der Betrage aller ihm enthaltenen Fourierkoeffi-
zienten. Es konnen auch die hierarchischen Koeffizienten zur Berechnung des Gewichtes in
Betracht gezogen werden. Weiterhin kann auch der Laplace Operator auf die Unterrdume
angewandt werden und von diesem die Fourier- oder hierarchischen Koeffizienten als Ge-
wichte verwendet werden. In der nachfolgenden Tabelle sind die moglichen Gewichte
aufgelistet.

Nachfolgend ist der Algorithmus zur adaptiven Interpolation auf einem verallgemeiner-
ten diinnen Gitter aufgeschrieben. Die Schwiche dieses Algorithmuses liegt darin, dass
jedesmal wenn ein Unterraum zum Gitter hinzugefiigt wurde, die Gewichte neu berech-
net werden. Dies fiithrt spater bei den Gittern mit beliebiger Levelstruktur dazu, dass die
Konstruktionszeiten fiir groflere Gitter stark ansteigen. Jeder Unterraum eines PLUSI-
Gitters hat nur eine Basisfunktion und dementsprechend viele Unterrdume werden zur
Verwaltung des Gitters konstruiert.
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aW) = ¥ Afk‘i‘fk g(W) = 2 Afk-i‘fk
= KeR
W) = X f (W) = X f«
Ken" Ken
gsM) == X Afx gM) == X Afx
ken ken

Tabelle 4.1: Mogliche Gewichte der Unterrdume W), zur Verwendung im adpativen
Algorithmus

Bei Gittern mit dyadischer Levelstruktur ist dies kein Problem, da die Zahl der Un-
terrdume logarithmisch mit der Zahl der Freiheitsgrade wéchst. Hierfiir wurde der Algo-
rithmus entwickelt. Dies muss zukiinftig verbessert werden. Erste Ideen sind im Ausblick
dieser Arbeit aufgefiihrt.

Hohe Dimensionen sind fiir beide Levelstrukturen ein Problem, da die Zahl der Unter-
rdume bis zu einem bestimmten Level exponentiell mit der Zahl der Dimensionen steigt.
Bei vielen Dimensionen steigt auch dementsprechend die Zahl der Unterraume bei dyadi-
scher Levelstruktur stark an.
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4.2 Adaptive Gitterkonstruktion

Algorithmus 5: Adaptive Gitterkonstruktion

Input : f € HoL, Linit € No, Linax € N, Opax € No, € € R,

Output : Z € NP

// Erstelle Gitter mit Level Li,;+ und maximalem Gewicht endlicher
Ordnung Opayx

T:={1e N} :|[l|l; < Linix A Ordnung(l) < Opax}

A={1eNP:1¢Z AN OQ) < Opax ANVI<d<D:l1—eg€Z, fallsly >0}

Berechne Gewichte(.A)

// Fige so lange Unterrdume hinzu, bis in der aktiven Menge keiner
mehr mit einem passenden Gewicht exisitiert.

while 3l € A mit g(W;) > € do
IT=TuUl
A=A\1

// Teste Nachbarn des hinzugefiigten Blocks auf Level, Ordnung und
Monotonie der potentiellen neuen Menge.
for d=1to D do
if l;+1 < L4, then
if O(l+ e;) < Oy4, then
if(l+e)—e, €ZVqg=1,...,D then

I A=AUl
end
end
end

end

Berechne Gewichte(.A)
end
return 7
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4.3 Trigonometrische Interpolation auf verallgemeinerten
diinnen Gittern mit beliebiger Levelstruktur

Um trigonometrische Interpolationen auf verallgemeinerten diinnen Gittern mit beliebiger
Levelstruktur durchfiihren zu kénnen werden neue Algorithmen fir die Interpolationsre-
geln, Hierarchisierung und Dehierarchsierung bendétigt. Die Gitterkonstruktion, sowie das
Verfahren zum Berechnen der Koeffizienten aus Algorithmus [4] und der adaptive Algo-
rithmus 5[ konnen ohne Verdnderungen weiter verwendet werden. Es miissen lediglich die
FFT gegen allgemeinere Interpolationsregeln und die Hierarchisierung und Dehierarchi-
sierung in dem Algorithmus ausgetauscht werden. Aulerdem muss der Vektor g, welcher
die Anzahl der Stiitzstellen in jedem Level speichert, verdndert werden. Dieser ist, mit
den in dieser Arbeit konstruierten Gittern, nun frei wahlbar. Die Datenstrukturen zur
Verwaltung des Gitters wurden nicht verdndert. Dies hat den Nachteil, dass die Zahl der
Unterrdume bei PLUS1-Gittern sehr stark gestiegen ist.

4.3.1 Hierarchisierung und Dehierarchisierung

Die Hierarchisierung- und Dehierarchisierung entsprechen jeweils einem Basiswechsel von
einer beliebigen Basis in die zugehorige hierarchische Basis bzw. von der hierarchischen
Basis zuriick in die Ausgangsbasis. Dies wird mittels einer Matrix-Vektor Multiplikation
realisiert. Die hierarchischen Basisfunktionen sind durch das lineare Gleichungssystem
gegeben, welches im Vorfeld fiir jede Basisfunktion gelost werden muss.

Es werden Koeffizienten erhalten, welche die hierarchische Basisfunktion als Linearkom-
bination der Ausgangsbasis angeben. Diese Umrechnungskoeffizienten werden anschlie-
Bend in eine Matrix geschrieben. Dies ist die Dehierarchisierungsmatrix. Die Hierarchi-
sierungsmatrix wird durch Invertierung konstruiert. Dies ist immer moglich, da beide
Basen die gleiche Machtigkeit haben. So entspricht die Umrechnung von einer Basis in
eine andere einer Matrix-Vektor Multiplikation.

Als Verfahren zum Losen der linearen Gleichungssysteme kann beispielsweise die QR
Zerlegung verwendet werden. Zur Invertierung von Matrizzen gibt es unter anderem die
LU-Zerlegung. Fiir diese Arbeit wurden die LU- bzw. QR Routinen der GNU Scientific
Library [Gou09] verwendet. Nachfolgend wird der Algorithmus zum Erhalt der Matrizen
beschrieben sowie die Laufzeit untersucht.

Algorithmus

Der Algorithmus zur Erzeugung der Dehierarchisierungs- und Hierarchisierungsmatrizzen
wird hier im Detail beschrieben. Dieser ist auf Seite [01] zu sehen. Sei L € N ein maximales
Level und g ein Vektor, welcher die Levelstruktur enthélt. Dies bedeutet, dass in ihm die
Zahl der Stiitzstellen in jedem Level gespeichert sind. Sei weiterhin {py,...,pg, -1} die
aus Abschnitt [I] beschriebenen durchnummerierten dyadischen Stiitzstellen.
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4.3 Trigonometrische Interpolation auf verallgemeinerten diinnen Gittern mit beliebiger Levelstruktur

Die Dehierarchisierung entspricht einem Basiswechsel von der hierarchischen Basis

{Wo(x),..., g, 1(x)} (4.11)

in die Ausgangsbasis. Diese ist im Falle der trigonometrischen Interpolation die Fourier-
basis

{(I)U(O)(CL’), ey q)a(gL—l} (4.12)

Fiir jedes Level werden nun die hierarchischen Basisfunktionen berechnet. Diese sollen
auf allen Stiitzstellen, in jedem Level, welches kleiner dem aktuellen Level ist, die Eigen-
schaft haben, den Wert 0 anzunehmen. In dem aktuellen Level hingegen sollen Sie an
der Stiitzstelle, welche den gleichen Index wie die hierarchische Basisfunktion hat, den
Wert 1 annehmen und an den restlichen Stiitzstellen wieder den Wert 0. Es wird also eine
Lagrange Basis fiir die Stiitzstellen jedes Levels konstruiert.

Die Konstruktion wird mittels einer Linearkombination der Basisfunktionen ®,;) durch-
gefiihrt.

g —1

Ui(x) = Y cPomy(x) , so dass U;(p;) = 0y (4.13)
k=0

Somit ergibt sich fiir jedes Level [ eine Matrix Aey, mit mehreren rechten Seiten e;, j €
{g_1,-..,8 — 1}. Die Matrix A, sieht folgendermafien aus und entspricht der Matrix
Aexp aus Gleichung fiir welche die Unisolvenz fiir paarweise disjunket Stiitzstellen
bewiesen wurde.

@0'(0) (pO) q)a(l)(pO) B q)a(gL—l) (pU)
d P1 P

0’(0)(

Aexp = (414)

(I)U(O) (ngfl) s s q)U(gL—l)(ngfl)

Nun wird fiir jede hierarchische Basisfunktion W¥; das Gleichungssystem gelost, welches
durch Ae, und e; gegeben ist. Dies ergibt den Koeflizientenvektor c;, der die Koeffizi-
enten der j-ten hierarchischen Basis enthalt. Der Koeffizientenvektor ist gleichzeitig die
j-te Spalte der Dehierarchisierungsmatrix Agepier, da dieser der Umrechnung von einer
hierarchischen Basisfunktion in die Ausgangsbasis entspricht.

I.[f]hierar ist eine Interpolation einer Funktion f mit hierarchischen Basen, dann ist
der I.[f] der Interpolant beziiglich der Ausgangsbasis und beide nehmen die gleichen
Funktionswerte an. Diese sind auf folgende Weise ineinander umrechenbar
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gr—1

Lifl(z) = > [iY()
=0
g—1 g1
gr—1 "

= Y fomPomy(@) = L[f](z)
k=0
R gr—1

mit foay = D firew (4.15)

=0

Hier ist der Zusammenhang zwischen Dehierarchisierung und der Multiplikation der
Dehierarchisierungsmatrix mit dem hierarchischem Koeffizientenvektor ersichtlich. Die
Dehierarchisierungsmatrix sieht also wie folgt aus

€0,0 €1 .- Co,g; -1
C1,0 Clgr—1
Adehier = . ‘L (416)
Cg,—1,0 --- Cgr—1,g,—1

Mit dieser Matrix kénnen auch alle Level kleiner als L dehierarchisiert werden. Wird
ein Koeffizientenvektor (fo, ..., fgl,l) aus einem Level | < L dehierarchisiert, so wird
nur die entsprechende obere linke g, — 1 X g; — 1 Matrix zur Multiplikation verwendet.
Nachfolgend ist der Algorithmus zur Konstruktion der beiden Matrizen gezeigt. Diese
haben, wie im Algorithmus zu sehen ist, eine obere rechte Dreiecksstruktur, welche durch
die Levelstruktur g gegeben ist.
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4.3 Trigonometrische Interpolation auf verallgemeinerten diinnen Gittern mit beliebiger Levelstruktur

Algorithmus 6: Berechnung De- und Hierarchisierungsmatrix
Input : LeN,ge NP p e TP &,(x),0(j)
OUtPUt : Adehier7 Ahierar € ReL— 1>l
// Fir jedes Level ein LGS mit mehreren rechten Seiten aufstellen
for | =0to L do
fori7,7=0to g —1do
‘ Aexp[iaj] = q)a(j)(pi)
end
// Zerlege die Matrix, so dass die Lésungen nachher schnell

berechnet werden koénnen.

LUdecomp(Aexp)

fori=g,_,to g —1do

// e; ist Einheitsvektor der Lénge g, — 1, c enthdlt die Losung

LUsolve(Aexp, €, €;)

// Kopiere den Loésungsvektor in die i-te Spalte der
Dehierarchisierungsmatrix

for j =0to g—1do

‘ Adehier[iaj] =Cy

end

end

end

// Invertiere Dehierarchisierungsmatrix und erhalte
Hierarchisierungsmatrix

A= Adehier

LUdecomp(A)

LUinvert(A, Apierar)

return Adehier7 Ahierar
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Laufzeit

Da die Hierarchisierung und Dehierarchisierung einer Matrix-Vektor Multiplikation ent-
spricht, hangt die Laufzeit quadratisch von der Lénge des Vektors ab. Im Unterschied zum
regulidren diinnen Gitter ist die Matrix bei beliebiger Levelstruktur im Allgemeinen voll
besetzt. Die Laufzeit der Hierarchisierung und Dehierarchisierung bei reguléren diinnen
Gittern héngt linear von der Lange der Vektoren ab |[Hal92]. Da beliebige diinne Gitter
fir glatte Funktionen eingesetzt werden, bei denen die Fourierkoeffizienten sehr schnell
abfallen, ist die Zahl der Stiitzstellen und Basisfunktionen klein und der Unterschied der
Laufzeiten féllt nicht zu sehr ins Gewicht.

Die Laufzeit zur Berechnung der Inversen einer Matrix ist O(n?) mit der LU Zerlegung.
Diese wird nur einmal berechnet, wiahrend zur Bestimmung der Dehierarchisierungsma-
trix viele Gleichungssysteme gelost werden. Nachfolgend wird der Rechenaufwand zur
Konstruktion einer hierarchischen Basis bei einer Levelstruktur der Art g, = k(l 4+ 1) be-
stimmt. Es zeigt sich, dass dieser Aufwand nur von der Zahl der Level und der maximalen
Anzahl der Stiitzstellen abhéngt.

Lemma 4.1 (Aufwand zur Berechnung der Hierarchisierung und Dehierarchisierung).
Sei L € N das maximale Level der hierarchischen Basis und g, = k(I + 1) fir 0 <
I < L die Levelstruktur. Der Rechenaufwand zur Berechnung der Hierarchisierungs- und
Dehierarchisierungsmatriz ist

O(L - g7) (4.17)

Beweis. In der nachfolgenden Tabelle[].3 ist der Rechenaufwand, welcher in einem Level
anfdllt, aufgefihrt.

Operation Aufwand | Anzahl pro Level | Aufwand pro Level
Fiillen der Matrix Aex, | O((kl)?) 1 O((kl)?)
LUDecomp(Aeyp) O((kl)?) 1 O((kl)?)
LUSolve(Aeyp, €, €;) | O((kl1)?) k O(k31?)
Kopieren in Agepier O(kl) k O(k21)

Tabelle 4.2: Rechenaufwand der einzelnen Operationen in jedem Level zur Konstruktion
von Adehier und Ahierar

Die Speicheroperationen sind hier nur der Vollstindigkeit aufgefiihrt und konnen fir
das Laufzeitverhalten vernachldssigt werden. Insgesamt ist es erforderlich L Level zu be-
rechnen, wobei | jedesmal um 1 erhoht wird. Dies ist eine arithmetische Folge tber [. Mit
Hilfe der bekannten Formeln zur Berechnung von arithmetischen Folgen ergibt sich der

folgende Rechenaufwand in Tabelle[4.5
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Operation Aufwand
Fiillen der Matrix A | O(k?L?)
LUDecomp(A) O( )
LUSolve(A x,¢;) O(k3L?)
(K°L7)

Kopieren in Agepier | O

Tabelle 4.3: Gesamter Rechenaufwand der einzelnen Operationen zur Konstruktion von
Adehier und Ahierar

Die dominierenden Terme sind der Rechenaufwand der LU Zerleqgung und der des
Vorwdrts- bzw. Rickwdrtseinsetzen zum FErhalt der Lésung. Dies ergibt einen Gesamt-

aufwand von O(K3L* + k3L3) = O(L - ¢3) fiir die Berechnung der Hierarchisierungs und
Dehierarchisierungsmatrizen. O

Die berechneten Matrizen hiangen von der Levelstruktur und Stiitzstellenauswahl ab
und werden im Vorfeld berechnet und abgespeichert. Solange sich die Strukturen nicht
dndern, konnen die Matrizen wiederverwendet werden. Der Speicheraufwand ist mit O(g? )
gegeniiber dem Speicherbedarf der vorberechneten Transformationsmatrizen vernachlés-
sighar. Weiterhin werden bei Funktionen mit einem mehr als polynomiellen Abfall der
Fourierkoeffizienten nur wenige Stiitzstellen benétigt um Maschinengenauigkeit zu errei-
chen. Die meisten der in dieser Arbeit durchgefiithrten Berechnungen in Kapitel [6] beno-
tigten weniger als 32 Stiitzstellen entlang einer Richtung, um Maschinengenauigkeit zu
erreichen.

4.3.2 Eindimensionale Transformationen

Der zweite wichtige Algorithmus fiir die Interpolation auf einem beliebigen diinnen Gitter
ist die Durchfiihrung beliebig langer eindimensionaler Transformationen. Bei einem regu-
larem diinnen Gitter mit dyadischer Levelstruktur kann auf die schnellen Fouriertransfor-
mationen, mit einer Laufzeit von O(n - log(n)), zur Berechnung der Fourierkoeffizienten
zuriickgegriffen werden. Bei beliebiger Levelstruktur treten Transformationen beliebiger
Lange und mit beliebig gewahlten Stiitzstellen auf. Zur Berechnung der Koeffizienten wer-
den lineare Gleichungssysteme aufgestellt und gelost.

Da ein Tensorproduktansatz fiir die Konstruktion des Gitters verwendet wird, miis-
sen viele eindimensionale Transformationen durchgefithrt werden. Das Gleichungssystem,
welches fiir ein Level [ zu 16sen ist, sieht wie folgt aus

g —1

Il[f] (Pj) = kz—: fa(k)q)o(k)(pj) = f(Pj) (4-18)

Die Matrix dieses Gleichungssystemes ist wieder die bekannte Aey, aus Gleichung (4.14)
mit entsprechnder Grofle, die vom Level der Transformation abhéngt. Da sich die Transfor-
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mationsregeln nicht &ndern, so lange die Gitterstruktur gleich bleibt, kénnen die auftreten-
den Matrizen im Vorfeld invertiert und abgespeichert werden. Auf diese Weise entspricht
eine eindimensionale Transformation einer Matrix-Vektor-Multiplikation. Der Aufwand
ist von der Ordnung O(n?).

Der Nachteil ist ein hoher Speicherbedarf, da fiir jedes Level zwei Matrizen der Grofie
g, X g; abgespeichert werden miissen. Doch nur so ist es iiberhaupt moglich grofiere Git-
ter in angemessener Zeit zu konstruieren. In der Abbildung [I0] werden die Zeiten fiir die
Fouriertransformationen von zweidimensionalen PLUS1-Gittern mit maximal 128 Leveln
durch Matrix-Vektor-Multiplikationen und dem Lésen von Gleichungssystemen miteinan-
der verglichen. Der Unterschied sieht nicht besonders grof3 aus, jedoch werden bei der Kon-
struktion gréfler adaptiver Gitter sehr haufig alle Basiskoeffizienten neu berechnet. Und
die Anzahl der eindimensionalen Transformationen héngt exponentiell von der Dimension
des Problems ab. Dies wurde in Kapitel 3] bei der Abschitzung des Rechenaufwandes zur
Berechnung der Fourierkoeffizienten gezeigt.

10° |- | —— Multiplikation

—— LGS losen

1071

1072

Zeit

1073

1074

107°

Lol Lol Lol Lol
10* 102 103 104
Anzahl Freiheitsgrade

Abbildung 10: Vergleich der Rechenzeit von Matrix-Vektor Multiplikation und Lésen
des linearen Gleichungssystemes zur Berechnung der eindimensionalen
Interpolationsoperatoren.

Es wird wieder eine Levelstruktur der Art g; = k(I + 1) angenommen. Der Speicherauf-
wand fiir L Level ist bei dieser Struktur
L
2k°> (1+1)*=0(KL-(L+1)>)=0(L-g}) (4.19)
1=0

64



4.3 Trigonometrische Interpolation auf verallgemeinerten diinnen Gittern mit beliebiger Levelstruktur

Die inversen Transformationsmatrizen kénnen direkt aufgestellt werden. Wenn ein Koef-
fizientenvektor f gegeben ist, erhédlt man die Funktionswerte an den Stiitzstellen p durch
Einsetzen in die Interpolationsvorschrift (4.18)). Dies entspricht der Multiplikation der
Matrix Aexp, aus Gleichung mit dem Vektor f.

Die Transformationsmatrizen, um aus den Stiitzstellen die Koeffizienten fiir die Basis-
funktionen zu erhalten, werden dann durch Invertierung erhalten. In der HCFFT wird
die LU Invertierung aus der GNU Scientific Library verwendet. Nachfolgend ist der Algo-
rithmus zur Konstruktion der Transformationsmatrizen dargestellt.

Algorithmus 7: Berechnung Transformationsmatrizen
Input : Le N, ge NV p e T ®,(x), o(j)
Output : TM[L], ITM[L] C {R80*80 . . R8.*&L}
// Fir jedes Level ITM durch einsetzen der Funktionswerte der
Basisfunktionen an Stitzstellen aufstellen
for | =0 to L do
for 7,7 =0 to g, do
| ITM[Lj] = Po(j) (P:)
end

end
// Errechne TM durch Invertieren von ITM
for l =0 to L do
A =1TM]]
LUdecomp(A)
LUinvert(A, TM[l])
end
return T'M[L], ITM][L]

Der Rechenaufwand zur Berechnung der Transformationsmatrizen mit k(l+ 1) Punkten
pro Level | wird analog zu dem Aufwand von Algorithmus [6] bestimmt.

Lemma 4.2. Sei L € N das mazimale Level der hierarchischen Basis und g, = k(I + 1)
fur 0 <1 < L die Levelstruktur. Der Rechenaufwand zur Berechnung der Transformati-
onsmatrizen ist

O(L- g}) (4.20)

Beweis. In der nachfolgenden Tabelle[].4) ist der Aufwand der einzelnen Rechenschritte
in jedem Level angeben. Diese werden nur einmal pro Level aufgerufen.

Die dominierdenden Terme sind die der LU Zerleqgung und Invertierung. Der Gesamt-
aufwand errechnet sich wie folgt

L

Y OKP) =0k (L+1)L*) =O(L-g}) (4.21)

=0
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Operation Aufwand pro Level
Fiillen der Matrix ITM O((kI)?)
LUDecomp(A) O((kl)?)
LUInvert(A,TM) O((kl)?)

Tabelle 4.4: Aufwand zur Konstruktion der Transformationsmatrizen, welche zur Berech-
nung der Basiskoeffizienten verwendet werden.

Wie im ersten Algorithmus ist der Gesamtaufwand O(L -g?). Auch hier werden die Be-
rechnungen fiir jede Gitterstruktur nur einmal durchgefithrt und die erhaltenen Matrizen
werden gespeichert. Eine Basis kann auch fiir jedes Gitter verwendet werden, welches die
gleiche Levelstruktur verwendet, aber ein kleineres maximales Level hat.

4.3.3 Laufzeit und Speicherbedarf Basiskonstruktion

In diesem Abschnitt wird eine Ubersicht iiber den einer PLUS1-Levelstruktur auftretenden
Speicherbedarf und die Zeit, die bendtigt wird, um eine Basis auszurechnen, gegeben. In
Tabelle ist der Speicherbedarf und die Zeiten zur Berechnung einer Basis und zum
Laden einer vorberechneten Basis aufgefithrt. Der Speicherbedarf steigt sehr stark an.
Eine Verdoppelung der Stiitzstellen hat den achtfachen Speicherbedarf zur Folge.

Es ist zu bedenken, dass PLUS1-Gitter fiir die Verwendung bei Funktionen mit mehr
als polynomiellem Abfall der Fourierkoeffizienten gedacht sind. Um Maschinengenauig-
keit zu erreichen, gentigen héufig schon Basen der Grofle 32. Die grofite in dieser Arbeit
verwendete Basis hatte 128 Basisfunktionen und wurde zur Konstruktion eines adaptiven
Gitters fiir eine Funktion mit polynomieller Konvergenzrate verwendet. Die Daten wurden
auf einem Xeon X7460 Prozessor mit 2.66 Ghz Taktrate bestimmt.

Stiitzstellen Berechnung Importieren Speicherbedarf

2 8.58-107%  5.65-107* 332

4 1.61-107%2 5.86-10* 1,556

8 9.92-107% 7.74-107* 8,740

16 1.91-1072 8.14-107* 56,388

32 6.2-1072  1.66-1073 3.99 - 10°

64 0.33 6.73-107° 2.99 - 106
128 2.78 3.81-1072 2.32-107
256 31.71 0.24 1.82-108
512 363.33 1.74 1.44 - 10°
1,024 6,438.11 15.98 1.15-10'0

Tabelle 4.5: Speicherbedarf und Konstruktionszeit der Basen bei PLUS1-Gittern. Die Zeit
wird in Sekunden und der Speicherbedarf in Byte angegeben. Es wurde der
Datentyp double verwendet.
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5 HCFFT Bibliothek

Fiir die Implementation der verallgemeinerten diinnen Gitter mit beliebigen Levelstruktu-
ren wurde die Hyperbolic Cross Fast Fourier Transform Bibliothek, welche am Institut fir
Numerische Simulation der Universitat Bonn entwickelt wurde, erweitert. Die Bibliothek
ist in C geschrieben und stellt nicht adaptive und adaptive verallgemeinerte diinne Gitter
zur Verfiigung. Zuerst wurden die vorhandenen Funktionalitaten vervollstandigt und auf
Fehler iiberpriift. Zu diesem Zweck wird ein Vergleich der Interpolationsgenauigkeit und
Laufzeit der HCFFT mit anderen Bibliotheken, welche &hnliche Moglichkeiten bieten, ge-
zeigt.

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Funktionen, die die HCFF'T Bibliothek bietet,
vorgestellt. Anschliefend folgt ein Vergleich mit zwei frei erhéltlichen MATLAB Biblio-
theken, die in Teilen gleiche Funktionen bieten. Sowohl die Konstruktionsgeschwindigkeit
und die Zeit fiir eine Funktionsauswertung als auch die Interpolationsgenauigkeit, soweit
hierfiir Routinen existieren, sind Bestandteil des Vergleichs. Es stellt sich heraus, dass die
HCFFT Bibliothek in den meisten Fallen wesentlich schneller ist. Allerdings zeigt sich
auch, dass im Bereich der adaptiven Gitterkonstruktion, noch Verbesserungen moglich
sind.

5.1 Ubersicht iiber die Funktionen

Die HCFFT Bibliothek stellt alle benétigten Algorithmen zur Verfiigung um verallgemei-
nerte diinne Gitter mit unterschiedlichen Basisfunktionen zu konstruieren. Es besteht die
Moglichkeit eine Fourier-, Sinus- oder Cosinusbasis sowie Chebyshevpolynome zur Inter-
polation auszuwéahlen. Als Gitter stehen verallgemeinerte diinne Gitter zur Verfiigung,
welche volle und reguldre diinne Gitter als Spezialfille enthalten. Den verallgemeiner-
ten diinnen Gittern liegt die parametrisierte Indexmenge Z¥ zu Grunde und es kann der
Parameter 71" vorgeben oder ein adaptives Konstruktionsverfahren verwendet werden.

Bei der adaptiven Verfeinerung werden so lange Unterraume hinzugenommen, bis keine
erlaubten Unterrdume mehr existieren, deren Summe der in ihnen enthaltenen Koeffizi-
enten grofler als eine wiahlbare Schranke € ist.

Nachdem ein Gitter konstruiert und die hierarchischen Uberschiisse bestimmt wurden,
besteht die Moglichkeit verschiedene Operationen auf den Interpolanten anzuwenden. Ei-
ne Interpolation mittels Chebyshevpolynomen ist in eine mit Legendrepolynomen um-
rechenbar. Auflerdem konnen partielle Ableitungen und der Laplace Operator auf den
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5 HCFF'T Bibliothek

Interpolanten angewendet werden. Falls die zu Interpolierende Funktion gewisse Differen-
zierbarkeits Eigenschaften erfiillt, konvergieren die Ableitungen und der Laplace Operator
des Interpolanten gegen die entsprechenden Ableitungen der Funktion. Weiterhin stehen
Algorithmen zur Verfiigung um unterschiedliche Normen, z.B. die £5-Norm oder den L,-
Fehler der Interpolation zu bestimmen.

5.2 Bibliotheken mit dahnlichen Funktionen

Bibliotheken mit dhnlicher Funktionalitat sind beispielsweise die Sparse Grid Interpolation
Toolbox [KWO05,K1i07] und die Nonequispaced Hyperbolic Cross Fast Fourier Transform
[DKP10,KK11]. Beides sind MATLAB Programme und verwenden regulére diinne Gitter
zur Interpolation von Funktionen.

Der Vergleich wurde auf einer Workstation mit 4 Xeon X7460 CPUs mit einer Taktrate
von 2.66 Ghz und 256 GB RAM durchgefithrt. Da die HCFFT Bibliothek noch nicht
parallelisiert ist, wurde der Vergleich auf einen Prozessorkern beschrankt.

Fiir den Vergleich wurde eine glatte Funktion mit zwei bis fiinf Dimensionen interpoliert.
Interessant ist vor allem ein Vergleich der Interpolationsgenauigkeit und Geschwindigkeit
beider Bibliotheken. Auch der Aufwand der verwendeten Algorithmen wird betrachtet,
da sich hier zeigt, ob Verbesserungsmoglichkeiten bestehen.

Vorab sei gesagt, dass es keine freie Bibliothek gibt, die so vielseitig ist, wie die HCFFT.
Die NHCFF'T bietet zwar alle notigen Routinen an um eine Fouriertransformation auf
einem hyperbolischem Kreuz auszufithren, kann aber keine adaptiven Gitter konstruie-
ren. Sie wurde vor allem fiir Fouriertransformationen mit nicht dquidistanten Stiitzstellen
entwickelt. Dies konnte interessant seien, da bei Gittern mit beliebigen monotonen Index-
mengen solche Fouriertransformationen auftreten.

Die Sparse Grid Interpolation Toolbox wiederum ist in der Lage adaptive Gitter zu
konstruieren, stellt aber nur Chebyshev Polynome bereit um hohe Interpolationsgenauig-
keiten zu erreichen.

5.3 Sparse Grid Interpolation Toolbox

Die Sparse Grid Interpolation Toolbox, kurz Splnterp, verwendet unter anderem stiick-
weise lineare Funktionen und Chebyshev Polynome zur Interpolation von Funktionen. Es
stehen drei verschiedene Gitter fiir stiickweise lineare und zwei Gitter fiir polynomielle
Basisfunktionen zur Auswahl. In diesem Vergleich werden die nicht adaptiven und ad-
aptiven Chebyshev-Gauss-Lobatto Gitter mit Chebyshev Polynomen als Basisfunktionen
verwendet. Diese sind auch in der HCFFT Bibliothek implementiert.

Bei den Gittern der beiden Bibliotheken gibt es einen kleinen Unterschied. Die Sparse
Grid Interpolation Toolbox benutzt im 0. Level den Mittelpunkt des gewahlten Intervals
als Stiitzstelle, wihrend die HCFFT Bibliothek die beiden Randpunkte nimmt. Im ersten
Level verhélt sich dies genau anders herum und die nachfolgenden Level stimmen in beiden
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Bibliotheken iiberein. Dies fithrt dazu, dass bei der HCFFT der Rand stérker besetzt ist,
und in der Sparse Grid Interpolation Toolbox die Mitte des Gebietes.

Nachfolgend sind als Beispiel CGL-Gitter mit Level 3 und Dimension 2 abgebildet. Das
rechte ist von der HCFFT Bibliothek und das linke von der Sparse Grid Interpolation
Toolbox.

Sparse Grid Interpolation Toolbox HCFFT
Chebyshev-Gauss-Lobatto Gitter, L = 3 Chebyshev-Gauss-Lobatto Gitter, L = 3
1 e ° e ° o 1F se o ° ° ° ° oo
° ° ° ° ° °

0.5 : 0.5 :
® [ ] [ J

O ee e ° ° ° e o0 OF e ° ° ° o
° ° °

—0.5] 1 —o5f .
® o [ ] [ ] [ ] [ J

—1f e ° H ° o —1 o o ° ° ° o oo |
| | | | | | | | | |
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Abbildung 11: Zweidimensionale Chebyshev-Gauss Lobatto Gitter des Level 3 der Sparse
Grid Interpolation Toolbox und HCFFT. Die Toolbox gewichtet das innere
des Giebetes starker. Bei der HCFFT ist der Rand stéirker besetzt.

Mit der Toolbox kénnen Gitter adaptiv und nicht adaptiv konstruiert werden. Fiir nicht
adaptive Gitter ist das maximale Level, welches ein Unterraum haben kann, zehn. Dies
entspricht 1025 Punkten entlang einer Achse. Die Unterrdume werden so ausgewéhlt, dass
die Bedingung ||1||; < L fiir jeden Unterraum W, des Gitters erfiillt ist.

Bei der adaptiven Gitterkonstruktion kann ein maximales Level, eine maximale Anzahl
an Stiitzstellen und eine Mindestgrenze fiir den geschétzten relativen und absoluten Fehler
angeben werden. Das Gitter wird so aufgebaut, dass entweder der geschétze Fehler oder die
Stiitzstellenzahl erreicht wurde, falls dies mit dem gegebenen maximalem Level moglich
ist.

5.3.1 Vergleich von HCFFT und Sparse Grid Interpolation Toolbox

Fiir den Vergleich wurde die folgende analytische Funktion auf dem Gebiet [—1,1]” inter-
poliert. Diese Funktion ist auf dem Gebiet nicht periodisch und hat die endliche Ordnung
D. Weiterhin sind alle Dimensionen gleich Gewichtet um moglichst grofle adaptive Gitter
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zu erhalten.
f(x) = ecoslixll (5.1)

Es wurde einmal mit einem nicht adaptiven diinnen Gitter der Level 1 - 10 und dann
mit einem adaptiven Gitter mit maximalem Level 10 und immer kleiner werdender Feh-
lertoleranz interpoliert. Im Falle der HCFF'T Bibliothek heifit dies, dass die Grenze fiir die
Gewichte der Unterraume, bei denen diese dem Gitter hinzugefiigt werden, immer kleiner
gesetzt wurde. Bei der Sparse Grid Interpolation Toolbox wurde die geschétze relative
Genauigkeit fiir die Interpolation immer weiter verringert.

Von dem Interpolanten wurde der relative Lo-Fehler mit einem 1D Lattice Rule Ver-
fahren |[CKNOG6| bestimmt. Dies ist ein Quasi Monte Carlo Verfahren, bei dem die Punkte
so konstruiert werden, dass spektrale Konvergenz bei der Berechnung des Integrals einer
analytischen Funktion erreicht wird. AuBlerdem wurde die benétigte Zeit zum Erstellen
des Gitters und der Berechnung der Koeffizienten sowie die durchschnittliche Zeit fiir eine
Funktionsauswertung bestimmt.

Die Sparse Grid Interpolation Toolbox hat die Moglichkeit eine ganze Menge von Punk-
ten mit nur einem Lauf durch die Datenstrukturen des Gitters auszuwerten. Der Vorteil
dieser Methode liegt auf der Hand. Die Datenstrukturen des Gitters werden auf diese Wei-
se nur einmal durchlaufen was zu schnelleren Auswertungszeiten fiihrt. Diese Moglichkeit
wurde im Rahmen der Diplomarbeit auch in der HCFFT Bibliothek implementiert, was
unter anderem die Berechnung des £o-Fehlers beschleunigt hat, da hier alle Auswertungs-
punkte im Vorfeld durch den Lattice Vektor gegeben sind.

Es tritt bei der Verwendung von Chebyshev Polynomen und kleinen Gittern mit ge-
ringer Dimension eine Besonderheit auf. Es ist zu erwarten, dass die Auswertung von
mehreren Punkten auf einmal schneller als eine Schleife von Einzelauswertungen ist. Bei
der Fourierinterpolation mit komplexen Exponentialfunktionen als Basis ist dies immer
der Fall. Bei der Verwendung von Chebyshev Polynomen als Basisfunktionen hingegen
ist die Einzelauswertung in einer Schleife teilweise schneller. Da dies nur bei Gittern mit
wenig Dimensionen geschieht, wird dieses Phénomen hier nicht weiter untersucht.
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5.3.2 Interpolationsgenauigkeit

Erwartungsgemaf ist der relative Lo-Fehler der nicht adaptiven Gitter bei beiden Biblio-
theken vergleichbar. Bei steigender Dimension ist eine bessere Genauigkeit der HCFFT
Bibliothek zu beobachten. Dies liegt an der unterschiedlichen Wahl der Stiitzstellen. Ein
Gitter, welches den Rand stiarker Gewichtet, ist fiir diese Funktion offenbar die bessere
Wahl.

Bei bis zu vier Dimensionen stellt sich bei beiden Programmen die gleiche Konver-
genzrate ein. Bei fiinf Dimensionen hingegen ist die Konvergenzrate in den letzten fiinf
Leveln bei der HCFFT besser als bei der Sparse Grid Interpolation Toolbox. Hier reicht
die Gittergrofle der Toolbox noch nicht aus um alle wichtigen Strukturen der Funktion
nachzubilden.

Nachfolgend werden adaptiv konstruierte Gitter fiir die gleiche Funktion mit zwei bis
funf Dimensionen untersucht. Der relative £o-Fehler verhélt sich hier bei beiden Bibliothe-
ken gleich. Bei bis zu vier Dimensionen wird die Genauigkeit maschinell bedingt begrenzt.
Beide Pakete erreichen die Genauigkeitsgrenze mit vergleichbar vielen Stiitzstellen. Bei
fiinf Dimensionen reicht die maximale Gittergrofle die man bei der Sparse Grid Interpo-
lation Toolbox einstellen kann, nicht mehr aus, um Maschinengenauigkeit zu erreichen.

Die unterschiedlich gewahlten Stiitzstellen in den ersten beiden Level fallen nicht mehr
auf. Das adaptive Verfahren wéhlt bei beiden Paketen die Unterraume so aus, dass gleiche
Interpolationsgenauigkeiten erreicht werden.
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Abbildung 12: Vergleich des Konvergenzverhaltens der HCFFT Bibliothek mit der Sparse

72

Grid Interpolation Toolbox bei nicht adaptiven Gittern mit zwei und drei
Dimensionen. Es wurde die Funktion f(x) = e“*I¥lh auf einem Chebyshev-
Gauss-Lobatto Gitter mit maximalem Level zehn interpoliert. Die Konver-
genzrate wurde fiir die letzten fiinf Datenpunkte durch eine lineare Regres-
sionsgerade bestimmt.
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Vergleich des Konvergenzverhaltens der HCFF'T Bibliothek mit der Sparse

Grid Interpolation Toolbox (SpInterp) bei nicht adaptiven Gittern mit vier
und fiinf Dimensionen. Es wurde die Funktion f(x) = e®l¥l auf einem
Chebyshev-Gauss-Lobatto Gitter mit maximalem Level zehn interpoliert.
Die Konvergenzrate wurde fiir die letzten fiinf Datenpunkte durch eine
lineare Regressionsgerade bestimmt.
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adaptive Chebyshev Interpolation adaptive Chebyshev Interpolation
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Abbildung 14: Vergleich der Interpolationsgenauigkeit der HCFFT Bibliothek mit der
Sparse Grid Interpolation Toolbox bei adaptiven Gittern mit zwei bis finf
Dimensionen. Es wurde die Funktion f(x) = e“I¥lh auf einem Chebyshev-
Gauss-Lobatto Gitter interpoliert.
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5.3.3 Geschwindigkeit Gitterkonstruktion

Zuerst wurde die Geschwindigkeit zur Konstruktion von nicht adaptiven Gittern mit zwei
bis fiinf Dimensionen betrachtet. Es wurden Gitter bis zu einem maximalem Level von
Zehn konstruiert. In die gemessene Zeit flieit sowohl die Konstruktion der Datenstruktu-
ren zur Verwaltung des Gitters, als auch die Zeit, die benotigt wird um die Basiskoeffizi-
enten zu bestimmen, ein. Hier ist zu sehen, dass die Algorithmen bei beiden Bibliotheken
einen vergleichbaren Rechenaufwand haben. Auf Grund der unterschiedlichen Implemen-
tationen ist die HCFFT jedoch um fast zwei Gréflenordnungen schneller. In den nachfol-
genden Grafiken ist die Konstruktionszeit gegen die Zahl der Gitterpunkte aufgetragen.
In der Tabelle

Anzahl der Dimensionen | Splnterp | HCFEFT
2 0.49 0.59
3 0.70 0.83
4 0.81 0.92
bt 0.89 0.95

Tabelle 5.1: Die Tabelle zeigt den Rechenaufwand in Abhéngigkeit der Zahl der Freiheits-
grade zur Konstruktion nicht adaptiver Gitter mit zwei bis fiinf Dimensionen.
Es wurde eine lineare Regression verwendet und der Wert gibt die Steigung
der Regressionsgeraden an.

Bei den adaptiven Gittern fillt bei steigender Dimension auf, dass die verwendeten Al-
gorithmen einen unterschiedlichen Aufwand haben. Die HCFFT Bibliothk ist oft schneller
als die Sparse Grid Interpolation Toolbox, doch der Geschwindigkeitsvorteil schwindet so-
wohl mit steigender Dimension als auch wachsender Zahl der Freiheitsgrade. Dies deutet
darauf hin, dass der bei der HCFFT Bibliothek verwendete Greedy Algorithmus verbessert
werden kann. Dies zeigt sich auch bei weiteren Untersuchungen.
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Abbildung 15: Vergleich der Zeiten der HCFFT und Sparse Grid Interpolation Toolbox
zur Konstruktion nicht adaptiver Gitter mit zwei bis fiinf Dimensionen.
Es wurde die Zeit zur Konstruktion des Gitterraumes und der Berechnung
der Basiskoeffizienten gemessen.
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Abbildung 16: Vergleich der Zeiten der HCFFT und Sparse Grid Interpolation Toolbox
zur Konstruktion nicht adaptiver Gitter mit zwei bis fiinf Dimensionen.
Es wurde die Zeit zur Konstruktion des Gitterraumes und der Berechnung
der Basiskoeffizienten gemessen.
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5.3.4 Geschwindigkeit Funktionsauswertung

Je nach Anwendung sind die durchschnittlichen Zeiten fiir eine oder viele Funktionsaus-
wertungen wesentlich interessanter als die benoétigte Zeit zur Konstruktion des Gitters.
Der Interpolant kann an beliebig vielen Stellen gleichzeitig ausgewertet werden.

Falls im Vorfeld die Auswertungspunkte bekannt sind wird so Zeit eingespart. In den
Grafiken wird dies als Array bezeichnet. In diesem Fall werden die Unterrdume nur einmal
durchlaufen und in jedem die Basisfunktionen an vielen Stellen auswertet. Der Vergleich
der Zeit fiir eine Funktionsauswertung wird hier einmal mit der Auswertung von 100
Datenpunkten als Array und als Schleife iiber 100 einzelne Auswertungen durchgefiihrt.
Beides sind Félle, die in der Praxis vorkommen und von Interesse sind. Es wird jeweils
die durchschnittliche Zeit fiir eine Auswertung gemessen und in den Grafiken aufgetragen.

Es ist hier ein deutlicher Unterschied im Laufzeitverhalten beider Bibliotheken bei stei-
gender Stiitzstellenzahl zu sehen. Bei der Verwendung von vielen einzelnen Auswertungen
ist die HCFFT in jedem Fall schneller und wird erst bei maximaler Gittergrofie, welche
die Sparse Grid Interpolation Toolbox konstruieren kann, von dieser eingeholt.

Im Falle von 100 Auswertungen auf einmal ist die Toolbox jedoch schon ab moderaten
Gittergrofien, mit vierstelliger Stiitzstellenzahl je nach Anzahl an Dimensionen, schneller
als die HCFF'T. Der Auswertungszeiten der HCFF'T haben einen steileren Verlauf, als die
der Toolbox. Dies bedeutet, dass der Aufwand der Algorithmen in der HCFFT grofler ist.
Hier zeigt sich ein Vorteil der Datenstrukturen, die in der Toolbox verwendet werden und
es deuten sich Verbesserungsmoglichkeiten bei der HCFFT an.

Werden die Graphen fiir adaptive und nicht adaptive Gitter betrachtet, so fallt auf,
dass kein Unterschied bei der Zeit zur Funktionsauswertung besteht. Die Art auf welche
die Gitter erzeugt wurden ist also unerheblich fiir die Auswertung. Diese hangt vor allem
von der Zahl der Gitterpunkte ab.
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Abbildung 17: Es ist die durchschnittliche Zeit fiir eine Funktionsauswertung bei nicht
adaptiven Gittern zu sehen. Hierbei werden zwei Verfahren verwendet.
Einmal werden 100 einzelne Auswertungen gemessen. Dies wird in den
Diagrammen als Loop bezeichnet. Das zweite Verfahren sind 100 Auswer-
tungen in einer Schleife, welches in den Diagrammen als Array bezeichnet
wird. HC steht fiir die HCFF'T und SpT fiir die Sparse Grid Interpolation
Toolbox.
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Abbildung 18: Es ist die durchschnittliche Zeit fiir eine Funktionsauswertung bei adapti-
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werden 100 einzelne Auswertungen gemessen. Dies wird in den Diagram-
men als Loop bezeichnet. Das zweite Verfahren sind 100 Auswertungen in
einer Schleife, welches in den Diagrammen als Array bezeichnet wird. HC
steht fiir die HCFFT und SpT fiir die Sparse Grid Interpolation Toolbox.



5.4 NHCFFT

5.4 NHCFFT

Die Non Equispaced Hyperbolic Cross Fast Fourier Transform Bibliothek konstruiert Git-
ter mit nicht dquidistanten Stiitzstellen und benutzt Fourierpolynome um Funktionen auf
diesen zu interpolieren. Die Stiitzstellen konnen auch dquidistant gewahlt werden. Dies
fithrt zu genau den gleichen Gittern, welche auch die HCFF'T Bibliothek zur Interpolation
mit Fourierpolynomen verwendet.

Da eine Routine zur Funktionsauswertung bei der NHCFFT fehlt, wurde nur die Zeit
fiir die Konstruktion eines Gitters und Berechnung der Basiskoeffizienten verglichen. Die
Interpolationsgenauigkeit sollte, da es sich um die gleichen Stiitzstellen und Basisfunktio-
nen handeln, vergleichbar seien. Es wurden nicht adaptive Gitter mit maximalem Level
zehn, fiir zwei bis fiinf Dimensionen konstruiert.

Es ist zu sehen, dass die Algorithmen zur Gitterkonstruktion einen dhnlichen Aufwand
haben. Allerdings ist die HCFFT Bibliothek um mehrere Grélenordnungen schneller, als
die NHCFF'T.
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Abbildung 19: Vergleich der Konstruktionszeit nicht adaptiver reguldrer diinner Gitter
eines maximalen Levels Zehn zur Fouriertransformation. Es wurde die Zeit
fiir die Erstellung des Gitters und Berechnung der Fourierkoeffizienten fiir
ein Gitter mit zwei bis fiinf Dimensionen gemessen.
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In diesem Kapitel werden die numerischen Ergebnisse prasentiert. Zur Untersuchung wer-
den zwei verschiedene periodische Testfunktionen benutzt. Eine Funktion unterliegt einem
polynomiellem Abfall der Fourierkoeffizienten und wird vor allem benutzt um zu zeigen,
dass dyadische Levelstrukturen in diesem Fall die bessere Wahl sind. Die andere Funktion
ist ein Tensorprodukt aus analytischen Funktionen und bietet zusatzlich die Moglichkeit
die endliche Ordnung iiber einen Parameter zu steuern. Diese zeigt die Uberlegenheit der
PLUS1-Gitter bei einen Abfall der Fourierkoeffizienten, welcher schneller als polynomiell
ist. Eine PLUS1-Struktur bedeutet, dass jedes Level nur eine neue Stiitzstelle enthélt und
folglich jeder Unterraum nur eine hierarchische Basisfunktion. Die Ausgangsbasis ist eine
Fourierbasis

Bl = {eio(O)m’ eio(l)xﬂ o 7€ia(l)x} (61)

Es werden die durchnummerierten dyadischen Stiitzstellen p aus Abschnitt zur Kon-
struktion der PLUS1-Gitter verwendet.

Bei den Experimenten werden nicht adaptive und adaptive Gitter fiir beide Funktionen
verwendet und miteinander verglichen. In den ersten Untersuchungen wird die Funktion
mit polynomiellem Abfall betrachtet. Es zeigt sich, dass die Wahl einer dyadischen Stiitz-
stellenmenge besser geeignet ist. Im Falle nicht adaptiver Gitter liefern diese die bessere
Konvergenzrate und im Falle adaptiver Gitter die bessere Konstruktionszeit bei gleicher
Interpolationsgenauigkeit.

Adaptiv konstruierte Gitter erreichen mit beiden Levelstrukturen gleiche Konvergenz-
raten. Hier zeigen sich allerdings auch die ersten Probleme des adaptiven Verfahrens. Die
moglichen Verfeinerungskriterien sind bei fiir dyadische Levelstrukturen der verwendeten
Testfunktion zu ungenau. Bei schnellem polynomiellen Abfall werden auf einmal viele
Unterrdume hinzugenommen, so dass hier keine verwertbaren Daten entstanden sind. Bei
den PLUSI1-Gittern zeigt sich hier auch der rasante Anstieg der Konstruktionszeiten bei
dem adaptiven Verfahren, was an der grofen Anzahl der Unterrdume liegt.

Im zweiten Teil wird eine Funktion mit exponentiellem Abfall der Fourierkoeffizien-
ten untersucht. Die Uberlegenheit der PLUS1-Gitter wird sehr deutlich sichtbar. Sowohl
beziiglich der Zahl der Stiitzstellen, als auch beziiglich der Konstruktionszeit erreichen
diese eine bessere Genauigkeit bei nicht adaptiv konstruierten Gittern. Es werden zuerst
Funktionen mit voller Ordnung betrachtet und erste Daten beziiglich der Zeit fiir eine
Funktionsauswertung gegeben. Bei dieser zeigt sich der Vorteil von mehreren Auswertun-
gen auf einmal und auch, dass die Auswertungszeiten, auch bei mehrfachen Durchlauf
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der Unterrdume, fast nur von der Zahl der Gitterpunkte abhéngt. Hier werden auch an
zwei Beispielen der Zeitbedarf der einzelnen Schritte, dass heifit Konstruktionszeit der
Unterrdume und Berechnung der Basiskoeffizienten gezeigt.

Als néchstes werden adaptive Gitter untersucht. Hier ist die PLUS1-Struktur wieder
iiberlegen, da der adaptive Algorithmus die Indexmengen genauer ausschneiden kann.
Hier werden auch das erste Mal Funktionen mit endlicher Ordnung verwendet. Ein di-
rekter Vergleich adaptiver und nicht adaptiver Gitter zeigt bei der PLUS1-Struktur, dass
adaptive Gitter bei einer Funktion mit voller Ordnung keinen Vorteil bieten.

Der vorletzte Absatz untersucht Funktionen mit geringer endlicher Ordnung aber sehr
hoher Dimension. Hier zeigt sich bei den adaptiv konstruierten Gittern der Vorteil der
beliebigen Levelstruktur am deutlichsten. Mit diesen ist es bei hochdimensionalen Funk-
tionen iberhaupt erst moglich Gitter zu konstruieren, die die Maschinengenauigkeit errei-
chen. Die dyadische Levelstruktur iibernimmt zu viele Basisfunktionen, die keinen Beitrag
zur Genaugikeit liefern. Um eine besser Genauigkeit zu erreichen werden so viele Stiitz-
stellen gebraucht, dass die Konstruktionszeit iiber eine Woche betrug um einen relativen
Lo-Fehler im Bereich von 1072 bei nur 30 Dimensionen und einer endlichen Ordnung
von drei zu erreichen. Bei noch héheren Dimensionen reichte die zur Verfiigung stehende
Rechenzeit nicht aus um ein solch genaues Gitter zu konstruieren.

Abschlielend wird die Konstruktionszeit adaptiver Gitter fiir unterschiedliche Dimen-
sionen betrachtet und noch einmal das Problem der hohen Anzahl an Unterraumen be-
leuchtet.

6.1 Funktionen mit polynomieller Konvergenzrate

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften der Gitter mit dyadischer und PLUSI-
Struktur bei einer Funktion mit polynomiellem Abfall der Fourierkoeffizienten verglichen.
Die zu diesem Zweck verwendete Funktion ist

D
fo(x) = Q) N, - (sgn(zg — ) - sin(zq)") (6.2)
d=1
mit der Signum Funktion
1 ,firxz >0
sgn(z) =140 ,furz =0 (6.3)

-1 Lfirz<O

Der Parameter p bestimmt die Konvergenzrate. Eine sehr dhnliche Funktion wurde
in [GH14] benutzt, um die vorhergesagte Konvergenzrate von verallgemeinerten diinnen
ip
2
miT

Gittern zu bestatigen. Fir diese Funktion gilt f, € H °. Sie ist periodisch auf dem
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Gebiet [0,27]P und p mal stetig differenzierbar. Dies fiihrt zu polynomieller Konvergenz
mit der Rate % + p. Dies wurde in Lemma hergeleitet. Der Faktor N, wird zur Nor-
mierung verwendet. Die Funktion hat die Norm || f,[|z, = 1.

In den nachfolgenden Plots ist die Funktion fir die 4 Parameter p = {1,2,3,4} zu
sehen. Auf dem linken unteren und rechten oberen Quadranten hat die Funktion immer
positive Werte. Auf den anderen beiden alterniert das Vorzeichen je nachdem ob p gera-
de oder ungerade ist. Die Uberginge zwischen den vier Quadranten wird mit steigender
Differenzierbarkeit immer glatter. Die Konvergenzrate der Funktion wird durch das Ver-
halten an den Ubergéingen bestimmt.

Die Normierung wird unter anderem zu dem Zwecke durchgefiihrt, dass die Koeffizienten
der Basisfunktionen mit steigender Dimension nicht wachsen und erleichtert das Finden
einer geeigneten Startkonfiguration fiir die adaptiven Gitter. Weiterhin wachst die Norm
nicht mit steigender Dimension und die benotigte Gittergrole zum erreichen maschineller
Genauigkeit wachst dementsprechend auch nicht iiberproportional stark an.
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Abbildung 20: Gezeigt ist die Funktion f,(x) = ® N, - (sgn(zq — m) - sin(x4)P) fir die

Parameter p = 1,2, 3,4 auf dem Geblet [0, 27]%. Bei dieser Funktion liegt
ein polynomleller Abfall der Fourierkoeffizienten vor.
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6.1.1 Nicht adaptive Gitter

Der erste Vergleich von PLUS1-Gittern mit reguléren diinnen Gittern zeigt wie zu erwar-
ten, dass die Konvergenzrate der reguldren diinnen Gittern besser ist. Allgemein verbessert
sich die Konvergenzrate mit steigender Differenzierbarkeit der Funktion f,. Weiterhin ist
zu sehen, dass mit groflerer Dimensionszahl die Konvergenzrate sinkt. Die Funktion ist so
beschaffen, dass erst eine gewisse Menge an Basisfunktionen im Gitter benotigt werden,
bevor der relative Lo-Fehler kleiner wird. Sobald diese in dem Gitter enthalten ist, tritt
die erwartete polynomielle Konvergenzrate zu Tage. Die PLUS1-Gitter erreichen die noti-
gen Indizes schneller, als die Gitter mit dyadischer Levelstruktur. Dies deutet darauf hin,
dass die benotigte Indexmenge, bevor sich eine Fehlerreduktion einstellt, Rautenformig ist.

Nachfolgend sind die Indexmengen der Basisfunktionen eines nicht adaptiven regularen
diinnen Gitter und eines PLUS1-Gitters fiir zwei und drei Dimensionen zu sehen. Das re-
guldre diinne Gitter mit Level fiinf und Dimension zwei hat 112 Freiheitsgrade, das diinne
Gitter mit PLUS1- Struktur hat 66 Freiheitsgrade im Level zehn. Bei dreidimensionalen
Gittern steigt die Zahl der Freiheitsgrade auf 272 fiir ein hyperbolisches Kreuz im Level
finf, bzw. 286 fiir das PLUS1-Gitter im Level zehn. Die Namensgebenden Formen sind
hier deutlich zu erkennen.

Es folgen die Graphen, welche den relativen Lo-Fehler gegen die Zahl der Freiheitsgrade
auftragen. Gitter mit dyadischer Levelstruktur werden immer mit DG bezeichnet und Git-
ter mit PLUS1-Struktur entsprechend durch PLUS1. Neben dem relativen Lo-Fehler ist
immer die Konvergenzrate der letzten fiinf Datenpunkte, welche mit linearer Regression
berechnet wird, zu sehen. Die in Gleichung auf Seite [33 hergeleitete Konvergenzrate
fiir regulare diinne Gitter von p + %, abztiglich eines logarithmischen Terms fiir die Zahl
der Dimensionen, wird hier in jedem Beispiel in etwa erreicht. Hier zeigt sich aulerdem,
dass die Konvergenzrate eines PLUS1-Gitters der eines vollen Gitters gleich ist. Die Uber-
legungen hierzu finden sich am Ende von Kapitel [3]

Da diese Experimente vor allem das zu erwartende Konvergenzverhalten bestétigen
sollte, werden keine ausfithrlichen Untersuchungen von Konstruktionsgeschwindigkeit und
Transformationszeit durchgefiithrt. Die bei einem reguldren diinnen Gitter verwendeten
Hierarchisierungs, Dehierarchisierungs und Transformationsverfahren sind schneller als
die bei einem PLUSI1-Gitter verwendeten. Dies bedeutet, dass ein PLUS1-Gitter eine
bessere Genauigkeit und Konvergenzrate aufweisen muss, um trotz der aufwendigeren
Konstruktion einen Vorteil bei einem Vergleich des Fehlers beziiglich der Laufzeiten zu
haben.
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Abbildung 21: Indexmengen der Basisfunktionen nicht adaptiver diinner Gitter. Die lin-
ken Grafiken sind Indexmengen bei dyadischer Levelstruktur, die rechten
stammen von der PLUS1-Struktur.
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nicht adaptive Fourier Interpolation
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Abbildung 22: Konvergenzverhalten des Interpolanten der Funktionen f,(x) = ® N, -
d=1

(sgn(zqg — ) - sin(x4)P) auf einem zweidimensionalen Gitter. Zu sehen ist
der relative Lo-Fehler sowie die Konvergenzrate in den letzten fiinf Daten-
punkten fiir die Parameter p =1 und p = 2.
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nicht adaptive Fourier Interpolation
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Abbildung 23: Konvergenzverhalten des Interpolanten der Funktionen f,(x) = ® N, -
d=1

(sgn(zqg — ) - sin(x4)P) auf einem zweidimensionalen Gitter. Zu sehen ist
der relative Lo-Fehler sowie die Konvergenzrate in den letzten fiinf Daten-
punkten fiir die Parameter p = 3 und p = 4.
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Abbildung 24: Konvergenzverhalten des Interpolanten der Funktionen f,(x) = ® N, -
d=1

(sgn(zq — m) - sin(zq)?) auf einem dreidimensionalen Gitter. Zu sehen ist
der relative Lo-Fehler sowie die Konvergenzrate in den letzten fiinf Daten-
punkten fiir die Parameter p =1 und p = 2.
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Abbildung 25: Konvergenzverhalten des Interpolanten der Funktionen f,(x) = ® N, -
d=1

92

(sgn(zq — m) - sin(zq)?) auf einem dreidimensionalen Gitter. Zu sehen ist
der relative Lo-Fehler sowie die Konvergenzrate in den letzten fiinf Daten-
punkten fiir die Parameter p = 3 und p = 4.



6.1 Funktionen mit polynomieller Konvergenzrate

6.1.2 Adaptive Gitter

Zur Untersuchung adaptiv konstruierter Gitter bei polynomieller Konvergenz wird die
Funktion fy interpoliert. Diese wurde gewéhlt, da ihre Fourierkoeffizienten langsam abfal-
len und so feinere Abstufungen bei der Konstruktion der Gitter erhalten werden. An dieser
Stelle wird vor allem gezeigt, dass der adaptive Algorithmus funktioniert und die zu er-
wartenden Indexmengen generiert. Weiterhin ist zu beobachten, dass die Konvergenzrate
adaptiv konstruierter Gitter bei beiden Levelstrukturen vergleichbar ist.

Abbildung [26] zeigt die Indexmenge adaptiver zweidimensionaler Gittern mit héchstens
32 Stitzstellen entlang einer Dimension. Dies bedeutet Level 5 bei dyadischer und Level 31
bei PLUSI1-Struktur. Bei beiden Levelstrukturen wird ein hyperbolisches Kreuz erzeugt,
was auf Grund des Abfallverhaltens der Funktion zu erwarten ist.

Indexmenge adaptives Diinngitter Indexmenge adaptives PLUS1-Gitter
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Abbildung 26: Indexmengen der Basisfunktionen bei einem adaptiven Gitter mit dyadi-
2

scher und PLUSI-Levelstruktur. Es wurde die Funktion fy(x) = ® Ny -
d=1

(sgn(xq — m)) Interpoliert

In Abbildung [27] zeigt sich, dass die Konvergenzrate und der Verlauf des relativen Lo-
Fehlers beider Gitter nahezu identisch sind. Auf Grund des adaptiven Verfahrens und dem
polynomiellem Abfallverhalten der Fourierkoeffizienten wird dies auch erwartet.
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adaptive Fourier Interpolation
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Abbildung 27: Konvergenzverhalten adaptiver Gitter mit dyadischer und PLUSI-
2
Levelstruktur zur Interpolation der Funktion fo(x) = @ No- (sgn(xq—).
d=1

Es werden zwei- und dreidimensionale Gitter konstruiert und die Kon-
vergenzrate in den letzten fiinf Datenpunkten mit linearer Regression
bestimmt.
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6.2 Funktionen mit exponentieller Konvergenzrate

Fiir die Experimente mit eine Funktion, bei welcher die Fourierkoeffizienten exponentiell
Abfallen, wird die folgende verwendet:

O—1
COS(27F*$d+medD)

1 D—1 -
fpo(x) = ) Z e =0 (6.4)
d=0

Diese Funktion ist eine Summe von Tensorprodukten analytischer periodischer Funktionen
auf dem Intervall [0, 1] und unterliegt somit einem exponentiellem Abfall der Fourierkoef-
fizienten. Mit den beiden Parametern D und O kann die Dimension und endliche Ordnung
der Funktion festgelegt werden. Der Wertebereich der Funktion ist [1, e], was sich ergibt,
wenn der Wertebereich des Exponenten untersucht wird. Dies ist bei steigender Dimen-
sionszahl wichtig, da bei der Berechnung des Ls-Fehlers anderweitig Probleme mit dem
Volumen des Gebietes auftreten. Die Normierung des Exponenten auf den Wertebereich
[—1,1] sowie der ganzen Funktion auf den Bereich [1, €] sorgt dafiir, dass die Koeffizien-
ten der Basisfunktionen mit steigender Dimension nicht wachsen. Aulerdem nimmt die
Funktion auf dem Punkt O einen Funktionswert ungleich 0 an, was fiir die Konstruktion
adaptiver Gittern von Vorteil ist. Ein Startgitter welches nur den Punkt 0 beinhaltet kann
als Ausgangskonfiguration in Betracht gezogen werden.

In Abbildung sind die Funktionen fy; und f;2 zu sehen. Diese unterscheiden sich
optisch nur durch eine Streckung um den Faktor zwei. Der Unterschied beider Funktionen
liegt in den Basisfunktionen, welche zur Interpolation benotigt werden. fs; bendtigt eine
Summe aus eindimensionalen Basisfunktionen. fs o hingegen wird durch Basisfunktionen,
welche ein Produkt von je zwei eindimensionalen Basisfunktionen sind, interpoliert. Dies
hat zur Folge, dass die Indexmengen sehr unterschiedlich sind.

6.2.1 Nicht adaptive Gitter

Es werden wieder die gleichen Untersuchungen wie im Abschnitt zuvor mit nicht adapti-
ven Gittern vorgenommen. Die Funktion fp p wird mit zwei bis fiinf Dimensionen durch
nicht adaptiven Gittern interpoliert. Fiir die reguldren diinnen Gitter mit dyadischer Le-
velstruktur werden Gitter mit maximalem Level zwolf verwendet. Die PLUS1-Gitter wer-
den mit bis zu 25 Level konstruiert. Zuerst wird das Konvergenzverhalten betrachtet. In
Abbildung [31] ist der relative Lo-Fehler in Abhéngigkeit der Zahl der Freiheitsgrade des
Gitterraumes zu sehen. Hier zeigt sich eine deutlich bessere Konvergenz bei der Verwen-
dung von PLUS1-Gittern.
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Jaa fa2

Abbildung 28: Gezeigt ist die Funktion f;o mit endlicher Ordnung 1 und 2. Auf den
Grafiken sehen beide bis auf eine Streckung um den Faktor 2 identisch
aus, der Unterschied liegt in der benotigten Indexmenge zur Interpolation.

Ein besserer Lo-Fehler in Abhéngigkeit der Zahl der Freiheitsgrade ist schon sehr gut,
da die Zeit fiir eine Funktionsauswertung vor allem von der Zahl der Freiheitsgrade ab-
héangt. Der Interpolant ist fiir eine Funktion nur einmal zu konstruieren, und kann danach
sehr schnell ausgewertet werden. In Abbildung [29] ist die durchschnittliche Zeit fiir eine
Funktionsauswertung zu sehen. Diese wurden auf zwei Arten bestimmt. Einmal wird ei-
ne einzelne Auswertung 100 mal iteriert und die durchschnittliche Zeit gemessen. Bei
der zweiten Variante wird die Unterraumstruktur nur einmal durchlaufen und jede Ba-
sisfunktion an 100 Stellen ausgewertet. Dies ist von Vorteil, falls im Vorfeld mehrere
Auswertungspunkte bekannt sind.

Hier zeigt sich, dass es schneller ist, viele Auswertungen gleichzeitig durchzufithren, da
nur einmal die Datenstruktur, die die Unterrdume verwaltet, durchlaufen wird. Aufler-
dem ist die Zeit fiir eine Auswertung fast ausschlieflich von der Zahl der Freiheitsgra-
de abhéngt. Die roten und blauen Graphen sind die durchschnittlichen Zeiten fiir eine
Auswertung, wenn 100 einzelne Auswertung in Schleife vorgenommen werden. Der blaue
Graph ist von einem Gitter mit PLUS1-Struktur. Ein solches Gitter hat somit eine, um
mehrere Groflenordnungen héhere Zahl an Unterrdumen, als ein diinnes Gitter mit dya-
discher Struktur. Trotzdem unterscheiden sich die Zeiten nur sehr gering, und wenn man
nur einmal durch alle Unterraume lauft, fast gar nicht mehr, was im goldenen und griinen
Graphen zu sehen ist.
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Abbildung 29: Durchschnittliche Zeit fir eine Funktionsauswertung. Einmal wird die
durchschnittliche Zeit fiir eine einzelne Auswertung, welche 100 mal ite-
riert wird, gemessen. Die zweite Moglichkeit ist es 100 Auswertungspunk-
te als Array zu tbergeben und die Datenstrukturen nur einmal abzulau-
fen. Beide Moglichkeiten werden hier mit regulédren diinnen Gittern und
PLUS1-Gittern durchgefiihrt.

Hier wird auch die Frage betrachtet, ob ein PLUS1-Gitter auch eine bessere Konver-
genzrate aufweist, wenn der relative Lo-Fehler gegen die Konstruktionszeit aufgetragen
wird. Es wird wieder die Summe der Zeit zum Aufbau der Unterraume und die Zeit fir
die Berechnung der Basiskoeffizienten gemessen.

Es zeigt sich, dass das PLUS1-Gitter auch im Verhéltnis des relativen Lo-Fehlers zur
Konstruktionszeit besser als das Diinngitter ist. Hier bilden zweidimensionale Gitter eine
Ausnahme, da hier die Zahl der Gitterpunkte klein ist. Dies zeigt die Uberlegenheit der
beliebigen Levelstruktur bei Funktionen mit exponentieller Konvergenz sehr deutlich.

Abschlieflend wird in Abbildung [30] die Zeit der einzelnen Arbeitsschritte bei der Kon-
struktion der Gitter aufgeschliisselt. Dies ist die Konstruktion der Unterrdume und die
Berechnung der Basiskoeffizienten. Hier ist der Mehraufwand zu sehen, den ein PLUSI-
Gitter gegentiber einem diinnen Gitter fiir jeden Schritt benétigt. Wie immer bezeichnet
DG ein Gitter mit dyadischer Levelstruktur und PLUSI ein Gitter mit einer Basisfunk-
tion pro Unterraum. Hierin begriindet sich der Mehraufwand bei der Konstruktion der
Datenstrukturen.
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Mit FT wird die Berechnung der Basiskoeffizienten bezeichnet, welche bei einem dya-
dischen Gitter die schnelle Fouriertransformation, und bei einem Gitter mit beliebiger
Levelstruktur eine Matrix-Vektor Multiplikation ist.
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Abbildung 30: Detaillierte Konstruktionszeiten von Gittern zur Interpolation der Funk-
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tionen fo9 und f55. Es werden die Zeiten der einzelnen Arbeitsschritte bei
der Konstruktion eines Gitters aufgeschliisselt. Zu sehen ist die Zeit fir
die Konstruktion der Unterrdume der Gitter mit dyadischer Levelstruk-
tur welche mit DG bezeichnet wird. Weiterhin ist die Zeit zum Aufbau
der Unterrdume bei einem PLUSI1-Gitter zu sehen. Auflerdem ist die Zeit
zur Berechnung der Basiskoeffizienten aufgetragen, welche mit DG-FT und
PLUS1-FT bezeichnet werden.
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Abbildung 31: Konvergenzverhalten bei der Interpolation einer Funktion mit exponenti-
ellem Abfall der Fourierkoeffizienten. Es wurde regulire diinne Gitter und
PLUS1-Gitter mit zwei bis fiinf Dimensionen konstruiert. Das maximale
Level bei der Verwendung einer dyadischen Levelstruktur ist 12, bei Ver-
wendung einer PLUS1-Struktur 25.
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Abbildung 32: Konvergenzrate in Abhéngigkeit der Konstruktionszeit. Es ist der relative
Lo-Fehler gegen die benotigte Zeit zur Konstruktion der Unterrdume und
Berechnung der Basisfunktionen aufgetragen. Zu sehen ist, dass dyadische
Gitter, aufler im zweidimensionalen Fall, auch hier schlechter als PLUS1-
Gitter sind.
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6.2.2 Adaptive Gitter

Jetzt werden adaptive Gitter zur Interpolation von analytischen Funktionen untersucht.
Es wird erneut die Funktion fro fiir die Experimente verwendet. Es werden Gitter mit
zwei bis fiinf Dimensionen und Funktionen mit gewichten endlicher Ordnung der Grofie
zwei bis fiinf benutzt um die Genauigkeit und Geschwindigkeit von Gittern mit dyadischer
und PLUSI1-Levelstruktur zu vergleichen.

Zuerst werden die Indexmengen der Basisfunktionen von einem adaptiven Gitter mit
dyadischer Struktur, und von einem mit einer PLUS1-Struktur gezeigt. Zur Konstruktion
der Indexmengen wurde die Funktion fs5, adaptiv interpoliert. Wie erwartet wird ein
Kreuz von zweidimensionalen Ebene als Indexmenge generiert.

Indexmenge adaptives Diinngitter Indexmenge adaptives PLUS1-Gitter
/3.2, drei Dimensionen, ¢ = 3-1073 f3.2, drei Dimensionen, ¢ = 10713

Abbildung 33: Vergleich der Indexmengen eines dreidimensionalen adaptiven Gitters
mit dyadischer Levelstruktur links und eines dreidimensionalen adaptiven
PLUS1-Gitters rechts. Es wurde die die Funktion f3, verwendet, so dass
ein Kreuz von Ebenen entsteht.

Um den Vorteil von adaptiven Gittern gegeniiber nicht adaptiven Gittern zu sehen,
wird zuerst ein Vergleich von beiden Gittertypen in Abbildung [34] gezeigt. Einmal wird
ein Gitter mit dyadischer und einmal mit PLUS1-Struktur zur Interpolation der Funktion
f5.3 verwendet. Dieses Gitter hat Basisfunktionen der endlichen Ordnung 3. Der Vorteil
des adaptiven Algorithmus liegt darin, dass nicht jede 3er Kombination von Koordina-
tenachsen im Exponenten der Funktion f53 auftaucht. Zur Interpolation werden also nur
bestimmte dreidimensionale Produkte von Basisfunktionen benétigt. Bei einem nicht ad-
aptiven Gitter mit endlicher Ordnung 3 werden alle moglichen Kombinationen gebildet,
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wahrend ein adaptives Gitter die richtigen Kombinationen findet. Die Genauigkeit der
adaptiv konstruierten Gitter ist deshalb um mehrere Gréflenordnungen besser, als die der
nicht adaptiven Gitter.

dyadische Levelstruktur PLUSI1-Levelstruktur
5 Dimensionen, endliche Ordnung 3 5 Dimensionen, endliche Ordnung 3
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Abbildung 34: Vergleich der Interpolationsgenauigkeit von adaptiven und nicht adaptiven
Gittern mit dyadischer und PLUS1-Struktur. Es wird die Funktion f53
interpoliert und es zeigt sich dass adaptive Gitter eine wesentlich bessere
Konvergenz aufweisen.

Die nachfolgenden Abbildungen sind nach der Gréfle der Gewichte endlicher Ordnung
sortiert, die bei der Funktion fp o vorliegen. Zuerst sind in Abbildung [35| vier Gitter mit
Dimension zwei bis fiinf fiir Gewichte der Ordnung zwei zu sehen. Die Konvergenzrate
dieser Gitter ist sehr dhnlich, was auch zu erwarten ist. Lediglich die Zahl der bendtigten
Stiitzstellen um eine bestimmte Genauigkeit zu erreichen nimmt mit steigender Dimen-
sionszahl leicht zu. Dies liegt daran, dass pro Dimension eine weiteres Produkt von zwei
Basisfunktionen benétigt wird, um die Funktion nachzubilden.

Da ein dhnliches Verhalten auch bei den Funktionen mit Ordnung drei und vier auftritt,
wird hier nur ein Vergleich von vier- und fiinf dimensionalen Gittern gezeigt. Wieder ist
die Konvergenz von adaptiven Gittern besser als die von nicht adaptiven und die Zahl
der bendtigten Freiheitsgrade um eine bestimmte Genauigkeit zu erreichen steigt mit
zunehmender Dimension etwas an.
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Abbildung 35: Konvergenzverhalten von adaptiven Gittern mit dyadischer und PLUSI-
Struktur bei der Interpolation der Funktion fp o mit den Parametern D =
2,3,4,5. Es wird der relative L,-Fehler gegen die Zahl der Freiheitsgrade
aufgetragen. Auch ist die erreichte Genauigkeit der PLUS1-Gitter besser
als die der reguldaren diinnen Gitter.
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Abbildung 36: Konvergenzverhalten von adaptiven Gittern mit dyadischer und PLUSI-
Struktur bei der Interpolation der Funktion fpo mit den Parametern
D =4,5und O = 3,4. Es wird der relative Lo-Fehler gegen die Zahl der
Freiheitsgrade aufgetragen. Auch ist die erreichte Genauigkeit der PLUS1-
Gitter besser als die der reguldren diinnen Gitter.
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6.3 Hochdimensionale analytische Funktionen mit Gewichten geringer endlicher Ordnung

Zum Abschluss dieses Abschnittes wird in Abbildung ein direkter Vergleich von
adaptiven und nicht adaptiven Gittern zur Interpolation der Funktion f55 gezeigt. Hier
ist zu sehen, dass bei dyadischer Levelstruktur adaptive Gitter eine bessere Genauigkeit
aufweisen als nicht adaptive. Bei Gittern mit einer PLUSI1-Levelstruktur hingegen gibt
es kaum einen Unterschied zwischen adaptiv und nicht adaptiv konstruierten Gittern.
Dies liegt einfach daran, dass bei glatten Funktionen eine rautenférmige Indexmenge der
Fourierbasis zur Interpolation, optimal ist.
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Abbildung 37: Vergleich der Konvergenz von adaptiven und nicht adaptiven diinnen Git-
tern fiir dyadische und PLUS1-Struktur. Es wird die Funktion f55 inter-
poliert. Bei der PLUS1-Struktur ist kein signifikanter Unterschied im Ver-
lauf des Fehlers festzustellen. Bei dyadischer Levelstruktur ist hingegen ein
deutlicher Unterschied zu sehen.

6.3 Hochdimensionale analytische Funktionen mit
Gewichten geringer endlicher Ordnung

In der Praxis treten viele hochdimensionale Probleme auf, bei denen die einzelnen Koordi-

naten nur eine geringe Korrelation aufweisen oder sogar vollig getrennt betrachtet werden

konnen. Beispielsweise treten bei der Berechnung von Pfadintegralen in der Finanzma-
thematik Funktionen mit geringer endlicher Ordnung aber vielen Dimensionen auf [GG03].
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6 Numerische Experimente

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels enthélt Konvergenzanalysen bei Funktionen mit
endlicher Ordnung eins bis drei fiir bis zu 500 Dimensionen. Zuerst werden nicht adaptiv
konstruierte Gitter betrachtet. Wenn im Vorfeld von einer Funktion bekannt ist, dass die
Koordinatenachsen separierbar sind und weifl wie stark die groite auftretende Korrelation
zwischen den Koordinaten ist, kann auch ein nicht adaptives Gitter fiir die Interpolation
solcher Funktionen benutzt werden. Der Vorteil von nicht adaptiven Gittern liegt klar in
der Konstruktionszeit.

Im vorherigen Abschnitt war zu sehen, dass ein nicht adaptiv konstruiertes PLUSI-
Gitter nicht unbedingt schlechter als ein adaptiv konstruiertes ist. Wenn von einer glatten
Funktion die endliche Ordnung bekannt ist, und jede mogliche Kombination an Basisfunk-
tionen bis zu der Ordnung benétigt wird um die Funktion zu interpolieren, sollte ein nicht
adaptives Gitter zur Interpolation verwendet werden.

Es wird wieder die Funktion fpo fiir die Experimente benutzt. Bei dieser sind nur
Achsen gekoppelt, deren Inidizes aufeinander folgen. Ein nicht adaptiv konstruiertes Gitter
hat also zu viele Punkte, selbst wenn die endliche Ordnung des Gitters der Ordnung der
Funktion angepasst wird.

Zuerst wurden die Funktionen fioo1 und fs001 interpoliert. Hier ist der treppenférmi-
ge Verlauf des relativen L,-Fehlers bei dem Gitter mit PLUSI-Levelstruktur zu sehen.
Dies liegt, wie in Kapitel |3| erlautert, an der Wahl der Stiitzstellen. Die nachsten beiden
Graphen zeigen den relativen Lo-Fehler fiir die Interpolation der Funktionen f502 und
fi00,2. Beide Fehler fallen ab einer gewissen Zahl der Freiheitsgrade sehr schnell ab. Der
Fehler des PLUS1-Gitters ist allerdings bei gleicher Zahl an Freiheitsgraden um etwa zwei
Groflenordnungen kleiner.

Abschliefend werden adaptive Gitter fiir die Funktion fp o mit Ordnung 2 und 3 und
bis zu 100 Dimensionen untersucht. Bei dyadischer Levelstruktur war es bei Funktio-
nen mit der Ordnung 3 nur bei 30 Dimensionen moglich innerhalb der zur Verfiigung
stehenden Rechenzeit ein Gitter zu konstruieren, welches Maschinengenauigkeit erreicht.
Der adaptive Algorithmus braucht bei hohen Dimensionen sehr lange um die Gitter zu
konstruieren. Es sollten noch wesentliche Verbesserungen erreicht werden kénnen.

Bei Funktionen der Ordnung zwei ist zu sehen, dass beide Gitter einen sehr &hnli-
chen Verlauf haben, was auch daran liegt, dass die gezeigten Gitter sehr klein sind und
damit bei dyadischer Levelstruktur nur wenig tiberfliissige Basisfunktionen zur Interpo-
lation verwendet werden. Bei Funktionen mit Ordnung drei hingegen sind die Gitter mit
PLUS1-Struktur den Gittern mit dyadischer Levelstruktur auch schon bei kleinen Gittern
iiberlegen. Weiterhin ist das erreichen sehr hoher Genauigkeiten mit Rechenzeiten unter
einer Woche nur bei PLUS1-Gittern moglich. Zur Interpolation der Funktion f393 beno-
tigte das Gitter mit dyadischer Levelstruktur 22! Gitterpunkte und wurden fast 11 Tage
zur Konstruktion benétigt. Das Gitter mit nur einer Basisfunktion pro Unterraum kommt
mit weniger als 2!7 Gitterpunkte aus und die Konstruktionszeit lag bei 16 Stunden. Dies
ist ein deutlicher Erfolg dieser Diplomarbeit.
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Abbildung 38: Konvergenzverhalten hochdimensionaler analytischer Funktionen mit ge-

ringer Ordnung. Zur Interpolation werden nicht adaptive dyadische Gitter
und PLUSI1-Gitter miteinander verglichen. Es wird die Funktion fp o mit
den Parametern O = 1,2 und bis zu 500 Dimensionen interpoliert. Bei
endlicher Ordnung Eins fallt die Treppenstruktur wieder auf und bei einer
Ordnung von Zwei ist die Uberlegenheit der PLUS1-Gitter zu sehen.
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Abbildung 39: Konvergenzverhalten hochdimensionaler analytischer Funktionen mit ge-
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ringer endlicher Ordnung. Zur Interpolation werden adaptive dyadische
Gitter und PLUS1-Gitter miteinander verglichen. Es wird die Funktion
fp,0 mit den Parametern O = 2, 3 und bis zu 100 Dimensionen interpoliert.
Bei der Funktion fs03 zeigt sich der Vorteil der beliebigen Levelstruktur
sehr deutlich. Es werden mit wesentlich weniger Gitterpunkten deutlich
bessere Ergebnisse erzielt.
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Abbildung 40: Konvergenzverhalten hochdimensionaler analytischer Funktionen mit ge-
ringer Ordnung. Zur Interpolation werden adaptive dyadische Gitter und
PLUS1-Gitter miteinander verglichen. Es wird die Funktion fp s mit den
bis zu 70 Dimensionen interpoliert. Auch hier zeigt sich der Vorteil der
PLUS1-Gitter deutlich. Innerhalb der zur Verfiigung stehenden Rechen-
zeit konnten keine dyadischen Gitter mit einer Genauigkeit im Bereich der
maschinell bedingten Grenze erstellt werden.
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6.4 Konstruktionszeit adaptiver Gitter

Die letzten Untersuchungen gelten der Konstruktionszeit adaptiver PLUS1-Gitter. Diese
ist sehr hoch, da der Algorithmus fiir dyadische Gitterstrukturen mit vielen Basisfunktio-
nen pro Unterraum entwickelt wurde. Es werden die Konstruktionszeiten fiir vier Gitter-
typen gezeigt. Als Funktion wurde wieder fp o verwendet und es wurden Gitter mit 2,
5, 30 und 100 Dimensionen konstruiert. Die Gitter mit zwei und fiinf Dimensionen haben
eine Ordnung, welcher der Dimension der Funktion entspricht. Bei 30 Dimensionen wur-
de die endliche Ordnung drei verwendet, und bei 100 Dimensionen hatte die untersuchte
Funktion die Ordnung zwei.

Es ist zu sehen, dass die Konstruktionszeit bei beiden Gittertypen fiir hohe Dimensionen
sehr hoch ist. Weiterhin ist der Einfluss der Anzahl der Unterrdume zu sehen. Bei Gittern
mit geringer Dimension ist die Zahl der Unterraume auch schon bei wenig Freiheitsgraden
sehr unterschiedlich. Bei Gittern hoher Dimension laufen die Graphen erst bei hoherer
Stiitzstellenzahl auseinander. Dies hat den Grund, dass erst bei steigendem Level der
Unterrdume des Gitters die Zahl der Basisfunktionen pro Unterraum ansteigt.

Hier zeigt sich wieder, dass der adaptive Algorithmus verbessert werden muss. Im néchs-
ten Kapitel werden im Ausblick einige Ideen hierzu gegeben.
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Abbildung 41: Vergleich der Konstruktionszeiten von adaptiven Gittern mit dyadischer
und PLUSI1-Levelstruktur. Hier zeigen sich die Schwéchen des adaptiven
Verfahrens bei hoher Anzahl von Unterraumen sehr deutlich.
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7 Schlussbemerkungen

7.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine weitere Verallgemeinerung diinner Gitter eingefithrt und im-
plementiert. Bisher war es moglich Gitter zu konstruieren, bei denen die Auswahl der
Unterrdume nur der Bedingung geniigen musste, dass die zugehorige Indexmenge mono-
ton ist. Basierend auf den theoretischen Grundlagen verallgemeinerter diinner Gitter und
der Hyperbolic Cross Fast Fourier Transform Bibliothek, welche von Dr. Jan Hamaekers
programmiert und am Institut fiir Numerische Simulation weiterentwickelt wurde, ist in
dieser Arbeit eine Klasse diinner Gitter implementiert worden, bei denen die Levelstruk-
tur und Position der Stiitzstellen der eindimensionalen Interpolationsregeln frei wahlbar
ist.

Diese verallgemeinerten diinnen Gitter mit beliebiger Levelstruktur zeichnen sich da-
durch aus, dass als Indexmenge der Basisfunktionen jede beliebige monotone Menge in
Frage kommt. Die verbleibenden Einschrénkungen sind durch die Verschachtelung der
Stiitzstellen und die Tensorproduktkonstruktion des Gitters gegeben.

Zuerst wurde der vorhandene Code tiberpriift und ein Vergleich mit alternativen Biblio-
theken erstellt. Hierbei wurde sicher gestellt, dass das Verhalten des bisherigen Program-
mes sich von anderen Programmen nicht merklich unterscheidet. Es ist iiberpriift worden
dass die verwendeten Algorithmen funktionieren und sowohl die Laufzeit, als auch Ge-
nauigkeit der erstellten Gitter vergleichbar und in den einigen Féllen sogar besser als die
anderer Programme sind.

Der erste Schritt zur Weiterentwicklung der diinnen Gitter war es, den verwendeten
Algorithmus zu untersuchen, die Teile zu iiberarbeiten und neu zu entwickeln, die sich
fiir beliebige Levelstrukturen nicht geeignet haben. Hierbei wurde festgestellt, dass die
Operationen zur Berechnung der Basisfunktionen anders gelost werden mussten. Die ein-
dimensionalen Transformationsregeln waren bisher schnelle Fouriertransformationen. Die
Beliebigkeit der Levelstruktur warf das Problem auf, dass die Zahl der Stiitzstellen nicht
mehr Zweierpotenzen sind. Und die Einschrdankung dass die Stiitzstellenmengen der Le-
vel verschachtelt sind fithrt zwangslaufig zu nicht dquidistanten Stiitzstellen. Dies ist der
Grund, weshalb sowohl die schnelle, als auch die diskrete Fouriertransformation nicht
mehr benutzt werden konnten.

Es wurde der Ansatz gewédhlt die Basiskoeffizienten durch das Losen linearer Glei-
chungssysteme zu berechnen. Die resultierende Matrix ist eine Vandermonde Matrix mit
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Exponentialfunktionen. Fir diese ist die Unisolvenz bekannt und da die auftretenden
Gleichungssysteme klein sind ist die Kondition dieser Matrizen kein Problem.

Als néchstes musste die Konstruktion einer hierarchischen Basis iiberdacht werden. Bei
einer dyadischen Levelstruktur ergibt sich eine hierarchische trigonometrische Basis als
Differenz je zweier Exponentialfunktionen. Diese Moglichkeit besteht bei beliebiger Level-
struktur nicht und auch hier wurde wieder der Ansatz gewéhlt die Basisfunktionen tiber
ein lineares Gleichungssystem zu berechnen. Bei diesem Verfahren traten die gleichen Ma-
trizen auf, die schon bei der Berechnung der Basiskoeffizienten verwendet wurden. Auch
hier erweist sich die Unisolvenz der Matrix und die Grofle der auftretenden Gleichungs-
systeme als Vorteil.

Um Rechenzeit zu sparen wurde eine Moglichkeit implementiert, die Matrizen, die in
den linearen Gleichungssystemen zur Berechnung der Basiskoeffizienten auftreten, im Vor-
feld zu invertieren und abzuspeichern. Genau so wurde auch die Hierarchisierungs- und
Dehierarchisierungsmatrix im Vorfeld berechnet und abgespeichert. Auf diese Weise ent-
spricht jede Operation einer Matrix Vektor Multiplikation.

Da sich die im Vorfeld berechneten und Invertierten Matrizen nur aus der Levelstruk-
tur ergeben, ist das Abspeichern und die Wiederverwendung ein sinnvoller Schritt um
Speicheraufwand gegen Rechenzeit zu tauschen. Wieder zeigte sich die geringe Grofle der
Gleichungssysteme von Vorteil, da der Speicheraufwand quadratisch mit der Anzahl der
eindimensionalen Stiitzstellen wéachst.

Schliefflich stand ein Program zur Verfiigung, dass mit geringem Mehraufwand Gitter
mit beliebiger Levelstruktur konstruieren kann. Fiir die weiteren Untersuchungen wurde
die allgemeinste Levelstruktur verwendet. Diese benutzt bei jedem Level nur eine Stiitz-
stelle mehr als im vorherigen Level. Hierdurch ist es moglich Gitter zu konstruieren, die
jede beliebige monotone Menge als Indexmenge der Basisfunktionen verwenden konnen.
Weiter kann der Beitrag einer jeden Basisfunktion einzelnd untersucht und in das Gitter
aufgenommen werden. So ist es moglich ein, beziiglich der Anzahl an Freiheitsgraden, sehr
effizientes Gitter zu konstruieren.

Es zeigte sich, dass die allgemeinere Levelstruktur ein Vorteil bei der adaptiven Inter-
polation hochdimensionaler Funktionen geringer Ordnung ist. Hierdurch war es moglich
Genauigkeiten zu erreichen, die dyadische Gitter in der zur Verfiigung gestandenen Re-
chenzeit nicht erreichten. Das gesetzte Ziel ein verallgemeinertes diinnes Gitter mit belie-
biger Levelstruktur zu konstruieren und das Konvergenzverhalten sowie die Laufzeiten zu
untersuchen wurde erreicht. Auch die Interpolation sehr hochdimensionaler Funktionen
mit einem adaptiven Algorithmus konnten im Rahmen dieser Arbeit schliefSlich behandelt
werden.
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7.2 Ausblick

Verallgemeinerte diinne Gitter mit beliebiger Levelstruktur sind beziiglich der Anzahl der
Stiitzstellen optimale Gitter. Genauer gesagt bedeutet dies, dass jede beliebige monotone
Indexmenge fiir die Basisfunktionen verwendet werden kann. Weiterhin kann ein adap-
tiver Algorithmus mit dieser Gitterstruktur den Beitrag jeder einzelnen Basisfunktion
untersuchen und entscheiden ob diese dem Gitter hinzugefiigt wird. Die noch bestehen-
den Einschrankungen des Gitters sind durch die Verschachtelung der Stiitzstellenmengen
gegeben. Auflerdem wird das Gitter mit einem Tensorproduktansatz konstruiert, was die
Position der Gitterpunkte als Produkte der eindimensionalen Stiitzstellen vorgibt. Im
Rahmen dieser Einschrankungen kénnen die einzelnen Basisfunktionen und Stiitzstellen
optimal ausgewahlt werden.

Waéhrend der Arbeit zeigten sich Probleme bei dem verwendeten adaptiven Algorith-
mus. Dieser wurde optimiert fiir Unterrdume, deren Anzahl der Freiheitsgrade exponentiell
vom Index abhéngen. Die in dieser Arbeit verwendete PLUS1-Levelstruktur fithrt zu Un-
terrdumen mit nur einer Basisfunktion und somit zu einer wesentlich héheren Anzahl von
Unterrdumen im Gitter. Dies hatte wiederrum sehr langen Konstruktionszeiten zur Folge.

Erste Losungsmoglichkeiten fiir dieses Problem wurden erdacht. Jedoch war es im Rah-
men dieser Arbeit nicht moglich diese fehlerfrei zu implementieren und zu untersuchen.
Zuerst sollte das Verfahren so erweitert werden, dass die Gewichte endlicher Ordnung
selbststandig bestimmt werden. Weiterhin konnte die Zahl der Dimensionen nicht fest
vorgegeben, sondern sukzessive erhoht werden, bis eine gewtinschte Genauigkeit erreicht
wurde. Dies ermoglicht die Handhabung von Funktionen, bei denen iiber die Bedeutung
der Dimensionen wenig bekannt und deren Ordnung unbekannt ist.

Eine weitere Schwéche ist, dass fiir jeden hinzugefiigten Unterraum alle Basiskoeffizien-
ten neu berechnet werden. Dies fiihrt zu einer sehr hohen Zahl von Transformationen. Es
ware wesentlich effizienter zuerst alle Basisfunktionen aus der aktiven Menge hinzuzufi-
gen, danach alle Nachbarn auf Monotonie zu untersuchen und schliefflich die Koeffizienten
neu zu berechnen. Dies wiirde die Zahl der Berechnungen wéahrend der Konstruktion ad-
aptiver Gitter stark senken.

Mit einem solchen adaptiven Algorithmus sollten signifikante Verbesserungen der Lauf-
zeit erreicht werden. Gleichzeitig wire dieser in der Lage wesentlich mehr Arten von
Funktionen zu behandeln, da sowohl die maximale Dimension als auch die maximale end-
liche Ordnung der Basisfunktionen selbststandig gefunden wird.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden erste Aussagen beztiglich der Best Approximation und
der Laufzeit eines PLUS1-Gitters gegeben. Jedoch fehlen entsprechende Untersuchungen
fiir die Interpolationsgenauigkeit und die Konvergenzrate. Das Problem hier liegt darin,
den Fehler, der durch die Berechnung der Basiskoeffizienten iiber ein lineares Gleichungs-
system entsteht, zu bestimmen. Bisherige Aussagen iiber verallgemeinerte diinne Gitter
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mit dyadischer Levelstruktur kénnen nicht ohne weiteres iibertragen werden.
Es fehlen auch Aussagen tiiber die Genauigkeit der anderen in der HCFFT implementier-
ten Basisfunktionen. Die notigen Testprogramme existieren schon, jedoch hatten diese
Untersuchungen den Rahmen der Arbeit tiberstiegen. Auch ist es denkbar weitere Basis-
funktionen wie beispielsweise Gauss-Hermite Polynome zu integrieren. Der Code wurde so
geschrieben, dass weitere Basisfunktionen problemlos integriert werden kénnen. Es miissen
lediglich die Funktionen selbst und die zugehorigen Stiitzstellen einprogrammiert werden.
Hierbei ist eine Erweiterung, die es ermoglicht entlang jeder Dimension unterschiedliche
Basisfunktionen oder Levelstrukturen zu verwenden, denkbar. So konnten Funktionen mit
unterschiedlichem Abfallverhalten der Fourierkoeffizienten entlang der Dimensionen effi-
zienter behandelt werden. Weiterhin konnen Funktionen die nicht entlang jeder Richtung
periodisch sind mit dieser Art von Gittern interpoliert werden.

SchlieBlich sollten auch andere Algorithmen fiir die Berechnung der Basisfunktionen aus-
probiert werden. Es gibt Bibliotheken wie die NFFT [KKPO§] oder NHCFFT [DKP10],
die Fouriertransformationen auf nicht dquidistanten Stiitzstellen berechnen. Es ist nicht
bekannt, ob diese eine bessere Stabilitiat oder Geschwindigkeit aufweisen, als die in dieser
Arbeit verwendete Matrix-Vektor Multiplikation und Matrix Invertierung zur Berechnung
der Basiskoeflizienten der eindimensionalen Interpolationsoperatoren.

Die Position der Stiitzstellen bedarf selbstverstandlich auch weiterer Untersuchungen.
Die in dieser Arbeit verwendeten Stiitzstellen wurden gewahlt, da diese in den eindimensio-
nalen Testfillen bei analytischen Funktionen gute Ergebnisse zeigten. Die Untersuchung
weiterer Mengen hétte den Rahmen dieser Arbeit tiberstiegen. Es ist auch unklar, ob
nicht verschachtelte Stiitzstellenmengen moglich sind. Mit diesen ware die Verwendung
diskreter Fouriertransformationen moglich. Von diesen sind die Fehler, die sich bei der
Berechnung der Fourierkoeffizienten ergeben bekannt, und bisherige Konvergenzaussagen
konnten auf PLUS1-Gitter tibertragen werden.

Es zeigt sich dass mit der Abhandlung eines Problemes viele neue Fragen aufgeworfen
werden, die auch in Zukunft noch einiger Untersuchungen bediirfen. Dies ist die ers-
te Implementierung einer trigonometrischen Interpolation auf verallgemeinerten diinnen
Gittern mit beliebiger Levelstruktur. Die ersten Ergebnisse sind vielversprechend und zei-
gen, dass weitere Untersuchungen auf diesem Gebiet viele interessante Ergebnisse bringen
werden.

116



Literaturverzeichnis

[BGO4]

[BNTT11]

[CCS14]

[CHQZ10]

[CKNOG]

[Dav75]

[DKP10]

[ES81]

[Garl3|

(GG

Bungartz, Hans Joachim und Michael Griebel: Sparse grids. Acta Numerica,
13:1-123, 2004.

Back, Joakim, Fabio Nobile, Lorenzo Tamellini und Raul Tempone: Stochastic
spectral Galerkin and collocation methods for PDEs with random coefficients:
a numerical comparison. In: Spectral and High Order Methods for Partial
Differential Fquations, Seiten 43-62. Springer, 2011.

Chkifa, Abdellah, Albert Cohen und Christoph Schwab: High-Dimensional
Adaptive Sparse Polynomial Interpolation and Applications to Parametric
PDFEs. Foundations of Computational Mathematics, 14(4):601-633, 2014,
ISSN 1615-3375.

Canuto, C., M.Y. Hussaini, A. Querteroni und T.A. Zang: Spectral Methods -
Fundamentals in Single Domains. Springer, 2010.

Cools, Ronald, Frances Y. Kuo und Dirk Nuyens: Constructing embedded lat-
tice rules for multivariate integration. STAM J. Sci. Comp, 28:2272256, 2006.

Davis, P.J.: Interpolation and approximation. Dover books on advanced ma-
thematics. Dover Publications, 1975, ISBN 9780486624952. http://books.
google.de/books?id=228PA0AAMAAJ.

Dohler, Michael, Stefan Kunis und Daniel Potts: Nonequispaced Hyperbolic
Cross Fast Fourier Transform. SIAM J. Numerical Analysis, 47(6):4415-4428,
2010.

Efron, B. und C. Stein: The Jackknife Estimate of Variance. The Annals of
Statistics, 9(3):pp. 586-596, 1981, ISSN 00905364. http://www.jstor.org/
stable/2240822.

Garcke, J.: Sparse Grids in a Nutshell. In: Garcke, J. und M. Griebel (Her-
ausgeber): Sparse grids and applications, Band 88 der Reihe Lecture Notes in
Computational Science and Engineering, Seiten 57-80. Springer, 2013. exten-
ded version with python code http://garcke.ins.uni-bonn.de/research/
pub/sparse grids nutshell code.pdf.

Gerstner, Thomas und Michael Griebel: Numerical integration using sparse
grids. Numerical Algorithms, 18(3-4):209-232, 1998, ISSN 1017-1398.

117


http://books.google.de/books?id=228PAQAAMAAJ
http://books.google.de/books?id=228PAQAAMAAJ
http://www.jstor.org/stable/2240822
http://www.jstor.org/stable/2240822
http://garcke.ins.uni-bonn.de/research/pub/sparse_grids_nutshell_code.pdf
http://garcke.ins.uni-bonn.de/research/pub/sparse_grids_nutshell_code.pdf

Literaturverzeichnis

[GGO3]

[GH14]

[GKO0]

[GKO9]

[GOS99]

[Gou09]

[Gri9l]

[GSZ92]

[Hal92]

[KK11]

[KKPOS)]

[KKP12]

[K1i07]

[Kna00]

118

Gerstner, T. und M. Griebel: Dimension—-Adaptive Tensor—Product Quadra-
ture. Computing, 71(1):65-87, 2003.

Griebel, M. und J. Hamaekers: Fast Discrete Fourier Transform on Generali-
zed Sparse Grids. In: Sparse grids and Applications, Band 97 der Reihe Lecture
Notes in Computational Science and Engineering, Seiten 75-108. Springer,
2014. INS Preprint No. 1305.

Griebel, M. und S. Knapek: Optimized tensor-product approximation spaces.
Constructive Approximation, 16(4):525-540, 2000.

Griebel, M. und S. Knapek: Optimized General Sparse Grid Approximation
Spaces for Operator Equations. Mathematics of Computations, 78(268):2223—
2257, Oktober 2009. Also available as SFB611 preprint No 402.

Griebel, M., P. Oswald und T. Schiekofer: Sparse Grids for Boundary Integral
FEquations. Numer. Mathematik, 83(2):279-312, 1999. also as SFB 256 report
554, Universitat Bonn.

Gough, Brian: GNU Scientific Library Reference Manual - Third Edition. Net-
work Theory Ltd., 3rd Auflage, 2009, ISBN 0954612078, 9780954612078.

Griebel, Michael: A parallelizable and vectorizable multi-level algorithm on
sparse grids. In: Hackbusch, W. (Herausgeber): Parallel Algorithms for partial
differential equations, Band 31, Seiten 94-100, Braunschweig, 1991. Vieweg.

Griebel, Michael, Michael Schneider und Christoph Zenger: A Combination
Technique For The Solution Of Sparse Grid Problems, 1992.

Hallatschek, K.: Fouriertransformation of dinnen Gittern mit hierarchischen
Basen. Numerische Mathematik, Springer Verlag, 63:83-97, 1992.

Kémmerer, Lutz und Stefan Kunis: On the stability of the hyperbolic cross
discrete Fourier transform. Numer. Math., 117:581-600, 2011.

Keiner, Jens, Stefan Kunis und Daniel Potts: Using NFFT 3 — a software
library for various nonequispaced fast Fourier transforms, 2008.

Kémmerer, Lutz, Stefan Kunis und Daniel Potts: Interpolation lattices for
hyperbolic cross trigonometric polynomials. J. Complexity, 28(1):76-92, 2012.
http://dblp.uni-trier.de/db/journals/jc/jc28.html#KammererkKP12.

Klimke, Andreas: Sparse Grid Interpolation Toolbox — User’s Guide. Techni-
scher Bericht TANS report 2007/017, University of Stuttgart, 2007.

Knapek, S.: Approximation wund Kompression mit Tensorprodukt-
Multiskalenrdumen. Dissertation, Universitdt Bonn, April 2000.


http://dblp.uni-trier.de/db/journals/jc/jc28.html#KammererKP12

Literaturverzeichnis

[Kop09]

[Kup97]

[Kup99]

[KWO5]

[INTT14]

[Pas80]

[Sha48|

[Smo63]

[SWW04]

[Tem93]

[WW04]

[Zen91]

Kopriva, David A.: Implementing Spectral Methods for Partial Differential
Equations: Algorithms for Scientists and Engineers. Springer Publishing Com-
pany, Incorporated, 1st Auflage, 2009, ISBN 9048122600, 9789048122608.

Kupka, F. .: Sparse grid spectral methods for the numerical solution of partial
differential equations with periodic boundary conditions. Dissertation, 1997.

Kupka, F. G.: Sparse Grid Spectral Methods and some Results from Approxi-
mation Theory, 1999.

Klimke, Andreas und Barbara Wohlmuth: Algorithm 847: spinterp: Piecewise
Multilinear Hierarchical Sparse Grid Interpolation in MATLAB. ACM Tran-
sactions on Mathematical Software, 31(4), 2005.

Nobile, F., L. Tamellini und R. Tempone: Convergence of quasi-optimal sparse
grid approcimation of Hilbert-valued functions: application to random elliptic
PDFEs. 2014.

Pasciak, Joseph E.: Spectral and pseudospectral methods for advection equati-
ons. Math. Comp., 35:1081-1092, 1980.

Shannon, C. E.: A mathematical theory of communication. Bell system tech-
nical journal, 27, 1948.

Smolyak, S.: Quadrature and interpolation formulas for tensor products of cer-
tain classes of functions. Soviet Mathematics, Doklady, 4:240-243, 1963.

Sloan, Tan H., Xiaoqun Wang und Henryk Wozniakowski: Finite-order Weights
Imply Tractability of Multivariate Integration. J. Complex., 20(1):46-74, Fe-
bruar 2004, ISSN 0885-064X. http://dx.doi.org/10.1016/j.jco.2003.
11.003.

Temlyakov, V. N.: Approximation of periodic functions. Journal of Approxi-
mation Theory, Nova Science, New York, Seite 419 pp., 1993.

Wasilkowski, G. W. und H. WozZniakowski: Finite-order Weights Imply Tracta-
bility of Linear Multivariate Problems. J. Approx. Theory, 130(1):57-77, Sep-
tember 2004, ISSN 0021-9045. http://dx.doi.org/10.1016/j.jat.2004.
06.011.

Zenger, Christoph: Sparse Grids. In: Hackbusch, Wolfgang (Herausgeber):
Parallel Algorithms for Partial Differential Equations, Band 31 der Reihe No-
tes on Numerical Fluid Mechanics, Seiten 241-251. Vieweg, 1991.

119


http://dx.doi.org/10.1016/j.jco.2003.11.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.jco.2003.11.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.jat.2004.06.011
http://dx.doi.org/10.1016/j.jat.2004.06.011

	Danksagung
	Notation
	Einleitung
	Grundlagen
	Sobolevräume mit dominierend gemischter Glattheit
	Sobolevräume mit Gewichten endlicher Ordnung
	Reguläre dünne Gitter
	Interpolation durch stückweise lineare Funktionen
	Konstruktion dünner Gitter

	Fouriertransformation auf dünnen Gittern
	Verallgemeinerte dünne Gitter
	Konstruktion der Räume und Interpolationsoperatoren
	Gitterpunkte und Rechenaufwand
	Approximationseigenschaften
	Konvergenzrate in Abhängigkeit der Gitterpunkte und Kosten


	Verallgemeinerte dünne Gitter mit beliebiger Levelstruktur
	Motivation
	Konstruktion des Interpolanten
	Stützstellenwahl
	Eindimensionale Transformationen
	Hierarchisierung und Dehierarchisierung

	Zahl der Freiheitsgrade
	Lineare Bestapproximation einer glatten Funktion auf einem PLUS1-Gitter
	Rechenaufwand

	Methoden
	Fouriertransformationen auf verallgemeinerten dünnen Gittern
	Adaptive Gitterkonstruktion
	Trigonometrische Interpolation auf verallgemeinerten dünnen Gittern mit beliebiger Levelstruktur
	Hierarchisierung und Dehierarchisierung
	Eindimensionale Transformationen
	Laufzeit und Speicherbedarf Basiskonstruktion


	HCFFT Bibliothek
	Übersicht über die Funktionen
	Bibliotheken mit ähnlichen Funktionen
	Sparse Grid Interpolation Toolbox
	Vergleich von HCFFT und Sparse Grid Interpolation Toolbox
	Interpolationsgenauigkeit
	Geschwindigkeit Gitterkonstruktion
	Geschwindigkeit Funktionsauswertung

	NHCFFT

	Numerische Experimente
	Funktionen mit polynomieller Konvergenzrate
	Nicht adaptive Gitter
	Adaptive Gitter

	Funktionen mit exponentieller Konvergenzrate
	Nicht adaptive Gitter
	Adaptive Gitter

	Hochdimensionale analytische Funktionen mit Gewichten geringer endlicher Ordnung
	Konstruktionszeit adaptiver Gitter

	Schlussbemerkungen
	Zusammenfassung
	Ausblick

	Literaturverzeichnis

