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Einleitung

Obwohl Atome seit langer Zeit nicht mehr als unteilbare kleinste Einheit der Materie
gelten, haben gerade die Abldufe auf atomarer Ebene grofen Einflul auf die makro-
skopische Realitit. Mit der Entwicklung der Quantenmechanik im letzten Jahrhun-
dert konnten die bis dahin lediglich phdnomenologisch beschreibbaren Eigenschaften
von Molekiilen und Festkorpern auf ein fundiertes physikalisches Modell gestellt wer-
den. Dies ermdglicht zumindest theoretisch die exakte mathematische Beschreibung
chemischer Reaktionen und anderer Prozesse auf atomarer Ebene. Die Schrodinger-
Gleichung, die Grundgleichung der nichtrelativistischen Quantenmechanik, besitzt ei-
ne relativ einfache Struktur, erlaubt aber aufgrund ihrer hohen Komplexitit nur bei
kleinsten Systemen eine exakte Losung. Daher liegt eine der wichtigsten Aufgaben der
theoretischen Beschreibung von Prozessen auf atomarer Ebene darin, geeignete Mo-
delle zur Ndherung zu finden.

In dieser Arbeit werden nach einer Ubersicht iiber die wichtigsten quantenmechani-
schen Begriffe und nach der Darstellung des Wasserstoffatoms als Losungsbeispiel ei-
ne Reihe von approximativen Modellen mit verringerter Komplexitat vorgestellt. Eine
grundlegende Rolle fiir eine Verringerung des Aufwands spielt die Born-Oppenheimer-
Approximation, die es erlaubt, die Atomkerne ndherungsweise als klassische Punktteil-
chen zu betrachten und sich im Wesentlichen auf die elektronische Wellenfunktion zu
beschrinken. Darauf aufbauend ist die Hartree-Fock-Theorie, die die Korrelation der
Elektronen untereinander vernachlissigt und die gegenseitigen Wechselwirkungen in
einem mittleren Feld modelliert, in der Chemie von herausragender Bedeutung, nicht
zuletzt weil sie fiir lange Zeit die einzige Methode darstellte, kleinere und mittlere
Molekiile theoretisch zu betrachten. Da sich ihre numerische Behandlung im Rahmen
dieser Arbeit in Teilen mit der der Dichtefunktionaltheorie iiberschneidet, wird die Be-
rechnung und Losung der Hartree-Fock-Gleichungen ebenfalls erlédutert.

Die Dichtefunktionaltheorie stellt ein weiteres Modell fiir die Vielteilchentheorie
von quantenmechanischen Systemen dar, fundiert durch die Theoreme von Hohenberg
und Kohn [HK64]. Diese zeigen fiir gebundene Systeme einen fundamentalen Zusam-
menhang zwischen dem duBeren, durch die Atomkerne induzierten Potential und der
Elektronendichte des Grundzustands auf. Dieser Zusammenhang kann mit Hilfe der
Gleichungen von Kohn und Sham [KS65] zur Verringerung der Komplexitit ausge-
nutzt werden. Im Unterschied zu den im Berechnungsaufwand vergleichbaren Hartree-
Fock-Gleichungen werden bei der Dichtefunktionaltheorie die Wechselwirkungen der
Elektronen untereinander grundsétzlich nicht approximiert, allerdings beruht der For-
malismus auf der Existenzaussage eines hoch nichtlinearen universellen Funktionals,
dessen genaue Form nicht bekannt und vermutlich nicht bestimmbar ist. Daher greift
eine konkrete Anwendung der Kohn-Sham-Gleichungen stets auf eine Approximati-
on dieses universellen Funktionals durch Austausch- und Korrelationsfunktionale, die
die Wechselwirkungen von Elektronen untereinander modellieren, zuriick. In der Pra-
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xis hat sich gezeigt, da} diese Funktionale, die im Rahmen der Lokalen-Spindichte-
Niherung oder der gradientenkorrigierten Dichte-N#dherung eine Approximation erster
oder zweiter Ordnung an die Elektronendichte bilden, eine gute Beschreibung der elek-
tronischen Verhiltnisse in Molekiilen und Festkorpern liefern konnen. Die Daten fiir
diese Nidherungen stammen dabei typischerweise aus theoretischen Betrachtungen zu
Elektronengasen sowie empirischen Messungen an Modellsystemen.

Eine numerische Behandlung erfordert die Wahl einer problemangepaliten Basis.
Fiir die Coulomb-Systeme von Atomen und Molekiilen bieten sich hier entweder ebe-
ne Wellen, die die Losungen der freien Schrodinger-Gleichung bilden, oder aber Gauf3-
Funktionen, die Losungsfunktionen beim Wasserstoffatom, an. Ebene Wellen erfordern
aufgrund der starken Variation der Elektronendichte in Kernnidhe entweder eine sehr
grof3e Zahl Ansatzfunktionen oder Pseudopotential-Nidherungen, bei denen ein Atom-
kern zusammen mit den Rumpfelektronen als starr angesehen wird und die Valenzelek-
tronen einem effektiven Potential ausgesetzt sind. Die schnelle Fourier-Transformation
ermoglicht hier eine effiziente Aufstellung der Gleichungen. Gaul3-Funktionen wer-
den seit Jahrzehnten in der Chemie verwendet. Sie bilden eine gute Niherung an die
Losungen des Wasserstoff-Problems und damit auch an die meisten Rumpfelektronen.
Die funktionale Form erlaubt eine relativ einfache Berechnung der notwendigen Ter-
me. Bei GauB3-Funktionen geht allerdings im Gegensatz zu den ab-initio-Verfahren, bei
denen moglichst wenig empirische Vorinformation in die Simulation einflieen soll,
chemisches Vorwissen in die Modellierung ein, und die systematische Verfeinerung
einer Diskretisierung gelingt nicht ohne Weiteres.

Nach einer Ubersicht iiber die quantenmechanischen Grundlagen und die Dichte-
funktionaltheorie in Kapitel 1 werden in Kapitel 2 die Kohn-Sham-Gleichungen fiir
den elektronischen Grundzustand diskretisiert. Sie fithren zu einem nichtlinearen ver-
allgemeinertem Eigenwertsystem, dessen Aufstellung formal mit der vierten Potenz
der Zahl der Ansatzfunktionen skaliert. Das exponentielle Abfallverhalten der GauB3-
Funktionen und der Dichtematrix bei nichtmetallischen Problemen erm&glichen jedoch
eine schnellere Auswertung, die in den folgenden Kapiteln entwickelt wird.

In Kapitel 3 wird beschrieben, wie der Coulomb-Operator durch Kompression mit
im Wesentlichen quadratischem Aufwand aufgestellt werden kann, wobei das genaue
Skalierungsverhalten problemabhiingig variiert.

Der Austausch- und Korrelationsoperator erfordert aufgrund seiner komplexen ana-
lytischen Form numerische Integration. In Kapitel 4 werden zwei Strategien zur Be-
rechnung erldutert. Die erste besteht aus einer Partition des Gesamtgebiets in atomzen-
trierte, sich iiberlappende Bereiche, um auf den einzelnen Teilgebieten mit sphirischen
GauB-Integrationsformeln einen hohen Konvergenzgrad zu erreichen. Da dieser Ansatz
jedoch problematisch hinsichtlich der Skalierung erscheint, wird eine zweite Strategie
verfolgt, die mit adaptiver numerischer Integration unter Ausnutzung des schnellen
Abfalls der GauB-Funktionen eine schnelle Auswertung ermdoglicht.

Die Losung des nichtlinearen Eigenwertproblems ist Gegenstand einer Fixpunktite-
ration, die mit einem Extrapolationsverfahren beschleunigt werden kann. Kapitel 5 be-
handelt diese und die Berechnung der restlichen Einelektronenterme des zugehorigen
Hamilton-Operators. Ein kurzer Ausblick auf eine mogliche Parallelisierung des Ver-
fahrens wird in Kapitel 7 gegeben.

In Kapitel 6 wird das implementierte Verfahren validiert und auf zwei Beispiele
aus der anorganischen Chemie angewandt. Das letzte Kapitel fafit die Vorgehenswei-
se zusammen und liefert einen Ausblick auf mogliche Verbesserungen durch Ausnut-
zung der Struktur der Operatoren bei geeigneten Problemen fiir eine linear skalierende
Losung.



Kapitel 1

Physikalische Grundlagen

1.1 Quantenmechanik

Die Quantenmechanik beschreibt Strukturen auf atomarer Ebene, auf der die klas-
sischen Newtonschen Gesetze die beobachteten Phinomene nicht addquat erkldren
konnen. Sie wurde Anfang des vorigen Jahrhunderts von Schrédinger und Heisen-
berg entwickelt. Im Folgenden werden kurz die notwendigen Begriffe und Grundglei-
chungen der nichtrelativistischen Quantenmechanik erklért. Eine weitergehende Be-
handlung des Themas findet sich in der Standardliteratur des Themas [Mes90, AF97,
Miil00], die verwendeten mathematischen Begriffe werden in Anhang A definiert.
Das Kapitel beginnt mit einer axiomatischen Formulierung der Grundannahmen
der Quantenmechanik. Nach den unmittelbar daraus folgenden Konsequenzen wird
die wichtigste Gleichung der Quantenmechanik, die Schrodinger-Gleichung, abstrakt
sowie in konkreter Darstellung, vorgestellt. Fiir die spatere numerische Behandlung
der Dichtefunktionaltheorie in dieser Arbeit wird das Wasserstoffatom als analy-
tisch 16sbares Beispiel der stationédren Schrodinger-Gleichung behandelt. AnschlieBend
werden quantenmechanische Mehrteilchensysteme und Nédherungen an die stationére
Vielteilchen-Schrodinger-Gleichung beschrieben.

Axiome der Quantenmechanik

Ein quantenmechanisches System besteht aus einem separablen Hilbert-Raum
(H,{.,.))! iiber den komplexen Zahlen C und einem selbstadjungierten Operator H
auf H, und geniigt den folgenden Axiomen:

1. Der Zustand des quantenmechanischen Systems zum Zeitpunkt ¢ wird
vollstindig durch eine Wellenfunktion, ein normierbares Element ¥, € H, be-
schrieben. Komplexe Vielfache AU, A # 0, von W, beschreiben denselben
physikalischen Zustand und werden daher identifiziert.

2. Selbstadjungierte Operatoren A, deren Definitionsbereich dicht in 7 ist, bilden
die Observablen A des Systems. Eine Messung der Observablen A entspricht der

'In der quantenmechanischen Literatur ist die Dirac-Schreibweise S |.) fiir das Skalarprodukt im Hilbert-
Raum der Zustandsfunktionen gebréuchlich, analog die Notation (¥|A|®) fiir das Skalarprodukt von ¥ mit
dem Vektor A ®, die die Symmetrie dieses Terms zum Ausdruck bringen soll.

3



4 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN

Anwendung des Operators A auf eine Wellenfunktion ¥, mdgliche MeBwerte
seinen Eigenwerten a:

(1.1) AV =q¥, TeH.

3. Fiir einen selbstadjungierten Operator A mit zugehoriger Spektralschar ( E A aer
und eine normierte Wellenfunktion ¥ € H, (¥, ¥) = 1 ist

(1.2) M@AJ%#%EUW%:[ﬂM%MW

die Wahrscheinlichkeit, daBl der MeBwert der Observablen A im Intervall I liegt.

4. Die Dynamik des quantenmechanischen Systems wird durch eine einparametrige

~

unitire Gruppe (U(t)), g beschrieben:
(1.3) U, =U(t)Ty.

Messung von Observablen

In einem quantenmechanischen System kann jede Observable A bei einmaliger Mes-
sung nur die Werte @ annehmen, die im Spektrum des zugehdrigen Operators A ent-
halten sind. Befindet sich das System in einem Eigenzustand von A,

(1.4) AV =0,

so ergibt jede Messung von A den Wert a.

Im allgemeinen Fall entspricht die Messung von A der Projektion auf einen Unter-
raum des Hilbert-Raumes H: Da A selbstadjungiert ist, bildet die Spektralschar B2
eine Zerlegung der Identitit auf H, einem vorgegebenen Intervall I =]a, b] von MeB-
werten kann damit der orthogonale Projektor E(I ) = E, — B, zugeordnet werden.
Axiom 3 besagt nun, da} das Auftreten eines MeBwerts innerhalb von I durch das
SpektralmaB von E(I) gegeben ist.

Fiir eine Reihe von Messungen konnen aufgrund des dritten Axioms statistische
Aussagen getroffen werden: Der Erwartungswert einer MeBreihe ergibt sich zu

Ay
(1.5) (A)g = W,

die Streuung der MeBwerte errechnet sich nach
" 2
(1.6) Str(A)y = (¥, (A — (A)y1)"T).

Kommutator

Die gleichzeitige Messung zweier Observabler A und B entspricht der Anwendung
zweier Operatoren auf den Zustand. Sie konnen daher genau dann gleichzeitig scharf
gemessen werden, wenn der Kommutator

(A,B]:— AB— BA

pie By : H — H sind jeweils orthogonale Projektoren, siehe Anhang A fiir die Definition einer
Spektralschar.



1.1. QUANTENMECHANIK 5

der zugehorigen selbstadjungierten Operatoren A und B verschwindet. Die Wahr-
scheinlichkeit, daB sich gleichzeitig der Wert von A im Intervall 74 und der Wert von
B im Intervall Iz befinden, betrigt damit

. . 2 . .
(1.7) |EarBe, ¥ = (0, Bar,Bs,v)

bei zugehdrigen Spektralscharen B 4 und .

Kommutieren A und B nicht, so konnen A und B nicht gleichzeitig scharf ge-
messen werden, und es ergibt sich eine Unschérferelation zwischen den beiden Ob-
servablen. Dies ist einer der wesentlichen Unterschiede zur klassischen Newtonschen
Dynamik, bei der die simultane scharfe Messung aller Observabler prinzipiell moglich
ist. Ein Beispiel fiir zwei nicht kommutierende Operatoren liefert die Heisenbergsche
Unschiirferelation mit dem Orts- und dem Impulsoperator.>

1.1.1 Schrodinger-Gleichung

Nach Axiom 4 wird die Dynamik des quantenmechanischen Systems durch eine ein-
parametrige unitdre Gruppe bestimmt:

U, = Ut)0,.

Sei nun B der infinitesimale Erzeuger von (I]'(t))teR. Nach dem Satz von Stone* exi-
stiert genau ein selbstadjungierter Operator H = iiB, so daB

U, = e wHOp,.

Fiir den infinitesimalen Erzeuger B gilt

0 .
—VU, = BY,.
at " i
Einsetzen von B = —%I:I ergibt die zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung
(1.8) o w, — A
. th—V,; = .
at "' !

Dabei ist der Hamilton-Operator H der Operator der Energie, der analog zur klas-

sischen Mechanik die Dynamik des Systems bestimmt. i = % ist ein Vielfaches

des Planckschen Wirkungsquantums h, einer universellen Konstante, die die Skalen-
verhiltnisse der quantenmechanischen Effekte ausdriickt.’

Superpositionsprinzip

Aufgrund der Linearitdt der Schrodinger-Gleichung gilt das Superpositionsprinzip:
Sind ¥, € H erlaubte Zustinde des quantenmechanischen Systems, so ist
(1.9) U= Za\I/ a; € C,

i

ebenfalls ein erlaubter Zustand.

3Siehe Abschnitt 1.1.1.

4Siehe Anhang A.1.

5Siehe Anhang C fiir physikalische Konstanten. Der Ubergang von der Quantenmechanik zur klassischen
Mechanik wird hdufig mathematisch unsauber an einer Grenzwertbetrachtung A — 0 demonstriert.



6 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN

Darstellungen der Schriodinger-Gleichung

Die Ortsdarstellung ist die von Schrodinger urspriinglich entwickelte konkrete Formu-
lierung von Gleichung 1.8. Sie entspricht vom Standpunkt der klassischen Mechanik
aus der natiirlichsten Darstellung der Quantenmechanik. Bei einem System bestehend
aus einem einzelnen Teilchen® entsprechen die Wellenfunktionen £2-integrierbaren
Abbildungen
U: RIxR — C,
(x,t)  +— U(x,t).

Fiir den Aufenthalt eines Teilchens ergibt sich folgende Interpretation: Die Wahr-
scheinlichkeit, daB sich das Teilchen im Volumen V' C R? befindet, betragt

(1.10) uw=/ | (x)|* dx.
14

Kanonische Quantisierung

Fiir die Observablen der klassischen Mechanik werden dem quantenmechanischen
System analoge Operatoren zugeordnet. Diese sogenannte kanonische Quantisierung
sieht in der Ortsdarstellung fiir ein einzelnes Teilchen mit der Masse m wie folgt aus:’

1. Der klassischen Ortsvariablen r wird der Ortsoperator ¥, der Multiplikation mit
r, zugeordnet:

(1.11) #U = r 0.

2. Der Impuls p geht iiber in den Impulsoperator p:
. h
(1.12) pY = -VU.
i

3. Der kinetischen Energie T" wird der Operator der kinetischen Energie T zuge-
ordnet:

(1.13) TV := —— AU,
2m

4. Die potentielle Energie V (r) entspricht dem multiplikativen Operator der po-
tentiellen Energie, der das dullere Feld beschreibt:

(1.14) V()W := V(r)0.

5. Der Hamilton-Operator, der Operator der Gesamtenergie F, bildet sich aus der
Summe von kinetischem und potentiellem Operator:

(1.15) H=T+V.
6. Dem Drehmoment entspricht der Drehmomentoperator

(1.16) Lu ::f‘xf)\I/:ErxV.
1

OFiir die Betrachtung des Spins siehe Abschnitt 1.1.3, die Betrachtung meherer Teilchen erfolgt in 1.1.4.
"Die Gleichungen sind jeweils eingeschriinkt auf ihren Definitionsbereich zu verstehen.
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Anhand dieser Darstellung kann die Heisenbergsche Unschérferelation leicht demon-
striert werden: Fiir eine Wellenfunktion W gilt fiir die z-Komponenten von Ort und
Impuls

h o h o
p— ——W——_
1 0x 1 0x
I T S
1 0x 7 T
_ hy
)

h
(1.17) [® pa] = — 1.

Fiir eine Messung von Ort und Impuls bedeutet dies, daf sich bei genauerer Messung
der einen Observablen die Unschirfe in der jeweils anderen Observablen erhoht, das
Produkt bleibt konstant. Analoge Unschérferelationen existieren auch bei weiteren Ob-
servablen, deren Operatoren nicht kommutieren, beispielsweise Drehimpuls und Dreh-
moment.

Impulsdarstellung

Eine alternative Formulierung der quantenmechanischen Operatoren bildet die Impuls-
darstellung. Hier entsprechen die Wellenfunktionen £2-integrierbaren Abbildungen

U: RExR — C,
(p.t) = Y(p,1).

Der Impulsoperator enthilt nun die Form eines multiplikativen Operators
(1.18) p¥ = pV7,

der Ortsoperator besitzt die Darstellung
. h
(1.19) P = -V, 0.
i

Fiir eine mefRbare Teilmenge V, des Impulsraums ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 das
Teilchen Impuls p € V}, besitzt,

(1.20) w%:/lwm%p

Die alternativen Darstellungen sind mathematisch dquivalent. Im Folgenden wird der
ZweckmaiBigkeit halber meist die Ortsdarstellung verwendet.

8Diese Relation gilt unabhingig von der gewihlten Darstellung, allerdings nur auf dem Definitions-
bereich der linken Seite. Eine weitergehende Behandlung von Kommutatoralgebren findet sich in [Sch94,
Miil00].
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Stationére Schrodinger-Gleichung

Falls der Hamilton-Operator H nicht explizit von der Zeit abhiingt, so liBt sich der
zeitliche Anteil der Schrodinger-Gleichung separieren. Mit dem Produktansatz

U(x,t) = ¢(x)6(t)
ergibt die zeitabhidngige Schrodinger-Gleichung 1.8

~

.0
ih d(x)0(t) = H(x)(#(x)0(t))-

Da nun H nicht explizit von der Zeit und 6 nicht vom Ort abhingt, kann dies umge-
schrieben werden zu R
ih 00(t) He(x)
0 o o)
Nun hingt die linke Seite nicht von x und die rechte Seite nicht von ¢ ab, daher miissen
beide Seiten gleich einer Konstanten E sein:

(1.21) Ho = Eo¢,
o0(t) i
(1.22) S = o).

Gleichung 1.21 ist die stationdire Schrodinger-Gleichung, I£ der Energieeigenwert von
H. Der zeitliche Anteil wird durch eine gewohnliche Differentialgleichung mit Losung

0(t) = 0(0)e~ 77

beschrieben.” Eingesetzt in den Separationsansatz ergibt sich als Losung fiir das
zeitabhingige System

(1.23) U(x,t) = (x)e” # P

Der zeitabhingige Anteil beschreibt hierbei lediglich einen Phasenfaktor, |0(¢)| = 1,
der keinen Einflu} auf den Erwartungswert einer Observablen hat:

(U, A0) = eh Pl 78 Ag) = (¢, Ag).

Erhaltungssiitze

Falls der Hamilton-Operator selbst zeitunabhingig ist, so ergibt sich ein Satz
von Erhaltungsgrofen analog zur klassischen Hamiltonschen Mechanik. Sei dazu
A= A(x, P, ) ein zeitabhingiger Operator, dann gilt fiir den Erwartungswert eines
normierten Zustands W, der die zeitabhéingige Schrodinger-Gleichung erfiillt,

d < ) T OA ~ U,
E<\Ilt’A\I/t> - < Ot 7A\II> + <\I]ta ot ‘I]t> + <\11th It >
] - oA
== %(\I/t, [H7 A]\I]t> + <\Ilt7 qut)

Damit folgt, dal der Erwartungswert von A erhalten ist, falls A nicht explizit von der
Zeit abhingt und mit dem Hamilton-Operator kommutiert. A heifit dann auch Konstan-
te der Bewegung. Insbesondere folgt wegen [ﬂ, I:I] = 0 die Erhaltung der Gesamtener-
gie, falls der Hamilton-Operator zeitunabhingig ist.

9Ublicherweise wird 6(0) = 1 gesetzt.
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1.1.2 Wasserstoffatom

Die Schrodinger-Gleichung des Wasserstoffatoms mit einem Elektron wird beispiel-
haft unter Ausnutzung der bisher gewonnenen Erkenntnisse behandelt. Das Wasser-
stoffatom ist eines der wenigen analytisch 16sbaren Probleme der Quantenmechanik,
seine Losungen dienen spéter als Motivation zur Basiswahl des vorliegenden Verfah-
rens. Die im Verlauf der Losung vorgestellten Kugelflachenfunktionen werden spéter
bei Behandlung des Multipol-Verfahrens wieder aufgegriffen.

Weiterhin wird die Suche nach einer maximalen Menge paarweise kommutieren-
der Operatoren dargestellt, mit deren Eigenfunktionen sich die Losungen klassifizieren
lassen.

Kugelsymmetrisches Potential

Gegeben sei ein kugelsymmetrisches Potential V' (r) = V(r). Dann lautet die zeitun-
abhingige Schrodinger-Gleichung in Polarkoordinaten fiir ein Teilchen der Masse m

(1.24) [—h—QA + V(r)} U(r,0,¢) = EV(r,0, ).

2m

Der Laplaceoperator schreibt sich in Polarkoordinaten

== r
r Or? 72

162 17 1 92 1 o . 0
T ror? {sin29w+sin9%81n9% ’
wobei der radiale Anteil, der geklammerte Term, gerade dem negativen skalierten Qua-
drat —1? des Drehimpulsoperators entspricht,'’ 1 = + L = —if x V. Mit dem Produkt-
ansatz
R(r)
W

U(r,0,¢) =

146t sich Gleichung 1.24 wie folgt schreiben:

Y(0,9)

I [ER0)y(9,0) - LROEY(0.0)] + VOIRGIY(0.0) = BRIV (0.0).

Hierbei wird die Tatsache ausgenutzt, daf} 12 nicht nach der radialen Koordinate diffe-
renziert. Weil das Potential kugelsymmetrisch ist, kommutiert es mit dem Quadrat des
Drehimpulsoperators,

[V(r), ] =0,

aufgrund der Isotropie des Laplaceoperators kommutieren daher auch H und 12. Somit
existiert eine Zerlegung in gemeinsame Eigenfunktionen der beiden Operatoren. Der
Winkelanteil gentigt der Differentialgleichung

(1.25) Y (0,9) = €Y (0, 9),

der Radialanteil erfiillt dann zu vorgegebenem e die Eigenwertgleichung

[—h—z [ < i} + V(r)} R(r) = ER(r).

om |dr2 72

0Der radiale Anteil des Laplaceoperators wird auch Legendre-Operator genannt.
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Fiir die Behandlung von Gleichung 1.25 fiihrt ein erneuter Separationsansatz

Y(0,0) = 0(0)2(¢)

mit der Variablensubstitution s = cos 6 zur Differentialgleichung von Legendre

d NG m?2 \

mit m € N U 0 fiir den 6-Anteil und
d>®
d¢?

fiir den ¢-Anteil. Damit 1Bt sich nun der Winkelanteil von 1.24 16sen:!! Die zulissigen

Werte fiir die skalare Konstante sind e = [(I + 1),I € NU 0, die Losungen bestehen
aus den Kugelfliichenfunktionen

= const. x ®

(1.26) Y, (6, ¢) = NP (cos 0)e'™?
wobei
2041 (1 - !
N [P L= m)
(€ + [ml])!
ein Normierungsfaktor ist und
(— )l+|m| Ji+Im|
(127)  P™(cosf) = ~——~——sinl™ ¢ sin?9, —1<m<I,
21! d(cos 0)" ™!

die zugeordneten Legendreschen Polynome sind. Die Kugelflichenfunktionen bilden
zusammen mit der von R? induzierten Metrik eine Orthonormalbasis auf dem Hilbert-
Raum der £2-integrierbaren Funktionen auf der Sphiire.

Damit kann der Winkelanteil nach den Eigenwerten der kommutierenden Operato-
ren 12 (indiziert mit /) und der z-Komponente des Drehimpulses 1 (indiziert mit m,)
klassifiziert werden. Einsetzen der Losung in die Radialgleichung ergibt

{ h? { 2 1(l+1)

dr? 72

}-FV(?“)—E}R(T):O, 1eNUO, —-I<m<l

Coulombpotential eines Kerns

Das Potential des Wasserstoffatoms ist gegeben durch das Coulomb-Potential des
Kerns!'?

Ze?
dmegr

(1.28) Vir)=—

mit Kernladung Z = 1, Dielektrizitédtskonstante ¢y und Elementarladung e. Damit
ergibt sich die Radialgleichung zu

2 2 2
(129) [ L& [d l(l+1)}_ Ze

dr? r2

- E] R(r) = 0.

dmegr

Dje Losung der Legrendreschen Differentialgleichungen ist in einschligiger Literatur iiber Quantenme-
chanik oder gewohnliche Differentialgleichungen nachzulesen, vgl. etwa [AF97].
2Hierbei wird die klassische Niherung eines unendlich schweren, punktférmigen Kerns verwendet.



1.1. QUANTENMECHANIK 11

Gleichung 1.29 146t sich mit Hilfe von Variablensubstitution in die konfluente hyper-
geometrische Differentialgleichung umformen, damit ergeben sich fiir vorgegebenes [
normierte Losungen zu'3

27\* (n —1-1)!
(1.30) Ry (r) = —\/(%) W P Lili-ll(p) e P2 n>1,

mit p = %r, a= % und den zugeordneten Laguerre-Funktionen
n—I[—1 2
+0h
I20+1 — _1)kt+? ((n k-
net (P) ;0 SR Py i iy 11 T AR

Mit dieser Losung lassen sich nun die Eigenfunktionen des Hamilton-Operator
des Wasserstoffatoms durch drei Quantenzahlen charakterisieren: Zu dem Tripel
(n, 1, m) aus Hauptquantenzahl n, Nebenquantenzahl [ und Magnetquantenzahl m mit
n>1>0, —l <m <, gehoren die Energieeigenwerte

m(Z62)2 1
(1.31) Enim = Ep = _Wﬁ
und die Eigenfunktionen
Roi(7) <om

Die Eigenwerte sind n2-fach entartet. Wird der Spin in der Betrachtung des Wasser-
stoffatoms hinzugenommen, so ergibt sich eine 2n2-fache Entartung, die zugehorigen
Eigenfunktionen bestehen aus dem Produkt der ¥ ,;,, mit den Eigenfunktionen des
Spinoperators und werden auch Orbitale genannt.

1.1.3 Spin

Nicht alle quantenmechanischen Phinomene lassen sich mit der Formulierung der
kanonischen Quantisierung erkldren, der Zeeman-Effekt und der Stern-Gerlach-
Versuch!# sprechen fiir eine Erweiterung des Modells um eine Art Eigendrehimpuls
des quantenmechanischen Teilchens.' Dieser Eigendrehimpuls wird Spin genannt, die
physikalische Beschreibung einer Teilchensorte wird durch die Spinquantenzahl s cha-
rakterisiert, die halbzahlige Werte annehmen kann:

1 3
=0,-,1,-,...
S ) 2 ) b 2 b
Teilchen mit halbzahligem Spin werden dabei als Fermionen bezeichnet, Teilchen mit
ganzzahligem Spin als Bosonen. Elektronen sind Fermionen mit Spin %
Fiir ein Teilchen mit Spin % wird der Hilbert-Raum o = £?(R?) um den Faktor
C2, mit dem hermiteschen Skalarprodukt versehen, erweitert:

H = L*(R?) @ C%

13Siehe [AF97] fiir eine Herleitung der Losung.
14Giehe [Mes90, Miil00] fiir eine Beschreibung der Phidnomene.
Diese Erweiterung wird auch als fiinftes Axiom der Quantenmechanik bezeichnet.
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Auf dem zusitzlichen Faktor operieren die Pauli-Matrizen

(1.33) o1 = (‘1) (1)) o2 = (S ‘OZ), o5 = (é 01)

zusammen mit der Einheitsmatrix 09 = 1c¢2. Dann bilden die Operatoren
%aa, a = 1,2, 3, eine Darstellung der Drehimpulsalgebra. Der vektorwertige Spinope-
rator wird definiert durch § = %5 = %(01, 03,03). Die Vektoren x*, x~ € C?,

v o) =)

bilden dann ein System aus simultanen Eigenvektoren zu (§)2 und s3:

1/1
»2 4+ +
= —-(=+1
(8)"x 5 <2 + >x 7
+ Lo+
s3xT = :l:§ X"
Somit konnen Elektronen die Spinquantenzahlen —% und % annehmen, der einzige

Eigenwert von (8)” ist 3. Allgemein besitzt der Spinoperator (8)? fiir ein Teilchen mit
Spin s den Eigenwert s(s + 1).

1.1.4 Mehrteilchensysteme

Quantenmechanische Systeme mit mehreren Teilchen besitzen einen weiteren wichti-
gen Unterschied zur klassischen Mechanik: In der klassischen Mechanik kénnen Mas-
senpunkte aufgrund ihrer Diskretheit und der Stetigkeit der Trajektorien stets unter-
schieden werden. Bei quantenmechanischen Systemen ist prinzipiell keine Unterschei-
dung zwischen Exemplaren einer Teilchensorte moglich. Dieser fundamentale Sach-
verhalt driickt sich im Pauli-Prinzip aus. Quantenmechanische Teilchen heiflen dabei
unterscheidbar, falls sie sich in einer invarianten physikalischen Grole, etwa Masse,
Ladung oder Spin, unterscheiden. 16

Betrachte ein System aus N Teilchen mit Massen m;, Ladungen e; und Spins s;
sowie den Ortsvariablen r = (ry,...,ry) und den Spinvariablen s = (s1,...,Sn).
Dann wird der Hilbert-Raum H der Gesamtwellenfunktionen W(r, s, t) gebildet aus
dem Tensorprodukt der Hilbert-Rdume H; der einzelnen Teilchen, also

(1.34) H=H1® - ®Hn.
Zu Orthonormalbasen {¢’, } von H; wird durch

Loyl iHix - xHy — C,
(¢1a 7¢N) = <¢171/)(111>H1 <¢N7w(1¥VN>HN

ein linear unabhingiges System S von Elementen von H definiert. Durch die kanoni-
sche Definition des Skalarprodukts auf H,

<¢1®®¢N7¢1®®1/)N>H:<¢17¢1>H1 <¢N7¢N>HN7

16 Auf relativistische Effekte wird in diesem Zusammenhang nicht eingegangen.
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wird S zu einem Orthonormalsystem, das einen dichten Unterraum von A aufspannt.
Im Folgenden wird die Zeitabhingigkeit der Funktionen der Ubersichtlichkeit halber
ignoriert und fiir die Koordinaten (r;,s;) das Symbol ¢ benutzt. Integration iiber die
i-Koordinate bedeutet dabei also stets Lebesgue-Integration tiber die Ortskoordinate r
und Summation iiber die Spinwerte s.

Bei identischen Teilchen gilt H; = --- = Hy =: Hg. Die Forderung nach phy-
sikalischer Ununterscheidbarkeit verlangt nun, dafl die Observablen des Systems in-
variant unter Vertauschung der Teilchen sein miissen. Der Transpositionsoperator Tij
vertauscht die Faktoren ¢ und j in Gleichung 1.34:

Tj(1© - 0pi® @@ @ n)
=R QPR R R QPN

Die Transpositionen Tij sind selbstadjungiert und unitédr und erzeugen eine Darstellung
der Permutationsgruppe Sy auf H. Es folgt:

1. Die den Observablen zugeordneten Operatoren kommutieren mit den Vertau-
schungen T;;.

2. Der Raum der Gesamtwellenfunktionen zerfillt unter der Darstellung der Per-
mutationsgruppe in das fotal symmetrische Tensorprodukt

He = {UeH|Vi<j:Ty¥ =0},
das total antisymmetrische Tensorprodukt

Hy = {VeH|Vi<j:T;U=—0}
und weitere invariante Teilrdume:

H=Hs®ODHaD...

Die Unterrdaume sind zueinander orthogonal und invariant unter den Observa-
blen.

Physikalische Experimente zeigen, daf sich alle beobachteten Systeme identischer
Teilchen mit den Hilbert-Rdumen H, und H, beschreiben lassen, den Zusammenhang
liefert das Pauli-Prinzip.

Pauli-Prinzip

Identische Teilchen mit ganzzahligem Spin werden durch symmetrische Funktionen
beschrieben und gehorchen der Bose-Einstein-Statistik, identische Teilchen mit halb-
zahligen Spin werden durch antisymmetrische Funktionen beschrieben und geniigen
der Fermi-Dirac-Statistik."” Daraus folgt fiir Elektronen das Pauli- oder Ausschlie-
Sungsprinzip:'® In einem quantenmechanischen System von Fermionen kann jeder er-
laubte Zustand von hochstens einem Fermion besetzt sein. Bosonische Systeme besit-
zen keine derartige Einschrénkung.

17Klassische Punktteilchen gehorchen der Maxwell-Boltzmann-Statistik, vgl. etwa [AT87].
18pauli formulierte dieses Prinzip urspriinglich speziell fiir die Zustinde eines Atoms.
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Slater-Determinante

Fiir N Fermionen besteht der Hilbert-Raum H2' aus dem N-fachen total antisymme-
trischen Tensorprodukt

HY =HoAHo A... AHo

des Grundraums Hg. Aus N Einteilchenfunktionen ¢; € Hy,1 < ¢ < N, 14Bt sich
durch Antisymmetrisierung ein Element aus /¥ bilden, die Slater-Determinante

ng-u,tij(l?""N) = Z Sgn(7)¢r(1) ®®¢T(N)

TESN

(1) - ¢u(N)

1 )
Vil d)N.(l) ¢N.(N)

1
VNI
(1.35) =

wobei sgn(7) das Signum der Permutation 7 bezeichnet. Falls {¢} , eine Basis von
Ho ist, so ist

(U502 Jay < <ay)

Q1,...,N

eine Basis von H2 .

1.1.5 Zweite Quantisierung

Die bisher entwickelte Vielteilchentheorie 148t sich im Rahmen der zweiten Quanti-
sierung!® formulieren, die mit dem Fock-Raum Systeme mit unbestimmter oder sogar
verdnderlicher Teilchenzahl beschreiben kann. Die Einteilchenoperatoren lassen sich
im Rahmen dieser Formulierung allgemein auf Vielteilchensysteme erweitern. In der
folgenden Beschreibung wird dabei wieder von identischen Fermionen mit Spin % aus-
gegangen, obwohl die Theorie analog fiir bosonische und auch gemischt bosonische
und fermionische Systeme entwickelt werden kann.

Der Fock-Raum zum Hilbert-Raum H eines einzelnen Teilchens besteht aus der
direkten Summe der zugehorigen total antisymmetrischen /N-Teilchen-Rdume

(1.36) FH) =HYoHVoHD aHP @ ...,
wobei H(®) := C den Hilbert-Raum eines Nullteilchensystems oder Vakuumzu-

stands beschreibt.? Die einzelnen Summanden heiBen auch Sekforen. Die Slater-
Determinante definiert iiber die Abbildung

Av: H®QR---QH — P
bro ooy — WD,

.....

den Antisymmetrisierungsoperator Ay . Ay ist ein Projektor.

9Der Name Zweite Quantisierung riihrt von der in Abschnitt 1.1.1 behandelten kanonischen oder ersten
Quantisierung der klassischen Observablen her.

20Es gilt H,(lo) = H(® und ’Hél) =KD,
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Als nidchstes werden der Erzeugungsoperator &* und der Vernichtungsoperator &
definiert:

a(f): H — {0},
a(f) : H®™ - HIV=D pneN,

N
A(f)Ap1 ® - @ o = \/% j;<f7 GINVAN-101 @ - Pj_1 ® i1 @ PN,

a*(f) : HN) - HNFD - N e Ny,
*(f)1:f7 NZO»
HANGL @ - @dn = VN + 1A fR P11 ®---®dny, NeN

O

>

Lineare Erweiterung dieser Relationen und die kanonischen FEinbettungen
H((ZM) — HELN) fir M < N und HéN) — F,(H) ergeben Operatoren auf
Fa(H). Es gelten folgende Eigenschaften:?!

1. Auf F,(H) sind & und &* zueinander adjungiert.
2. Fir f, g € H gelten die Antikommutator-Relationen
{a(f)v é(g)} = 0,
“(f).a% g} = 0,

(1.37) {4

Dabei wird der Antikommutator zweier Operatoren A und B definiert durch
(1.38) {A,B} = AB + BA.

Die anschauliche Vorstellung zu diesen Operatoren ist die, da 4*(f) ein Teilchen im
Zustand f erzeugt und &(f) ein Teilchen im Zustand f vernichtet. Das Pauli-Prinzip
entspricht nun der Tatsache, da3 die mehrmalige Anwendung desselben Erzeugungs-
operators Null ergibt:

a* 2
@& ()" =0
Betrachte nun eine Orthonormalbasis {¢; },. von H. Dieser wird im Fock-Raum
ein System von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

a; = é((vbl)a é? = é*(¢l)7 le Na
zugeordnet, die nun aufgrund der Gleichungen 1.37 und der Orthonormalitét der ¢;
{ag, &} =0, {a;,4/}=0, {aw&'}=0nlr

erfiillen. Eine Basis des Fock-Raums 14t sich daraus folgendermaf3en konstruieren:
Sei
n = (ny,na,...)

eine Folge von Besetzungszahlen mit

n; € {0,1} und an < o0,
=1

21Ein Beweis dazu ist in [Miil00] nachzulesen.
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Q= (1,0,0,...) € F,(H) der Vakuumvektor, dann bilden die zu den Besetzungs-
zahlen n korrespondierenden Vektoren im Fock-Raum

W, = (&))" (@) -0

eine Orthonormalbasis von F(H).

Damit konnen nun Operatoren auf dem Fock-Raum definiert und die Einteilchen-
operatoren verallgemeinert werden. Ein System von Teilchen, die untereinander nicht
wechselwirken, wird dabei durch die Erweiterung der Einteilchenoperatoren gegeben.
Physikalische Erfahrung zeigt nun, daf3 es fiir die Modellierung allgemeiner wechsel-
wirkender Systeme geniigt, Zweiteilchenoperatoren, also Operatoren auf H® | hinzu-
zunehmen.

Der Teilchenzahloperator fiir den Einteilchenzustand ¢; wird definiert durch

. A*A
Nl = agay,

ein orthogonaler Projektor. Der Operator der Gesamtteilchenzahl bildet sich aus der
Summe der Teilchenzahloperatoren

N = iNl
=1

Betrachte nun ein nicht wechselwirkendes System von identischen Spin- % -Teilchen
und der Einfachheit halber einen Einteilchen-Hamilton-Operator mit rein diskretem
Spektrum. Dann ergibt sich der Hamilton-Operator des Gesamtsystems aus der Summe
der Hamiltonoperatoren zu den einzelnen Teilchenkoordinaten: Fiir die Orthonormal-
basis

{0oihen CH, Héi=eao, a<ep, €N,

148t sich der zugehorige Hamilton-Operator im Fock-Raum mit den Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren zu der Basis schreiben als

o] o]
H= E Glé?ﬁl = E EZNZ-
=1 =1

Damit kommutieren H und N, und die Zerlegung in eine Orthonormalbasis aus ge-
meinsamen Eigenvektoren lautet

PAI\IJﬂ = <inlq> v,
=1

N, = (inl> 0,,.
=1

Ein Operator A, im Einteilchenraum 148t sich mit der Orthonormalbasis von H
analog iibertragen: Aufgrund der Darstellung von A in der Basis,

Mg =Y on(dr,Agr), 1€N,
k

gilt nun

A= (o, Argr)aza.
k.l
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Die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen werden nun durch Zweiteilchenope-
ratoren modelliert. In Analogie zu den Zweiteilchen-Potentialen klassischer Punktteil-
chen sei Wy, ein Relativpotential, also ein symmetrischer multiplikativer Operator

Wy HP - HP | Wy =w(|r; —ra)).
Dann liefert die obige Darstellung im Fock-Raum den Operator??

=3 Ak Ak ~ A
W = E aja; w;j pardy.
i,4,k,1
. . . . . 2
Um die Koeffizienten w;; 1; in der Basis der Slater-Determinanten von H((l ),
1
V2

zu berechnen, wird die Forderung

P(k,l) = —=(dr @1 — &1 @ ¢1), k,l€N,

verwendet. Damit ergibt sich schlieBlich
1 -
wijkt = 5{(0i @ 65, Wadr @ $1)man.

Feldquantisierung

Das betrachtete Vielfermionensystem 146t sich mit Hilfe eines Feldoperators
vollstindig charakterisieren. Zur betrachteten Basis {¢;} wird der Feldoperator mit
Hilfe der Vernichtungsoperatoren &; definiert durch

(1.39) Uo(r) = (d) (D&, ac{+,-}.

=1

Wegen 1.37 und der Vollstiandigkeit der Basis geniigen der Feldoperator und der dazu
adjungierte Operator ¥’ (r) den Antikommutator-Relationen

{Wa(r), ¥p(r)} = 0,
{we(r), w5} = 0,
{Wa(r), ¥5(r')} = dapd(r—1).

Der Feldoperator ist eine operatorwertige Distribution, die obige Definition ist un-
abhingig von der Wahl der Basis. Mit Hilfe des Feldoperators lassen sich beliebige
Einteilchen-Operatoren in den Fock-Raum {ibertragen, so gilt etwa fiir den Teilchen-
zahloperator und den Hamilton-Operator

(1.40) N Z /\I!(*X(r)\lla(r) dr,
}

ac{+,—

(1.41) H > /w;(r)(ﬂ)aﬁxpﬁ(r) dr.
}

a,Be{+,—

22Dje linken Indizes sind aufgrund der Transposition vertauscht.
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1.1.6 Hamilton-Operator eines Molekiils

Es wird nun ein Beispiel fiir den Hamilton-Operator eines Vielteilchensystems ge-
geben. Molekiile bestehen aus Kernen, die hier quantenmechanisch nicht néher spe-
zifiziert werden?® sowie Elektronen. Zusitzlich zur Verallgemeinerung der Einteil-
chenoperatoren der kinetischen Energie wird zwischen Teilchen jeweils paarweise die
Coulomb-Wechselwirkung

(1.42) w(ry, re) = _

Ty — 1o
spezifiziert. Der Einfachheit halber wird der Spin in der Formulierung nicht
berticksichtigt.

Der Hamilton-Operator eines Molekiils aus X Kernen mit Massen M, und Ladun-
gen Z,e sowie N Elektronen mit jeweiliger Masse m, und Ladung e lautet

. R 1 €2 ZoZ

143) A=-2S —V? op
(143) 7 2 3 Vo Tre R. —Ry|
a a<f B

Tk Vik
N
h? , €2 Zg, e? 1
B Qm@ ZVZ B 471'60 Z |Ra 7I‘i| + 471'60 Z ‘I‘i 71‘"-
i it i<j J
T. Vex Vee

Die einzelnen Terme beschreiben, in der Reihenfolge, die kinetische Energie der Ker-
ne, die Kern-Kern-Wechselwirkung, die kinetische Energie der Elektronen, die Kern-
Elektron-Wechselwirkung und die Wechselwirkung der Elektronen untereinander, die
Kernkoordinaten sind durch R = (R4,...,Rg), die Koordinaten der Elektronen
durchr = (ry,...,ry) gegeben.

1.1.7 Born-Oppenheimer-Niherung

In diesem Abschnitt wird die statische Born-Oppenheimer-Néherung fiir die Separa-
tion von Kern- und elektronischen Koordinaten beschrieben. Die Born-Oppenheimer-
Niherung 148t sich auch fiir die dynamische Schrodinger-Gleichung herleiten, diese
wird aber im weiteren Verlauf der Arbeit nicht verwendet.?*

Der Hamilton-Operator eines Molekiils, Gleichung 1.43, beschreibt im Rahmen
der Schrédinger-Gleichung 1.8 eine lineare Differentialgleichung in 3(NV 4+ K') Koor-
dinaten, die sich schon fiir N + K > 2 nicht mehr analytisch oder mit Methoden der
Storungstheorie 16sen 1a6t. Um numerische Methoden auf das Problem anwenden zu
konnen, muf} die Abhidngigkeit von der Dimension reduziert werden. Ein erster Schritt
in diese Richtung bildet dabei die Separation der Teilchenarten. Aufgrund der quanten-
mechanischen Unterscheidbarkeit von Kernen und Elektronen gibt es hier keine Ne-
benbedingungen an die Tensorprodukte zwischen den Teilchensorten.

Die entscheidende Idee fiir die Born-Oppenheimer-Niherung ist die unterschied-
lich groBe Masse von Kernen und Elektronen.?> Anschaulich bewegen sich die Elek-
tronen sehr viel schneller als die Kerne und befinden sich daher aus der Sicht der

2Eine Behandlung der Wechselwirkung innerhalb von Atomkernen erfordert relativistische Betrachtung.
24Eine Herleitung fiir den dynamischen Fall findet sich etwa in [Ham02, p. 26ff.].
25Der leichteste Kern, das Wasserstoff-Proton, ist etwa 1836 mal so schwer wie ein Elektron.
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Kerne stets im Grundzustand. Betrachte also die Aufspaltung des Hamilton-Operators
aus 1.43 in Kern- und Elektronenanteile,

(1.44) HR,r) = TxR)+H(Rx),

(1.45) H.(R,x) = Tec(r)+ VikxR)+ Ver(r) + Vee(r),
V.(R.r)

und den Produktansatz

(1.46) U(r,R) = ¥e(r,R) - Vi (R)

im Produktraum H, ® H . Bei festgehaltenen Kernen ergibt sich damit eine parame-
terabhéngige stationire Gleichung fiir den elektronischen Anteil

(1.47) H.(R,r)¥.(R,r) = E.(R)V.(R,1),

die elektronische Schrodinger-Gleichung. Diese Gleichung besitzt eine vollstandigen
Satz von parameterabhingigen Losungen ,,(R,r) mit zugehorigen Eigenwerten
em(R), nach denen sich die Losung des Gesamtsystems entwickeln 1Bt

(1.48) Z% )¥m (R, T).

Um die Koeffizienten ¢,,(R) zu berechnen, wird diese Identitiit in die Schrodinger-
Gleichung zum Hamilton-Operator aus Gleichung 1.45 eingesetzt:

TK Z¢m wm R I‘ Z Em d’m(R I‘)

(1.49)
=EZ% )tm (R, ).

Mit der Voraussetzung, dal die Kerne viel schwerer sind als die Elektronen, folgt, da
die Funktionen %, (R, r) in der Néhe des elektronischen Grundzustands R, definiert
durch

(1.50) Vr, em(R)

R)lg g, =0 1<a<K,

nur schwach von R abhingen. In der Entwicklung 1.49 werden daher erste und hohere
Ableitungen von %, nach R vernachléssigt:

(1.51) nEMm Jom(Box) = > | Tictm(R)| vin (R 1).

m
Mit der Orthonormalitit der 1), folgt nun aus dieser Ndherung und Gleichung 1.49 die
Born-Oppenheimer-Ndherung fiir die Kernkoordinaten:

(1.52) Tk om(R) + €mdm(R) = Edm(R).

Klassische Behandlung der Kerne

Fiir den weiteren Verlauf der Arbeit soll lediglich die elektronische Schrodinger-
Gleichung betrachtet werden, die Kerne werden als starr und ndherungsweise als klas-
sische Punktteilchen betrachtet.
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1.1.8 Variationsformulierung

Fiir die stationdre Schrodinger-Gleichung 146t sich ein Variationsprinzip formulieren.
Dies ist Grundlage fiir die Variationsmethode von Rayleigh-Ritz, welche eine Methode
zur approximativen numerischen Losung der Gleichung liefert.

Satz 1.1.1 (Variationsprinzip). Sei H der Hamilton-Operator eines quantenmecha-
nischen Systems und E = E[V] der Erwartungswert der Energie, ¥V € H, U # 0,
normierbar. Dann ist genau jeder Eigenvektor des diskreten Spektrums von H stati-
ondrer Punkt von

(U, H)
L. EV] = ——7—.
Beweis. Die Variation des Funktionals E[¥] berechnet sich zu
(U, W)6E = 6((¥,HY)) - ES(V, ¥))
(00, (A — E)¥) + (¥, (H — E)oT).
Bei komplexer Variation und endlicher Norm von W ergeben sich daraus durch Linear-
kombination die Gleichungen

(60, (H - E)¥) =
(U, (H - E)§¥) =

Damit folgt wegen der Hermitizitit von H, daB genau jeder Eigenvektor von H
Gleichung 1.53 stationédr werden 1aBt. O

Lemma 1. Der selbstadjungierte Operator H sei nach unten beschrinkt, der kleinste
Spektralwert Ey gehore zum diskreten Spektrum, dann gilt

~ (U, HY)
(1.54) YU € D(H) : RS >,
(1.55) min (&, HT) - _ E,.

weD(H) <‘I’a ‘1’>

Beweis. Seien Ey < Fy < ... die Eigenwerte von I:I und Py, P, ... die zugehorigen
Projektionsoperatoren auf die Unterrdume. Dann gilt

E[\Ij] —Ep = <\II7 (Z7WE>‘O)\D> = Z(En - EO) <\?\;[J’P\7]ij\f>7

n

wegen der positiven Summanden auf der rechten Seite folgt
E[Y] > Ey.
O

Daraus folgt nun das Variationsprinzip von Rayleigh-Ritz: Die beste Approxima-
tion des Minimierungsproblems 1.55 in einem endlichdimensionalen Unterraum ist
dquivalent zur Suche nach den n niedrigsten Eigenwerten des diskretisierten Hamilton-
Operators.
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Molekiildynamik

Als Molekiildynamik wird die klassische?® Modellierung der zwischen Atomen und
Molekiilen herrschenden Wechselwirkungen bezeichnet. Die zugehorigen empirischen
Potentialfunktionen ergeben sich aus geeigneten Néaherungen der hier und im Abschnitt
tiber Dichtefunktionaltheorie betrachteten Modelle.

Fir die Herleitungen von Ehrenfest-Molekiildynamik, Born-Oppenheimer-
Molekiildynamik und Car-Parrinello-Molekiildynamik aus den quantenmechanischen
Grundgleichungen wird auf eine weitere Arbeit am Institut verwiesen [HamO02],
die Grundlagen der Molekiildynamik lassen sich in einschldgigen Monographien
nachlesen [AT87, Rap95].

1.1.9 Hartree-Fock-Gleichungen

Aufbauend auf die Born-Oppenheimer-Niherung und das Variationsprinzip existieren
mehrere Verfahren zur Losung der resultierenden Gleichungen. Beispielhaft werden
hier kurz das Hartree- und das Hartree-Fock-Verfahren besprochen, letzteres dient so-
wohl theoretisch als Ausgangspunkt fiir Dichtefunktionalmethoden, als auch praktisch
als Grundlage einer Implementierung einer Dichtefunktionalmethode.

Das Hartree-Fock-Verfahren ist ein Ndherungsverfahren fiir die Losung der elek-
tronischen Schrédinger-Gleichung 1.47, bei dem nach der besten Losung gesucht wird,
deren Gesamtwellenfunktion sich mit Hilfe einer einzigen Slater-Determinante darstel-
len 146t. Das Problem wird eindeutig, falls die Nebenbedingung der Orthonormalitét
der zugehorigen Einteilchenfunktionen verlangt wird.

Betrachte dazu den Grundzustand \Ilig bk Die Gesamtenergie dieses Zustands
ist ein Funktional der Einteilchenfunktionen

(1.56) Ey = (5P AUSP) = E({¢1}),

das zugehorige Variationsproblem lautet

(1.57) 5 |E(ai}) =) Ak, (D, 60,) | =0

ij
mit Lagrange-Multiplikatoren A, ;. Nun sind einige Vereinfachungen moglich: Da £/
reell ist, liefert der Abzug der konjugiert komplexen Gleichung die Relation

(158) >k, = Aiyr,) 8o, dr,) =0,
ij
also ist die Matrix A = (A, ),,,, hermitesch. Mit Hilfe einer unitdren Transformation

S der Basis 148t sich A auf Diagonalform bringen, dann &éndert sich die Losung der
Gleichung zu

(1.59) TSP = det(5)W5P,

und wegen | det(.S)| = 1 stellt dies nur eine fiir die physikalische Bedeutung irrelevan-
te Phase dar. Somit wird das Variationsproblem ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
durch

(1.60) OB =) € (¢, i) =0

26K lassisch im Sinne der klassischen Newtonschen Mechanik diskreter Punktteilchen.
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beschrieben.
Im Folgenden wird die komplexe Variation des Hamilton-Operators

(1.61) H= Z[——v2+v ]+er|
i J

=1 1<J

in atomaren Einheiten?” in der Ortsraumdarstellung mit Spin angegeben.

Die einzelnen Terme fiir die kinetische Energie und die potentielle Energie sowie
der Zwei-Elektronen-Wechselwirkungsanteil, der in Hartree-Energie und Austausch-
Energie aufgeteilt wird, lauten

> o [—%vﬂ b (2) dr

(1.63) Ey = Z / o5 (r)v(r)oy, (r) dr,

(1.64) By = Z// ¢k ¢k : ﬁbk/( r') g, (r) drdr’,

(1.65) By = 250103 // ¢k ¢k r')op, (r )¢k] (r) drdr’.

v — ']

(1.62) Er

Hierbei bezeichnet o; die Spinrichtung des Zustands ¢y,. Anschaulich entspricht
der Hartree-Term der klassischen Coulomb-Wechselwirkung, der Austausch-Term be-
schreibt die Ununterscheidbarkeit der Elektronen, die aus dem Pauli-Prinzip resultiert.

Komplexe Variation dieser Terme liefert nun unter Beriicksichtigung der Glei-
chung 1.60 und der Tatsache, daB ¢ und ¢}, bei der Variation als voneinander un-
abhingig behandelt werden,

=57 i) *Z/ S oty

- Z 0,0, / kj . )|j‘5k—( r/)|¢kj " dr’ = epgu(r).

Mit der Elektronendichte

N
(1.66) n(r) = Z |éx, (o)

und dem Hartree-Potential

(1.67)

v — /|

ergeben sich die Hartree-Fock-Gleichungen
1
(1.68)  [=5V*+u(r) + vH(r)} i(r)

- Zéalo'] / M dr,¢kj (I‘) = Ek¢k(r)'

— 1/

27Vgl. Anhang C.
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Die Hartree-Fock-Gleichungen stellen ein System nichtlinearer Integro-
Differentialgleichungen dar, das iterativ mit dem Selbstkonsistenz-Verfahren
(self-consistent field, SCF), welches in Abschnitt 2.3 besprochen wird, gelost
werden kann.

Mit Ausnahme der nichtlinearen Hartree- und Austauschterme stellen die Hartree-
Fock-Gleichungen ein der Schrodinger-Gleichung dhnelndes Eigenwertsystem dar.
Dies legt die Interpretation von Eigenwerten als Energieniveaus dar: Die €, liefern
grobe Niherungen an die Ionisierungsenergien der gebundenen Elektronen. Dabei ist
allerdings zu beachten, dafl die Hartree-Fock-Approximation zu andersartigen Orbita-
len und Energieniveaus fiihrt als die Schrodinger-Gleichung. Multiplikation von 1.68
mit ¢y, Integration iiber r und Summation iiber die besetzten Zustinde ergibt

besetzt

(1.69) Er+ Ey +2(Eg + Ex) = Z k-
k

Der notwendige Faktor verdeutlicht die Tatsache, dal die Bedeutung der Eigenwerte
von 1.68 nicht mit der der Schrodinger-Gleichung iibereinstimmt.

Zu den spinabhingigen Hartree-Fock-Gleichungen (unrestricted Hartree-Fock,
UHF) existiert eine spinunabhingige Formulierung (restricted Hartree-Fock, RHF), die
jeweils die doppelte Besetzung der N/2 niedrigsten Zustinde verlangt. Falls die Zahl
der Elektronen gerade ist und der Grundzustand der spinabhédngigen Losung lediglich
aus doppelt besetzten Hartree-Fock-Orbitalen besteht, sind die Losungen der RHF- und
der UHF-Gleichungen &dquivalent.

Das Hartree-Fock-Verfahren wird in der Chemie hiufig und erfolgreich ange-
wendet, die Variationalitdt ermoglich eine Abschétzung des Fehlers. Allerdings ist
der in Kauf genommene Fehler nicht fiir jede Anwendung akzeptabel, manche Bin-
dungsverhiltnisse werden durch die Hartree-Fock-Losungen nicht korrekt wiederge-
geben [SO96, JGP93a].

Hartree-Verfahren

Weiterhin 146t sich noch das Hartree-Verfahren erwihnen, ein Vorldaufer des Hartree-
Fock-Verfahrens, bei dem im Wesentlichen der Austauschterm E'x vernachlissigt
wird. Dies fiihrt zu einer Vereinfachung der notwendigen Berechnungen, aber auch zu
nicht-orthogonalen Einteilchen-Funktionen. Es hat sich herausgestellt, daf3 diese Ap-
proximation fiir sinnvolle Berechnungen die Schrédinger-Gleichung nicht geniigend
gut anndhert [Mes90, SO96].

1.1.10 Konfigurationswechselwirkung

Das Hartree-Fock-Verfahren versucht, die beste Niherung an die Losung der
Schrodinger-Gleichung zu finden, die sich mit Hilfe einer einzigen Slater-Determinante
darstellen 146t. Bei den Konfigurations-Wechselwirkungs-Methoden (Configuration In-
teraction, CI) werden mehrere Determinanten zur Darstellung herangezogen [SO96]:

(1.70) pol :ch\ny.
k

Durch Wahl der Anzahl zugelassener Determinanten wird nun eine Folge von Verfah-
ren definiert, die die volle Schrodinger-Gleichung approximieren.



24 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN

Bei dem Konfigurationswechselwirkungs-Verfahren mit n-fach zugelassenem An-
regungsgrad (Truncated CI) ergibt sich fiir die Gesamtwellenfunktion der Ansatz

(1.71) U =W + 3wl 44 > ¢ S
11,71 i1 < <ip
J1<--<UJn

wobei in der Ansatzfunktion \1131 i ]ewells das jj-te besetzte Orbital durch das 7x-te
unbesetzte, virtuelle Orbital ersetzt wurde.

Aus N Einelektronen-Wellenfunktionen lassen sich (]Z ) verschiedene Kombina-
tionen zur Anregung auswihlen, bei einer Basis, bestehend aus M Elementen ergeben
sich (M ;N ) Moglichkeiten, die entsprechenden virtuellen Orbitale zu wihlen, insge-
samt also

az ()

Moglichkeiten fiir n-fache Anregungen, also Summanden in der n-ten Teilsumme
von 1.71, bei Rang-n-CI (Rank n CI).

Es kann nun gezeigt werden [Fri99], daf} die Verfahren wohldefinierte Losungen
besitzen und diese Losungen mit n — oo gegen die Losung der Schrédinger-Gleichung
konvergieren, falls die Gesamtladung der Kernkonfiguration Z grofler als N — 1 ist.

Die Konfigurationswechselwirkungs-Methoden modellieren im Gegensatz zur
Hartree-Fock-Methode neben dem Austausch-Potential auch die Korrelation der Elek-
tronen untereinander. Praktische Berechnungen mit Konfigurationswechselwirkungs-
Methoden sind wegen der groBen Zahl an Determinanten?® und der formal hohen
Abhingigkeit von der Zahl der Ansatzfunktionen nur bei kleineren Problemen moglich.
Weiterhin sind Truncated-CI-Ansétze nicht groBenkonsistent, damit sind Ergebnisse
nur schlecht auf andere Probleme iibertragbar.?’

28Ublicherweise werden bis zu 10® Determinanten zur Berechnung verwendet.

2 Grofenkonsistenz bedeutet, daB die Energie von n gleichen Systemen im Grenzfall der n-fachen Energie
eines Systems entspricht. Mit der Coupled Cluster-Methode, die allerdings kein Variationsprinzip erfiillt, 146t
sich dieser Nachteil umgehen.



1.2. DICHTEFUNKTIONALTHEORIE 25

1.2 Dichtefunktionaltheorie

Die Schrédinger-Gleichung beschreibt quantenmechanische Systeme mit Hilfe einer
nicht direkt physikalisch meBbaren GrofBe, der Wellenfunktion, einer Abbildung in
einem hochdimensionalen Raum. Um quantenmechanische Probleme besser berech-
nen zu konnen, bietet sich eine reduzierte Modellierung wie die Born-Oppenheimer-
Néherung an. Eine weitere fundamentale Approximation des Modells, die nicht die
prinzipbedingten Nachteile der Hartree-Fock-Methode besitzt, wird in diesem Ab-
schnitt mit der Dichtefunktionaltheorie vorgestellt.

Die Tatsache, daB sich sdmtliche physikalische Information eines elektronischen
Problems bereits in der Elektronendichte®® wiederfindet, wird in den Theoremen von
Hohenberg-Kohn [HK64] prizisiert. Mathematisch handhabbar wird diese Erkenntnis
durch die Kohn-Sham-Gleichungen [KS65], die einerseits eine Reduktion der Komple-
xitdt der Schrodinger-Gleichung auf ein mit den Hartree-Fock-Gleichungen vergleich-
bares Mal} ausdriicken, andererseits zu einem hochgradig nichtlinearen Problem mit
essentiell unbekanntem Funktional fiihren.

Fiir das Dichtefunktional existieren Nidherungen aus empirischen Betrachtungen
von Elektronengasen, die eine praktische, approximative Berechnung ermoglichen,
wobei die dabei in Kauf genommenen Fehler kritisch betrachtet werden miissen.
Die Dichtefunktionaltheorie wurde mittlerweile auf angeregte Zusténde, Zustinde mit
verianderlicher Teilchenzahl, relativistische quantenmechanische Probleme, bosonische
Systeme und dynamische Zeitentwicklung erweitert. Klassische Elektronen-Struktur-
Methoden wie die Hartree-Fock-Methode lassen sich als Grenzfall der Dichtefunktio-
naltheorie darstellen. Das Thema kann in der Literatur vertieft werden [PY89, DG90,
Esc96, Lie83].

1.2.1 Hohenberg-Kohn-Theorem

Im Folgenden wird ein stationédres System von /N Fermionen in einem &uf3eren Poten-

tial v = v(r) und mit Coulomb-Wechselwirkung w = w(r,r’) = —L betrachtet.

]
Der Hamilton-Operator aus Gleichung 1.47 14t sich im Rahmen der Zweiten Quanti-
sierung und in atomaren Einheiten®! schreiben als

H = ‘%Z / @(rW%(r)dH; / 03 (X)o(r) o (r) dr
#y 2 5w e i ) 1) e

Im Folgenden werden Orts- und Spinkomponenten zusammengefaft.
Zunichst beschrianken wir uns auf duflere Potentiale V, bei denen das zugehorige
Eigenwertproblem

(1.73) HO = (T+V+W)d=FEd
einen nicht-entarteten N -Teilchen-Grundzustand ¥ mit

(1.74) HY = E,, T

30Genauer gesagt in der elektronischen Spindichte.
31Siehe Anhang C.
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besitzt. Der Raum der zuldssigen Potentialfunktionen wird mit
Vy = {v € LP fiirein p € NU {oco}| H(v) besitzt N-Teilchen-Grundzustand}

bezeichnet.?> Durch Losung der Schrodinger-Gleichung wird nun eine surjektive Ab-
bildung

(1.75) fiVy =Ty

von der Menge der Potentiale in die Menge der moglichen N-Teilchen-Grundzustinde
U € W definiert. Zu einem normierten Grundzustand ¥ definieren wir mit Hilfe des
Teilchenzahloperators aus Abschnitt 1.1.5 die Elektronendichte’?

(1.76) n(r) := (¥, N¥) = N |\If(r7r27...,r1\;)|2 dry...dry.
R3(N—1)

Aufgrund der Normierung von ¥ gilt

/Rgn(r)dr:]\f.

Der Teilchenzahloperator definiert somit eine zweite Surjektion
(1.77) g: ¥y — An
von der Menge der Grundzustinde auf die Menge
Ay = {n | nist Elektronendichte zu einem N -Teilchen-Grundzustand}

der zuldssigen Grundzustandsdichten. Hohenberg und Kohn bewiesen nun die Bijek-
tivitdt von f und g, falls Potentiale, die sich nur um eine Konstante unterscheiden,
identifiziert werden:

Theorem 1 (Hohenberg-Kohn). Fiir jede zuldssige Dichte n € Ay existiert bis auf
Konstante hochstens ein Potential, fiir das n die Dichte des Grundzustands ist:

(1.78) v =v[n].

Beweis. Abbildung f: Seien V, V' € Vi, V # V' + const, dann gilt fiir die Grund-
zustéinde W, U’ der entsprechenden Schrodinger-Gleichungen

(T+V+W) ¥ = E,0,
(T+V+W)¥ = E V.
Mit der Annahme ¥ = U’ folgt daraus durch Subtraktion der beiden Gleichungen
(1.79) (V= VU = (Ey — E,)0.
Weil die Potentiale multiplikativ sind, folgt daraus

(1.80) V-V =E, —E!

gs>

*Die mathematische Theorie zum Dichtefunktional-Formalismus ist aufwendig und noch nicht in allen
Einzelheiten gekliirt. Lieb [Lie83] verwendet Vyy = £3/2 + £°°, das Coulomb-Potential der Kerne liegt in
diesem Banachraum.

3 Diese und folgende Gleichungen sind jeweils im mathematisch schwachen Sinn zu verstehen.
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falls ¥ auf einer Menge mit positivem Mal} von O verschieden ist. Dies gilt aber fiir
Losungen der Gleichung 1.73 mit Funktionen v € £P.3*

Abbildung g: Seien U # U’ € ¥ die Grundzustinde zu V und V', Aufgrund der
Grundzustands-Eigenschaft 1.74 gilt

Eys = (U, HU)

(O HT')

(W', (H' +V — V)T

B+ [ 0/0)fo(r) = v/ (r) .

N

(1.81)

und analog gilt mit vertauschten Argumenten
(1.82) Ey, < Egs + /n(r)[v’(r) —v(r)]dr.

Addition von 1.81 und 1.82 ergibt unter der Annahme n = n’ den Widerspruch
(1.83) Eys+ Ejg < Egs + E, .

O

Das Hohenberg-Kohn-Theorem liefert damit einen nicht-konstruktiven Beweis fiir die
Existenz einer Umkehrabbildung zu f o g. Mit anderen Worten, die Grundzustandsdich-
te enthilt bereits alle Information iiber das externe Potential. Im folgenden Theorem
wird dies formalisiert und die Variationseigenschaft des Funktionals gezeigt.

Theorem 2 (Hohenberg-Kohn-Funktional). Zu einem Potential vq € VN mit zu-
gehoriger Grundzustandsdichte ng und -energie F geniigt das Energiefunktional

(1.84) Eyyn] := (U[n], (T + W+ Vo)Un]), ne Ay,
der Variationseigenschaft

(1.85) Ey = min E,,[n].

neAn

Das Hohenberg-Kohn-Funktional
(1.86) Frkn] == Eypn) — /v[n]n dr, ne€e Ay,

ist wohldefiniert, das heifst unabhdingig von v.

Beweis. Fiir n € Ay 1dBt sich Fy i folgendermaBen schreiben:

(1.87) Frxln] = (To[n], (T + W)Tg[n]), ne Ay.

Die weiteren Eigenschaften folgen nun unmittelbar aus dem vorhergehenden Theorem

und dem Variationsprinzip von Ritz. O

Damit ergibt sich nun die Existenz eines Dichtefunktionals fiir die Grundzustands-
energie des Elektronengases. Unbekannt bleiben allerdings weiterhin die Menge der

34Dies folgt aus dem Fortsetzungstheorem, vgl. [Lie83].
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zuldssigen Potentialfunktionen Vy, die Menge der zuldssigen Grundzustandsdichten
Ap sowie die Form des Funktionals F'yy g . Kenntnis des letzteren wiirde ermoglichen,
mit Hilfe eines Variationsverfahrens die Grundzustandsdichte als Losung der Glei-
chung

(1.88) Ey = min E[n] = min/n(r)v(r) dr + Fyin]

n

zu berechnen. Dabei ist das Hohenberg-Kohn-Funktional
(1.89) Frk = (o, (T + W)¥y)

universell in dem Sinne, daB es unabhiingig vom AuBeren Potential v ist.>

Zur Herleitung der Gleichungen wurde bislang Entartung ausgeschlossen. Das
Hohenberg-Kohn-Funktional 1.89 146t sich allerdings auch auf entartete Grund-
zustdnde und gemischte Ensemble-Zustinde verallgemeinern [Esc96].

1.2.2 Kohn-Sham-Gleichungen

Die Kohn-Sham-Gleichungen liefern eine Vorschrift fiir die approximative Berechnung
des Hohenberg-Kohn-Funktionals fiir Grundzusténde, die sich aus einer Determinan-
tendarstellung der Grundzustandsdichte bilden lassen. Dadurch und durch empirische
Niherungen der kinetischen Energie des Elektronengases ergibt sich eine konkrete Be-
rechnungsmoglichkeit fiir das Dichtefunktional.

Zuniichst wird dazu der interaktionsfreie Fall W = 0 betrachtet. Dann besteht das
Hohenberg-Kohn-Funktional aus der kinetischen Energie

(1.90) Tln] = E°[n]] — /vo[n]ndr, ne A%,

des N-Teilchen-Zustands, dessen Form durch diese Gleichung definiert wird. In der
folgenden Formulierung wird das Funktional auf die Menge

(1.91) A% = {n € Ay| n ist Dichte einer Slater-Determinante}

beschrinkt.*® Die Existenz des auf A}, eingeschrinkten Funktionals 148t sich aus
Theorem 1 ebenfalls herleiten.
Fiir eine Slater-Determinante ¥ mit Einteilchen-Funktionen ¢; gilt

N
(1.92) n(r) = Y ¢i(r)i(r),
=1 1 N
(1.93) B = <\If,T\I/>=—5Z<¢i,V2¢Z—>.
=1

35Lieb [Lie83] verwirft den Ansatz von Hohenberg und Kohn aufgrund der unbekannten Mengen V' und
A und der Tatsache, daB das oben beschriebene Funktional nicht konvex ist, und beschreibt ein universelles
Funktional auf £3 N £! (wegen Vnl/2 € £2) als Legendre-Transformation des Energie-Funktionals, das
die gewiinschten Eigenschaften erfiillt.

36Djese Einschrinkung ist problematisch fiir den entarteten Fall, da sich die Dichte einer Linearkom-
bination entarteter Determinanten-Grundzustinde im Allgemeinen nicht wieder durch einen einzelnen
Determinanten-Grundzustand darstellen 1468t. Fiir eine rigorose Behandlung des komplexen Themas wird
auf [Lie83, DG90] verwiesen.
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Variation der kinetischen Energie nach ¢; ergibt

OB, 6T on(r')  oT 64(x)
~dgE(r) ) on(x!)er(r)  on(r)

Einsetzen dieser Gleichung in die Variation von 1.88 fiir den wechselwirkungsfreien

Fall, Multiplikation mit (?Z;(I(l;‘)) und Integration iiber r’ ergeben

/ % {T[n] + [l e - g ( [t - N)} Z:(fr))

_ <_%v2 +o(r) — ei) i =0

(1.94) —%Vz@(r)

mit Lagrange-Multiplikatoren €;. Die Lagrange-Multiplikatoren driicken hierbei die
Nebenbedingung der festen Teilchenzahl N aus.?’

Nach Multiplikation mit ¢} (r) und Integration iiber r ergibt sich schlieflich
aus 1.93 und den Eigenschaften der Slater-Determinanten

(1.95) E°w =) e, €<ep, 1<
i=1

Hierbei wird das Minimum von 1.88 bei den kleinsten N Eigenwerten €; angenom-
men.38

Im allgemeinen Wechselwirkungsfall W # 0 wird das Hohenberg-Kohn-
Funktional in die kinetische Energie, die Energie des Hartree-Potentials aus Glei-
chung 1.67,

(1.96) vy (r) = /n(r/)w(|r/ —r|)dr’,
und den Rest E'x ¢, die Austausch- und Korrelationsenergie, zerlegt:
(1.97) Fugn] = Tnl+ Egn] + Excln], ne€AxnAY.

Mit der analogen Rechnung zum Referenzfall ergeben sich nun die Kohn-Sham-
Gleichungen

1
(1.98) <—§v2 +v+uvg+ UXC) ¢i(r) = €igi(r).
Dabei ist das Austausch- und Korrelationspotential definiert durch
0Exc
1.99 = .
(1.99) vxc(r) on(r)

Insgesamt ergibt sich damit nun die Situation, dafl die Kohn-Sham-Gleichungen ei-
ne konkrete Bedingung an die Losung einer Dichtefunktionalmethode liefern. Jede
mit 1.98 berechnete Losung liegt allerdings in A%;.%* Der Tatsache, daB vy ¢ allge-
mein unbekannt ist, widmet sich Abschnitt 1.2.4.

3TDie hier dargestellte Herleitung ist mathematisch etwas unsauber. Eine exakte Darstellung findet sich
etwa in [PY89].

38Bei Entartung ist die Wahl der ¢; nicht eindeutig.

Es gilt A(])\, C Ap, es ist aber unklar, ob jede Dichte n € A als Losung von 1.98 erhalten werden
kann.
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Weiterhin stellt 1.98 wegen der Abhingigkeit der Terme vy und vx o von den ¢;
ein hochgradig nichtlineares System von Eigenwertgleichungen dar, welches iterativ
zu losen ist. Die Form gleicht bis auf die Austausch- und Korrelationsterme der Form
der Hartree-Fock-Gleichungen 1.68, daher wird der zugehorige Operator ebenfalls als
Hamilton-Operator bezeichnet. Die Gleichungen konnen wiederum mit dem Verfahren
des selbstkonsistenten Feldes* (self-consistent field, SCF) iterativ gelost werden.

1.2.3 Spinabhiingige Formulierung

Die Hohenberg-Kohn-Theoreme und der Kohn-Sham-Formalismus lassen sich in
natiirlicher Weise auf spinabhiingige Probleme verallgemeinern. Dazu wird der
Hamilton-Operator aus 1.73 mit der Notation aus Abschnitt 1.2.1 geschrieben als

(1.100) H=T+U+W,

wobei das Einteilchen-Potential U durch
(1.101) U= / [v(r)N(r) -B- rh(r)} dr

gegeben ist. Hierbei bezeichnet N den Operator der Gesamtdichte

A,

N(r) = N*(r) Zw

und der zweite Term in U ist bei Behandlung eines externen Magnetfeldes das Skalar-
produkt aus dem vektorwertigen Magnetfeldoperator B und dem magnetischen Spin-
moment

(1.102) =—uBZw r)oasys(r),

mit den Pauli-Matrizen o, aus Gleichung 1.33 und dem Bohrschen Magneton . *!
Die Hohenberg-Kohn-Theoreme gelten nun weiterhin, falls statt der skalaren Elek-
tronendichte die Spindichtematrix des Grundzustands

(1.103) nap(r) = (¥, (¢q(r)s(r)¥),
oder #dquivalent, das Paar bestehend aus Grundzustandsdichte und -magnetisierung,
n(r) = (T,N(@)¥)
m(r) = <\II’ rh(r)\ll),

betrachtet werden und Klassen von Paaren von dufieren Potentialen (v, B), die zu der-
selben Grundzustands-Spindichte fiihren, identifiziert werden. Bei verschwindendem
Magnetfeld ergibt sich die Eineindeutigkeit der Abbildungen f und g zwischen den
Grundzustands-Spindichten und den dufleren Potentialen v analog zu Theorem 1.

Da im Verlauf dieser Arbeit externe Magnetfelder nicht weiter vertieft werden, 1d6t
sich die Spinabhingigkeit auf eine Komponente, etwa die Projektion auf die z-Achse

i (r) = —pp (N () = N~ (1))

reduzieren. Fiir die weitere Behandlung von Magnetfeldern im Rahmen der Dichte-
funktionaltheorie wird auf die Literatur verwiesen [DG90].

40Vgl. Abschnitt 2.3.
4ygl. Anhang C.
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1.2.4 Austausch- und Korrelationsterme

Die Kohn-Sham-Gleichungen 1.98 liefern eine Berechnung der Lésung eines Dichte-
funktionals, wobei im Allgemeinen der hochgradig nichtlineare Austausch- und Kor-
relationsterm, der neben dem Hartree-Term die Wechselwirkung der Elektronen unter-
einander beschreibt, unbekannte Form hat. Aus diesem Grund beschridnken sich prak-
tische Berechnungen auf eine meist raumlich lokale Nidherung dieses Operators. Empi-
rische Messungen und theoretische Betrachtungen am homogenen Elektronengas mit
Hilfe der Schrodinger-Gleichung sowie der Hartree-Fock-Approximation liefern dazu
die Grundlage.

Homogenes Elektronengas

Als homogenes Elektronengas wird ein System mit konstantem Potential v(r) = v
bezeichnet. In diesem Fall sind die Hartree-Fock-Gleichungen fiir das System analy-
tisch losbar, die Losungen werden durch ebene Wellen*? gegeben. Thomas und Fer-
mi [Esc96] berechneten daraus die Grundzustandsenergiedichte pro Elektron, die sich
aus einem kinetischen und einem Austauschterm zusammensetzt,

3 K2 a3 3 €2 (3 1/3
1.104 =" (3x? -z 2
( ) c 52m (3mn(r)) 2 8meg <ﬂ_n(r)>

mit der Elektronendichte n.

Lokale-Spindichte-Néiherung

Die Lokale-Dichte-Ndherung (Local Density Approximation, LDA) stellt eine Taylor-
Approximation 0. Ordnung in der Ortskoordinate an die funktionale Abhingigkeit der
Austausch- und Korrelationsenergie € x ¢ von der Dichte dar:

Excln] ~ EX2A(n) = [ nexcn)dr.
oxclnlr) & okRAn(r) = 5.

Falls der Spin der Elektronen in die Betrachtung einflief3t, bietet sich die allgemeinere
spinabhingige Formulierung an. Diese Lokale-Spindichte-Néherung (Local Spin Den-
sity Approximation, LSDA) wird iiblicherweise statt in den Spindichten (n*,n7) in
den dquivalenten GréBen Gesamtdichte n und Spinpolarisation ¢ angegeben,

nt —n~

(1.105) n:=n"4+n", (:= -

Damit ergeben sich fiir die Energie und das Potential die Gleichungen

Excn, (] ~ E%2A(n,¢) ::/n(r)e?xc(n(r),C(r))dr,

vxen,(r) ~ v (n(r),((r)).

42Sjehe Abschnitt 2.4.2 fiir eine Definition ebener Wellen.
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Das Korrelationsfunktional erhélt dann nach 1.99 die Form

0E de
+ XC XC
Uxe = nE(r) exet =5,

(1.106) + (15029,
¢
Fiir das homogene Elektronengas ist die Spindichte

+__3
4mrd’

n

wobei 74, der Wigner-Seitz-Radius, den Radius der Sphére beschreibt, die eine La-
dungseinheit umschlieft. Die Austauschenergie fiir die Thomas-Fermi-Approximation
ergibt sich in atomaren Einheiten zu

1/3
(1.107) 5X§<§> nl/3.
4\

Im Rahmen der Lokalen Spindichte-Approximation existieren eine Reihe weite-
rer Ergebnisse, unter anderem der Slater-Austauschterm [Sla74] und Untersuchungen
geeigneter Korrelationsfunktionale von Ceperley und Alder [CA80], Gunnarson und
Lundqvist [GL76], Vosko, Wilk und Nusair [VWN80], auf die im Rahmen dieser Ar-
beit nicht weiter eingegangen wird. Die resultierenden Formeln der implementierten
Funktionale sind in Anhang B.1 zusammengestellt.

Gradientenkorrektur

Eine Verbesserung der Lokalen-Dichte-Approximation kann durch Terme héherer Ord-
nung erreicht werden. Die Gradientenkorrektur verwendet neben den Spindichten n*
auch die ersten Ableitungen Vn* der Spindichten, wobei die Isotropie des Funktionals
erhalten werden soll, daher gentigt es, die Invarianten der Spingradienten

(1.108) ATt :=VnT.VnT, AT :=Vnt.Vn", 4 :=Vn -Vn_,

zu betrachten. Die allgemeine Form lautet damit
(1109) EXC :/EXC(n+an777++77+77777)dr7

fiir das Potential gilt dann fiir « # § € {+, —}

Oexc Oexc OJexc I
1.110 Yo = —2V. @l -Vv. .
( ) Uxc o \Y <a,7040¢ Vn ) \Y (afyaﬁ Vn

In der Praxis hat sich herausgestellt, dal die Lokale-Dichte-Approximation fiir
die Beschreibung gebundener Atome oft ausreichend ist, fiir Systeme mit externen
magnetischen Feldern und die Bestimmung von Bindungsenergien die Gradienten-
korrektur eine signifikante Verbesserung erzielt. Die in dieser Arbeit implementierten
gradientenkorrigierten Funktionale von Becke [Bec88a, Bec93] sowie Lee, Yang und
Parr [LYP88] werden im Anhang B.1 wiedergegeben.
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1.2.5 Dichtematrix

In Verallgemeinerung der elektronischen Spindichte-Funktion 148t sich eine Matrix-
Darstellung, die wiederum alle bendtigten Informationen des Systems enthilt, ableiten.
In diesem Abschnitt werden Spinkomponenten ¢ und Ortskomponenten r zusammen-
gefafit.

Die zum N-Elektronen Grundzustand ¥ gehérige Einteilchen-Dichtematrix® ist
definiert durch

(1.111) ni(r,r’) = N/\I/(r,rg, e )R rg, .. ry)drg - - dryy.
Die Einteilchen-Dichtematrix ist hermitesch in ihren Argumenten,

(1.112) ni(r’,r) = ni(r,r),

und idempotent,

(1.113) n3(r,r') = /nl(r,r”)nl(r”,r’) dr” = nqy(r,r’).

Fiir die in 1.76 definierte Elektronendichte gilt

(1.114) n(r) = ni(r,r),

und bei einer Slater-Determinante \IlilD o crgibtsich die Identitét

N
(1.115) ni(r,r) = 7 (r)es(r').
1=1

Nun 146t sich das Energiefunktional 1.88 auch als Funktional der Dichtematrix 7
schreiben:

(1.116) E:/[vrvr,nl(m’)

. v(r)nl(r)] dr.

Die Darstellung mit der Dichtematrix besitzt einige fiir die numerische Anwen-
dung bedeutsame Vorteile bei speziellen Problemen: Bei unendlichen nichtleitenden
Coulomb-Systemen, etwa gebundenen Elektronen in Molekiilen, zeigt die Dichtema-
trix exponentielles Abfallverhalten [Koh96, Hay96, SCHG96]:

(1.117) ny(r,1') ~ e Vel

mit G proportional zum Abstand der Eigenwerte, die zum hochsten besetzten und nied-
rigsten unbesetzten Orbital gehoren (HOMO-LUMO-Gap). Bei metallischen Systemen
dagegen fallen die Eintrdge der Dichtematrix lediglich polynomial mit dem Abstand
zur Diagonalen r = r’ ab,

(1.118) nl(r,r')w\r—r’rd,

wobei d die Raumdimension bezeichnet.

43Es handelt sich wegen der kontinuierlichen Argument nicht um eine Matrix im eigentlichen Sinn, diese
Analogie ist jedoch hilfreich, wenn statt Summation Integration iiber eine Ortskomponente verwendet wird.
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Bei endlichen Systemen wird ein Abfall wie
(1.119) ni(r,r’) ~ eIt/

vermutet, in numerischen Experimenten bei kleineren Molekiilen und Proteinen ein
exponentieller Abfall beobachtet [SCHG96].

Analog lassen sich auch Mehr-Partikel-Dichtematrizen definieren, etwa die Zwei-
Partikel-Dichtematrix

na(ry,ro; 1], 1h) 1=
N(N - 1)

! /
51 /\I/(rl,rg,rg, coo, )P (r], 5,3, ..., ry)drg - - - dry.

Es gibt Ansitze, die Kohn-Sham-Gleichungen auf Basis der Einteilchen-
Dichtematrix zu diskretisieren und zu 16sen [Cha99].

1.2.6 Zusammenfassung

Die Dichtefunktionaltheorie erlaubt mit einem der Hartree-Fock-Theorie vergleich-
baren Aufwand prinzipiell eine genauere Approximation an die elektronische
Schrodinger-Gleichung, da die Elektronenkorrelation unter Vermeidung der fiir Kon-
figurationswechselwirkungsmodelle typischen hoheren Skalierung mit der System-
grofBle ebenfalls beriicksichtigt wird. In der Praxis liefern tibliche Austausch- und Kor-
relationsfunktionale schlechtere Ergebnisse als die Konfigurationswechselwirkungs-
methoden, jedoch bessere als die Hartree-Fock-Methode. Es existieren Ansitze,
den Hartree-Fock-Austauschterm und Dichtefunktionale in einer hybriden Hartree-
Fock/Dichtefunktionaltheorie zu mischen [Cha00].



Kapitel 2

Diskrete Formulierung

Im vorhergehenden Kapitel wurden die theoretischen Erkenntnisse iiber die Dichte-
funktionaltheorie sowie mit dem Variationsprinzip und der Ritz-Methode ein Weg zur
numerischen Umsetzung erldutert. Eine diskrete Formulierung in einem endlichdimen-
sionalen Ansatzraum wird nun durch die Wahl einer fiir das Problem geeigneten Basis
beschrieben.

Dazu wird zunéchst das Problem in der Ortsraumdarstellung auf einen endlichdi-
mensionalen Ansatzraum beschridnkt und in Form einer nichtlinearen Eigenwertglei-
chung dargestellt. Die Methode des selbstkonsistenten Feldes zur iterativen Losung
dieser Gleichung wird skizziert. AnschlieBend werden mehrere gebriuchliche Ba-
sen dargestellt und die in dieser Arbeit verwendete Basiswahl von Gauf3-Funktionen
erldutert. Dabei und in den néchsten Kapiteln werden Strategien zur effizienten Losung
der Gleichungen, deren Ausdriicke formal mit der vierten Potenz der Zahl der Ansatz-
funktionen skalieren, erortert.

2.1 Diskrete Kohn-Sham-Gleichungen

Die diskrete Form der Kohn-Sham-Gleichungen wird fiir den Fall ohne Spin hergelei-
tet. Diese Form ist anwendbar fiir Grundzusténde, in denen jeder Einelektronenzustand
paarweise von Elektronen entgegengesetzten Spins besetzt ist. In Abschnitt 2.1.2 wird
die allgemeine spinabhingige Form angegeben.

2.1.1 Spinunabhiingige Darstellung

Betrachte eine Basis ((ba)f:il von Einteilchenfunktionen ¢, die einen Unterraum des
Einteilchen-Hilbert-Raumes H aufspannen, in der Ortsraumdarstellung:

.1) e :RP—C, 1<a<M.
In diesem Abschnitt wird nicht vorausgesetzt, daf} die ¢, orthogonal zueinander sind.

Die Metrik ist daher gegeben durch die Matrix der Skalarprodukte der Basisfunktionen,
die Massen- oder Uberlappungs-Matrix

2.2) Sup = (Gas ds) = / 67 (£) o r) dr.

35
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Die Ansatzfunktionen fiir Einteilchenzustinde sind
M

(2.3) i = Ciaba;
a=1

die Ansatzfunktionen fiir die Gesamtwellenfunktion sind die Slater-Determinanten, die
sich aus den %); bilden lassen. Die Elektronendichte nach Gleichung 1.92 berechnet
sich dann aus der Koeffizienten c;, der Ansatzfunktionen. Im spinunabhéngigen Fall
besteht der Grundzustand jeweils aus doppelt besetzten Orbitalen, daher geniigt es, zu
N Elektronen jeweils N/2 Orbitale zu betrachten, und es ergibt sich

N/2 M N/2
n(r) = 2> i)=Y 2 el ¢ur)en(r)
i=1 ab=1 i=1

M
> Py (r)en(r),

a,b=1

mit der diskreten Dichtematrix

N/2
(2.4) Py =2 Z k Cib.
=1

Die Dichtematrix ist das diskrete Analogon der kontinuierlichen Dichtematrix aus Ab-
schnitt 1.2.5 und geniigt zur Beschreibung der physikalischen Eigenschaften des Sy-
stems. Es gilt

M
2.5) N = / n(r)dr =Y PuSa.

a,b=1

Fiir die elektronische Energie des Systems ergibt sich aus 1.88 die Gleichung

M M
1
(2.6) Ey = §HPab hay + 5 §d_j1 Pea(abled) | + EXC,

wobei
2.7 Rap := (¢a, (T + V) ¢y ) = /¢;(r) [_%vz + v(r)} dp(r) dr

den Einteilchenanteil des Hamilton-Operators und

@8 (@led) = [[ 6itrontr 0 utry) dridr,

r; — 1]

ein Zweielektronenintegral' bezeichnet. Die Austausch- und Korrelationsenergie wird
im Rahmen der gradientenkorrigierten Lokalen-Dichte-Naherung als Integral {iber eine

' Auch ElektronenabstoBungsintegral (Electron Repulsion Integral, ERI); die Notation suggeriert die
Ahnlichkeit mit einem Skalarprodukt. Auf diese Eigenschaft wird in Kapitel 3 niher eingegangen.
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Funktion, die von der Dichte und des Normquadrats des Dichte-Gradienten v := |Vn)| 2
abhingt, dargestellt:

(2.9) EXC = /n(r)gxc(n(r),’y(r))dr.

Die schwache Formulierung der Kohn-Sham-Gleichungen 1.98 liefert nun eine
nichtlineare verallgemeinerte Eigenwertgleichung

(2.10) FXSC = SCE,

wobei die Steifigkeits- oder Fock-Matrix

M
@.11) Fl% = hay + Y Pealabled) + F3¢
c,d=1

durch die Dichtematrix P und die Austausch- und Korrelationsmatrix

b Xc o XC
(2.12) FXC .= /[g—n¢a¢b+< 537 w) -V(%qbb)] dr

von den Koeffizienten c;, abhingt. Die Bezeichnungen sind an die entsprechenden
Terme aus der Hartree-Fock-Theorie angelehnt. Der Vektor der Eigenwerte wird mit
E = (62)1\;/12 und die Matrix der Koeffizienten der Eigenvektoren mit

%

N/2,M
i=1,a=1

2.13) C = (cia)

zusammengefalt.

Die Form der Ableitungen in Gleichung 2.12 erlaubt eine Auswertung der
Austausch- und Korrelationsmatrix ohne explizite Berechnung der Hesseschen der
Dichte.

2.1.2 Spindarstellung

Bei ungerader Anzahl Elektronen oder einem unsymmetrischem Problem, bei dem
nicht alle Grundzustands-Orbitale doppelt besetzt sind, zum Beispiel beim Bre-
chen einfacher kovalenter Atombindungen, stimmen die Spinzustidnde nicht paarweise
iiberein. In diesen Fillen ist eine spinabhédngige Formulierung des Problems erforder-
lich.2

Dazu werden die Ansatzfunktionen nun zusitzlich in eine Orthonormalbasis
(x*, x) des Spinraums entwickelt:

M
(2.14) U =) da @ X
a=1

Zu Spin « € {+, —} betrachte ein quantenmechanisches System mit N* Elektronen
vom Spin o, N = N* + N~ Elektronen insgesamt, dann ergibt sich die diskrete Spin-

2Bei einem explizit spinabhingigen Hamilton-Operator, etwa bei Vorhandensein eines externen Magnet-
feldes, ist die Einbeziehung des Spins ebenfalls erforderlich. Dieser Fall wird im weiteren nicht betrachtet,
vgl. jedoch dazu [Gar98].
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dichte zu
Ne M N©
n(r) = Y W= >0 (ch) e onr)dn(r)
i=1 ab=1i=1

M
- Z P&i(bZ(r)f?b(I'), a € {4_7_},

a,b=1

und die Gesamtdichte zu

(2.15) n=n"4+n",
wobei

NO(
(2.16) o= (c) el

i=1
die Spindichtematrix bezeichnet. Die Matrix der Gesamtdichte ist
(2.17) P=Pt+pP.

Mit diesen Bezeichnungen erhilt die Kohn-Sham-Energie dieselbe Form wie Glei-
chung 2.6, und die Diskretisierung der spinabhéngigen Kohn-Sham-Gleichungen ergibt
ein Paar gekoppelter nichtlinearer verallgemeinerter Eigenwertgleichungen

(2.18) FESec* = SC*E*, a € {+, -},
mit den zugehdrigen Fock-Matrizen
M
(2.19) Fp %% =hay+ Y Peg(abled) + F .
c,d=1

Die Austausch- und Korrelationsmatrix ist abhédngig von den Spindichten n® und den
Invarianten der Gradienten

(2.20) ATt =vVnt.Vnt, AT =VnT-VnT, v =Vn -Vn,
analog zu Gleichung 2.12 ergibt sich mit « # § € {+, —}

agXC 65XC 6€XC
XC,a o 8.
F —/ {—8110‘ Dadp + <2 970 Vn® + v Vn ) V(qﬁaqﬁb)] dr.
Die Energie des Grundzustands 148t sich damit auch folgendermafien schreiben:
M 1
KS,a
(2.21) Ey = Z Paphay + 5 Z PaF, + EXC,
a,b=1 ac{+,—}

wobei
(2.22) EXC = /n(r)exc(n+(r),n_(r),I‘(r))dr

und ' := (4t 4t 7).

Es 148t sich zeigen, dafl die Minima der Energie bei spinabhingiger und spinu-
nabhéngiger Formulierung iibereinstimmen, falls das System eine gerade Anzahl an
Elektronen besitzt und der Grundzustand des spinabhiingigen Problems® aus jeweils
doppelt besetzten Einteilchen-Spinzustinden besteht.

3Im entarteten Fall wird gefordert, daB si@mtliche mogliche Grundzustinde aus doppelt besetzten Spinor-
bitalen bestehen.
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2.2 Diskrete Hartree-Fock-Gleichungen

Die formale Analogie der Hartree-Fock-Gleichungen 1.68 zu den Kohn-Sham-
Gleichungen 1.98 iibertrédgt sich auch auf die endlichdimensionale Darstellung. Der
Vollstiandigkeit halber wird daher die Diskretisierung der Hartree-Fock-Gleichungen
angegeben.

2.2.1 Roothaan-Hall-Gleichungen

Die spinunabhingige diskrete Form der Hartree-Fock-Energie zur Basis (qﬁa)iw:l ergibt
sich mit den Bezeichnungen des Abschnitts 2.1.1 zu

M 1 M 1
(2.23) Eo = azl Pap | hav + 5 c%; Py {(ab|cd) — 5 (ad|ch)

Variation fiihrt nun zu den Roothaan-Hall-Gleichungen
(2.24) FPFC = SCE
mit der Fock-Matrix
l 1
(2.25) FHF — hoy + E_:l Py [(ab|cd) — 5 (ad|cb) | .

Ein Vergleich mit Gleichung 2.11 zeigt, da} sich die beiden Theorien nur in den
Austausch- und Korrelationsmatrizen unterscheiden. Die Eigenschaften der Hartree-
Fock-Austauschmatrix

M
(2.26) K&F =" Pea(ad|bc)
c,d=1

und ein Algorithmus zu effizienten Berechnung dieser Matrix werden in [SCHG96]
beschrieben.

2.2.2 Pople-Nesbet-Gleichungen

Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 2.1.2 lautet die allgemeine spinabhéngige Form
der Hartree-Fock-Energie zur Spindichtematrix P“

1 M
5 Z Pabhab + Z Png;éFﬂ

Ey =
a,b=1 ae{+,—}
M 1 M
= Z Paphay + 5 Z ab Z [Pea(ablcd) — Pg(ad|cb)] o,
a,b=1 ae{+,—-} c,d=1

Variation ergibt die Pople-Nesbet-Gleichungen

(2.27) FHEReC = SC*E*,  a € {+,-},
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wobei die zugehorigen Fock-Matrizen die Form

M
(2.28) Fy " =hay+ Y [Pea(abled) — P(ad|cb)], a € {+,-},
c,d=1

besitzen.

2.3 Selbstkonsistente Losung

Die Form der Gleichungen 2.10 und 2.18 146t sich mit einer Fixpunktiteration, der
Methode des selbstkonsistenten Feldes (self consistent field, SCF), approximativ 16sen.
Dazu werden ausgehend von einer Startkonfiguration

(2.29) PoD:(0) . — \IJS?)

i,

die Elemente der Fock-Matrix berechnet und die verallgemeinerte Eigenwertgleichung

aufgestellt und gelost. Die Koeffizienten (c(-1>)a der Eigenvektoren ¢§”, die zu den N

a
niedrigsten Eigenwerten e§1> <. e < eg\}) gehoren, werden berechnet und dienen als
Ausgangspunkt fiir die nichste Konfiguration 5P-(1) Dieses Verfahren kann bis zur

Selbstkonsistenz

(2.30) DY) 5 g SD-(R)
iteriert werden [Kel99]. Als Konvergenzkriterium dient die Differenz der Dichtematri-
zen*
N *
2.31) AP+ — pt1) _ plk) pé’;) _ Z (CES)) Cgl’:)_

=1

Bei dieser Methode ist aufgrund der Variationalitit der Kohn-Sham-Gleichungen
gesichert, daf} ein Fixpunkt der Iteration auch eine Losung von 2.18 darstellt. Die
Selbstkonsistenziteration konvergiert, falls der Anfangswert geniigend nahe an der
Losung liegt und die Fock-Matrix geniigend genau berechnet wird.

In der praktischen Umsetzung werfen diese notwendigen Voraussetzungen und die
kubisch skalierende Eigenwertlosung allerdings einige Probleme auf:

1. Um einen geeigneten Anfangswert fiir die Iteration zu erhalten, wird
iiblicherweise die Losung eines linear skalierenden approximativen Verfah-
rens verwendet, etwa das erweiterte Hiickel-Verfahren (extended Hiickel theo-
ry, [SO96]).7 Bei einfachen Problemen geniigt es, den interaktionsfreien Zustand
TSP, = () oder eine Mittelung iiber die Losung von Teilsystemen als Startwert
zu verwenden.

2. Bei einer spinabhidngigen Berechnung mit gerader Anzahl an Elektronen ist mit
geeigneter kleiner Storung dafiir zu sorgen, dall der Anfangswert keine Symme-
trie enthalt, die durch die Iteration erhalten wird.

4Die Koeffizienten CES) konnen nicht direkt zur Konvergenzbestimmung herangezogen werden, da die

Zuordnung zu den ¥5P (k) im Allgemeinen nicht injektiv ist, vgl. Kapitel 1.2.
SIm Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein solches Verfahren nicht implementiert.
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3. Das Verfahren divergiert oder stagniert bei ungeniigendem Anfangswert. Dies
kann durch Mischen von neuen und alten Dichtematrizen

mit 0 < 7 < 1 behoben werden, fiihrt aber zu einer moglicherweise erheblichen
Verschlechterung der Konvergenzrate.

4. In der Nihe des Grundzustandes kann die Iteration durch ein Zusatzfunktio-
nal beschleunigt werden, in dem die letzten j Fock-Matrizen geeignet gemischt
werden. In Abschnitt 5.3.1 wird ein Extrapolationsverfahren zur Konvergenzbe-
schleunigung beschrieben.

5. Die Eigenwertlosung ist fiir groe Probleme zu aufwendig. In Abschnitt 8.2
werden dazu mogliche Losungsansitze beschrieben, die die Kohn-Sham-
Gleichungen durch ein nichtlineares Minimierungsproblem ersetzen.

2.4 Basiswahl

Wie in den vorherigen Abschnitten gezeigt, beinhaltet die diskrete Form der Kohn-
Sham-Gleichungen Terme mit vier Basisfunktionen, die Berechnung skaliert also for-
mal mit der vierten Potenz der GroBe der Basis. Weiterhin wird die Losung eines
verallgemeinerten Eigenwertproblems in jedem Schritt der Selbstkonsistenziteration
benotigt, eine formal kubisch skalierende Operation. Um auch grofiere Probleme effi-
zient behandeln zu konnen, ist es daher erforderlich, auf eine andere Darstellung aus-
zuweichen oder eine Basis zu wihlen, in der sich die Operatoren schnell auswerten
lassen und die eine effiziente Eigenwertlosung oder Minimierung erlauben.

Es existieren mehrere Losungsansitze zu dieser Problematik, die hier kurz vor-
gestellt werden sollen. Fiir periodische Systeme werden die aus der Physik ge-
briauchlichen Ebenen Wellen als Ansatzfunktionen verwendet [MHO00, Ham02]. Mit
Hilfe der schnellen Fourier-Transformation lassen sich die Operatoren effizient aus-
werten, die Eigenwertgleichung wird durch eine Minimierung mit Nebenbedingungen
ersetzt.

In der Chemie finden Gauf3-Funktionen hiufige Verwendung. Thre analytischen Ei-
genschaften ermdglichen die schnelle Auswertung einzelner Terme, und die essenti-
ell beschrinkte Ausdehnung ermdoglicht eine Ausdiinnung der Operatoren [CSA96b,
CS96, Cha00]. Die notwendige Eigenwertlosung kann durch eine ausgediinnte Vari-
ante oder durch eine direkte Minimierung der Dichtematrix mit Nebenbedingungen
ersetzt werden [Cha99].% GauB-Funktionen entziehen sich allerdings bislang einer nu-
merischen Konvergenztheorie.

Es existieren Ansidtze zur Verwendung von Wavelets [MNKJ96, BCM99], rein
numerischen Basen [Gar98, Del90] sowie Mischungen aus Gauf- und numeri-
schen Basisfunktionen [Gra99] zur numerischen Berechnung von Elektronen-Struktur-
Methoden.

2.4.1 GauB3-Funktionen

Die in dieser Arbeit verwendete Basis besteht aus Gaul3-Funktionen.

SDiese Varianten sind in der vorliegenden Arbeit nicht umgesetzt worden.
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Linear Combination of Atomic Orbitals

Ausgehend von den Losungen des Wasserstoffatoms’ werden im Rahmen des Auf-
bauprinzips Basisfunktionen fiir Elektronen in Molekiilen an einzelnen Atomen oder
zwischen ihnen zentriert. Die Ansatzfunktionen werden bei der Methode der Linear-
kombination von Atomorbitalen (Linear Combination of Atomic Orbitals, LCAO) zu
Molekiilorbitalen zusammengesetzt. Diese Technik stammt aus der Stérungstheorie fiir
kleinere Molekiile.

Slater-Funktionen

Urspriinglich wurden die Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms aus Gleichung 1.32
als Ansatzfunktionen fiir die Atomorbitale verwendet. Die Slater-Funktion (Slater Type
Orbital, STO) mit Exponent ¢ und Monomgrad o« um den Koordinatenursprung lautet

(2.33) o(r) := Nolr|* te= Yy, (0, ¢)

mit den in Gleichung 1.26 definierten Kugelfiichenfunktionen und einer Normierungs-
konstante Ny.

Slater-Funktionen ndhern die Rumpf-Elektronen in einem Atom gut an, besitzen
die fiir gebundene Elektronen charakteristischen Asymptoten fiir [r| — O und |r| — oo,
die zu berechnenden Terme in den Hartree-Fock- und Kohn-Sham-Gleichungen sind
aber zu aufwendig fiir eine effiziente Implementierung: Die Berechnung eines Elektro-
nenabtoBungsintegrals (ERI) nach Gleichung 2.8 erfordert 6-dimensionale numerische
Integration.

GauB-Funktionen

Um die Nachteile der Slater-Funktionen auszugleichen, werden stattdessen Funktionen
mit Gauflschem Abfallverhalten verwendet: Eine Gauf3-Funktion oder Gauf3-Orbital
(Gaussian Type Orbital, GTO) um den Mittelpunkt P € R3, Monomgraden a; und
Exponent ( ist gegeben durch

3
(2.34) o (r) = (H Ni(as, Q) (ri — Pi)a’) e~¢IrPr,
=1

wobei
2\ _
Ni(an0) = (%) (40" (20, - iy
eine Normalisierung darstellt, so daf fR3 o(r)dr = 1 gilt. Ublicherweise werden

zu einem Polynomgrad [ aus Symmetriegriinden alle GauB-Funktionen vom Grad
I mit demselben Exponenten der Basis hinzugefiigt. In Analogie zu den 2 Kugel-
flachenfunktionen bei den Wasserstoff-Orbitalen werden die (“,53) Gauf3-Funktionen
vom Grad [ ebenfalls als Orbitale bezeichnet.® Die GauB-Funktionen werden in der
Regel an den Kernkoordinaten zentriert, pro Elektron einige Gau3-Funktionen mit fe-

sten Exponenten. Um empirisch ermittelte Formen besser anzunidhern, ohne die Zahl

7Vgl. Abschnitt 1.1.2.
8Die groBere Zahl an GauB-Funktionen bei Grad I > 0 ist bedingt durch eine Symmetrie in den Kugel-
flaichenfunktionen, vgl. Abschnitt 1.1.2.
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der Freiheitsgrade zu erhohen, werden Kontraktionen gebildet, feste Summen

K
(2.35) O = dppp st
k=1

von GauB3-Funktionen, die eine Ansatzfunktion bilden. Vorteile dieser Basisfunktionen
sind unter anderem:

1. GauB-Funktionen sind glatt.

2. Coulomb- und Einelektronenintegrale konnen aufgrund des GauB3schen Produkt-
theorems’ und der McMurchie-Davidson-Rekursion in Abschnitt 3.1.1 im All-
gemeinen schnell analytisch berechnet werden.

3. GauB-Funktionen konnen sowohl Rumpf- als auch Valenzelektronen in geeig-
neter Weise genihert darstellen,'” sie #hneln den Losungen des Wasserstoffa-
toms.!!

4. Schon einige wenige Basisfunktionen pro Elektron erlauben oft eine relativ gute
Niherung an den Grundzustand.

5. Unter geeigneten Voraussetzungen an die Problemstellung ergibt sich eine diinn
besiedelte Dichtematrix und eine diinn besiedelte Hamiltonmatrix. Falls die ver-
wendete Basis den Grundzustand geniigend genau annihern kann, so tibertrigt
sich das Abfallverhalten der kontinuierlichen Dichtematrix aus 1.117 auf die dis-
krete Darstellung von P in Gleichung 2.4.

Die Verwendung von GauB3-Funktionen hat allerdings auch entscheidende Nachteile:

1. Die Basis erlaubt keine einfache systematische Verfeinerung, numerische Grenz-
betrachtungen sind schwierig.

2. Die Basis ist nicht orthogonal.
3. Bei einer groBen Basis sind Stabilitéitsprobleme mdoglich.

4. In der Praxis werden Zahl, Exponenten und Kontraktionen an Beispielrechnun-
gen gefittet oder in einer gesonderten Optimierungsaufgabe ermittelt. Dieses ad-
hoc-Vorgehen sowie die unreflektierte Ubertragung auf andere Konfigurationen
lassen sich numerisch nicht begriinden. Die mit einer bestimmten Basis erziel-
bare Genauigkeit ist nicht berechenbar, sondern abhéngig von chemischem Vor-
wissen.

5. Bei einer Erweiterung des Verfahrens auf dynamische Prozesse miissen die durch
die partielle Ableitung der bewegten Basisfunktionen nach den Kernkoordinaten
entstehenden kiinstlichen Krifte, die Pulay-Krdfte, kompensiert werden.

Nichtsdestotrotz werden Gaul3-Funktionen in Elektronen-Struktur-Methoden seit Jahr-
zehnten héufig und erfolgreich verwendet, was zumindest eine numerische Untersu-
chung interessant macht.

9Siehe Abschnitt 2.4.1.

0Dje Darstellung aller Atomelektronen wird etwa bei der Bestimmung von Fermi-Kontaktgrofen fiir
NMR und ESR Observablen benétigt, da sich diese bei Verwendung von Pseudopotentialen nur schwer
ermitteln lassen.

!Siehe Abschnitt 1.1.2.
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Gaubsches Produkttheorem

Grundlage fiir die Berechnung einzelner Integrale zur Aufstellung der Fock-
Matrix 2.11 ist der folgende einfache Satz:

Satz 2.4.1 (GauBsches Produkttheorem). Das Produkt zweier Gauf3-Funktionen

e Calr—AJ* —Gp|r—BJ?

und e

lift sich als Gauf3-Funktion um P = é(CaA + (B) mit Exponent (, = (4, + G
darstellen:

(2.36) ~Calr=AP =Glr-BI* _ ~(lA-BI ~Glr-PP o _ _Galb
Ca + Cb
Der McMurchie-Davidson-Algorithmus, der in Abschnitt 3.1.1 beschrieben wird,
verallgemeinert diese Darstellung auf Produkte von Gauf3-Funktionen mit Polynomen
inr.

2.4.2 Ebene Wellen

Der Vollstindigkeit halber werden kurz die weiteren gebriuchlichen Diskretisierun-
gen fiir die Kohn-Sham-Gleichungen erwéhnt. Ebene Wellen spielen in gewisser Wei-
se eine den Gaul3-Funktionen entgegengesetzte Rolle, da sie die Losungen der freien
Schrodinger-Gleichung beschreiben, wihrend Gau3-Funktionen von atomgebundenen
Elektronen ausgehen.

Ebene Wellen bilden Ansatzfunktionen auf einem Torus, bei Modellierung eines
periodischen Systems zu einem aus a, as,a3 € R? aufgespannten Gitters haben sie
die Form

1
r) = —exp(—iGr),
xa(r) N p( )
XG(r+anaz) = XG(r)7 ne ZS)
wobei die Einheitszelle das Volumen V' = det h zur Matrix h := [ajasas] besitzt.

Die ebenen Wellen zu den diskreten Vektoren G = 271'(ht)71 g, g € Z3, bilden ei-
ne Orthonormalbasis von Eigenfunktionen des Laplace-Operators auf dem Spat und
entsprechen den Koeffizienten der Fourier-Transformation auf diesem Gebiet.

Eine effiziente Losung der in Ebenen Wellen diskretisierten Kohn-Sham-
Gleichungen erfolgt mit Hilfe der schnellen Fourier-Transformation, durch die die
explizite Aufstellung der Operator-Matrizen vermieden wird. Ein Nachteil bei dieser
Methode stellt die groe Zahl an benétigten Basisfunktionen dar, um die starke Varia-
tion in der Elektronendichte in Kernnihe auflésen zu kdnnen. Abhilfe bietet hier die
Pseudopotentialmethode, die Atomkerne und Rumpfelektronen als unverinderlich ap-
proximiert und somit ein effektives Potential fiir die interessanteren Valenzelektronen
erzeugt.

Bei M Basisfunktionen, K Kernen und NV Elektronen ergibt sich fiir eine Berech-
nung des elektronischen Grundzustands in N K M log M Aufwand und mit N M Spei-
cher, wobei M iiblicherweise wesentlich grofler als K und N ist. Die Pseudopoten-
tialmethode, bei der auch empirische Information in den Ansatz einflief3t, erlaubt eine
wesentliche Beschleunigung des Verfahrens [TPA89, PTA 92, MH00, Ham02]. Bei
dynamischen Berechnungen mit ebenen Wellen treten aufgrund der Unabhingigkeit
von den Kernkoordinaten im Fall einer starren Einheitszelle keine Pulay-Krifte auf.
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2.4.3 Weitere Basen

Es existieren Ansitze, die Kohn-Sham-Gleichungen mit Hilfe von Wavelets [BCM99]
und Finite-Element-Methoden auf rein numerischen Gittern zu diskretisieren [Del90],
so daB} die Verfahren im giinstigsten Fall linear skalieren und keine Pulay-Krifte auf-
treten.

2.5 Zusammenfassung

Slater- und GauB-Funktionen eignen sich sehr gut zur Approximation von gebundenen
Elektronen, vor allem der relativ starren Rumpfelektronen. Gau3-Funktionen haben da-
bei den entscheidenden Vorteil, daf} die Berechnung eines groflen Teils der Terme durch
Rekursionsformeln und exakte Integrale vereinfacht wird. Es ist allerdings schwieriger,
delokalisierte Elektronen zu modellieren, freie Elektronen konnen kaum approximiert
werden.

Ebene-Wellen-Basen konnen freie und stark delokalisierte Elektronen gut appro-
ximieren. Zusammen mit der Pseudopotentialmethode, die die starke Variation in
Kernnihe kompensiert, bilden sie eine gute Basis fiir Berechnungen mit periodischen
Randbedingungen. Es ist mit Gaul-Funktionen ebenfalls moglich, periodische Rand-
bedingungen zu modellieren, allerdings mufl dafiir zusédtzlicher Aufwand betrieben
werden [CWHG97].

In den folgenden Kapiteln werden die Aufstellung des Coulomb- und des
Austausch- und Korrelationsoperators sowie die Losung der Kohn-Sham-Gleichungen
mit GauB3-Funktionen, wie in Algorithmus 1 dargestellt, beschrieben. Es werden Pro-
bleme ohne Randbedingungen betrachtet.

In Kapitel 3 wird die Auswertung des Coulomb-Operators beschrieben. Die Be-
rechnung der Austausch- und Korrelationsterme mit numerischer Integration und
baum-artigen Algorithmen wird in Kapitel 4 beschrieben. Kapitel 5 erldutert die Imple-
mentierung der Einelektronenterme sowie die Losung des Eigenwertproblems. Hierbei
wird auch auf eine Konvergenzbeschleunigung mit Hilfe von Extrapolation eingegan-
gen.
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Algorithmus 1 Selbstkonsistenziteration

Require:
Require:
Require:
Require:
Require:

Kernkonfiguration R = (R, ... Rg) und Ladung des Gesamtsystems
Wahl einer Basis {¢F }

Wahl der Berechnung (HF oder DFT, mit oder ohne Spin)

Wabhl eines Dichtefunktionals

Startwert fiir die Dichtematrix P,

Berechnung der Einelektronenintegrale hqp, Sqp
Cholesky-Zerlegung S = LL!

repeat

Aufstellung der Coulomb-Matrix J;,
Berechnung der Austausch- und Korrelationsmatrix K .3
Aufbau der Fock-Matrix F = h + J + K
if Kommutator geniigend klein |[FF'PS — SPF| < ¢ then
DIIS-Extrapolation F' =, c*F*
end if
Reduktion auf gewohnliches Eigenwertproblem mit L
Eigenwertlosung FC = SCE
Berechnung der Zustinde und Aufbau der neuen Dichtematrix P = C'C"*
until Konvergenz |[AP| < ¢
Ausgaben, Visualisierung




Kapitel 3

Behandlung des
Coulomb-Operators

Bei Hartree-Fock- und Dichtefunktionalmethoden, die ausgedehnte Ladungsverteilun-
gen behandeln, skaliert die Auswertung des Coulomb-Potentials formal mit der vierten
Potenz der Ansatzfunktionen. In den folgenden Abschnitten werden zunéchst Algo-
rithmen behandelt, die die bei Gau3-Funktionen auftretenden Integrale effizient mit
Hilfe von Rekursionsformeln berechnen. Anschliefend wird durch Ausnutzung der
Tatsache, dal} bei einer Approximation eines N-Elektronen-Problems in einem M-
dimensionalen Einteilchen-Ansatzraum nur O(M ) Elemente zur Dichte beitragen, ein
im Wesentlichen quadratisch skalierendes Verfahren erarbeitet.

3.1 Berechnung der Coulomb-Integrale

In der Basisdarstellung berechnet sich die Coulomb-Matrix nach der Formel
Z P.4(abled)
cd 1
S P [ 61tr)0(00) 10000 dr
cd

r; — 1]

Jab
3.1

Zunichst werden Berechnungsverfahren fiir einzelne Elektronenabstofsungsintegrale
(Electron Repulsion Integral, ERI) der Form (ab|cd) behandelt, die sich mit Hilfe von
Rekursionsformeln auf die Auswertung der reduzierten, unvollstindigen Gammafunk-
tion zuriickfiihren lassen.

3.1.1 McMurchie-Davidson

Das McMurchie-Davidson-Verfahren [MD78] liefert eine Vorschrift zur Berechnung
der Ein- und Zweielektronenintegrale, die bei Anwendung von GauB3-Funktionen auf-
treten. Wihrend das GauB3sche Produkttheorem 2.4.1 lediglich eine Aussage iiber den
Exponentialterm ohne Polynome trifft, ermoglicht dieses Verfahren die Umentwick-
lung der Polynomfaktoren um den neuen Mittelpunkt bei gleichzeitiger Behandlung
aller GauB3-Funktionen mit demselben Exponenten. In diesem Abschnitt werden der

47
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Ubersichtlichkeit halber stets einzelne nicht kontrahierte! GauB-Funktionen betrachtet.
Seien dazu ¢, und ¢, um A und B zentrierte GauB-Funktionen, r4 := r — A,
rp :=r — B. Definiere das Polynom Ay zurp := r — P durch

L
(3.2) AL(:UP,C,,)67CP“"?° = <88P ) e~

Ein Vergleich mit der Definition der Hermite-Polynome H n durch die Rekursionsfor-
mel

1
3.3) tHL(t) = LHL_l(t) + §HL+1(t), L >0, Ho(t) =1,
zeigt
(3.4) Ap(zp, () = G PHL (G *xp).

Die Hermite-Polynome besitzen die Form

[L/2]

(3.5) Hp(x) =Y %(m)LQS.
] !

Mit Hilfe der Hermite-Polynome 14t sich das Produkt der Monome !, und % als
Summe in den A v schreiben:

I+

(3.6) haly =3 dy A(ep, (),
L=0

und aus Gleichung 3.4 folgen durch Einsetzen die McMurchie-Davidson-
Rekursionsformeln

At = (20) T 4 (P — Ay 4 (L 1)y,

(3.7) d = (2¢) 7Y+ (P - Bo)dy 4+ (L+1)dy
0 = 1
00 - 1.

Die Entwicklung in Hermite-GauB3-Funktionen vereinfacht die Berechnung der
benétigten Integrale, da sich auf Grund von Gleichung 3.4 Ladungsverteilungen als
partielle Ableitungen nach den Koordinaten des Mittelpunkts P schreiben lassen. Auf-
grund der Unabhingigkeit von r konnen diese partiellen Ableitungen auflerhalb der
Integrale iiber die elektronischen Koordinaten genommen werden.

Insgesamt gilt in drei Dimensionen fiir ein Dichte-Element

pab(r) = @q (r)¢b(r)

la+ly ma+mp ng+np

= Z Z Z @%l}wNAiMN(f)a

L=0 M=0 N=0
wobei
aL 8M 8N P
Al yn(r) = aPmLé)PyM@e R
(3.8) = (EMENEHLGP (@ — P HM(CY (y — Py)]

xHy[CY?(z — P,)Je=rlr—PF

I'Siehe Gleichung 2.35, vgl. auch Abschnitt 3.1.2 fiir weitere Methoden.
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eine Hermite-Gauf3-Funktion (Hermite Gaussian Type Orbital, HGTO) mit Exponent
(p um P darstellt, und

ab o glayle _ma,mp pnany —&,|A—B|?
(3.9) et = dptrenie e fratt e =6 A=BI

die Entwicklungskoeffizienten von p,y, falls (d, e, f) die Koeffizienten analog zu Glei-
chung 3.6 sind, und ,, wie in Gleichung 2.36.
Coulomb-Integral von s-Orbitalen

Zunichst werden mit Hilfe der Hermite-Gauf3-Funktionen die ElektronenabstoBungs-
integrale von s-Orbitalen berechnet. Mit A}, und A{, wie in 3.8 definiert gilt

27’(5/2

(AGoolAdos) = m%(ﬂ
SN\3/2 N\ 32 1
- (2) (&) vafino

wobei t = 0|P — Q|? den skalierten Abstand zwischen A}, und Ad,, 6 = f‘fg den
P q
Gaul}-Exponenten des Produkts der Funktionen und

1
(3.10) Fm(t) = / uzme*tiﬁ du
0
die reduzierte unvollstindige Gammafunktion® bezeichnet. Werden die Gesamtladun-
gen, das sind die £2-Normen, von A7, v und A%, o, mit S, = (%)3/2 und

Sq = (ﬁ)g/ ? bezeichnet, 1Bt sich das Integral schreiben als

4
G.1D) (AGoolAdoo) = Squ\/é\/;FO(t)-

Coulomb-Integral allgemeiner Orbitale

Fiir allgemeine Hermite-GauB-Funktionen A%, v, A%, \, lassen sich nach Glei-
chung 3.8 die partiellen Ableitungen aus dem Mehrfachintegral herausziehen, es folgt

(AiMN (r) ‘A(]ZL’M/N’ (r))

aLaMaNaL’aM’aN’
- 2] 2] [ (o] [o5] [5] ottt

L'+ M +N' 40
= (-t SpSa\| —RLtL/ M4/ N4N-

Die hierbei auftretenden Hilfsfunktionen Ry 5 lassen sich als partielle Ableitungen
von Fy darstellen, mit t = §(a? + b + ¢?) gilt

ok oM 9N

Diese wird im folgenden Kontext vereinfachend auch Gammafunktion genannt. Die Auswertung der
reduzierten unvollstandigen Gammafunktion wird in Abschnitt 3.1.3 besprochen.
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Wenn diese Hilfsfunktionen mit der Integraldarstellung

1
Rran; (791/2)L+M+N(729)j/ uLAMAN+2)
0

X HL((91/2au)HM(Hl/zbu)HN((91/2cu)e_t“2 du

eines groferen Satzes von Funktionen verallgemeinert werden, so gilt
RpymN = Rpmno und

(3.13) Roooj = (—20) Fy(t),

und aus den Rekursionsformeln fiir die Hermite-Polynome 3.4 folgen die Rekursions-
formeln

Ro,on+1,; = c¢Roong+1+ NRoo,N-1,j+1
(3.14) Romv+i,n; = ORomnNj+1+MRoy—1,nj+1,
RriimnN; = aRpynj+1+LRo_1,m N j+1-

Darstellung in Hermite-GaufB3-Funktionen

Insgesamt ergibt sich die Coulomb-Matrix, dargestellt in Hermite-Gauf3-Funktionen,
fiir Indizes (ab) € ¢

la+1lp ma+mp ng+nyp
= 2D Pawg ), ) Z eEarn
q (cd)eq L=0 M=0 N=0
le+lag met+my ﬂc+nd

% L "+M'+N' cd RP4
e M/ NV MM NENT

=0 M’'=0 N'=

wobei mit ¢ die zu dem Paar (Q, Cq) gehorigen Basisfunktionen bezeichnet werden.

In einer Implementierung lassen sich die Summierung iiber die Koeffizienten
e n und €5, v, der Umrechnung von kartesischer und Hermite-Darstellung au-
Berhalb der innersten Schleifen anwenden. Weiterhin gentiigt es, die Wertetabellen fiir
Ry o einmal fiir eine Familie von Integralen zu dem Tupel (P — Q, {;, {;) aufzu-
stellen:

Jab = Z eiinTpun,  (ab) € p,
LMN
(3.15) Ip,LMN = Z Upq Z o
L'M/N

XEL’M/N’RL+L’,M+AI’,N+N/'
Hierbei wurde die Dichte zunéchst in eine Hermite-Darstellung
q — cd
(3.16) El N = g Pael N
cd€Eq

transformiert. Die Hermite-Koeffizienten zum Polynomgrad £ konnen mit der Um-
rechnung

3.17) LMN::<L+M+N+2)+(M+N+1

N1
3 2>++

auf die Indizes 1 < LMN < (£I4) abgebildet werden.
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3.1.2 Weitere Rekursionsformeln

In der Literatur iiber die Berechnung der Coulomb-Integrale finden sich vielféltige
Ansitze zur Verbesserung der Konstanten des angegebenen McMurchie-Davidson-
Algorithmus, die in der vorliegenden Arbeit nicht umgesetzt wurden. Der
Vollstiandigkeit halber werden im Folgenden einige davon erwihnt.

Suchbaum fiir R-Rekursion

Die Berechnung der Ry s n aus den Rekursionsformeln 3.14 erfordert bei gegebenem
L =L+ M+ N jeweils (Erl) Berechnungsschritte, in denen alle Zwischenwerte
Rpmnj fiir 0 < 7 < L bendtigt werden. Die Rekursionsformeln enthalten allerdings
eine gewisse Redundanz, die bei wachsendem L stérker ausgeprigt ist. Die Suche nach
einem optimalen Algorithmus zur Berechnung der R v entspricht der Suche nach
einem minimalen spannenden Baum in einem gerichteten Graphen [JGP91, JGP93b].

Durch Losung dieses graphentheoretischen Problems 14t sich der Aufwand fiir der
Rekursionsformeln fiir groBe £ in der Praxis um bis zu einem Faktor 1.6 verringern. Im
Rahmen dieser Arbeit werden die Rekursionsformeln 3.14 iterativ wiederholungsfrei
verwendet, ohne einen Suchbaum aufzustellen.

Zusammenfassung der Integrale

Zahlreiche Untersuchungen widmen sich der optimalen Zusammenfassung der Teil-
summen in Gleichung 3.15, um bei speziellen Problemtypen teilweise grofie Verbesse-
rungen in den Konstanten des Algorithmus zu erzielen. Hier sind vor allem der PRISM-
Algorithmus [GHGP89, GJP91, GP91, JGPF93], der ACE-Algorithmus [Ish96] und
die horizontale Rekursionsformel (Horizontal Recurrence Relation [OS86, RLLI1]) zu
nennen. Dabei werden kontrahierte Gauf-Funktionen betrachtet und anhand der Zahl
der Summanden eine optimale Reihenfolge der Zusammenfassung bestimmt.

Da durch teilweise erheblichen Implementierungsaufwand lediglich eine Verbes-
serung um eine Konstante erzielt werden kann, wurde von einer Umsetzung in dieser
Arbeit abgesehen.

3.1.3 Auswertung der Gammafunktion

Eine Methode zur schnellen Auswertung der Basisintegrale fiir den Coulomb-Operator
innerhalb der McMurchie-Davidson-Rekursion mittels Tschebyscheff-Interpolation
wird vorgestellt.
Fiir zwei Hermite-GauB-Funktionen A%y, = e~ I*=PI” und A%, = e Colr—QF
hat das Coulomb-Integral die Form
275 /2

AP |Ad = — Fy(t
( OOO‘ 000) Cqu\/m 0()

(2)"(2) im0,

wobei t := §|P — Q|?> =: OR? den skalierten Abstand zwischen A? und A7 und

0 = f’fz den GauB-Exponenten des Produkts der beiden Funktionen bezeichnet.
p q
Die Hilfsfunktion

1
F,.(t) :/ u?Me™ " du
0
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bezeichnet die reduzierte unvollstindige Gammafunktion. Integrale zwischen Hermite-
GauB-Funktionen héheren Grades greifen mittels der McMurchie-Davidson-Rekursion
auf die Werte _

Roooj = (—20)" Fy(t)

zuriick.
Fiir die Hilfsfunktion F;,, gilt [AS70, p. 260ff.]

L /Teft, m=0
(3.18) Fn(t) = V7
— L Fp1(t), m>0

mit der Fehlerfunktion

erf(z) := %/0 et dt.

Aufgrund der Glattheit der F,, in einem Intervall [0,¢y,,] bietet sich ein an

die Tschebyscheff-Interpolation angelehntes Schema zur effizienten Auswertung
an [GJPI1].

Modifizierte Tschebyscheff-Interpolation

Gegeben sei eine m-mal stetig differenzierbare Funktion f : I — R, I = [a,}),
gesucht ein approximierendes Polynom A,, n-ter Ordnung an f auf I, das den Fehler
in der Maximumsnorm

(3.19) En=|f—Anl

minimiert. Dann gelten fiir eine Zerlegung a = ¢y < z; < --- < £y = b mit Feinheit
A und die stiickweise Taylor-Entwicklung von f um Xy, = (z) + ®k+1)/2

Ao = Y I 0

i=0 !
und die Abschitzung

An-i—l

(3.20) E, < T

£ oo

Die fiir diese Problemstellung optimalen Minimax-Polynome sind aufwendig zu
berechnen, aber eine Entwicklung in Tschebyscheff-Polynome liefert eine bessere
Abschitzung als 3.20. Betrachte dazu ein Teilintervall I, = [z, xx+1]. Die Entwick-
lung von f in Tschebyscheff-Polynome um X € Iy,

Ags(t) = iaiTi(t),
=0

ergibt sich als Losung des Minimierungsproblems

321) / [ATS (1) = F(X + 1)
I V-2
Fiir der Fehler dieser Entwicklung gilt die Abschétzung
APt
27(n +1)!

d¢t — min.

(3.22) ETS

n

| fn

A py1 & N o
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Die a; berechnen sich nach?
AN & AN f(i+2m) (X)
(3.23) a; = (2 — i) <5) 7nZ:O (5) il m)

bei vorgegebenem Fehler € > 0 ergibt sich die Gitterweite aus der Formel

2"(n+1)! e} 1)

3.24 A =
G249 { 17

Anwendung auf die Hilfsfunktion
C1o1m™ .— (m+1/2) /2 : 5 — OR2 — _0l2
Sei [0]'" :=U(260) = Fy (t), mit den Abkiirzungen ¢ := 0 R* = 0|P — Q|

3/2 3/2
und U := (%) (&) ,und sei A > 0. Dann gilt fiir groBe ¢ die asymptotische

Formel [AS70]

2 (2m — !
2 —F () ——,
damit also*
m U

Sei also i, > 0, t < t;m, zerlege das Intervall [0, ¢)y,] in die Teilintervalle
I, = [kA, (k + 1)A]. Dann lassen sich die Integrale schreiben als

(m) 9 m+1/2
27 o' = (2m-1! — t
6.27) o em-10(55) Gl
-7 (4A)m+1/2 \/3
(3.28) Cult) = oy 7m0
und fiir die Hilfsfunktionen G, gilt die Rekursionsformel
o [2@aymttE
(329) Gm(t) = \/;m € + ﬂGm+l(t)~
Implementierung

Vor Beginn der Integral-Berechnung werden GG, und die Exponentialfunktion auf ei-
nem dquidistanten Gitter x;, = kA nach Gleichung 3.27 berechnet und nach Glei-
chung 3.23 interpoliert:

n
(3.30) Cm(t) 2 ampiTei(t), €.
i0

3Fiir die Herleitung, die sich aus den Orthogonalitiitsrelationen der Tschebyscheff-Polynome ergibt, sie-
he [GJPI1].
“Der Grenzwert wird spiter im Zusammenhang mit der Multipolentwicklung bedeutsam.
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Dabei wird die Summe in 3.23 geeignet abgeschnitten. Die Koeffizienten a, 1 ; der
Tschebyscheff-Polynome werden umentwickelt in die Koeffizienten g,, ;. ; der ent-
sprechenden Taylorpolynome und tabellarisch abgespeichert.

Bei Auswertung eines Integrals wird das Horner-Verfahren auf die g,,, 1, ; angewen-
det und die Rekursionsformel 3.29 fiir die Berechnung von G,,, verwendet. Fiir Werte
auBlerhalb des Interpolationsintervalls wird die asymptotische Formel 3.25 verwendet.
Diese Arbeit implementiert kubische Interpolation.

3.2 Kompression der Coulomb-Matrix

Die Aufstellung der Coulomb-Matrix nach Gleichung 3.1,

Jap = chd(ab|0d) = chd // ¢Z(Pi)¢b(ri)—1 ¢z (r;)¢a(r;) dr; dr;
cd cd

r; — 1]

skaliert formal mit der vierten Potenz der Basisfunktionen und stellte daher in friihen
Implementierungen [MD78] das grofite Problem dar, die sich auch durch Ausnutzung
der Symmetrien der ElektronenabstoBungsintegrale,

(3.31) (abled) = (baled), (abled) = (abldc), (abled) = (cd|ab),

nur um einen Faktor 8 verringern 1468t. Wenn die friiher iibliche Praxis, die Integrale
vor Beginn der eigentlichen Selbstkonsistenziteration zu berechnen und abzuspeichern
(Conventional SCF), durch die Neuberechnung der Integrale in jedem Iterationsschritt
ersetzt wird (Direct SCF), so 148t sich durch Kompression der Coulomb-Matrix die
Komplexitit verbessern [AKFKS82, HA89, GJP94, AA95].3

Weiterhin besteht die Mdoglichkeit, im Rahmen der Selbstkonsistenziteration statt
der Neuberechnung der Coulomb-Matrix in jedem Schritt nur die Differenzen von
Dichte- und Coulomb-Matrix zum vorherigen Iterationsschritt aufzustellen. Dies be-
schleunigt besonders im Konvergenzbereich der Selbstkonsistenziteration die Berech-
nung, es ist allerdings eine Modifizierung der Abschitzungen aufgrund der Fehlerfort-
pflanzung erforderlich [HA89, SCHGY6].

Wesentlich fiir die Kompression sind die Tatsachen, da die Dichtematrix bei
geniigend feiner Basis von der Diagonalen entfernt schnell abfillt und die Elektro-
nenabstoBungsintegrale die Eigenschaften eines Skalarprodukts besitzen. Die positive
Definitheit folgt aus den Eigenschaften des Coulomb-Kerns

(3.32) e

e

die weiteren Bedingungen sind leicht ersichtlich.
Ziel ist es zunidchst, den Fehler in einem Matrix-Element

Z Pcdﬂcd)

cd

(333) Jab = (Pab|,0) = (pab

unter Vernachlidssigung von Termen zweiter Ordnung,

(3.34) (e1]p) + (paple2) <€,

SDer Ubersichtlichkeit halber sind die Rechnungen in dieser Arbeit ohne den Differenzdichte-Aufbau
angegeben, zumal sich dieser nur auf den Coulomb- und den Hartree-Fock-Austausch-Operator anwenden
14Bt, und nicht auf den Kohn-Sham-Austausch- und Korrelationsterm.
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zu beschrinken. Dabei ergibt sich durch Vernachlidssigung von €; mit der Holder-
Ungleichung ein Fehler

1
(3.35) (e1lp) < Nel/mq(r) dr,

wobei N; := [ p(r) dr die Gesamtzahl der Elektronen ist. Fiir s-Orbitale folgt daraus

2_7T ex |:_ CaCb
Cp Ca + cb

Bei Aufbau der Differenz-Coulomb-Matrix kann hier die Zahl der Elektronen N
durch die Differenzdichte

€

(3.36) o

A-BP| <

(3.37) N, = Z APy Sap
ab

ersetzt werden. Dies kann im Konvergenzbereich der Dichtematrix den Aufbau der
Coulomb-Matrix erheblich beschleunigen.

Unter der Annahme, daf} es N signifikante Dichte-Elemente gibt, entspricht das
Weglassen eines Dichte-Elementes einem Fehler-Element

(3.38) €2 R NPeqpea.

Damit und aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(339) (Pasle2)| < (e2le2)”* (Pavlpav) '

148t sich das Kriterium

c 904

5/4
ableiten, wobei (pgp| pab)l/ 2 g ol/4 (L> gilt und (i, der kleinste verwendete

min

GauB-Exponent ist. Auch hier kann max.q(|P.q|) bei inkrementellem Aufbau durch
max.q(|AP.q|) ersetzt werden.

Implementierung

Gleichungen 3.36 und 3.40 lassen sich auf die Hermite-Darstellung in Gleichung 3.15
tibertragen. Bei der Umrechnung der Dichte in die Hermite-Darstellung nach Glei-
chung 3.16
E%/M/N/ = Z PcdecLC%M’N’
cdeq
werden kleine Dichte-Elemente vernachléssigt, so dal aufgrund des exponentiellen
Abfalls der GauB3-Vorfaktoren des Produktes nach dem Gaufischen Produkttheorem

Cch 2
(3.41) exp (— C-D
Cc + Cd | ‘
lediglich O(M) Dichte-Elemente in der Darstellung verbleiben, sofern die GauB-
Funktionen quasi-uniform verteilt sind und die Gauf-Exponenten nach unten be-
schrinkt sind.
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Analog ist eine Reduktion der nichtverschwindenden Coulomb-Matrix-Eintrige
durch Gleichung 3.36 moglich. Hierbei wird in der Hermite-Darstellung der Coulomb-
Matrix jeweils ein Block, gehorend zu einem Satz von Hermite-GauB3-Funktionen,
gleichzeitig betrachtet. Bei quasi-uniformer Verteilung der Basisfunktionen und be-
schrianktem

(3.42) Cp = Ca+ G

ergibt sich daraus eine diinne Blockstruktur fiir die Coulomb-Matrix.®

In der Praxis fiihrt die Anwendung der Abschitzungen zu einem Verfahren, das bei
dreidimensionalen Konfigurationen etwa mit Exponent 2.7 in der Zahl der Basisfunk-
tionen skaliert.” In Tabelle 3.1 werden beispielhaft die Berechnungszeiten und Energi-
en bei einer Serie von Wasser-Clustern® aufgelistet. Auf eine quadratisch skalierende
Behandlung des Hartree-Fock-Austausch-Operators wird in dieser Arbeit nicht ein-
gegangen. Die Dichte-Elemente kénnen hier analog zum Coulomb-Operator in einer
reduzierten Hermite-Darstellung verwendet werden. Die Berechnung des Coulomb-
Operators ist bei den Kohn-Sham-Gleichungen und den Hartree-Fock-Gleichungen
identisch.

Aus der Tabelle ist ersichtlich, dal die Aufstellung des Coulomb-Operators et-
wa mit der Ordnung 2.3 in der Grofe des Systems skaliert, bei genaueren Rechnun-
gen ergibt sich beinahe kubische Abhingigkeit. Dies ist hauptsidchlich auf die dich-
te Packung der Strukturen zuriickzufiihren, die dazu fiihrt, da nach Anwendung von
Gleichung 3.40 mehr als O(M ) Elemente in der Darstellung der Dichte verbleiben, bei
den genaueren Rechnungen spielt die Pra- Asymptotik noch eine Rolle.

Uber die Genauigkeit der Berechnungen kénnen an dieser Stelle bislang nur wenige
Aussagen getroffen werden, da der durch die endliche, in diesem Fall relativ kleine
Basis® entstehende Fehler wesentlich groBer ist als der durch die Kompression der
Coulomb-Matrix bedingte.

Die angegebenen Iterationsschritte der Rechnungen, die mit Hilfe der in Ab-
schnitt 5.3.1 beschriebenen Extrapolationsmethode durchgefiihrt wurden, zeigen, daf
die Selbstkonsistenziteration im Wesentlichen eine von der reinen Grofle des Problems
unabhingige Konvergenzrate besitzt.

5Die Diinnbesiedelung wird fiir die Losung der Selbstkonsistenzgleichungen im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit nicht ausgenutzt.

"Bei ebenen Problemen wie etwa Graphitflichen oder bei fast linearen Problemen, etwa einer Helix, ist
eine leicht verbesserte Komplexitit zu erwarten.

8Die Datensitze fiir die Wasser-Molekiile wurden von http://www.t12.lanl.gov/home/
mchalla/ bezogen.

9Vgl. auch Kapitel 6.
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Nu,o | —logjp€ Eges[En] teout[s€C] tx[sec] | Iterationen
10 6 | -755.996654444 10.507988 77.847439 5+12
10 7 | -755.996671255 12.116079 115.788561 5+12
10 8 | -755.996670138 15.113054 159.635800 5412
10 9 | -755.996670411 17.967056 208.414355 5+12
10 10 | -755.996670511 21.208494 261.671806 5+12
20 6 | -1512.00470294 53.585060 274.956904 6+12
20 7 | -1512.00472791 62.592730 444.169871 6+12
20 8 | -1512.00472710 80.538402 660.868816 6+12
20 9 | -1512.00472751 100.758543 922.936118 6+12
20 10 | -1512.00472761 | 123.939134 | 1226.765736 6+12
30 6 | -2268.06128740 136.407903 542.238269 6+12
30 7 | -2268.06132130 165.093834 917.595321 6+12
30 8 | -2268.06132320 | 217.485376 | 1422.844125 6+12
30 9 | -2268.06132420 | 278.968878 | 20063.423974 6+12
30 10 | -2268.06132434 | 350.116813 | 2835.805535 6+12
60 6 | -4536.35100797 | 646.196655 | 1485.301476 6+12
60 7 | -4536.35103444 | 786.755028 | 2725.120696 6+12
60 8 | -4536.35104365 | 1172.546216 | 5111.853447 6+12
60 9 | -4536.35104608 | 1505.855566 | 7904.221861 6+12
60 10 | -4536.35104617 | 1854.970701 | 11489.299917 6+12

- 10%10 € Leoul tx
O(NHzo) O(NHzo)

6 2.29 1.65

7 2.33 1.76

8 243 1.93

9 247 2.02

10 2.67 2.11

Tabelle 3.1: Berechnung des Coulomb-Operators bei unterschiedlich groBen Wasser-Clustern
mit Hartree-Fock (RHF/3-21G-Methode). Angegeben sind der Cutoff, die Gesamt- und
Zweielektronen-Energie, die Ausfiihrungszeiten fiir Coulomb- und Austausch-Operator pro Ite-
rationsschritt sowie die Zahl der SCF-Schritte.

Startwert fiir die Iteration war die Uberlagerung der Losung eines einzelnen H2 O -Molekiils, die
SCF-Iteration wurde mit dem Faktor 0.3 geddmpft. Angegeben ist die Zahl der SCF-Iterationen
ohne Extrapolation und die anschlieBende Zahl der DIIS-Extrapolationsschritte.

Die Berechnungen wurden auf einem Pentium-II-Rechner mit 400 MHz durchgefiihrt.
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Kapitel 4

Austausch- und
Korrelations-Operator

Das Austausch-Korrelations-Funktional der Dichtefunktionalmethode 146t sich im All-

gemeinen nicht analytisch berechnen. Die Diskretisierung mit Gau3-Funktionen erfor-

dert numerische Integration, um die Austausch-Korrelations-Energie und die Matrix

des zugehorigen Operators zu ermitteln. In diesem Kapitel werden verschiedene Inte-

grationsverfahren, die zur Integration des Funktionals verwendet werden, vorgestellt.
Da die Austausch- und Korrelations-Energie

4.1) E* = / p(r)e™[p®](r) dr
R3
im Rahmen der lokalen und der gradientenkorrigierten Spindichte-Approximation

4.2) e*[p®(r) = €(p" (r), Vp*(r))

behandelt wird, die exakte Form des Potentials €™ im Allgemeinen aber nicht ana-
lytisch integrierbar ist, wird auf numerische Integrationstechniken zuriickgegriffen. In
der Literatur werden mehrere unterschiedliche Integrationsverfahren im Zusammen-
hang mit Austausch- und Korrelationspotentialen verwendet [MHL93, PJY95, SSF96,
Bec88b, Cha00]. Hervorzuheben sind hier Gebietszerlegungsverfahren basierend auf
einer Zerlegung der Eins nach den Atomkernen, Voronoi-artige Zerlegungen und ad-
aptive hierarchische Verfahren.

Im Folgenden wird zunichst ein Verfahren beschrieben, das eine Zerlegung
der Eins, basierend auf der Kernkonfiguration mit anschlieBender Integration in
sphirischen Koordinaten, vornimmt. Darauthin wird ein adaptives Integrationsverfah-
ren vorgestellt und implementiert.

4.1 Atombasierte Partition

Das Wasserstoffatom besitzt ein radialsymmetrisches Potential, der niedrigste Grund-
zustand bei einem Elektron ist ebenfalls radialsymmetrisch, und hohere Zustinde wer-
den nach Losung 1.32 mit Hilfe der Kugelflichenfunktionen beschrieben. Die Dichte
variiert bei diesen Funktionen stark in der radialen Komponente und nur schwach in

59
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den Winkelkomponenten. Bei dem elektronischen Grundzustand eines Molekiils exi-
stieren an den Kernkoordinaten R, schwache Singularititen, die Dichte ist dort nicht
differenzierbar. Im Unendlichen fillt die Dichte exponentiell ab. Diese Eigenschaften
legen eine Integration in sphéarischen Koordinaten nahe.

Um dieses Konzept auf mehratomige Molekiile zu verallgemeinern, wird der Raum
mit Hilfe einer Partition der Eins zerlegt [Bec88b, MHL93, PJY95, SSF96].

4.1.1 Partition des Integrationsgebiets

Aufgrund der Singularitit der Integranden an den Kernkoordinaten R, bietet sich eine
Aufteilung des Integrationsgebiets in Teilintegrale an, die jeweils um ein Atom zentriert
sind.

Ziel ist nun eine Partition der Eins, bestehend aus Gewichtsfunktionen

4.3) wA:R3—>]R3', ZwA(x)El,
A

die das Integrationsgebiet R? in sich iiberschneidende, um die Kernpositionen zentrier-
te Teilgebiete zerlegen, so daB w 4 in der Nihe von A das einzige nichtverschwindende
Gewicht bildet. Das Gesamtintegral I := de f(x) da der Funktion f wird dann mit
Hilfe der Partition in Teilintegrale zerlegt:

(4.4) I::E;Jg, Ikt:jéswAk@ﬂfﬁﬁdx

Dazu betrachte zu Zentren A, B € R? die konfokalen elliptischen Koordinaten
(A7 /"L) ¢) von Jj’l

TA —TB
4.5 =
( ) HAB RAB )

Auf der Geraden durch A und B steigt ¢ von A nach B monoton von —1 bis 1 und
bleibt konstant jenseits der Zentren. Zu einer Funktion s(u) mit s(u) > 0,s(—1) =1
und s(1) = 0 werden nun die Partitionsgewichte w 4 (r) durch

Pa(z)

ra=|r—x4|.

4.6 = A\
“o R s AE)
4.7) Pa(x) = ][] s(nas)

B#A
definiert.?.

Fiir die numerische Stabilitit der Integration ist es vorteilhaft, s méglichst glatt zu
wihlen. In der Literatur werden mehrere Formen angegeben, unter anderem [Bec88b]

s = 50— glw),
(4.8) g(w) = h(h(h(p))),
h(p) = gu—%f-

!Die anderen Komponenten ), ¢ sind fiir die weitere Zerlegung ohne Bedeutung, und werden daher nicht
angegeben.

2Dies stellt eine Zerlegung des Raums in Voronoi-Polyeder dar, falls fiir 1 — s die Heaviside-Funktion
gewihlt wird [MHL93].
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k + \ |
-1 -0.5 0.5 1

Abbildung 4.1: Gewichtsfunktion fiir die Zerlegung der Eins nach [SSF96].

Damit folgt s(—1) = 1, s(1) = 0, und die ersten 7 Ableitungen in den Punkten +1
verschwinden. Bei dieser Wahl gilt w 4 (z) = 1 allerdings nur fiir x = A, was sich als
nachteilig fiir die effiziente Implementierung herausstellt.

Eine weitere Zellfunktion wird bei Vorgabe eines Parameters a, 0 < a < 1, durch

717 2 S —a,
(4.9) g(p,a) =4 z(u,a), —a<p<a,
1, p>a.

gegeben [SSFI6], wobei z(j1, a) nun eine glatte Approximation der Treppenfunktion
darstellt mit

(4.10) 2(da) = 41, 2'(+a) =0.

Fiir z 146t sich die um a skalierte Funktion A aus Gleichung 4.8 verwenden,

@.11) () = 2B 1(3)3.

Vorteilhafter ist in diesem Fall [SSF96] allerdings eine glattere Funktion, deren ersten
Ableitungen in a ebenfalls verschwinden:

1 3 5 7
4.12) 2ua)i= oo 355 —35(2) w21 (2) - 5(2) ]
16 a a a a
Fiir die so erhaltene Zellfunktion s gilt
s(p) = 1, pel-1,-a),

s(p) = 0, pée/(a,l]
Fiir die Partitionsgewichte w 4 folgen daraus die Eigenschaften
|z — Ra| < %(1 —a) ménRAB = wa(x) =1,
|t — Ra| — |z — Rp| > aRap = wa(z)=0.

Die Gewichtsfunktionen konnen dadurch in bestimmten Féllen lokalisiert werden.
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4.1.2 Sphirische Integration

Fiir die einzelnen, um die Atome zentrierten Partitionen bietet sich aufgrund der
weiter oben genannten Eigenschaften der elektronischen Dichte eine Integration in
sphirischen Koordinaten an:

(4.13) Rsf(r) dr = /// f(r,0,¢)r* drsinddd do.

Hier und im Folgenden wird dabei jeweils nur ein Teilintegral der Partitionen aus Glei-
chung 4.4 betrachtet.

Sphirische GauB}-Integration

Das dreidimensionale Integral aus 4.13 148t sich weiter zerlegen, etwa in einen Pro-
duktansatz von Integrationsformeln iiber die radiale und die beiden Winkelkoordinaten.
Die Parametrisierung der Winkel 6 und ¢ ist lediglich vom verwendeten Koordinaten-
system abhingig, und spiegelt keine Unterscheidung in den betrachteten Integranden
wider, daher erscheint eine gemeinsame Behandlung sinnvoll.

Fiir die Integration einer Funktion auf der Sphire

T p2T
4.14) // F0.0)sin0 80 = [ pean.
0 J0 2

wobei ) das Winkelelement bezeichnet, existieren GauB-Formeln von Lebe-
dev [Leb75, Leb76, Leb77] und Konyaev [Kon79]. Diese Gaul3- und Gauf3-Markov-
Integrationsformeln sind so beschaffen, daf3 sie unter der Nebenbedingung der Invari-
anz unter Oktaeder- oder Ikosaeder-Symmetrie eine moglichst grole Zahl von Kugel-
flichenfunktionen® exakt integrieren. Die resultierenden Punktzahlen und Exaktheits-
grade sind in Tabelle 4.1 zusammengestellt, dabei bedeutet Grad L, daB alle (L + 1)2
Kugelflichenfunktionen Y} mit 0 <1 < L, —I < m < [, exakt integriert werden.

Grad | Punkte
3 6

9 38

15 86

23 194
29 302

Tabelle 4.1: Grad und Punktzahl der GauB-Lebedev-Integrationsformeln

Radiale Integration

Fiir das verbleibende Integral iiber die radiale Komponente

(4.15) /Oo f(ryr?dr
0

3Die Kugelflichenfunktionen wurden in Abschnitt 1.1.2 definiert. Sie bilden mit der von R3 auf der
Sphire induzierten Metrik eine Orthonormalbasis auf S2.
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werden verschiedene Integrationsformeln verglichen. Aufgrund der Gaufl-Form der
Ansatzfunktionen wurden hier die eindimensionalen GauB-Laguerre- und GauB-
Hermite-Formeln [AS70, p. 921ff.] fiir Integrale der Formen fooo e *f(z)dz und

fooo S f(z) dz sowie die Euler-MacLaurin-Formel [GJP93] fiir das Integral

oo N7‘
(4.16) / r?G(r)dr ~ Zw{G(riL
0 i=1
die sich zu
N"+1
4.17) w? 23315%,
(NT+1—4)
1
(4.18) ri = Ri*P—m
(N" +1—4)

berechnet, getestet, wobei R eine Problemskala angibt.*

Produktformeln

Neben der GauB3-Lebedev-Integration lassen sich die Winkelkoordinaten ebenfalls mit
einer Produktformel integrieren. Aufgrund der Periodizitédt von ¢ in 4.13 erzielt hier
eine iterierte Trapezformel den optimalen Grad. Fiir den ,,Breitengrad” 6 bietet sich
eine eindimensionale Gauf3-Formel an.

Implementierung

Fiir die sphirische GauB-Integration wurden die Formeln aus [Leb75, Leb76, Leb77,
Kon79] implementiert und anhand der Integrale iiber die Kugelflichenfunktionen ve-
rifiziert. In den Tabellen 4.2 und 4.3 wird das Integrationsschema beispielhaft auf ein
Benzol-Molekiil angewandt.

Das Schema 4.4 hat in der beschriebenen Form den Nachteil, daf} die Berechnung
der Gewichte der Partition der Eins nichtlokal ist und daher quadratisch mit der Zahl
der Kerne skaliert. Weiterhin wird noch ein geeigneter Ansatz zur Lokalisierung der zu
integrierenden Ansatzfunktionen benoétigt. Ersteres lieBe sich mit Hilfe einer Voronoi-
Zerlegung zusammen mit einer Abschitzung fiir die Lokalitit der Partitionsfunktionen
w 4 aus 4.3 bewerkstelligen. Diese erreichen erst bei grolen Molekiilen den linear ska-
lierenden Bereich [SSF96, PJY95].

Die GauB-Formeln fiir die radiale Komponente erweisen sich bei Integranden, die
aus mehreren GauB-Funktionen e =" mit unterschiedlichen Exponenten « bestehen,
als weniger robust als die Euler-Maclaurin-Formel, obwohl sie die hohere Konvergenz-
ordnung besitzen. Die Gau3-Lebedev-Formeln konnen aufgrund der Anpassung an die
Kugelflachenfunktionen kleinere Beispielmolekiile beinahe exakt integrieren.

Eine Anwendung des Diinngitter-Formalismus [GG98] auf die sphérische Produkt-
integration konnte im Rahmen dieses Ansatzes nicht weiter vertieft werden.

“Die Wahl von R in der GroBenordnung eines Atomradius minimiert den Fehler.
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Level t[sec] Punkte €p Ex Ec
0 0.129 12 | 1.268e-00 | -61.9444737 | -6.4947008
1 0.189 324 | 2.605e-01 | -45.6983498 | -3.6437038
2 0.721 2940 | 3.109e-03 | -29.5748993 | -2.6999435
3 5.442 24300 | 1.725e-03 | -29.9610095 | -2.6906254
4| 44212 196044 | 6.992e-04 | -29.9582538 | -2.6909337
5 | 339.711 | 1571724 | 2.635e-04 | -29.9582015 | -2.6911164

Tabelle 4.2: Sphirische Integration mit Produkt-GauB-Formeln, Zerlegung der Eins nach Glei-

chung 4.12, angewandt auf Benzol.

Level | t[sec| | Punkte € Ex Ec
0| 0.168 288 | 3.797e-01 | -19.8089053 | -1.5759540
1] 0734 3648 | 2.050e-03 | -30.0559553 | -2.6885186
2| 2961 | 16512 | 2.203e-03 | -29.9958179 | -2.6970997
3| 13.995 | 74496 | 2.912e-05 | -29.9588193 | -2.6912681
4 | 42.140 | 231936 | 9.108e-07 | -29.9583306 | -2.6912012

Tabelle 4.3: Sphirische GauB-Lebedev-Integration, radial Euler-MacLaurin.

4.2 Adaptive Integration

Die Integranden der elektronischen Spindichte 2.15 und der Austausch- und Korre-
lationspotentiale 4.1 im Rahmen der Lokalen und gradientenkorrigierten Spindichte-
Niherung sind auBerhalb der Kernpositionen glatte Funktionen® und an den Ker-
nen stetig. Dies ermoglicht einen rein numerischen Ansatz mit adaptiver Integrati-
on [Cha00, GM80].

kd-Baum fiir Dichte-Elemente

Im Folgenden werden zunéchst die Elemente der Elektronendichte

p(r) Z Pap¢a(r)op(r)

ab
GL+M+N
Z Z d%MNa LoOMHON ©
Qz0Q,'0Q;

q LMN

= Z Pq(r)

betrachtet. In einer typischen Berechnung mit Gauf3-Funktionen nach dem in Ab-
schnitt 2.4.1 beschriebenen LCAO-Ansatz variieren Amplitude und Ausdehnung
der p, in mehreren GroBenordnungen, d? zwischen [107'2,10%] und ¢, zwischen
[1072,10°] [Cha00].

Eine effiziente Speicherung, die diese Skalenunterschiede beachtet, kann mit kd-
Biumen erreicht werden. In Abbildung 4.2 wird ein zweidimensionaler kd-Baum,

4.19) = —Cqlr—Q?

5Vgl. Anhang B.1 fiir Beispiel-Funktionale. Die Singularitit der Funktionale bei p = 0 fiihrt aufgrund
der Eigenschaften der Elektronendichte nicht zu einer Singularitit in r.
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Abbildung 4.2: Zweidimensionaler kd-Baum von graphischen Elementen

k = 2, dargestellt, der rdaumlich angeordnete Elemente unterteilt. Im n-ten Untertei-
lungsschritt wird dazu der Median der (n mod k)-Koordinaten der Elemente des be-
trachteten Teilbaums als Schnitt fiir die nédchste Unterteilung gewihlt, so daf} beide
Teilédste etwa die Hélfte der Elemente enthalten.

Bei der Anwendung auf die Elemente der Elektronendichte erscheint es sinnvoll,
einen fiinfdimensionalen kd-Baum zu verwenden, zu p, werden die rdumlichen Ko-
ordinaten Q, der Exponent (, und die Amplitude d? zur Klassifikation herangezogen.
Dies bewirkt etwa eine schnelle Lokalisierung der Teilbdume mit grolen Exponenten
Cor

Im spiteren Algorithmus werden sowohl Punktauswertungen als auch Auswertun-
gen iiber Teilvolumina der Dichte benétigt. Daher werden im Dichte-Baum zusétzlich
Informationen iiber die Ausdehnung der enthaltenen Elemente gespeichert. Zu jedem
Knoten wird die maximale Amplitude

(4.20) Umax = max |d]
qeBBox

und der minimale Exponent

4.21 inin = i

( ) C qerglfriloac Cq

berechnet. Zu vorgegebenem Fehler ¢, werden die Dichte-Elemente auerhalb einer
Ausdehnung von

‘ IOg(amaX/ep) |
Cmin

als verschwindend angenommen. Daraus wird eine rdumliche BBox ermittelt, die
die Elemente des Teilbaums umschlieBt.® Im hier beschriebenen Verfahren wird der
Dichte-Baum in jedem Iterationsschritt der Selbstkonsistenzschleife vollstindig neu
aufgebaut.”

4.22) 5=

%Die Speicherung von Elementen unterschiedlicher GroBe konnte durch Verwendung eines R*-Baums
verbessert werden, diese besitzen jedoch algorithmische Nachteile. Die Verwendung anderer Unterteilungen
als der beschriebenen konnte in einer weitergehenden Arbeit untersucht werden.

"Hier ist durch Differenzaufbau eine Optimierung moglich, aber nicht notwendig, da der Aufbau des
Dichte-Baums im Vergleich mit der numerischen Integration nur wenig Aufwand benétigt.
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Integrationsbaum

Dann wird ein Integrationsbaum fiir die Berechnung der Energie und des Operators
aufgebaut. Die Idee hierbei ist, fiir das Integral iiber die Elektronendichte

(4.23) N = p(r)dr
R3

ein adaptives Integrationsgitter aufzubauen, das dann zur Auswertung der Austausch-
und Korrelationsenergie sowie der notwendigen Matrixelemente des Operators ausge-
nutzt wird. Aufgrund der Abhingigkeit dieser Terme von der Elektronendichte wird
erhofft, den Fehler in diesen Termen beschrinken zu konnen.

Das Gesamtintegral von 4.23 ist die bekannte Zahl der Elektronen, bei der speziel-
len Form der Hermite-GauB3-Funktionen sind Teilintegrale der Dichte

(4.24) / p(r)dr
BBox

iiber einen Quader BBox = Il;[a;,b;] ebenfalls analytisch berechenbar. Dies
ermoglicht es, das exakte Ergebnis des Integrals als simplen lokalen Fehlerschitzer
fiir eine Integrationsformel auf B Box zu verwenden:

N
/BBM p(r)dr — ; wip(x;)] -

Diese Vorgehensweise erlaubt weiterhin die Wahl einer Integrationsformel und eines
Kriteriums fiir die Verfeinerung des Integrationsgitters, die weiter unten beschrieben
wird.

Schlieflich wird der fiir die Integration von Elektonendichte und Austausch-
und Korrelationsenergie aufgebaute Baum ebenfalls fiir die Auswertung der Matrix-
Elemente

8€XC 8€XC
(4.26) Kgic _/[ ap pab+( oy vﬂ) 'vpab} dr

(4.25) Al =

verwendet, wobei die Produkte p,; der Ansatzfunktionen

par(®) = D Palr)ep(r)
ab
HLAMN )
— *Cp‘rfp‘
4.27) = Z Z CLuN OPLOPMypPN ¢
» LMN w Uy U7

= Z Pp(T)

wieder in eine Hermite-Darstellung transformiert werden. In dieser Darstellung ergibt
sich analog zu 4.22 ein kompakter Support fiir das Integral in 4.26. Das Matrix-Element
wird nun durch Auswertung des Integrationsbaums auf diesem Support berechnet. Es
wird erhofft, daf der Integrationsfehler aufgrund der starken Variation der Dichte und
der Form der Austausch- und Korrelationsfunktionale in der Matrix von derselben
GrofBenordnung ist wie der Fehler in der Dichte [Cha00].
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4.2.1 Implementierung

Zu Beginn der Berechnung der Austausch- und Korrelationsenergie wird in jedem
Schritt der Selbstkonsistenziteration ein kd-Baum mit den Dichte-Elementen aufge-
baut. Dabei werden nur die O(M) Elemente eingefiigt, die nach 4.22 fiir die Dichte
wesentlich sind.®

Im néchsten Schritt wird der Baum von unten nach oben durchlaufen und eine die
eingeschlossene Dichte umgebende B Box berechnet und in den Knoten gespeichert.
Damit kann bei Punkt- und Volumenauswertungen an jedem Knoten entschieden wer-
den, ob ein Teilbaum aus der Berechnung ausgelassen werden kann. Bei nicht entarteter
Verteilung und nach unten beschrinkten Gaul-Exponenten ermoglicht dies Punktaus-
wertungen mit einem Aufwand von O(log(M)).

Nun wird der Integrationsbaum von oben nach unten aufgebaut. Dazu wird auf
dem betrachteten Teilvolumen die Dichte sowohl numerisch nach einer kartesischen
GauB-Integrationsformel® als auch analytisch integriert.!® Falls nicht verfeinert wird,
so werden die Energie und die Gradienten von Energie und Dichte auf den Gitterpunk-
ten berechnet und in den Knoten des Integrationsbaums gespeichert. Bei Verfeinerung
wird das Integrationsgebiet rekursiv mit Hilfe von Bisektion solange aufgeteilt, bis die
Teilintegrale fiir die Gesamtdichte geniigend genau berechnet sind.

Verfeinerung

Bezeichne mit [ das exakte k-te Teilintegral,

(4.28) I= Z I,
k

und mit I}, den Wert der numerischen Integrationsformel auf dem Teilgebiet. Bei der
Verfeinerung der Integrationsformel ergibt sich aufgrund der Variation der Integranden
in Kernnihe beim lokalen relativen Kriterium

I — 1|

(4.29) T

<e€

das Problem, daf} das Verfahren nicht abbricht. Daher wird ein zusétzliches Kriterium
benotigt, das zu kleine Integranden in Kernnéhe unter Beschrinkung des Fehlers aus-
schlieft. Zusitzlich zu Kriterium 4.29 wird nicht verfeinert, falls das exakte Teilintegral
1. ausreichend klein ist:

(4.30) — <€,
Abbildung 4.3 zeigt einen Schnitt durch ein typisches entstehendes Integrationsgitter.

Der implementierte Algorithmus teilt das Teilgebiet jeweils senkrecht zu den
lingsten vorhandenen Achsen des Teilvolumens.!!

8Bei Speicherung einer vollen Dichtematrix P ergibt sich ein M 2-Aufwand mit kleiner Konstante.

9In dieser Arbeit wurde eine 14-Punkt-C'3-Formel vom Grad 5 von Hammer-Stroud [Str71, p. 263] ver-
wendet.

10Dje Integrale iiber die GauB-Hermite-Funktionen lassen sich nach den Rekursionen aus Abschnitt 3.1.1
mit Hilfe der Fehlerfunktion darstellen.

'Hier konnte ein verbesserter Algorithmus Informationen iiber die Ableitung des Integranden verwenden.
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Abbildung 4.3: Konvergenz der adaptiven Integration bei N Hs, relativer Fehler €, in der Ge-
samtdichte bei /V Integrationspunkten.
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Abbildung 4.4: Integrationsgitter der Elektronendichte von Benzol, Schnitt in der Symmetrie-
ebene, Genauigkeit € = 107>,
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Abbildung 4.5: Potentialkurve von Nez bei einer SVWN/6-31G**-Berechnung bei unter-
schiedlich genauer numerischen Integration. Die Graphen wurden der Ubersichtlichkeit halber
gegeniiber der Rechnung mit e = 107 um je 1 mHartree weiter nach oben versetzt.

Konvergenz der Integration

Zur Ilustration der Auswirkung des Integrationsfehlers auf den Fehler in der Kohn-
Sham-Gesamtenergie des konvergierten Verfahrens wird das Potential einer nichtko-
valenten Nez-Bindung in Abbildung 4.5 bei unterschiedlichen Genauigkeiten darge-
stellt. Dieses Beispiel demonstriert, dafl der durch das adaptive Gitter entstehende Feh-
ler systematisch verbessert wird. Die Potentialkurve zeigt allerdings auch, daf Slater-
Austausch- und VWN-Korrelationsfunktional das empirisch ermittelte Potentialmini-
mum bei 5.84 ag nicht reproduzieren konnen. Es existieren Ansitze fiir verbesserte
Funktionale ohne empirische Parameter [AB99].

In Tabelle 4.4 werden die Energien und Zeiten fiir den Aufbau der Austausch- und
Korrelationsmatrix bei vorgegebenen Genauigkeiten am Beispiel mehrerer Cluster aus
Wasser-Molekiilen dargestellt. Erkennbar ist, daB3 der relative Fehler in der Elektro-
nendichte und die Fehler in Austausch- und Korrelationsenergie jeweils vergleichbar
sind. Der resultierende Fehler in der Austausch- und Korrelationsmatrix spiegelt sich
in einem Fehler in der Gesamtenergie des Grundzustands wider.

Die Tabelle zeigt eine annihernd lineare Abhéngigkeit des Aufwands von der Sy-
stemgrofie in Bezug auf die vorgegebene Genauigkeit e. Sie zeigt allerdings auch ein
Wachstum des Fehlers in der Dichte mit der Systemgrofle, die von der Unzulidnglichkeit
des verwendeten Verfeinerungskriteriums herriihrt. In [Cha0O0] wird statt des hier ver-
wendeten Kriteriums ein absolutes Kriterium

4.31) I, —Ij| < &

verwendet, welches allerdings ebenfalls zu einem Anstieg des Fehlers in der Gesamt-
dichte fiihrt. Abhilfe liee sich etwa durch Verwendung eines globalen Fehlerschitzers
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Tabelle 4.4: Skalierung der numerischen Integration. Angegeben sind die Zahl der Wassermo-
lekiile Ny, 0, die vorgegebene Genauigkeit ¢ = 107", die Zahl (Npts) der Integrationspunkte
pro Atom, der relative Fehler €, in der Dichte sowie die Austausch-, Korrelations- und die Ge-
samtenergien der konvergierten Systeme und die Zeit fiir einen Aufbau der Matrix.

Die unteren Tabellen listen die Skalierungen von ¢ x ¢ in Abhingigkeit von der Problemgrofie
und von der geforderten Genauigkeit auf.

oder einer geeigneten Transformation in Kernnéhe schaffen. Schlielich konnten Pseu-
dopotentiale die Singularititen in Kernndhe vermindern. Im Rahmen dieser Arbeit
konnte jedoch keine zufriedenstellende Losung gefunden werden.

Die relativ geringe Konvergenzrate der verwendeten Integrationsformel liee sich
durch Verwendung einer lokal adaptiven Integrationsformel oder die Anwendung der
Diinngitterformel auf Teilgebieten, auf denen die Integranden glatt sind, verbessern.

Ni,o | U] (Npis) €, | Ex[Hartree] | Ec[Hartree] | Eg.s[Hartree] | txcsec]
10 | 4 5414 | 1.005e-05 -81.2024609 -6.6709709 | -754.3313905 49.781
10 | 5 18500 | 4.639e-07 -81.2053123 -6.6711090 | -754.3335571 219.959
10 | 6 | 66000 | 2.326e-07 | -81.2054911 -6.6711103 | -754.3338513 943.833
10 | 7 | 243637 | 2.500e-08 | -81.2054792 -6.6711106 | -754.3338507 | 3982.754
20 | 4 4690 | 2.259e-05 | -162.3539730 | -13.3387711 | -1508.6927271 108.221
20 | 5 17060 | 3.909e-06 | -162.3573933 | -13.3390243 | -1508.6968698 485.360
20 | 6 | 60900 | 5.343e-07 | -162.3575132 | -13.3390494 | -1508.6969846 | 2160.067
20 | 7 | 218255 | 5.036e-08 | -162.3575246 | -13.3390515 | -1508.6970036 | 9151.552
30 | 4 4440 | 6.642e-05 | -243.5253077 | -20.0073760 | -2263.1094976 172.496
30 |5 16480 | 8.287e-06 | -243.5216149 | -20.0078663 | -2263.1123485 816.419
30 | 6 | 58727 | 6.602e-07 | -243.5210280 | -20.0079023 | -2263.1120669 | 3705.030
30 | 7 | 208920 | 7.680e-08 | -243.5212175 | -20.0079080 | -2263.1122318 | 15922.785
40 | 4 4215 | 7.749e-05 | -324.6589994 | -26.6743614 | -3017.5389945 227.823
40 | 5 15917 | 1.101e-05 | -324.6623270 | -26.6751734 | -3017.5466749 573.380
40 | 6 | 57532 | 1.002e-06 | -324.6630987 | -26.6752844 | -3017.5476076 | 5421.078
60 | 4 3909 | 1.099e-04 | -486.9573016 | -40.0128086 | -4526.5357472 371.461
60 | 5 15188 | 9.295e-06 | -486.9770190 | -40.0153735 | -4526.5606614 | 2136.320
60 | 6 | 54762 | 1.131e-06 | -486.9775143 | -40.0155457 | -4526.5618727 | 8837.507

txc[sec]
l O(M)
4 1.115
5 1.126
6 1.258
7 1.254




Kapitel 5

Weitere Aspekte der
Implementierung

5.1 Einelektronenanteil

Die Integrale der kinetischen Energie, der potentiellen Energie sowie der Massenmatrix
lassen sich ebenfalls mit der McMurchie-Davidson-Rekursion darstellen, daher seien
hier nur die Ergebnisse wiedergegeben [Kel99]:

Zunichst werden analog zu Abschnitt 3.1.1 nur GauB3-Funktionen ohne Polynom
betrachtet. Fiir ¢ (r) = e~ S=*=A" und ¢ (r) = e=<I*=BI” berechnet sich das Ska-
larprodukt zu

N\ 3/2 .
5.1) (Gar ) = / o (1) (x) dr = (c) N
g

die kinetische Energie zu

<¢avT¢b> = - /qﬁa(r)%v%b(r) dr
(5.2) :

™ 3/2 2
gp (3*2£];|A*B|2) <C_> 6*§p|A7B| ,

P

sowie die potentielle Energie, die von einer Kernladung Z, im Punkt R, induziert
wird, zu

<¢aavo¢¢b> = /(ba(r)‘rizi({{d@;(r) dr

(5.3) -

2

— C_ZQFO [Cp|Ra _ P|2] e~ ép|A-B| ,
D

wobei ¢, = (o + Cp & = 22, P = & (CaA + (B) und Fy die reduzierte unvoll-
stindige Gammafunktion aus Gleichung 3.10 ist.
Fiir allgemeine GauB3-Funktionen bietet sich wiederum die Darstellung in Hermite-

GauB-Funktionen in Verbindung mit der McMurchie-Davidson-Rekursion aus Glei-

71
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chung 3.7 an:

5.4 <¢a7w¢b>_e—£p\A B|? Z dll mm nn /W L]vIN )d
LMN

[LMN|W]

mit W als Platzhalter fiir die bei beim Skalarprodukt und der potentiellen Energie
auftretenden Operatoren 1 und =R R E

Fiir die Anwendung der Operatoren auf die Hermite-GauB-Darstellung folgt aus
den in Abschnitt 3.1.1 hergeleiteten Eigenschaften fiir das Skalarprodukt die Gleichung

3/2
(5.5) [LMN|1] = 61,00nm,00N,0 (C ) )
D

fiir die kinetische Energie ergibt sich nach ldngerer Rechnung [MD78]

1 AE - 3/2
(5.6) (0,5 V30) = GBI (17 4 1y +tk>(<—) :
P

und fiir das Kernpotential

27
(5.7) {LMNM } = 2 Z.Roun,
r—R,| Cp

wobei
- [”/dlL—l,l’—l _ 2ledlL_1’l/+1 _ 2l/CadzL+1,l/—1 + 4CadelL+1’l/+1} er]\?}[,m/ ]7\Lf,n/7

tz und ¢; analog definiert sind, und die Ry n den Hilfsfunktionen aus 3.12 entspre-
chen.

Formal bedarf die Aufstellung der Metrik und der Matrix des kinetischen An-
teils der Fock-Matrix somit M2 Operationen, die Matrix des potentiellen Anteils
K M?. Mit zu Abschnitt 3.1.1 analogen Argumenten 1Bt sich der Exponentialfaktor
exp —&,|A — B|? zur Kompression der Matrizen ausnutzen, es verbleiben O(M ) not-
wendige Terme fiir die Metrik und den kinetischen Anteil. Das Kernpotential 146t sich
mit der Kompression in O(K M) Operationen berechnen.

Weiterhin werden fiir die Auswertung des Potentials der Kerne untereinander,

K

ZoZs

5.8) Exrx = E T p
a.f=1 |Ra - Rﬂ‘
a<f

K? Operationen benétigt.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit spielt der Aufwand fiir die Kern-Kern-
Wechselwirkung und Kern-Elektronen-Wechselwirkung eine untergeordnete Rolle ge-
geniiber den elektronischen Termen. Bei Erreichen der Asymptotik besteht allerdings
die Moglichkeit, die quadratische Skalierung dieser Terme zu umgehen, indem die Ker-
ne als Grenzwerte von Hermite-Gauf3-Funktionen zur Grenzwertbildung (, — oo in
ein Multipol-Verfahren fiir die elektronischen Ansatzfunktionen integriert werden. '

IDieses Vorgehen hat aufgrund der Abschirmung der Potentiale von Kernen und Elektronen Auswirkun-
gen auf die Abschétzungen der Fehler des Multipol-Verfahrens.
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5.2 [Eigenwertlosung

Nach Aufstellung der Fockmatrix ergeben sich die Eigenfunktionen als Losungen des
verallgemeinerten Eigenwertproblems

(5.9) FC = SCE.

Dabei sind F' und S symmetrische Matrizen, S ist positiv definit, und die Eigenvekto-
ren zu den besetzten Zustidnden bilden die Spalten der Matrix C.

Aus den Eigenvektoren C; der besetzten Zustinde berechnet sich im spinun-
abhingigen Fall durch

(5.10) P =2CC"

die neue Dichtematrix. Fiir den Grundzustand des Systems sind dabei die Eigenvek-
toren zu den N.;/2 niedrigsten Eigenwerten notwendig. Die iibliche Vorgehensweise
bei der Losung der Kohn-Sham-Gleichungen ist die Reduktion auf ein gewohnliches
Gleichungssystem, Losung dieses Systems mit dem QL-Verfahren und Berechnung der
neuen Dichtematrix durch Gleichung 5.10.

5.2.1 Cholesky-Reduktion
Betrachte das verallgemeinerte Eigenwertproblem
(5.11) Ax = ASz

fiir eine symmetrische Steifigkeitsmatrix A und eine symmetrische, positiv definite
Massenmatrix S. Dann ist 5.11 dquivalent zu dem gewohnlichen Eigenwertproblem

(5.12) S7 Az = Az
Weiterhin existiert fiir S die Cholesky-Zerlegung
(5.13) S=LLT

in ein Produkt aus einer unteren Dreiecksmatrix L und ihrer Transponierten. Die Matrix
T. .o o _ . . .
L=YA(L™')" ist hnlich zu S~1 A, besitzt also dieselbe Eigenwertzerlegung:

LAY = LTy LAY

= LT(StA)LT) .

T

Daher konnen die Eigenwerte von A durch Losung des gewohnlichen Eigenwertpro-
blems

(5.14) LYALT) 'y =My

gewonnen werden. Die Eigenvektoren der urspriinglichen Gleichung 5.11 ergeben sich
schlieBlich durch Lésung von

(5.15) x= (L) .
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Symmetrische Orthogonalisierung

Neben der Cholesky-Zerlegung existieren weitere Verfahren, um verallgemeinerte Ei-
genwertprobleme auf gewohnliche zuriickzufiihren, etwa die symmetrische Orthogo-
nalisierung nach Lowdin, bei der der inverse Faktor, die Transformationsmatrix Z mit
Zt87Z = 1, durch

(5.16) Z =812

gegeben wird.

5.2.2 Householder-Verfahren

Das Householder-Verfahren kann dazu verwendet werden, eine symmetrische Ma-
trix durch Konjugation mit Rang-1-Matrizen auf Tridiagonalgestalt zu bringen. Die
Householder-Reflexionen haben die Form

t
(5.17) Q=1-2""

vty
mit v € R”, @ € SO(n). Q ist selbstinvers. Die Transformation auf Tridiagonalge-
stalt durch Elimination der n — m + 1-ten Zeile von A = A,,, im m-ten Schritt wird
in Algorithmus 2 angegeben [Sto94, Kel99]. Insgesamt ergibt sich eine orthogonale
Transformation () auf Triagonalgestalt Ar:

(5.18) Q=Po--0P,_1, Ar=Q'AQ.

Algorithmus 2 Householder-Verfahren zur Transformation auf Tridiagonalgestalt
foralm=1,...,n—2do
0 <= 22;11 azz,j
U <= (ai,la ceey -2, 05 51 + \/Ea 05 cet 0)
{Das Vorzeichen von /o wird dem von a; ;1 angepaft.}
H < J|ul?
p < 4
K < %
qg<=p—Ku
A< PAP=A—q-u' —u- ¢t
end for

5.2.3 QL-Verfahren

Zur Berechnung der Eigenwerte und -vektoren einer Tridiagonalmatrix 146t sich das
QL-Verfahren mit implizitem Shift verwenden [Sto94, Kel99]. Es wird eine kurze Zu-
sammenfassung des Verfahrens, mit dem alle Eigenwerte und -vektoren einer Tridia-
gonalmatrix berechnet werden kénnen, angegeben.

Zur reellen Matrix A existiert eine Zerlegung

(5.19) A=QL
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mit @ orthogonal, L untere Dreiecksmatrix.> Dann ist
(5.20) A= LQ = Q'AQ

dhnlich zu A. Householder- oder Givensrotationen konnen nun verwendet werden, um
unter Beibehaltung vorhandener Symmetrie und Tridiagonalitét von A die Nebendia-
gonalelemente zu eliminieren. Bei Bildung der Folge

(521) As = QSLS7 As+1 = LSQS7

konvergieren die Nebendiagonalelemente zu eindimensionalen Eigenrdumen wie

s (ANY
(5.22) o) ~ ()\_])

zu Null, zu p-fach entarteten Eigenwerten |);| ergeben sich untere Dreiecksmatrizen
bis auf einen p x p-Diagonalblock mit Eintrdgen \;, die separat diagonalisiert werden
konnen. Ein Shift

(523) As - kbl = QsLs

beschleunigt die Konvergenz der Eintrige auf

Ai — ks
5.24 ?
(5.24) A — ks’

was somit kubische bzw. im entarteten Fall quadratische Konvergenz ergibt, falls k,
gleich dem Eigenwert der fithrenden 2 x 2-Untermatrix gesetzt wird, der néher an a3
liegt.

Weniger Genauigkeitsverlust bei groem k ergibt sich jedoch mit einem impliziten
Shift. Die Tatsache, daf} bei einer Zerlegung

(5.25) B =Q'AQ,

wobei () orthogonal und B tridiagonal mit positiven nicht-Diagonaleintrédgen ist, ¢ und
B vollstindig durch die letzte Zeile von Q¢ bestimmt sind, ermdglicht den folgenden
Algorithmus: Der Eintrag @,_; , von A; — k1 wird mit der Jacobi-Rotation Pfls_)l

eliminiert, eine Reihe von Givens-Rotationen 151(5), 1 < < n— 2, stellt dann die
Tridiagonalform wieder her, so daf sich fiir einen Iterationsschritt

(5.26) Q=P P, P,

ergibt, mithin pro Iterationsschritt etwa 20n Operationen.

Der Aufwand der Eigenwertlosung mit Hilfe des Householder-Verfahrens und des
anschlieBenden QL-Verfahrens betriigt etwa 30n? Operationen fiir die Eigenwerte und
etwa 3n> Operationen fiir die Eigenvektoren.

’Das Verfahren funktioniert analog mit einer oberen Dreiecksmatrix R und der Zerlegung A = QR, es
wird dann auch QR-Verfahren genannt. Obige Zerlegung erzeugt einen geringeren numerischen Fehler und
bleibt konsistent mit dem restlichen Programm.
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5.3 Selbstkonsistente Losung

Die Losung der Dichtefunktionalmethode ergibt sich aus der Selbstkonsistenz der Glei-
chung

(5.27) F[P" O™ = SC™e

nach dem in Abschnitt 2.3 beschriebenen Verfahren. Im folgenden Abschnitt wird eine
Verbesserung dieses Verfahrens erldutert.

5.3.1 Extrapolation mit DIIS

In der Néhe der Losung des Selbstkonsistenz-Verfahrens 146t sich die Konvergenz
durch lineare Extrapolation beschleunigen. Das DIIS-Verfahren (Direct Inversion in
the Iterative Subspace) leitet sich aus der Tatsache her, da3 bei einer Losung von 5.27
Dichte- und Fockmatrix in der orthonormalen Orbitalbasis kommutieren [Pul82]:

(5.28) F,P,=P,F,.
Dabher 148t sich der Kommutator
(5.29) [F,, P,) = F,P, — P,F,

als MabB fiir den Fehler bis zur Selbstkonsistenz verwenden. Weiterhin 148t sich damit
die Kohn-Sham-Gleichung verallgemeinert als nichtlineares Minimierungsproblem

(5.30) €o = [F,, P,] — min

auffassen, wobei die Matrix e, den Fehler im Kommutator beschreibt.

Wird nun der Fehler der Energie in erster Ordnung in der Nédhe der Losung als
linear abhéngig vom Fehler im Kommutator angenommen, so 146t sich dies fiir eine
Extrapolation verwenden: Die letzten k& Fockmatrizen werden so konvex linearkom-
biniert, da der zugehorige Fehler in eg minimiert wird. Damit ergeben sich fiir eine
Extrapolation Koeffizienten c¢; als Losung des linearen Ausgleichsproblems

k—1
(5.31) €o =Y [Fo, P,] — min.

j=1

Fiir den nichtorthogonalen Fall wird die Basiswechsel-Matrix Z mit

(5.32) Z'S7 =1, P=27'P,Z, F,=ZFZ'
betrachtet. Dann ergibt sich fiir die Minimierung von e := [F, P] der Ansatz*
k
(5.33) F = > oF,
i=1
k
(5.34) 1 = Z ¢;.
i=1

3Im allgemeinen Fall kann der Fehler durch Basiswechsel ¢, = Z*eZ in einer orthonormalen Basis
minimiert werden. Dieses Vorgehen erfordert die Losung eines weiteren linearen Gleichungssystems mit der
Dreiecksmatrix L? auf der linken Seite, ermoglicht aber eine gleichméBigere Dimpfung des Fehlers.
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Extrapolation mit Hilfe der letzten k Fock-Matrizen F; liefert das (k + 1) x (k + 1)-
dimensionale lineare Gleichungssystem

0 -1 -1 - 0 .
-1 Bn1 Bi 1 0

(5:35) -1 By - N S
: : By Ck 0

wobei die e; die Fehlermatrizen der k letzten Iterationsschritte darstellen, und
B;; = (e;, e;) mit einem geeigneten Skalarprodukt. Bei jeder Iteration sind k Matrix-
Matrix-Multiplikationen zur Berechnung der neuen Eintrige von B notwendig.

Implementierung

Die DIIS-Extrapolation benétigt zusitzlichen Speicher fiir bis zu k.« Fock- und Feh-
lermatrizen und Aufwand von 4 Matrix-Matrix-, 2k Matrix-Vektor-Multiplikationen
und Losung eines (k+1) X (k4 1)-dimensionalen Gleichungssystems pro Iteration, da-
her ist ein Kompromil} erforderlich. Weiterhin fiihrt die Extrapolation nur in der Nihe
der Losung zu einer Verbesserung. Falls der Startwert fiir DIIS zu weit vom Minimum
der Energie entfernt ist, divergiert das Gesamtverfahren. Zudem ist es erforderlich, die
Selbstkonsistenziteration bei zu schlechtem Startwert zu dimpfen.

In der vorliegenden Implementierung wird daher die DIIS-Extrapolation erst dann
aktiviert, falls der maximale Eintrag der Fehlermatrix e eine vorgegebene Schwelle §
unterschreitet. Ab dann werden bis zu k.« ~ 6 Fock-Matrizen und Fehlermatrizen
gespeichert sowie konvexkombiniert. Wird die Kondition des Gleichungssystems 5.35
zu schlecht, so werden sukzessiv die dltesten Fock-Matrizen verworfen.

In Abschnitt 3.2 wird die Zahl der notwendigen Iterationsschritte einer mit
DIIS-Extrapolation berechneten Selbstkonsistenziteration bei unterschiedlich groflen
Wasser-Clustern angegeben. Als Startwert fiir die in Tabelle 3.1 angegebene Rechnung
wurde die Grundzustandsdichte eines einzelnen H,O -Molekiils verwendet.

Es stellt sich weiterhin heraus, daf die Extrapolation stdrker auf Fehler in der Fock-
Matrix reagiert als die Selbstkonsistenziteration ohne Extrapolation.

DIIS-Extrapolation wurde nur fiir den spinunabhéngigen Fall beschrieben und im-
plementiert. Der Formalismus 148t sich jedoch auf den spinabhingigen Fall verallge-
meinern.
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Abbildung 5.1: Konvergenz der Selbstkonsistenziteration mit und ohne DIIS-Extrapolation,
absoluter Fehler in der Gesamtenergie von HoO in Hartree gegeniiber dem Grenzwert der Ite-
ration bei einer RHF/STO-3G Rechnung. Die DIIS-Extrapolation wurde im zweiten und vierten
Graphen nach dem fiinften Iterationsschritt aktiviert.
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Resultate

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein Programm zur Losung der dis-
kretisierten Kohn-Sham-Gleichungen bzw. der Hartree-Fock-Gleichungen mit Gaul3-
Funktionen in der Programmiersprache C erstellt.! Diese werden jeweils mit Spin (un-
restricted) oder ohne Spin (restricted) berechnet. Das Programm speichert die Dichte-
und Fock-Matrizen voll> und berechnet im Rahmen der in Kapitel 3 beschriebenen
direkten Selbstkonsistenzmethode die notwendigen ElektronenabstoBungsintegrale so-
wie die Austausch- und Korrelationsintegrale in jedem Iterationsschritt neu, resultie-
rend in einem Speicheraufwand von O(M?2). Fiir die Cholesky-Zerlegung, die Eigen-
wertlosung und weitere Matrix-Matrix-Operationen wird das Lineare-Algebra-Paket
LAPACK [ABB199] verwendet.

Die Daten fiir die GauB3-Funktionen wurden von der Extensible Computational
Chemistry Environment Basis Set Database [EMS] bezogen, sie werden beim Start
des Programms eingelesen. In Tabelle 6.1 werden die verwendeten Basissétze aufgeli-
stet, wobei die Reihenfolge ungeféhr eine steigende Genauigkeit widerspiegelt. Es ist
moglich, weitere Basen zu verwenden.

Basissatz | Bemerkung
STO-3G | minimaler Basissatz

321G doppelt so viele Ansatzfunktionen
4-31G zusitzliche Funktionen fiir die Valenzelektronen,
die zu einer Kontraktion zusammengefallt werden
6-31G
6-31G* zusitzliche polarisierte Funktionen fiir schwere Atome

6-31G** | weitere diffuse Funktionen fiir Wasserstoff

Tabelle 6.1: Verwendete Basissiitze

Fiir einen systematischen Vergleich von in der Chemie gebriuchlichen Basissitzen
und das Bezeichnungsschema wird auf die vorhandene Literatur verwiesen [SO96,
Kel99].

IDieses Programm baut auf einer mit vierter Ordnung in Speicher und Zeit skalierenden Referenzimple-
mentierung des Hartree-Fock-Verfahrens einer fritheren Arbeit auf [Kel99].

2Hinzu kommen noch die Speicherung der Fock- und Fehlermatrizen fiir die DIIS-Extrapolation, die
Matrix der Cholesky-Zerlegung der Metrik sowie temporérer Speicher wihrend der Eigenwertzerlegung.
Die Speicherung der Hermite-Dichte-Darstellung und des Integrationsbaums skalieren wie O(M).

79
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6.1 Validierung

Zunichst werden die Ergebnisse einiger Rechnungen zur Validierung des Verfahrens
mit Literaturwerten verglichen. Die Implementierung der Austausch- und Korrelations-
funktionale wird in Tabelle 6.2 anhand einatomiger Beispiele mit denen aus [JGP93a]
verglichen. Hierbei bezeichnen HF, S, B, VWN, LYP jeweils das Hartree-Fock-
Verfahren, das Slater- und das Becke-Austauschfunktional sowie das Vosko-Wilk-
Nusair- und das Lee- Yang-Parr-Korrelationsfunktional. Die Ergebnisse deuten auf eine
korrekte Implementierung hin, verdeutlichen aber gleichzeitig im Hinblick auf die ex-
perimentellen Werte auch die Grenzen der Genauigkeit der Dichtefunktionale.

H Ref. He Ref. Be Ref.
HF | 0.49823 0.4982 | 2.85516 2.8552 | 14.566944 14.5669
S-null | 0.454027 0.4540 | 2.714687 2.7146 | 14.216384 14.2164
S-VWN | 0476044 0.4760 | 2.826812 2.8267 | 14.441959 14.4420
S-LYP | 0.454027 0.4540 | 2.758193 2.7582 | 14.311935 14.3119
B-null | 0.495446 0.4954 | 2.853997 2.8540 | 14.560661 14.5606
B-VWN | 0.517764 0.5178 | 2.967069 2.9671 | 14.786524 14.7869
B-LYP | 0.495446 0.4954 | 2.897800 2.8978 | 14.656515 14.6563

Expt. | 0.5000 2.9037 14.6674

Tabelle 6.2: Validierung der nach Anhang B.2 implementierten Austausch- und Korrelations-
funktionale. Der Literaturwert aus [JGP93a] wird jeweils rechts vom berechneten Wert angege-
ben. Die Bezeichnungen der Funktionale korrespondieren mit denen aus Anhang B.2, die letzte
Zeile gibt die experimentellen bzw. exakten Werte an. Die Werte sind in Hartree und ohne Vor-
zeichen angegeben, verwendete Basis ist 6-31G*. Bei gerader Anzahl Elektronen wurde eine
spinunabhingige Rechnung verwendet, ansonsten eine spinabhingige.

Zur Validierung einer grofleren Rechnung dient ein Vergleich mit [SCHG96]. Dabei
wurden 150 Wasser-Molekiile mit RHF/3-21G berechnet, Abbildung 6.1 zeigt eine Vi-
sualisierung der Elektronendichte des Grundzustands. Die Berechnung verwendet 3150
GauB-Funktionen, die in der Basis zu 1950 kontrahierten GauB3-Funktionen zusammen-
gefal3t werden, um 750 Elektronenpaare ohne Spin zu approximieren. Im Rahmen der
jeweils verwendeten Genauigkeiten sind die Ergebnisse miteinander vereinbar.

Energie [Ey] €rel
eigene Rechnung | —11341.127343 | 10~
[SCHG96] | —11341.128101 | 10~?

Tabelle 6.3: Validierung einer (H20)150, RHF/3-21G-Rechnung.

Vergleich der Basissitze

Um einen Anhaltspunkt fiir den durch die endliche Basis entstehenden Fehler zu be-
kommen, wird ein Benzol-Molekiil mit unterschiedlichen Basissitzen berechnet, die
Ergebnisse sind in Tabelle 6.4, eine Visualisierung in Abbildung 6.2 dargestellt.
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Abbildung 6.1: Cluster von 150 H2O, berechnet mit RHF/3-21G. Die Abbildung zeigt zwei
Isoflichen der Elektronendichte, die Sauerstoffatome sind rot, die Wasserstoffatome schwarz
eingezeichnet.
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Abbildung 6.2: Elektronendichte eines Benzol-Rings. Dargestellt sind drei Isofléichen der Elek-
tronendichte und die Position der Atomkerne aus einer Ansicht von etwa 60° gegeniiber der
Symmetrieachse.
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Basis STO-3G 3-21G 4-31G 6-31G 6-31G* 6-31G**

M 36 66 66 66 102 120

Mprim 108 108 144 156 192 210
Eges | -227.259855 | -228.829945 | -229.794208 | -230.035823 | -230.089592 | -230.097841
Iterationen 19 22 20 20 23 23
tosec] 1.879 1.529 4.032 5.693 14.329 18.722
txc[sec] 71.821 64.125 102.078 114.096 197.237 218.168
tpy [sec] 0.203 0.259 0.253 0.258 0.432 0.514
tprrs|sec] 0.015 0.015 0.012 0.011 0.031 0.043
ty [sec] 0.082 0.049 0.123 0.178 0.260 0.292

Tabelle 6.4: Vergleich der Basissitze am Beispiel Benzol. In der Tabelle sind die Anzahl der
kontrahierten Gaul3-Funktionen M, die Anzahl der primitiven Gauf3-Funktionen My, die
Grundzustandsenergie sowie die Zahl der Iterationen angegeben. Es folgen die Zeiten fiir den
Aufbau der Coulomb-Matrix, Austausch- und Korrelationsmatrix, Eigenwertlosung, Extrapola-

tion und die Einteilchen-Matrix.
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6.2 Anwendung

In diesem Abschnitt werden die entwickelten Verfahren exemplarisch auf zwei Proble-
me aus der anorganischen Chemie angewandt.

6.2.1 CgSs

Das erste Beispiel stammt aus der Polymerforschung. CgSg ist ein Nebenprodukt bei
der Herstellung von Schwefelkohlenstoffpolymeren. Dieses Molekiil konnte bislang
in zwei energetisch unterschiedlichen Formen erhalten werden, einer planaren Form
«a-CgSg und einer gewinkelten Form (3-CgSs.

a-CgSg wurde 1993 von T. Rauchfuss und Mitarbeitern durch einen mehrstufigen
chemischen ProzeB erhalten [DGRT93]. Es ist bislang nicht gelungen, die Herstel-
lung zu replizieren, eine bei polymorphen Strukturen aufgrund der haufig komplizier-
ten Herstellungsprozedur nicht unbekannte Erscheinung [DB95]. In der monoklinen
Kristallstruktur, die die Raumgruppe P21 /c besitzt,* sind zwei dhnliche Formen des
Molekiils versetzt iibereinander gestapelt. Als Beispiel wird der elektronische Grund-
zustand zu einem dieser Molekiile mit der Dichtefunktionalmethode berechnet.

3-CgSg 1Bt sich in kristalliner Form herstellen [Bec02], die Einheitszelle ist te-
tragonal mit der Raumgruppe P42;c. Aus 3-C3S5Hs, welches dargestellt wird aus
CSs + Na, werden durch Hitzeeinwirkung das CgSg sowie HoS und CgSg-schwarz
hergestellt. CSg-schwarz, Nebenprodukt dieser Synthese, ist ein polymorpher Schwe-
felkohlenstoff. Da sich 3-CgSg in kristalliner Form darstellen und untersuchen 14ft,
wird versucht, aus dessen Aufbau und Eigenschaften Riickschliisse auf Aufbau und
Eigenschaften des Polymers schlieen zu konnen.

Die numerische Simulation kann helfen, die Energie der Konfigurationen theore-
tisch anzundhern. In diesem Experiment soll beispielhaft zunichst bei je einem Mo-
lekiil der beiden Formen der Grundzustand der Elektronendichte berechnet werden.
In vergleichbaren Berechnungen hat sich herausgestellt, da die Energien der beiden
Systeme umso mehr gleichen, je genauer die Rechnung vorgenommen wird [Bec02].
Dazu wird aus der Kristallstruktur beider Konfigurationen je ein Molekiil entnommen
und der Grundzustand mit der SVWN/6-31G*-Methode berechnet.

Leider konnte die Simulation nicht rechtzeitig fertiggestellt werden, so dal sich
keine endgiiltigen Grundzustandsenergien angeben lassen. In den Abbildungen 6.3
und 6.4 sind die Molekiile mit einer an den Grundzustand angenéherten Elektronen-
dichte visualisiert.

Die fiir dieses Beispiel vorgenommene Rechnung kann lediglich einen Anhalts-
punkt fiir weitere Rechnungen mit mehreren in der kristallinen Struktur angeordneten
Molekiilen geben. Hierzu wire eine Rechnung mit periodischen Randbedingungen in
Form der Einheitszelle des Kristalls vorteilhaft.

6.2.2 Bistriazeno-Benzol

Gold-Komplexe sind seit langem Gegenstand theoretischer chemischer For-
schung [DLW 190, Pyy97]. Bei den Verbindungen spielen relativistische Effekte ei-
ne wichtige Rolle, weshalb eine direkte Betrachtung mit dem entwickelten Programm
ohne Weiteres nicht modglich ist [SDST89].

3Hermann-Maugin-Bezeichnungen der Raumgruppen, vgl. [HKK95, Wel84].
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Abbildung 6.3: Aufsicht des planaren a-CsSs-Molekiils. Dargestellt ist die farbkodierte Dich-
teverteilung innerhalb der Molekiilebene sowie zwei transparente Isoflichen der Elektronendich-
te, blaue Kohlenstoff- und rote Schwefelatome.

Abbildung 6.4: Zwei Schnittflichen durch das gewinkelte 3-CsSs und zwei Isoflichen.
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Abbildung 6.5: 1,4-Bis(phenyltriazeno)benzol. Dargestellt ist eine Isofliche der Elektronen-
dichte sowie die Schnittflache mit der Symmetrieebene des Molekiils. Die Kohlenstoftkerne sind
blau, die Stickstoffkerne gelb und die Wasserstoffe rot eingefirbt.

In diesem Beispiel werden daher nicht Gold-Verbindungen selbst betrachtet,
sondern die in solchen Komplexen auftretenden N3-Benzol-Grundbausteine. Das
in Abbildung 6.5 gezeigte 1,4-Bis(phenyltriazeno)benzol (Summenformel 1,4-Ph-
N3H-Ph-N3H-Ph) 146t sich in kristalliner Form in orthorhombischer Einheits-
zelle mit Raumgruppe Pbca als planares Molekiil darstellen. Diese Gruppe fin-
det sich als Teil der Komplexe in kristallinem Aus-1,4-Bis(triazen) (Summenformel
{AuPPh3}5-1,4-Ph-N3-Ph-N3-Ph, triklines Kristall mit Raumgruppe P1) in zwei
unterschiedlich stark gedrehten Formen. Moglicherweise lassen sich nun aus der Ener-
gie der verdrehten Bis(phenyltriazeno)benzol-Struktur gegeniiber der planaren Form
Informationen iiber die Bindungsverhiltnisse im urspriinglichen Molekiil ableiten.

Fiir die Berechnung werden nun die Bindungen zum Gold-Triphenylphosphan
durch Wasserstoffe ersetzt,* und die resultierenden Molekiile mit der Dichtefunktio-
nalmethode berechnet.

Interessanterweise ist es bislang nicht gelungen, das Isomer 1,2-
Bis(phenyltriazeno)benzol in kristalliner Form herzustellen. Der Vollstidndigkeit
halber wird auch eine solche Form, die Teil des Gold-Gold-Komplexes
{AuPPh3}5-1,2-Ph-N3-Ph-N3-Ph ist, berechnet. Das Kiristallsystem des Gold-
Komplexes ist monoklin mit Raumgruppe P21/c.

Konfiguration | E, [Hartree] |
Abb. 6.5 -1015.942940
Abb. 6.6 oben | -1015.702504
Abb. 6.6 unten | -1015.768681
Abb. 6.7 -1015.706194

Tabelle 6.5: Grundzustandsenergien der Bis(phenyltriazeno)benzol-Konfigurationen, berechnet
mit SVWN/6-31G*.

“4Diese Ersetzung fand mit Hilfe des Chemie-Software-Pakets HyperChem [Hyp] statt. Die Behandlung
der vorhandenen N3 H -Tautomerie gestaltete sich dabei als problematisch, daher sind die hier vorgebrachten
Ergebnisse mit Vorbehalt zu betrachten.
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Abbildung 6.6: Zwei unterschiedliche Konfigurationen der Benzol-Stickstoff-Liganden aus
dem Gold-Komplex {AuPPh3}2-1,4-Ph-N3-Ph-N3-Ph. Dargestellt ist jeweils eine Isofliche
der Elektronendichte sowie schematisch die Lage der Atomkerne.
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Abbildung 6.7: 1,2-Bistriazeno-Benzol-Isomer, Konfiguration entstammt
{AuPPhs3}2-1,2-Ph-N3-Ph-N3-Ph, mit zwei Isoflichen der Dichte. Das Isomer 1,2-
Bis(phenyltriazeno)benzol wird als planar vermutet, es sind jedoch bislang keine Kristalle
dargestellt worden.

Auswertung

Tabelle 6.5 zeigt fiir die kristallin vorkommende planare Form die niedrigste Ener-
gie, aber die Energiedifferenzen von bis zu 240 mHartree sind viel zu hoch. Dies
ist vermutlich zum Teil auf den Fehler in der verwendeten Basis und des ungenauen
Austausch- und Korrelationsfunktionals zuriickzufiihren,? konnte aber auf eine relativ
hohe Bindungsenergie im urspriinglichen Komplex hindeuten.

Eine Erweiterung der Dichtefunktionalmethode auf relativistische Effekte, wie sie
in [DG90] theoretisch beschrieben wird, konnte als Methode dienen, um im Rahmen
einer Berechnung des vollen Komplexes genauere Daten zu erhalten. Eine periodische
Simulation einer Kristallzelle kann die dortigen zwischenmolekularen Wechselwirkun-
gen besser beschreiben. Weiterhin konnte eine Geometrieoptimierung mit der Dichte-
funktionalmethode hier neue Einblicke gewéhren.

5Vgl. dazu auch Tabellen 6.4 und 6.2. In diesem Fall wiire eine Genauigkeit von wenigen mHartree
erforderlich, um quantitative Aussagen treffen zu konnen [DLW190].
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Parallelisierung

Bei der Behandlung grofler Systeme stoft das Verfahren schnell an die Grenzen, die
durch endliche Zeit und einen begrenzten Speicher vorgegeben sind. Neben algorith-
mischen Verbesserungen und schnelleren Computern bietet die Parallelisierung eine
weitere Moglichkeit, groflere Probleme behandeln zu konnen. Ein Ziel der Paralleli-
sierung ist es, die Aufgaben bei der Berechnung gleichméfig auf alle vorhandenen
Prozesse zu verteilen und die notwendige Kommunikation zwischen den Prozessen be-
schrinkt zu halten, um so eine moglichst gro3e Effizienz zu erreichen.

Auf eine Parallelisierung des Programmes konnte in dieser Arbeit aus Zeitgriinden
nur in Ansdtzen und ohne detaillierte Betrachtung von Lastbalanzierung eingegangen
werden. Die Implementierung der parallelen Routinen erfolgt mit dem Message Pas-
sing Interface MPI [GLDS96]. Dabei wird die MPI-Implementierung MPICH [GL96]
auf dem Parallelrechner Parnass2' verwendet.

7.1 Coulomb-Matrix

Die Aufstellung der Coulomb-Matrix wurde im Rahmen dieser Arbeit nicht paralle-
lisiert. Es hat im Allgemeinen mehr Sinn, einen Algorithmus, der nicht die optimale
Konvergenz besitzt, zunichst sequentiell zu verbessern, bevor eine lastbalanzierte Par-
allelisierung entworfen wird.

Im Fall der schnellen Multipol-Methode stoB3t eine Parallelisierung auf das Pro-
blem einer ausgeglichenen Verteilung eines Baumes zur Minimierung der Nachbar-
schaftsbeziehungen zwischen Prozessen. Derartige Probleme konnen mit Hilfe von
raumfiillenden Kurven ndherungsweise optimal gelost werden. Hierbei stellen die un-
terschiedlichen Skalen der GauB3-Funktionen eine zusétzliche Herausforderung an die
Lastbalanzierung dar.

7.2 Austausch- und Korrelationsmatrix

Die in Abschnitt 4.2 entwickelte adaptive Integration zur Berechnung der Austausch-
und Korrelationsterme 148t sich in rudimentérer Weise durch Aufteilung eines der ver-

ISiehe http://wissrech.iam.uni-bonn.de/research/projects/parnass2/ fir
mehr Informationen zu dem Linux-Cluster der Abteilung Wissenschaftliches Rechnen und Numerische
Simulation des Instituts fiir Angewandte Mathematik der Universitit Bonn.

&9
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Abbildung 7.1: Speedup der Parallelisierung der Austausch- und Korrelationsmatrix

wendeten Bidume parallelisieren. Es hat sich herausgestellt, daf} eine Aufteilung des In-
tegrationsgebiets entlang der Ortskomponenten des kd-Baums fiir die Dichte-Elemente
eine sinnvolle erste Parallelisierung darstellt. In einer ersten Implementierung wurde
der Dichte-Baum dazu repliziert und der Integrationsbaum verteilt aufgestellt. Die Be-
rechnungszeiten fiir die Austausch- und Korrelationsmatrix unterschiedlicher Wasser-
Cluster ist in Tabelle 7.1 angegeben, der zugehorige Graph in Abbildung 7.1.

t[sec] | Prozesse

Nio 1 2 4 8 16
10 107.55 | 55.08 | 28.84 15.48 9.70
20 | 252.88 | 128.75 | 66.93 | 37.75 | 2445
40 | 630.98 | 324.18 | 170.01 90.80 | 51.33
60 | 1010.65 | 516.97 | 268.60 | 144.02 | 78.06
80 | 1425.53 | 736.28 | 377.83 | 205.73 | 107.46

Tabelle 7.1: Parallelisierung der adaptiven Integration. Angegeben ist die bendtigte Rechen-
zeit fiir die Aufstellung einer Austausch- und Korrelationsmatrix sowie die Skalierung mit der
Systemgrofe.

Der starke Abfall der Effizienz ist hier auf eine Ungleichverteilung der Integra-
tionspunkte zuriickzufiihren. Weitere Untersuchungen fiir eine bessere Lastbalanzie-
rung sind hier notwendig.
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0 1 0 0 1
a a a a a
0 11 12 13 14 15 ai1 a1z a1 | a1  G14
a21 G222 | G23 Q24 | 425 0| ax a2 azs | Gz ao
1 asz1 a2 | sz a4 | ass as1 G52  A4s5 | G53 G54
a41 Q42 | Q43 Q44 | Q45 1 a3; a32 ass | assz  a34
0| as1 as2 | ass3 ass | ass (41 Q42 Q45 | Q43 (44
Tabelle 7.2: Block-zyklische Aufteilung Tabelle 7.3: Block-zyklische Aufteilung
einer Matrix, globale Ansicht einer Matrix, lokale Ansicht

7.3 Selbstkonsistenziteration

Die Parallelisierung des Selbstkonsistenzverfahrens erfolgte mit dem parallelen
Software-Paket ScaLAPACK [BCC'97], das auf dem sequentiellen Lineare-Algebra-
Paket LAPACK [ABB199] aufbaut. Hierbei wurden die Routinen fiir Matrix-Matrix-
Operationen auf verteilten vollen Matrizen sowie die Cholesky-Zerlegung und der
Eigenwert-Loser auf Basis der QR-Zerlegung verwendet.

Block-zyklische Verteilung

ScaLAPACK implementiert eine Zweidimensionale block-zyklische Verteilung der Ma-
trizen. Dabei werden Untermatrix-Blocke der Grofle m x n jeweils auf einem Prozef3
gehalten. Die block-zyklische Verteilung wird in den Abbildungen 7.2 und 7.3 veran-
schaulicht. Die dort abgebildete 5 x 5-Matrix wird auf zwei Prozesse, numeriert mit O
und 1, verteilt. In dem Beispiel ist eine Blockgro3e von m = n = 2 zur Veranschauli-
chung gewihlt, im Programm werden 32 x 32 oder 64 x 64 grofle Blocke verwendet.

Fiir das Selbstkonsistenzverfahren werden die Fock-Matrix F' und die Dichtema-
trix P parallel aufgestellt. Das DIIS-Extrapolationsverfahren und die Berechnung der
neuen Dichtematrix aus den Losungen der Eigenwertgleichung 5.9 wird mit paralleler
Matrix-Matrix-Multiplikation berechnet. Wie in Tabelle 7.4 zu sehen ist, ergibt sich
aufgrund der geringen Zahl an Matrix-Freiheitsgraden bei den berechneten Systemen
keine effiziente Parallelisierung. Da eine effiziente Behandlung block-verteilter Matri-
zen erst ab einer bestimmten Blockgroe Einsparungen ergibt, wird fiir kleine Beispiele
eine parallele Behandlung sogar langsamer als eine entsprechende sequentielle.

Zusammenfassung

Die Parallelisierung sequentieller Matrix-Operationen mit ScaLAPACK ist relativ un-
kompliziert, dafiir aber nicht sehr problemangepalt und effizient. Vor allem die par-
allele Eigenwertlosung und die Transformation der Austausch- und Korrelationsterme
auf die andere Verteilung skalieren nicht gut.

Eine bessere Parallelisierung konnte hier die unterschiedliche Struktur der Opera-
toren mit einbeziehen, um vorhandene Lokalitit von Daten im Rahmen eines optimalen
Algorithmus besser auszunutzen.
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NH2O M NpE tEv[SeC] tCh,[SeC} tDjjs[SeC]
10 130 1 0.191 0.003 0.065
10 130 2 0.531 0.004 0.047
10 130 4 0.708 0.006 0.042
10 130 8 1.054 0.014 0.056
20 | 260 1 1.469 0.026 0.519
20 | 260 2 1.661 0.031 0.323
20 | 260 4 1.702 0.027 0.229
20 | 260 8 2.500 0.105 0.456
40 | 520 1 16.069 0.202 4.601
40 | 520 2 10.018 0.167 2.501
40 | 520 4 6.453 0.128 1.552
40 | 520 8 7.055 0.186 1.353
60 | 780 1 53.026 0.704 15.276
60 | 780 2 32.207 0.493 8.059
60 | 780 4 19.317 0.343 4.976
60 | 780 8 17.653 0.519 4.008
80 | 1040 1| 126.559 1.609 35.128
80 | 1040 2 77.452 1.096 18.306
80 | 1040 4 43.522 0.712 10.767
80 | 1040 8 34.021 0.773 8.454

Tabelle 7.4: Parallelisierung der Selbstkonsistenziteration. Angegeben sind die Zeiten fiir eine
Eigenwertzerlegung, eine Cholesky-Zerlegung und einen Extrapolationsschritt einer Rechnung
von Nu,o0 Wasser-Molekiilen mit M x M-Matrizen in der 3-21G-Basis.
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SchluBbemerkungen

8.1 Zusammenfassung

Der elektronische Grundzustand eines nichtrelativistischen Vielteilchensystems ist fiir
viele chemische und physikalische Probleme wichtig und hiufiger Ausgangspunkt
weitergehender Betrachtungen. Die Dichtefunktionaltheorie erméglicht durch die Ver-
ringerung der Komplexitit gegeniiber der Schrodinger-Gleichung die Berechnung
groferer Systeme, und erzielt im Vergleich zur Hartree-Fock-Methode eine hohere
Genauigkeit. Verbesserungen der numerischen Algorithmen tragen ebenso wie die-
se modelltheoretischen Entwicklungen dazu bei, interessante Probleme behandeln zu
konnen. Im Rahmen dieser Arbeit wird der Schwerpunkt auf die numerische Losung
der Kohn-Sham-Gleichungen mit Hilfe von Gau3-Funktionen gelegt. Obwohl die Wahl
der Basis signifikant durch chemische Vorinformation geprigt ist, erlauben Gauf3-
Funktionen eine Approximation, die sich zumindest als Tendenz fiir die exakte Losung
werten 146t, durch ihre Form wird die Berechnung grofer Systeme vereinfacht.

Das Gesamtverfahren wird im Rahmen dieser Arbeit durch die kubisch skalieren-
de Eigenwertlosung begrenzt, deren Aufwand allerdings fiir praktische Berechnungen
in der GroBenordnung der Berechnung des Coulomb-Operators liegt. Die Coulomb-
Matrix wird durch Kompression fiir grole Systeme in quadratischer Zeit berechnet
und dominiert fiir mittlere Systeme die Berechnung. Der Austausch- und Korrelations-
operator kann durch numerische Integration fiir M Ansatzfunktionen in O(M log M)
mit einer relativ groler Konstanten aufgestellt werden, wobei der sich durch die adap-
tive Integration ergebende Fehler noch verbessert werden sollte. Bei kleinen Systemen
stellt die numerische Integration den aufwendigsten Teil des Programms dar. In dieser
Arbeit wird das verallgemeinerte Eigenwertproblem mit dem QL-Verfahren in kubi-
scher Zeit gelost, die Selbstkonsistenziteration fiir die Minimierung des Funktionals
wird im Konvergenzbereich mit Extrapolation beschleunigt. Durch das Skalierungs-
verhalten begrenzt sie die maximale GroBe berechenbarer Systeme.

Beispielhaft wurden zwei Lokale-Dichte-Funktionale und zwei gradientenkor-
rigierte Funktionale implementiert. Schlieflich zeigen die Berechnungen an den
Schwefel-Kohlenstoff-Verbindungen und an Bistriazeno-Benzol mogliche Anwendun-
gen des Verfahrens auf.

93
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8.2 Ausblick

Weitere Verbesserungen der implementierten Methoden sind im Rahmen der Linear
Scaling Methods moglich und konnten in einer weitergehenden Arbeit behandelt wer-
den.

Eine Verallgemeinerung der schnellen Multipol-Methode fiir Gauf3-Funktionen
erlaubt die Aufstellung der Coulomb-Matrix in linearem Aufwand durch Zusam-
menfassung des Fernfeldes. Dieses Verfahren konnte im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit nicht mehr vollstindig umgesetzt werden. Weiterhin 148t sich das Nah-
feld des Coulomb-Operators durch Anwendung der Gau3-Transformation beschleuni-
gen [CSA96a]. Durch inkrementellen Aufbau von Coulomb- und Hartree-Fock-Matrix
146t sich eine Verbesserung der Konstanten im Konvergenzbereich der Selbstkonsi-
stenziteration erzielen, die Hartree-Fock-Austauschmatrix kann unter Ausnutzung der
Struktur der Dichtematrix in linearer Zeit berechnet werden [SCHGY96].

Die verwendete numerische Integration zur Aufstellung der Austausch- und Korre-
lationsmatrix konnte durch eine adaptive lokale Integrationsformel und durch Verwen-
dung der Kombinationstechnik verbessert werden [GG9S].

Um eine linear skalierende Losung zu erhalten, konnte statt der Eigenwertlosung
im Rahmen der Selbstkonsistenziteration ein iteratives Verfahren die Energie in
Abhingigkeit von der Dichtematrix direkt minimieren. Dabei ermoglicht die McWeeny
Purification [McW60] eine quadratisch konvergierende Iteration zur numerischen Ver-
besserung der Idempotenz der Dichtematrix nach jedem Iterationsschritt, das LVND-
Funktional bezieht dazu die Nebenbedingung fiir die Dichtematrix in das Energiefunk-
tional ein [Goe99, Cha99]. Weiterhin liee sich die Cholesky-Zerlegung der Metrik
bei Verwendung diinner Matrizen mit variabler Blockgrofle moglicherweise durch den
linear skalierenden AINV-Algorithmus ersetzen.

Periodische Systeme konnten durch eine Modifizierung der Diskretisierung behan-
delt werden [CWHG97]. SchlieBlich bietet sich neben dem Grundzustand eines Sy-
stems noch die Berechnung von Gradienten nach den Kernkoordinaten zur Geome-
trieoptimierung und Dynamik-Simulation an. Dabei miissen bei Gauf3-Basen aufgrund
der bewegten Ansatzfunktionen die Pulay-Kréfte kompensiert werden [Pul69], aller-
dings wire dieser Ansatz auch im Hinblick auf eine Kopplung mit klassischen Mo-
lekiildynamik-Modellen interessant, bei der nur der fiir das Problem wichtigste Teil
eines Systems durch eine Dichtefunktionalmethode beschrieben wird.

Weitere Dichtefunktionale lieBen sich leicht hinzufiigen, ebenso die Implementati-
on eines hybriden Hartree-Fock/Kohn-Sham-Verfahrens. Die Beriicksichtigung relati-
vistischer Effekte im Rahmen einer Diskretisierung mit Gauf3-Funktionen wire aller-
dings aufwendiger.



Anhang A

Mathematische Grundlagen

Die im Text vorausgesetzten mathematischen Grundlagen werden kurz definiert und
einige Sitze ohne Beweise zitiert. Eine umfassendere Behandlung des Themas findet
sich in der Literatur zur Funktionalanalysis sowie der Quantenmechanik [Miil00].

A.1 Hilbert-Raum

Ein Hilbert-Raum besteht aus einem Vektorraum H und einem Skalarprodukt (., .) auf
'H, so daB H beziiglich der durch (., .) induzierten Metrik

d(f7g)::\/<f_g?f_g>7 fngH

vollstindig ist. Der Hilbert-Raum ist separabel, wenn er eine abzihlbare dichte Teil-
menge enthilt.

Ein linearer Operator A auf einem Hilbert-Raum H mit Definitionsbereich
D(A) C H besteht aus einer linearen Abbildung

A:DA) - H.
Fiir einen linearen Operator A :H, — Hy sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Aist stetig.
2. A ist in einem Punkt stetig.
3. A ist beschrinkt.

Der Raum der linearen stetigen Operatoren A . Hy — H, wird mit L(H1,Ha) be-
zeichnet.

Sei A ein dicht definierter Operator auf H. Dann ist der zu A adjungierte Operator
AT durch die Gleichung

(ATf.g)=(f,Ag), ge D(A),
auf seinem Definitionsbereich
D' :={feH|3C;>0Vg e D(A): [(f, Ag)| < Cylgll}

definiert.
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Ein stetiger Operator A heiBt selbstadjungiert, falls
DA")=D(A) und Aff=Af Vfe D(A).
Dann gilt fiir f, g € D(A)
(f,Ag) = (ATf,g) = (Af,g).
Ein stetiger Operator A : H; — Ho heiBt unitdr, falls
ATA =idy, und AAT =idy,
gilt. Daraus folgt fiir unitires A € £(H, H)

(Af,Ag)=(f,9) VfgeH.

Falls der selbstadjungierte Operator A € L(H,H) idempotent ist, also die Glei-
chung

~

A=A
erfiillt, so wird er Projektion genannt.

Satz von Stone

Eine einparametrige oder 1-Parametergruppe von unitdidren Operatoren ist eine Schar
von unitidren Operatoren (U(t)),.p auf H mit den Eigenschaften

1. vt € Rist U(t) ein unitédrer Operator.
2. VfeHistt— U(t)f stetig.
3. Vs, t e R:U(s)U(t) =U(s +t).

Sei (U(t)),cp eine einparametrige unitére Gruppe, dann heift der Operator B mit

DB) = {f €EH tlgr(l) w existiert} )
Bf = }%w Vf € D(B)
der infinitesimale Erzeuger von (U (t)),cp- Es gilt
U@) = idy,
%5 = Br
A = B ist selbstadjungiert.

Satz A.1.1 (Stone). Sei (U(t)),cp eine stetige 1-Parametergruppe von unitdren Ope-

ratoren auf H mit infinitesimalem Erzeuger B. Dann existiert genau ein selbstadjun-
gierter Operator A auf H mit

U(t) = e A,
Es gilt A = iB.
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Spektraltheorie

Eine Spektralschar oder Zerlegung der Einheit (E) ), oy, ist eine Familie von orthogo-
nalen Projektionen E : H — H mit den Eigenschaften:

VA< p:VfeH:(f,Exf) <(f,E.f) (Monotonie),
VieH,NeR:E\f= li{% Exief (Rechtsstetigkeit),

erH:)\lim Exf=f A E/\lim Exf=0.

Sei (E) eine Spektralschar, I =]a, b] ein Intervall. Dann wird durch E(I) := E, — E,
wiederum eine Projektion auf H definiert.

Satz A.1.2 (Spektraldarstellung). Sei A ein selbstadjungierter Operator auf H. Dann
existiert genau eine Spektralschar (E\), .y mit Definitionsbereich

D(A) = {feH]/sz,Em <oo}

und Darstellung
Af= / NdEy f.

A.2 Normierung der Dichte einer Slater-Determinante

Zu einer normierten Wellenfunktion ¥(x1, ..., 2y ) ist die Elektronendichte p definiert
durch
(A1) plx):=N |\Il(x,x2,...,x1v)|2 dxo--- doy.

R3(N—1)

Aufgrund der Normierung von ¥ gilt

/RS p(z)dz = N.

Fiir eine Slater-Determinante ¥ aus /N orthonormalen Einteilchenfunktionen

¢1(z1) - ¢i(zn)
V=75 : :
| on(z1) oo on(zw)
gilt dann:

plx) = Z i (x)i().

Beweis. Mit der Permutationsgruppe .S, Permutationen o € Sy und den zugehorigen
Vorzeichen der Permutation €(o) = (—1)7 kann die Determinante zu

N
U(zy,...,an) = Y €(0) H bo(iy (i)

gESN
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umgeschrieben werden. Eingesetzt in den Integranden aus A.1 ergibt dies

N N
U2y, 2P = %< > elo) [[ o (@), D E(T)H¢T(i)($i)>

ocESN =1 TESN
1 N
= m Z H -rz ¢T(Z (xz)>
o,TESN i=1

In diesem Term wird zur Berechnung der Elektronendichte x; durch x ersetzt und iiber
(22,. ..,z ) integriert. Dabei gilt aufgrund der Orthonormalitét der Einteilchenfunk-
tionen (7 > 1):

0, o(i)# 7(7)
/RS <¢a<i><wi>¢r<i><xi>>dxi:{ 1, oli) = (i)

Ubrig bleiben nach der Integration N! Summanden mito = 7. Zui € {1,...,N}
gibt es jeweils (N — 1)! Terme mit o(1) = ¢ und beliebiger Permutation auf den In-

dizes {2,..., N}. Die Vorzeichen der Permutationen heben sich jeweils auf. Damit
folgt
plz) = N/|\I/(:c,x2,...,xN)|2 dzg--- dzy
N
= N[ Z ¢0’(1 ( )7¢0’(1)(l‘)> H/<¢G’(Z)7¢o’(z)> de . de
"GSN i=2
= o Z > (V= 1)), 65(2))
j=l1€SN-1
N
= D (9i(@) ¢5(x))
j=1



Anhang B

Austausch- und
Korrelationsfunktionale

Im Folgenden werden die empirisch ermittelten Formen fiir Austausch- und Korrelati-
onsfunktionale angegeben. Sei dazu (p,, pg) die Spindichte, p = p, + pg die Gesamt-
dichte, und seien

Yoo = Vpa ' me YaB = vpa . VP[L VBB = Vpﬁ ' Vpﬁv

die invarianten Produkte der Gradienten der Spindichten.

B.1 Austauschfunktionale

Slater- X *-Funktional

Das Slater- X “-Funktional ist definiert durch

9 3 e 4/3 4/3
(B.1) S(pasps) = =70 =) (ot +0Y")

mit dem Parameter «, der iiblicherweise auf den Wert % gesetzt wird [Sla74].

Becke-Funktional

Das Becke-Austauschfunktional [Bec88a] 146t sich schreiben als

(B.2) B(pa, ps. Vpa, Vos) = pi/2g(xa) + p3 g(w5p)
mit
3/3\° ba?
glz) = —z|— I ——
2\ 4w 1+ 6brsinh™ "z
Vo Y VBB
Lo = 173 ° T = 43
Pa Pp

und Parameter b = 0.0042.
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B.2 Korrelationsfunktionale

Vosko-Wilk-Nusair-Funktional

Fiir das Korrelationsfunktional von Vosko, Wilk und Nusair [VWNS80] werden einige
Hilfsfunktionen benétigt. Die Spindichte wird aufgeteilt in den Elektronengasparame-

ter
. i 1/6
 \dmp

¢= Pa — Pp
p

und die Spinpolarisierung

Das Funktional ergibt sich nun durch mehrmalige Verwendung der Hilfsfunktion

. z? 2b _ Q
F(I,A,l’o,b,c) = A{ln <X($)> —}-atan 1 <m>

wobei

X(z):=2? +bxr +c
und

Q= ViR

Aus der Funktion F ergeben sich durch Einsetzen der Parameter (A, zq, b, ¢) aus Ta-
belle B.1 die paramagnetische Korrelationsenergie ¢, die ferromagentische Korrela-
tionsenergie €“¥" und die Spin-Steifheit ¢>4.

Funktion | A o b c

€T 0.0310907 | -0.10498 3.72744 | 12.9352
e 0.01554535 | -0.32500 7.06042 | 18.0578
€A —1/(672%) -0.00475840 | 1.13107 | 13.0045

Tabelle B.1: Parameter fiir das VWN-Korrelationsfunktional

SchlieBlich ergibt sich mit der Hilfsfunktion

9

9(Q) =5 [0+ 0"+ a- 0" —2

das Korrelations-Energiefunktional zu

€(parpg) = (2,0) = e (2) + " (2)g(C)

(B.3) eF(N e
X [1 + [9(21/3 5 ¢ <9€CC)?A(;)P(33) _ 1] <4} .
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Lee-Yang-Parr-Funktional

Das Lee-Yang-Parr-Korrelationsfunktional [LYP88, JGP93b] ist gegeben durch

4a Pap 3 2/3
LYP := TPV R 2 - 211/31—0(37T2) abw(p)paps(py + P?/g)
B.4
(B.4) n OLY P OLY P OLY P

S Voo + - Yo + VB3-
a’)/oza a’)’aﬂ g 8'755 op

Die hierbei auftretenden partiellen Ableitungen werden definiert durch

OLY P L 1 _ _ _ Pa|l o

P8 —abep) [ gpars {13000~ 00 - 1070 ) - g3).

OLYP 1 1,

o i —abulp) | GrunsldT = T8(0) ﬂ,

ALY P 1 pﬂ} )]
= —abw —Pa 1—-30(p) — [6(p) — 11]—= » — p5. | ,

o (0) |gpas {13506 ~ B0 - 1122} - 2]

die Hilfsfunktionen w und é durch

13
e P

e _11/3
w(ﬂ) 1+dp_1/3p )
d —-1/3
o -1/3 P
5(p) L Cp + 1+dp_1/37

und die Konstanten sind a = 0.04918, b = 0.132, ¢ = 0.2533, d = 0.349.
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Anhang C

Atomare Einheiten

Die in der vorliegenden Arbeit verwendeten atomaren Einheiten werden in Tabelle C.1
zusammengestellt [Dem94]. In Tabelle C.2 werden die weiteren im Text nicht definier-
ten physikalischen Konstanten aufgelistet.

physikalische GroBe | Normierung Symbol | Wert in SI-Einheiten
Masse Masse eines Elektrons Me 9.1093897 - 1031 kg
Ladung Elementarladung e 1.60217733-1071°C
Energie Hartree Ey 4.3597438 - 10718 J
Linge Bohrscher Atomradius ag 5.2917725 - 10~ 'm

Tabelle C.1: Atomare Einheiten

physikalische Konstante Symbol | Wert in SI-Einheiten
Plancksches Wirkungsquantum h 6.6260755-1073%J - s

h h/2m
Dielektrizititskonstante €0 8.854187817 - 10712 As/v.m
Bohrsches Magneton B 1.25663706 - 1076 V's/A.m

Tabelle C.2: Fundamentale physikalische Konstanten
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