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1. Einleitung

Motivation

Bei einer chemischen Reaktion handelt es sich um einen Vorgang, bei dem eine oder
mehrere chemische Verbindungen in andere umgewandelt werden. Sie sind allgegenwartig
sowohl im téglichen Leben als auch in der Industrie. Einige Beispiele fiir Gelegenheiten,
bei denen chemische Reaktionen auftreten, sind Kochen, Waschvorgiange, die Lebensmit-
telherstellung, Wasserverschmutzung Verbrennunsgvorgénge, chemische Trennverfahren
und viele mehr.

Nicht zu den chemischen Reaktionen z&hlen physikalische Vorgange, bei denen sich nur
der Aggregatszustand édndert wie z.B. Schmelzen, Verdampfen oder die Diffusion.

Weil viele der Reaktionen - auch von den genannten Beispielen - in Fluiden, also Gasen
oder Fliissigkeiten stattfinden und Vorgéange wie das Losen von Chemikalien oder die Be-
wegung der Substanzen (z.B. durch Riithren) dabei eine Rolle spielen, ist eine Verbindung
zur Fluiddynamik naheliegend.

Da ein realler Versuchsaufbau zum Durchfiihren von Experimenten héaufig sehr aufwéan-
dig, kostspielig und geféhrlich sein kann, sind hier nattirlich numerische Simulationen
von Interesse. Diese wiirden es ermoglichen wesentlich mehr und grofiere Experimente
durchzufiihren, als es bei realen Versuchen allein der Fall wére. So lieflen sich viele Er-
kenntnisse gewinnen, die fiir den ingeneurstechnischen Einsatz bedeutsam wéren. Eine
wichtige mogliche Anwendung ist etwa das Design und die Optimierung von chemischen
Reaktoren.

Problemstellungen

Zur Umsetzung der Simulation von chemischen Reaktionen stellen sich einige Probleme
und Fragen.

Zunachst ist zu beachten, dass der verwendete Stromungsloser, NaSt3DGPF, inkompres-
sible Stromungen behandelt, das heifit solche, bei denen sich die Dichte nicht dndert. Da
dies bei vielen chemischen Reaktionen aber der Fall ist, miissen wir uns auf solche ein-
schranken, wo die Dichteanderung vernachlassigbar ist. Daher gehen wir im Folgenden
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davon aus, dass die Reaktionen verdiinnt in einer Losung stattfinden. Dies schliefft zum
Beispiel die Betrachtung von Verbrennungsreaktionen aus.

Weiterhin muss berticksichtigt werden, dass zwischen Stromung, Transport und Reaktion
Kopplungen und Riickkopplungen stattfinden. Hier wird die Umsetzung der numerischen
Simulation sehr komplex.

Auch hiangen die Konzentrationen der verschiedenen an der Reaktion beteiligten chemi-
schen Spezies wechselseitig voneinander ab. Insbesondere soll darauf hingeweisen werden,
dass an einer Reaktion meist viele Spezies beteiligt sind - mehr als man zunéchst anneh-
men wiirde, da es viele Zwischenspezies geben kann. Dadurch haben wir es im Grunde
auch mit einer hochdimensionalen Problemstellung zu tun, wofiir man auch eine Vielzahl
entsprechender Ansétze verwenden konnte. In der Literatur findet sich viel hierzu. In dieser
Arbeit wollen wir uns jedoch vordergriindig mit der Kopplung einer Simulationsmdoglich-
keit fiir chemische Reaktionen an den Stromungsloser beschéftigen und beschréanken uns
zu diesem Zweck auf vereinfachte Chemie-Modelle mit wenigen Spezies.

Grundsétzlich hat man es aber, auch wenn nur wenige Spezies vorhanden sind, bei che-
mischen Reaktionen mit nichtlinearen Vorgéngen zu tun, was die numerische Simulation
erschwert. Diese Tatsache begriindet sich darin, dass sich der Reaktionsablauf - abhangig
von der Aktivierungsenergie - auf einer sehr kleinen Zeitskala stark verandern kann.

Losungsansatze

Wir haben uns verschiedene Modelle angesehen, die zur Simulation von chemischen Re-
aktionen eingesetzt werden konnen.

Davon wurde schliefSlich das Brusselator-Modell implementiert. Um eine grofiere numer-
siche Stabilitdt zu erhalten, wurde neben einem expliziten Losungsverfahren auch ein
implizites Verfahren programmiert.

Das Modell wurde in einer dreidimensionalen Version an den Stromungscode NaSt3DGPF
gekoppelt. Die Kopplung wurde sowohl in einer passiven Variante als auch in einer ak-
tiven Variante durchgefiithrt. Bei der passiven Variante werden die reagierenden Spezies
lediglich mit der Stromung transportiert. Fiir die aktive Kopplung -bei der zusatzlich zum
Transport auch eine Riickwirkung der Reaktion auf das Stromungsfeld stattfindet- wurde
ein neues Modell entwickelt und getestet.

Zusatzlich setzen wir die Fluid-Struktur-Interaktion von NaSt3DGPF ein, um im Rechner
einen magnetischen Rithrer (auch: “Rithrfisch”) zu erzeugen. Derartige Apparate werden
bei realen Experimenten haufig zum Vermischen der Stoffe eingesetzt.



Eigene Beitrage

Wir fassen noch einmal die in dieser Arbeit geleisteten eigenen Beitrédge zusammen:

o Implementierung von expliziten und impliziten Verfahren fiir den Brusselator in 2D
und 3D

» Konvergenzanalyse des 2D-Codes

» Kopplung in 3D an den Stromungscode NaSt3DGPF

 insbesondere aktive Riickkopplung der Reaktion an das Stromungsfeld
o erfolgreiche Simulation von oszillierenden Reaktionen in 3D

o Simulation einer durch einen “Riihrfisch” angetriebenen chemischen Reaktion

Zu dieser Arbeit

Nun wollen wir noch einen kurzen Uberblick geben, wie diese Arbeit strukturiert ist.

Kapitel 2 beginnt mit einem kurzen Uberblick tiber die theoretischen Grundlagen, die
zum Verstehen verschiedener Modelle fiir chemische Reaktionen notwendig sind und stellt
einige davon vor. Weiterhin befassen wir uns mit den physikalischen/mathematischen
Gleichungen, die die Stromungsvorgénge beschreiben, und dem Stromungsloser NaSt3DGPF.

Kapitel 3 erldutert die numerische Umsetzung des Brusselator-Modells und die Kopplung
dessen an den Strémungscode.

Kapitel 4 stellt anschliessend die mit unserer Implementierung erhaltenen Simulations-
ergebnisse sowie Konvergenzbetrachtungen und Fehleranalysen der Algorithmen vor.

Kapitel 5 schliellich beendet diese Arbeit mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse
und einem Ausblick auf mogliche weitere Entwicklungen und noch offene Fragestellun-
gen.
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2. Grundlagen

2.1. Chemische Reaktionen

Eine chemische Reaktion besteht darin, dass mehrere Stoffe umgewandelt werden. Es gibt
viele sehr unterschiedliche Arten der Reaktionen. Generell lassen sie sich schreiben als

A+B—=C (2.1)

Derartige Reaktionsschemata konnen allerdings sehr komplex werden. Haufig gibt es, bei
der Umwandlung etwa von A zu B noch viele verschiedene Zwischenreaktionen und -
spezies.

Meist lasst sich eine Reaktion jedoch durch einige wenige “Bausteine” von Elementarreak-
tionen beschreiben (vgl. [DB08]). Daraus lassen sich Modelle von Differentialgleichungen
ableiten. Diese konnen wir numerisch behandeln.

2.1.1. Oszillierende Reaktionen

Ein Sonderfall von chemischen Reaktionen ist die Klasse der oszillierenden Reaktionen.
Diese wurden zufallig experimentell entdeckt. Da sie haufig besonders komplex sind, sind
wenige dieser Reaktionen genau erforscht. Ein gutes Beispiel, eine der am meisten und bes-
ten erforschten oszillierenden Reaktionen ist die Belousov-Zhabotinsky-Reaktion (BZR).
Sie ist der Prototyp der dem in dieser Arbeit betrachteten Brusselator-Modell zugrunde-
liegenden Reaktionen.

2.2. Reaktions-Diffusions-Modelle

Sei 2 C R? ein Gebiet.
Wir betrachten nun Reaktions-Diffusions-Modelle . Diese beschreiben die Konzentrations-
anderungs einer oder mehrerer Gréflen unter dem Einfluss von Reaktion und Diffusion.

0,0(t,x) = De - AC(t,z) +Q (C(t, x),...) (2.2)

Dif fusion Reaktion
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wobei C': Q X [0, teng) — R die Konzentration einer Spezies darstellt.

Unter Diffusion verstehen wir den physikalischen Prozess des Vermischens zweier oder
mehrerer Stoffe, die miteinander in Beriihrung sind, aufgrund ihrer Eigenbewegung (im
Gegensatz zu einer Mischung durch externe Einfliisse wie Stromung oder Mischapparatu-
ren). Die Diffusionskonstante (oder auch Diffusionskoeffizient) D¢ hangt unter anderem
von der Temperatur des Systems ab und davon um welchen Stoff es sich handelt.

Die Diffusion fithrt zu einem Ausgleich der Konzentrationen der vorhandenen Spezies.
Damit wirkt sie der Reaktion entgegen, die im Allgemeinen eher fiir Konzentrationsinde-
rungen sorgt.

Ein solches Modell kann eine oder auch mehrere Spezies beinhalten. Dabei kann es sich um
unterschiedliche Dinge handeln - in unserem Zusammenhang gehen wir von chemischen
Spezies aus und werden auch im Folgenden nur davon sprechen. Es sei aber erwahnt dass
in anderen Zusammenhéngen beziehungsweise bei anderen Reaktions-Diffusions-Modellen
als den von uns betrachteten, die modellierten Grofien etwas vollig anderes darstellen kon-
nen. Bei dem FitzHugh-Nagumo-Modell etwa wird ein Neuron beschrieben.

2.2.1. Der Brusselator

Sei wieder 2 C R? oder 2 C R?. Wir betrachten ein bekanntes Modell fiir zwei Spezies,
den Brusselator [LN71]:

OtCy(Z,t) = Do, ACY(Z,t) + k1A — ke BCy(Z, 1) + ks Ch (Z,1)2Co(Z, ) — kaCy (T, 1)

2.3
VeeQ, te(0,tend (23)
5’tC'2(f, t) - DCZACQ(ZE, t) + kQBCl(f, t) - k?gcl(f, t)202(f, t) (2 4)
Ve eQ, te (0t '
mit den Rand- sowie Anfangsbedingungen:
Ci(Z,t) = fP(z,t) und Cy(%,t) = gP(Z,t) Vo €69, € (0,1t
oder (2.5)
‘9821(5, t) = V(@ t) und ‘9;;2(5, t)y=gv(@t) VredQ, te (0t

wobei fP und fV Funktionen sind, die Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen be-
schreiben. o
Cl<f, t) = Cl(.f) Vo € ()

Cs(Z,t) = Co(7) Vo e Q (2.6)

Es handelt sich um ein System zweier nichtlinearer, gewohnlicher Differentialgleichungen?
erster Ordnung.

tauch: ODE von englisch: ordinary differential equation



2.3. Alternative Modelle

Das Modell basiert auf dem vereinfachten Reationsschema (vgl. etwa [HNWOO0]):
A0

B+C, 2 c,+D
20, + Cy 52 30,
c, B

Das Schema beschreibt zwei Spezies, C'; und Cs, die miteinander in einer oszillierenden
Reaktion stehen. Vorbild fiir dieses vereinfachte Modell sind Reaktionen wie etwa die
Belousov-Zhabotinsky-Reaktion .

Dabei handelt es sich um eine der bekanntesten und am besten erforschten oszillierenden
Reaktionen. Dennoch ist die genaue Reaktionskinetik schwierig zu bestimmen, da es,
wie bei den meisten Reaktionen, viele Prozesse gibt, die gleichzeitig stattfinden, und
Zwischenprodukte, die sich bilden. Ein weit verbreitetes und anerkanntes Modell fiir den
zugrundeliegenden Mechanismus ist der FKN-Mechanismus - vorgestellt von Field, Koros
und Noyes in [FKN72]. Auf diesem basiert der Brusselator sowie auch der weiter unten
kurz vorgestellte Oregonator.

Fiir einen Ausblick auf die tiber dieses Modell hinausgehende detaillierte Erforschung der
vielen kinetischen Abldufe bei der Belousov-Zhabotinsky-Reaktion sei etwa auf [GTFI0]
verwiesen, wo ein Mechanismus bestehend aus 80 Reaktionen mit 26 Spezies vorgeschlagen
wird.

Der Brusselator hat den kritischen Punkt (A, %).
Eine Analyse der Stabilitatsregionen findet sich in [SMM13].

Leider gibt es bislang wenig numerische Betrachtungen zum Brusselator-Modell in der
wissenschaftlichen Literatur.

2.3. Alternative Modelle

Wir wollen zunéchst beispielhaft zwei weitere Reaktions-Diffusions-Modelle vorstellen:

2.3.1. Das Gray-Scott-Modell

Das Gray-Scott Reaktions-Diffusions-Modell beruht auf dem Mechanismus:

Oy + 20, L5 30,

) (2.7)
CQ — P



2. Grundlagen

Hieraus ergeben sich zwei Ratengleichungen:

UC(T,) = Do, V2O (@, 1) = CL(T, ol 1) + f(1 = Co(Z.1)) 28)
8,502(1_", t) - DCQVQCQ(f, t) + Cng(aZ", t)2 - (f + k‘)Cg(f, t) .

2.3.2. Der Oregonator

Ein anderes Modell, das ebenfalls wie der Brusselator auf dem FKN-Mechanismus beruht,
jedoch etwas komplizierter ist, ist der Oregonator.
Dieser modelliert 5 chemische Reaktionen, die 7 chemische Spezies beinhalten:

A+ Cy 2 Oy
Ci+Cy 2 P
B+ Cy 2% 20, + Cs (2.9)
201 % Q
Cy = fCy,
wobei f ein stochiometrischer Parameter ist.

Daraus leiten sich die Ratengleichungen ab, wenn man -ahnlich wie beim Brusselator-
annimt, dass A, B, () und P konstant bleiben:

atC’l(:E’, t) = TlAOQ(l_", t) - 7“201(5, t)cg(f, t) + Tngl(f, t) - 27‘4012([?, t)

1
@tC’g(f, t) = —TlACQ(f7 t) - ]{3201(1_/”, t)CQ([f, t) + §T5BC3(f, t) (210)
8,503([?, t) = 27“31401 (Zf, t) - ]{55B03(f, t)

Das Oregonator-Modell ist physikalisch realistischer als der Brusselator, jedoch ist es
auch komplexer. Da der Brusselator die wesentlichen Charakteristiken der BZ-Reaktion
ebenfalls aufweist und zudem einfacher ist, haben wir diesen vorgezogen.

2.3.3. Das Arrhenius-Modell

Ein héufig verwandtes Modell fiir chemische Reaktionen ist auch das Arrhenius-Modell
oder auch laminar finite rate model. Dieses wird zum Beispiel in dem kommerziellen Co-
de FLUENT benutzt. Es eignet sich besonders fiir Verbrennungsreaktionen und wird
vorwiegend fiir derartige Simulationen eingesetzt. Das Modell beno6tigt einige empirische
thermodynamische Werte als Eingabe, die Paketen wie CHEMKIN [Labl3] oder JANAF
zu entnehmen sind. Das Modell lasst sich sehr gut fiir Verbrennungsreaktionen einset-
zen, da dafiir eine Breite an empirischen Daten vorliegt. Wir wollen jedoch, wie schon
angesprochen, in dieser Arbeit keine Verbrennungsreaktionen betrachten, da wir diese in
Verbindung mit NaSt3D nicht gut behandeln koénnen.



2.4. Die Navier-Stokes-Gleichungen und NaSt3DGPF

Wir haben uns entschieden, fiir diese Arbeit das Brusselator-Modell zu verwenden. Dieses
ist von den Reaktions-Diffusions-Modellen das am besten untersuchte und ist mit zwei
variablen Spezies noch vergleichsweise einfach gehalten. Als modellhaftes Problem lasst
sich dieses einfacher behandeln als zum Beispiel das Arrhenius-Modell, welches Daten
erfordert, die fiir viele der uns interessanten Anwendungen nicht vorhanden sind. Durch
die enthaltene Nichtlinearitat wird das Modell interessant in der numerischen Umset-
zung. Es gibt noch nicht viele numerische Behandlungen des Brusselators, so dass eine
Implementierung und Kopplung an einen Strémungscode lohnenswert erschien.

2.4. Die Navier-Stokes-Gleichungen und NaSt3DGPF

2.4.1. Das mathematische Modell: die Navier-Stokes-Gleichungen

Wie eingangs erwahnt, sollen in dieser Arbeit die chemischen Reaktionen, in verdiinnter
Form, in Verbindungen mit Fluidstromungen betrachtet werden.

Die Stromungsdynamik von Fluiden ist ein wichtiges und interessantes Gebiet fiir Inge-
nieure ebenso wie Naturwissenschaftler. Unter Fluiden verstehen wir unter Fliissigkeiten
oder Gase.

Wir benutzen in dieser Arbeit den numerischen Stromungsloser NaSt3DGPFE. Dieser be-
ruht auf den mathematischen beziehungsweise physikalischen Modell der Navier-Stokes-
Gleichungen. Es handelt sich dabei um partielle Differentialgleichungen, die zur Beschrei-
bung inkompressibler Fluidstromungen dienen.

Dazu betrachten wir auf einem dreidimensionalen Gebiet 2 C R3 fiir 0 < t < t,,q das
System:

9, 1 -

—u U - 7 = —Aud 2.11
ool + (@ - grad) @ 4 gradp 7o A +d (2.11)
V. id=0 (2.12)

Bei (2.11) handelt es sich um die Impulsgleichung (momentum equation), bei (2.12) um
die Kontinuititsgleichung (continuity equation). Hierbei bezeichnen:

@ :Q % [0,tena) = R®  das Geschwindigkeitsfeld,
p:Qx[0,tena) = R das Druckfeld,
p:Qx[0,tenq] = R die Dichte,

G e R3  die Volumenkrifte,

Re € R die dimensionslose Reynoldszahl.
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Um das System zu vervollstandigen seien auch gewisse Anfangsbedingungen und Rand-
bedingungen vorgegeben.

Das Gleichungssystem ist im allgemeinen analytisch nicht eindeutig losbar. (Fiir bestimm-
te zwei-dimensionale Félle gibt es eine eindeutige Losung, vgl. [GDN9S8| beziehungsweise
den Verweis dort.) Deshalb ist eine numerische Berechnung der Losungen von hoher Be-
deutung.

Zuséatzlich zu (2.11) und (2.12) werden wir weiterhin Gleichungen bendétigen, die den
Transport von skalaren Werten modellieren, in unserem Fall der Konzentrationen der

Chemikalien:
0,C 4+ uV,C; = Do, AC; Vi=1...5 (2.13)

C; : Q x[0,tena] » R die Chemikalien
D¢, Diffusionskonstanten

Dabei handelt es sich um klassische Konwvektions-Diffusions-Gleichungen, die tiber die
jeweiligen Grofien aussagen, dass sie sich konvektiv und diffusiv ausbreiten.
Diese konnen auch fiir beliebige andere skalare Grolen verwendet werden.

Die Navier-Stokes-Gleichungen leiten sich her aus den Satzen der Massenerhaltung und
der Impulserhaltung. Dazu sei hier auf [GDN98| verwiesen.

2.4.2. Diskretisierung in NaSt3D

Wir wollen nun im Detail darauf eingehen, wie die Navier-Stokes-Gleichungen in NaSt3DGPF
diskretisiert sind. Dazu wollen wir uns der Es sei im Folgenden

Q=[0,a] x [0,b] x [0,c] C R

das Stromungsgebiet. Es hat eine Quaderform, was uns ermoglicht es mit einem aquidi-
stanten Gitter zu diskretisieren.

Wir kénnen (2.11) und (2.12) in eine komponentenweise Notation umformulieren, welche
fiir die Implementierung einfacher zu handhaben ist.

ou dp 1 (82u 0?u 62u>_8(u2) d(uv) 8(uw)+G

ot + dr  Re \ 0x2 * oy? + 022 or Oy 0z
do b _ 1 (R 0 ) o) o0Y) o)
ot 0y Re\0ox? 0y2 022 ox oy 0z

+G, (2.14)

ow N dp 1 [(Pw N 0*w N Pw)  Iuw) I(vw) I(w?) e

ot 0z Re\0x? 0y> 022 ox dy 0z ‘
ou Ov Ow
T 1
5 Tyt o =0 (2.15)

10
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wobei wir nun mit v und v die Geschwindigkeitskomponenten meinen:

w: QX [0, teng] — R die Geschwindigkeit in x-Richtung
v : QX [0,tend) — R die Geschwindigkeit in y-Richtung
w: QX [0,tenq) — R die Geschwindigkeit in z-Richtung.

Wir haben also Zeltableltungen wie auch Ortsableitungen 90 und zu diskretisie-

z’ Oy
ren.

Zur Diskretisierung im Ort ist es tiblich fiir die Navier-Stokes-Gleichungen ein versetztes
Gitter (staggered grid) zu verwenden. Dabei liegen die verschiedenen zu berechnenden
Groflen u, v und p nicht in den gleichen Gitterpunkten. Der Grund dafiir liegt in der
Stabilitat der numerischen Berechnung.

Man kann sich das so vorstellen, dass die Werte eigentlich zu drei verschiedenen Gittern
gehoren. Diese liegen, versetzt um eine halbe Maschenweite, tibereinander.

Es liegen also fir die Zelle (4, j, k) der dazugehorige Druck p; j im Zellmittelpunkt und
die Geschwindigkeiten u; ; i, v;r und w; ;5 an den Kanten.
Wir haben also:

Dijk — ((1 = 0.5)dx, (j — 0.5)dy, (k — 0.5)dz)
Wi jk — (idx, (7 — 0.5)dy, (k — 0.5)dz) (2.16)
Vijk — ((i — 0.5)dx, jdy, (k — 0.5)dz)
Wik — ((1 = 0.5)dx, (j — 0.5)dy, kdz)
Fir skalare Grofien, wie die chemischen Konzentrationen, gilt im Allgemeinen (und insbe-
sondere in dieser Arbeit) dass diese in den Zellmittelpunkten liegen, also an den gleichen
Stellen wie die Druckwerte.

Ciie —  ((i—0.5)dz, (j —0.5)dy, (k — 0.5)dz) (2.17)

Diese Art der Gebietsdiskretisierung hat zur Folge, dass direkt auf dem Rand des Gebietes
nicht alle Werte verfiighar sind. Wir benotigen diese jedoch zur Erfiilllung der Randbedin-
gungen. Deshalb verfahrt man so, dass noch eine Randschicht von Gitterzellen eingefiihrt
wird, die sogenannten Ghostzellen. Die Zellen liegen eigentlich auflerhalb des Gebietes. So
ist es moglich, die Randbedingungen durch eine Mittelung der nachstliegenden Werte zu
implementieren.

Randbedingungen

Wie schon erwahnt miissen noch Randbedingungen gesetzt werden. Diese gelten jeweils
tiber die Zeit [0, tenq] hinweg fir 4 auf dem Gebietsrand 2. Die Randbedingungen fiir
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2. Grundlagen

den Druck p werden aus den Geschwindigkeiten errechnet, worauf spater noch eingegan-
gen wird.

Es gibt zwei verschiedene Formen der Randbedingungen: Dirichletbedingungen und Neu-
mannbedingungen. Bei den Dirchletbedingungen wird die entsprechende Variable an der
Randstelle direkt auf einen festen Wert gesetzt. Bei den Neumannbedingungen wird da-
gegen der Gradient vorgegeben.

Wir konnen an den einzelnen Réndern unterschiedliche Randbedingungen setzen. Es ist
auch moglich nur einen Teil eines Randes zum Beispiel als Ausstrombereich zu definieren,
wahrend am Rest des Randes eine slip-Bedingung gilt.

In dem Fall teilt sich dann ein Gebietsrand I' auf in
I'= I‘in/out Ul

Fir Stromungen haben wir folgende physikalisch sinnvolle Arten von Randbedingungen:
» Haftbedingung I';, (no-slip): Das Fluid “haftet” an diesem Rand. Dies ist der

Fall wenn der Geschwindigkeitsvektor verschwindet:

ul =0

I

+ Ein-/Ausstrombedingungen I';, /., (in-/outflow): Es wird eine bestimmte Ge-
schwindigkeit vorgegeben, die das Fluid bei der Ein- oder Ausstromung erfiillt. Dies
kann man sich so vorstellen, dass es zum Beispiel durch eine Schleuse oder ahnliches
geleitet wird.

u = Ug

in/out

r

« Rutschbedingung I'; (slip): Das Fluid gleitet ohne Reibungsverluste diesen Rand
entlang.

=0,  On(u-t)

=0, Oi(u - s)

I Ts
o Ausstrombedingung T',,; (outflow): Die Fluidgeschwindigkeit dndert sich am
Ausstromrand nicht.

8ﬁu =0

Fout

e Periodische Randbedingung I',: Es miissen die Geschwindigkeiten an beiden
Réandern in einer Koordinatenrichtung tibereinstimmen.

Dabei soll die Kompatibitititsbedingung erfiillt sein:

/F (Z) “nds = 0 (2.18)

12



2.4. Die Navier-Stokes-Gleichungen und NaSt3DGPF

Chorin’sche Projektionsmethode

Wir wollen nun auf die Methode eingehen, nach der die Navier-Stokes-Gleichungen (2.11)
und (2.12) gelést werden. Hierbei halten wir uns an die Darstellungen von [Cro10], [Cro02]
und [GDN9S|.

Zunéchst werden wir die Impuls- und die Kontinuitatsgleichungen entkoppeln, um so
Druck und Geschwindigkeiten getrennt zu berechnen. Bei einem solchen Vorgehen, in
dem ein Problem in zwei Teilprobleme zerlegt wird handelt es sich um eine Splittingme-
thode. Diese Art von numerischen Verfahren wird uns in 3.1.4 noch genauer beschéaftigen.
Die fiir NaSt3D verwendete Methode ist die Chorin’sche Projektionsmethode, oder auch
gelegentlich als Chorin- Themam-Projektionsmethode bezeichnet, die unabhéngig vonein-
ander in [Cho68] und [Té69] entwickelt wurde.

Wir betrachten das Verfahren hier im einphasigen Fall. Fiir eine Beschreibung des Zweiphasen-
Systems sei auf [Crol0] verwiesen.

Wir wollen, ausgehend von den bekannten Werten des Zeitschrittes &k, nun die Geschwin-
digkeiten und den Druck fiir den Zeitschritt k& + 1 berechnen.
Zuerst berechnen wir Schitzgeschwindigkeiten «*:

@ =" +6t(—V - (I @ @) + G + ;(V-(uD’“)) (2.19)

Dabei handelt es sich um ein temporares Geschwindigkeitsfeld. Dieses ist noch divergenz-

frei.

Wir haben dann:
uk+1 o ﬁ* Vpk:-i-l

=0 2.20
0t (2.20)
V-d"tt =0 (2.21)
Daraus erhalten wir indem in (2.20) die Divergenz gebildet wird zusammen mit (2.21):
1 u*
Vol=vp" ) =v.— 2.22
(bore)=v- 2, (222

die Druck-Poisson-Gleichung.
Nachdem diese gelost wurde, ergibt sich die gesuchte Geschwindigkeit @**! aus der Schétz-
geschwindigkeit #* und einer Druckkorrektur mit den neuen Druckwerten:

ot
@ =t — = Vphtt (2.23)
p
Wir miissen noch Randbedingungen fiir (2.22) angeben: falls man am Rand @} = ™
setzt, ergibt sich
apk+1
=0 2.24
a,r—i 1_, ) ( )

eine homogene Neumann-Randbedingung.
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2. Grundlagen

Ortsdiskretisierung

Wir haben noch die

iffusi L Pu Pu Pu Pu Pu Pu Pw QPw Pw
o diffusiven Terme: <*, 9y 0z 9w Oy 020 Pw’ By und %7

und die

: L 0(w?) 0(v?) O(w?) Huw Guv duw Hvw duw
e konvektive Terme: Be s By o By B Be Bat e und

Jvw
Oy

zu diskretisieren.

Fur die diffusiven Terme benutzen wir zentrale Differenzen mit halber Schrittweite:

2
O u _ 1 Uitl,gk — Wigk  Wigk — Wi-1,5k
ox?|. . Az, Az; Az
.7,k 7 A

i+
, ’ (2.25)
[87«0] b Uik — Wigk Uigk — Wijo1k
Wik DY AYji1 Ay;1
mit A A
Ax; = x; — 1 und Aché = x2—|—2xz+1 ) (2.26)

Entsprechend gehen wir auch fiir die anderen diffusiven Terme vor.

Fir die konvektiven Terme haben wir verschiedene Verfahren zur Auswahl, darunter VO-
NOS, ENO und WENO. Fiir eine eingehendere Beschreibung dieser Methoden siehe etwa
[Cro02].

Zeitdiskretisierung

Nachdem alle Ortsableitungen diskretisiert wurden, verbleiben noch die Zeitableitungen

% und %. Es ist also notwendig auch in der Zeit zu diskretisieren.

Wir teilen das Intervall [0, t.,q] & uf in die Abschnitte
[kot, (k + 1)dt] k=0, ke

mit Kpee = 224 — 1 und 6t € RT.
Dabei wird 0t in jedem Schritt neu bestimmt, worauf wir in 2.4.2 noch eingehen.

Wir betrachten also die Werte u, v und p nur an den Zeitpunkten kdt. Wir bezeichnen die
diskreten Zeitpunkte im Folgenden auch als ¢, und mit u*, v* etc. die Werte der Variablen
zum Zeitpunkt £.
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2.4. Die Navier-Stokes-Gleichungen und NaSt3DGPF

Wir kénnen dann die Zeitableitungen fiir ¢;,; diskretisieren als:

(k+1) k+1 _ ok (k+1) k+1 _ ok
Ou =0 % und v =0 v (2.27)
ot ot ot ot
Dies entspricht dem explizitem Fuler-Verfahren.
Alternativ bieten sich in NaSt3D auch Adams-Bashforth oder Runge-Kutta-Methoden.

Zeitschrittweitensteuerung

NaSt3dGPF verwendet eine adaptive Zeitschrittweitensteuerung. Es wird also nicht in
jedem Zeitschritt k& die gleiche Schrittweite ¢t benutzt. Aus Griinden der Stabilitdt muss
diese angepasst werden.

Die Bedingungen, die wir stellen werden, besagen, dass sich die Informationen pro Zeit-
schritt nicht weiter als eine Gitterweite bewegen diirfen. Sonst wiirden Informationen
verloren gehen.

Beschrankungen fiir die Zeitschrittweite ergeben sich jeweils aus den konvektiven und den
viskosen Termen, sowie durch die Volumenkréafte. Spater werden wir noch eine Beschran-
kung aufgrund des Chemiemodells beziehungsweise der Kopplung mit diesem hinzufiigen.
Dies wird in 3.7.3 behandelt.

Durch die konvektiven Terme ergibt sich:

5t<mm< vy 9z > (2.28)

- Q ’umam|7 |Umaac|, |wma:v|

Diese Bedingungen sind bekannt als die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung oder kurz:
CFL-Bedingung. Sie besagen, dass kein Fluidpartikel in der Zeit 0t mehr als um eine
Gitterweite konvektiv bewegt werden darf.

Aufgrund der viskosen Terme haben wir die Zeitschrittweitenbeschrankung:

o< (5 (e o (5;2))_1 (229

Insgesamt ergibt sich:

(w2 2 2 >_1 ox oy 0z
ot :=71 min | — + + , , , 2.30
(p ((M)? G0 T ©22) Tl Tomar] [oman (2:50)

Dabei stellt 7 € (0,1] einen Sicherheitsfaktor dar. Das ergibt sich daraus, dass wir im-
mer nur die Geschwindigkeiten aus dem vorangegangen Zeitschritt fiir die Abschétzungen
nutzen konnen. Deshalb kann die Abschitzung etwas daneben liegen und wird durch 7
sicherheitshalber etwas verringert. Wenn die Stromung relativ dynamisch ist, sich also die
Geschwindigkeitswerte schnell &ndern, sollte 7 klein gewéhlt werden.
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2. Grundlagen

Fir den EinfluB der Volumenkréfte auf die Zeitschrittweitenbeschrénkung siehe siehe
[Cro10].

Weiterhin bietet der Code auch noch die Moglichkeit, bei den Simulationen eine feste
Schranke delt,,q, vorzugeben, so dass dann 0t := min(delt,q., 0t) gewahlt wird, wenn 0t
gemaf (2.30) bestimmt wurde.

Fluid-Struktur-Interaktionen

Weiterhin verfiigt NaSt3DGPF tiber das Feature der Fluid-Struktur-Interaktion, welches
wir spater verwenden werden eingehen. Dies ermoglicht die Verwendung von beweglichen
Starrkérpern (Hindernissen) in den Simulationen. Die komplexen Geometrien werden mit-
tels einer Level-Set-Methode beschrieben. Die Wechselwirkung zwischen dem Starrkérper
und dem Fluid erfolgt bidirektional, also zum einen wird der Starrkérper mit dem Fluid
transportiert und zum anderen erfolgte eine Einbindung in die Geschwindigkeitsberech-
nung der Stromung.

Fiir eine genauere Beschreibung der verwendeten Methodik siehe [Crol0].
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2.4. Die Navier-Stokes-Gleichungen und NaSt3DGPF

2.4.3. Zusammenfassung des Algorithmus

Wir fassen nun noch den vollstdndigen Algorithmus zusammen, nach [Crol0]:

Algorithmus 1: Losen der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Input : Q, t.,4, Maschenweiten dx, dy, dz, é, 1, P, Uo, Po
Output : Druck, Geschwindigkeit

Setzet =0, k=0

Setze Anfangswerte @* = @y, p* = po

Setze Randwerte fiir @* gemifl Abschnitt 2.4.2

while t <71, do

Berechne Zeitschrittweite:

geméB (2.30)

Berechne Schiatzgeschwindigkeiten:

berechne u* (", t*) gemaf (2.19)

setze Randwerte fiir @* (i, t*)

Lose Druck-Poisson-Gleichung:

setze rechte Seite in Abhéngigkeit von @* (@, t*)

berechne iterativ p**! gemif (2.22)

Fiihre Druck-Korrektur der Geschwindigkeiten durch:
berechne @**! aus u*(@*, t*) und p**! gemif (2.23)

setze Randwerte fiir @**!
Setze t =t+0t, k=k+1
end
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2. Grundlagen

2.4.4. Uberblick iiber NaSt3DGPF

Wir haben der Einfachheit halber nur die Grundfunktionalitat des Programmpaketes
NaSt3DGPF erklart, das Berechnen von dreidimensionalen inkompressiblen Stromungen.
Fiir die Durchfithrung der Kopplung unseres Chemiemodelles an den Code bendtigen wir
nur diese Teile.

Jedoch soll betont werden, dass viele weitere Features zur Verfiigung stehen, welche den
Einsatz des Codes gerade auch in Zusammenhang mit chemischen Reaktionen interessant
machen, unter anderem

18

zweiphasige Stromungen basierend auf einer Level-Set-Methode

freie Oberflichen mit Level-Set-Methode (Roberto Croce, [Crol0])
Temperaturmodellierung mittels einer Boussinesq-Approximation

komplexe dreidimensionale Hindernisgeometrien (Peter Zaspel, [Zas09])
parallelisierte Berechnung der Stromung basierend auf einer MPI-Implementierung
diverse Schemata fiir die konvektiven Terme, auch héherer Ordnung
bewegbare Geometrien (Roberto Croce, [Crol0])

Sedimentsimulationen (Markus Burkow, [Burl0))

verschiedene Verfahren zur Losung der Druck-Poisson-Gleichung

Kontaktwinkelmodelle (Margrit Klitz, [GK13])



3. Numerische Umsetzung des
Chemiemodells und der Kopplung

Wir beschreiben nun, welche Schritte zur numerischen Umsetzung des im vorherigen Kapi-
tel beschriebenen Modelles und seiner Verbindung mit dem Stromungscode erfolgt sind.

Neben der dreidimensionalen Implementierung des Brusselators in C++, zur Kopplung
an den NaSt3D-Code, wurde zunéichst auch ein 2D-Code fiir das Modell in MATLAB
implementiert, welcher der einfacheren Analyse diente.

Zunéchst erklaren wir das grundséatzliche Vorgehen bei der Kopplung der Programmteile,
dann wird im Detail auf die einzelnen Komponenten eingegangen.

3.1. Ortsdiskretisierung des Brusselators

3.1.1. Finite Differenzen - Methode

Die Brusselator-Gleichungen (2.3) und (2.4) beschreiben ein in Zeit und Ort kontinuier-
liches Gleichungssytem. Zur numerischen Losung ist es notwendig, in eine diskrete Form
iiberzugehen.

Wir diskretisieren nun das System zuerst im Ort, und zwar mit der Methode der finiten
Differenzen. Dazu werden statt dem kontinuierlichen Gebiet €2 nur noch einzelne, endlich
viele Punkte in € betrachtet. An diesen werden dann die benétigten Funktionen aus-
gewertet und die Differenzenquotienten approximiert. Die Diskretisierungspunkte bilden
ein Gitter, das 2 iiberdeckt. Wir sprechen auch von einem Diskretisierungsgitter. Das so
diskretisierte Gebiet bezeichen wir hier mit €2, wobei h fiir die Maschenweite des Gitters,
also den Abstand zwischen zwei Punkten, steht.

Diskretisierungsgitter

Wir betrachten im Folgenden ein rechteckiges Gebiet, Q = [Zmin, Tmaz] X [Ymin, Ymaz),
wobei wir uns ohne Einschréankung auf [0, 1] x [0, 1] beziehen wollen.
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

Hierfiir wollen wir ein in jeder Raumrichtung dquidistantes Gitter mit N x N inneren

Punkten aufstellen. Es sei
h _ Tmaz — Tmin

N
die Maschenweite des Gitters.
In unserem Fall gilt

1
h=—.
N
Damit haben wir
Q= {(ih, jh)|i,j =0... (N +1)}

@ O
(0] (0] o o o O O
o o o o o e} e}
o o o o o e} e}
o o o o o e} e}
(0] (0] o o o o} o}
(0] (0] o o o o} o}
(0] (0] o o o o} o}
& O

Abbildung 3.1.: Beispiel fiir ein ortsdiskretes Gitter
Das Gitter 2, hat somit N - N innere Punkte. Die gesamten Gitterpunkte, also inklusive
derjenigen, die direkt auf dem Rand liegen, sind (N + 2) - (N + 2) viele.

Wir interpretieren hier immer die Groflen C; als in den Mittelpunkten der kontinuierlichen
Zellen liegend, wie es typischerweise fiir alle skalaren Groflen gemacht wird.

Wir gehen also iiber von den kontinuierlichen zu den ortsdiskreten Grofien:

Q - Qha
Oz(f, t) - Cz‘,h('xija t)7

wobei:
Cz(f, t) Q) % [to,tend} — R
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3.1. Ortsdiskretisierung des Brusselators

Ci’h(ff, t) : Qh X [to,tend] —Rfiri=1...5.

Wir wollen nun der Ubersichtlichkeit halber in der Notation das h weglassen. Wir bezei-
chen also vorerst mit C' das diskrete C}, und so weiter.

Zu beachten ist, dass es sich hierbei bis jetzt nur um eine Diskretisierung im Ort handelt.
Dies reicht noch nicht aus, um das System am Rechner 16sen zu kénnen. Wir werden in
3.2 noch eine Diskretisierung von [tg, tenq] vornehmen.

Differenzenquotienten

Die Approximation der Differenzenquotienten geht auf die Definition einer Ableitung zu-

riick: p "
df _ ., et h) — fz)
dr  h—=0 h
Lassen wir hierbei die Grenzwertbildung weg, haben wir eine gewisse Anndherung an
den Wert der Ableitung. Wenn wir das Gitter fein genug wéihlen, also h (fest gewéhlt)
gentigend klein ist, konnen wir somit die Ableitung numerisch approximieren.

(3.1)

Bilden wir also die Vorwdrts-Differenz, haben wir fir % an der Stelle x:

df . fle+h) =)
L)~ =10 (3.2)

beziehungsweise in Gitternotation

daf . f(fﬂi( '+1)) - f(l"ij)
1y \Tig) = ’ . :

(3.3)

Als alternative Moglichkeiten fiir Differenzenquotienten haben wir die Rickwdrts-Differenz

i S~ fe—h)
dx h

(3.4)

sowie die zentrale Differenz:

df _ fle+h)—flx—h)
dr = 2h '

(3.5)

Anhand einer Taylorentwicklung kann man die Fehlerordnung der Formeln bestimmten.
Diese betrégt fiir die Vorwérts- und Riickwartsdifferenzen O(h), fir die zentrale Differenz

O(h?).

Dabei handelt es sich um Approximationen in einem eindimensionalen Gebiet - wir ziehen
nur die “linken” und “rechten” Nachbarn x + h beziehungsweise x — h zur Berechnung
heran. Das Verfahren ldsst sich entsprechend auch auf 2D oder 3D erweitern.
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

Im zweidimensionalen Fall benotigen wir die vier Nachbarn ;¢ 11y, Zij—1), T(i+1)5, T(i—1),
wodurch sich bildhaft ein sogenannter 5-Punkte Differenzenstern ergibt.

Fiir unsere Implementierung der 2D-Diffusionsgleichung in MATLAB werden wir eine sol-
che finite-Differenze-Methode verwenden.

Fiir den dreidimensionalen Fall werden wir spater einen Programmteil von NaSt3DGPF
verwenden, der die Diffusion im dreidimensionalen durchfithrt. Auch dieser basiert auf fi-
niten Differenzen. Zu beachten ist allerdings bei der Kopplung an NaSt3D, dass in diesem
Code die Geschwindigkeitswerte auf einem staggered grid liegen, wie in 2.4.2 beschrie-
ben.

3.1.2. Ortsdiskretes Gleichungssystem (2D)

Nachdem wir das Prinzip unserer Ortsdiskretisierung vorgestellt haben, soll diese nun an
den konkreten Gleichungen ausgefiihrt werden.

Wir wollen das ortsdiskrete Gleichungssystem fiir den zweidimensionalen Fall ausschrei-
ben.

Dabei gehen wir zusétzlich von der haufig angenommenen (vgl. etwa [HNWO00], [SMM13])
vereinfachenden Annahme, dass ky = ky = k3 = k4 = 1 gilt, aus.

Damit haben (2.3) und (2.4) die vereinfachte Gestalt:

OO (Z,t) = Do, ACY(Z, ) + A — (B + 1)Co(&, t) + C1(Z,1)2Cy(Z, 1) (36)
Ve Q, te (0t '
825(72(3_7', t) = Dc&ACg(f, t) -+ BCl(f, t) - Cl(.f", t)zcg(ﬂ_f‘, t)

3.7
Vx € Q, te (0>tend]> ( )

wobei die Rand- und Anfangsbedingungen bleiben wie in (2.6) und (2.5) angegeben.
Unsere Uberlegungen lassen sich auch auf den allgemeinen und auf den dreidimensionalen
Fall erweitern.

Zur Diskretisierung unseres Gleichungssystems (2.3) muss nun insbesondere der Diffusi-
onsanteil mit dem Laplaceoperator A diskretisiert werden.
Dieser ist definiert als:

Im Falle von R? ist

B 0?C(7,t)  9*C(Z,t)
n 821'1 821’2
Wir erhalten geméfl 3.1.1 als im Ort diskretes Ay:

Fuar Tij S th

AC(Z,1)
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3.1. Ortsdiskretisierung des Brusselators

C (ZL}(]_H ) + Cl( t) + OZ(ZE(Z'_H)]‘, t) + Cl (x(i—l)j7 t) — 40[(%2-3-, t)

ARCy(z45,t) = 72

(3.8)
fur [ € {1,2}.

Indem wir die Diskretisierung (3.8) in die Brusselator-Gleichungen (3.6) einsetzen, erhal-
ten wir fiir die Konzentration C; am Zeitpunkt ¢:
Fuar T4 S th

d D¢
%Cl(%j,t) = A+ Cy(245,1)*Colwij, t) — (A4 1)Cy (245, t) + % <Cl( iGi+1), t)+

C (*Tz(] 1) >+Ol( (i+1)j>» )+Cl< (i—1)j> )_4cl(wij7t)>>

also:
d 2
Ol 1) = A+ Cilwy, 8)"Calw, t) — 12 L )C (i )+
3.9)
D (
22 (€t 8-+ Clargonat) + Culaan ) + Crloon )
Fiir Cy ergibt sich entsprechend:
Fuar Tij S th
40 = BC C 2C Do (¢
5 C2(@ig 1) = BCw(w5, 1) = iy, )" Colwig, 1) + =57 | Caligg), O+
(3.10)

Co(wij—1),t) + Co((i11)j, t) + Cox(im1y;, t) — 402(%’;'775))

Diese beiden Gleichungen sind jeweils an jedem der inneren Gitterpunkte zu l6sen. Ins-
gesamt haben wir also 2 - N - N Gleichungen zu l6sen. Es ist zu beachten, dass fiir den
Diffusionsanteil auch Werte an Punkten auflerhalb des Gebiets bendtigt werden, wihrend
sich der Reaktionsteil nur “lokal” in einem Punkt errechnet.

Wir konnen die Konzentrationen C; und Cy, in lexikografischer Anordnung, in einen
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

Vektor zusammenfassen:

Ci(z11,1)
C1(z12,1)
C1(z13,1)

Cy (l'i(jfl)a t)
Cl (Z’Z’j, t)
Ci(@i(j11), t)

01(IN(N—1)7 75)

= o Ol(t) . Ol([ENN,t)
= (@(t)) B ggmtg (3:11)
2(T12,t

Co(z13,1)

Co(Ti(j-1),t)
CQ(xij, t)
Co(wi(j11), 1)

Co(xn(n-1),1)
C'2 (*TNNa t)

Es gilt ¢ € R*N'N da wir an den N - N inneren Gitterpunkten jeweils beide Konzentra-
tionswerte haben.

Damit konnen wir (3.9) und (3.10) zusammenfassen in das Gleichungssystem:

d
£C(Q?1‘j, t) = MC(Q]”,t> -+ 6+ b(Ol(l'ij,t), Ol(l'ij,t), CQ(l'ij,t)) fur Lij € Qh, t e (Oytend]

linearer Teil nichtlinearer Teil

(3.12)

wobel b : R x R x R — R eine Trilinearform ist und M die Matrix:
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3.1. Ortsdiskretisierung des Brusselators

Dy 1oy
Iy 0
0
0 Iy
B Iy Dy 2.N-N 2.N-N
M = B D1, eR x R
0 I 0
0 0 . .
B L D
(3.13)
wobei Dy, D1, Iy und I; die Blockmatrizen sind:
—(B+1+454) Do
Dy = e RY x RY,
0 . Pa
D¢

L (B 14455

(B —422) Lo

“h2 h2
D )
i 0
Dy = e RY x RV,
T (B-452)
D
I, = hgl Ex und
D
[2 == th : EN7

wobei Ey jeweils eine N x N Einheitsmatrix darstellt.

Der Vektor @ € R*NV enthilt die Randwerte und den konstanten Teil von Gleichung
(3.12). Dabei korrespondieren wieder die ersten N - N Eintrage zu C; und die letzten
N - N Eintrage zu Cj.
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

A+ ul +ub
A+ ul
. firi=1...N
A+ ul
A+ ul + ut
A+ ub
A

firi=N+1

A fiir i = 2N
A+ ut firi =2N +1
A+ ub

A

A fir i = (N —1)- N
A+ ut

A+ ur+ub

A+ ur
— () A+ur+ut
= @i)i=1. 2.N.N = ul + ub

QU

ul firi=(N-N)+1...(N+1)-N

ul firi=(N+1)-N+1
ul + ut

ub

0

ub firi=(N+2)-N+1

ut
ur + ub
ur

firi=(N—-1)-2N

fﬁri:(N—l)-2N+1...2-N~N
ur
ur + ut
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3.1. Ortsdiskretisierung des Brusselators

3.1.3. Gesplittetes Gleichungssystem

Wir haben jetzt das gesamte Gleichungssystem (3.12) betrachtet. Zur leichteren Beschrei-
bung der eingesetzten Verfahren, wollen wir dieses nochmal in einer Form darstellen, die
den linearen Teil des Gleichungssystems in den vom Diffusionsteil herriihrenden Term
und den restlichen, von den linearen Komponenten des Brusselators kommenden, Term
unterscheidet.

Wir teilen M also auf:

M = M, + M,

mit M, € RZNN 5 RZNN - f, ¢ RENN ¢ R2NN,

Dabei ist
—(B+1)

—(B+1)

My (3.14)

=
|

(3.15)

Der Randvektor @ teilt sich folgendermafien auf:
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ul + ub

ul
ul + ut
ub

ut

ub

ut
ur + ub
ur

ur
ur + ut
ul + ub

ul
ul + ut
ub

ut

ub

ut
ur -+ ub
ur

ur
ur + ut

firi=1...N
firi=N4+1
fir i = 2N
firi=2N +1

firi=(N—-1)-N

firi = ((N—1)-N+1)...N

firi=(N-N)+1...(N+1)-N

firi=(N+1)-N+1

firi=(N+2)-N

firi=(N+2)-N+1

firi=(N—-1)-2N

firi=(N—1)-2N+1...2.N-N

(3.16)



3.1. Ortsdiskretisierung des Brusselators

Wir erhalten somit das gesplittete Gleichungssystem:

d — —
£C(.§L’z‘j, t) = (Ml + MQ)C(IZ‘J', t) +ay + as + b(Cl(SCij, t), Cl (;Uij, t), Cg(Iij, t)) (3 17)
fir x € Qp, ¢ € (0, tendl
Dieses konnen wir aufteilen in die beiden Systeme:
d - "
£C($U,t) = Mlc(l'ij,t) “+ ap fur z € Qh, te (Oytend] (318)

d
*C(.ﬁﬂi]’, t) = MQC(.TZ']‘, t)+a§+b(01 (-Tijy t), Cl (mij, t), Cg(l'ij, t)) fur z € Qh, te (O, tend]

dt
(3.19)

3.1.4. Operatorsplitting fiir das ortsdiskrete Brusselator-System

Wir haben also in (3.12) eine ortsdiskrete Formulierung des Systems aufgestellt. Dieses
ist sehr grof3, da es sich um ein 2- N - N x 2- N - N Gleichungssystem handelt. Bereits fiir
nicht allzu grofles N sind das sehr viele zu l6sende Gleichungen. Wir haben einen linearen
Teil - der die Diffusion enthalt sowie die linearen und konstanten Terme des Brusselators
- und einen nichtlinearen Teil.

Es gibt nun verschiedene Wege, ein solches kompliziertes System von ODEs zu 16sen. Was
sich zur Vereinfachung anbietet, ist insbesondere das Vorgehen des Operatorsplittings.
Dieses funktioniert allgemein wie folgt:

Sei ein System von Differentialgleichungen gegeben durch:

ou S
— +L=0, L=> L, (3.20)
ot =

Wir haben also eine Summe von Operatoren. Die Idee des Splittings besteht nun darin,
die Operatoren L einzeln nacheinander - und somit unabhéngig voneinander - abzuar-
beiten.

Dieses Vorgehen wird haufig fiir grofie Systeme von DGLen eingesetzt. Auch die in NaSt3D
verwendete Chorin’sche Projektionsmethode ist ein Operatorsplitting.

Es handelt sich dabei um eine divide and conquer-Strategie.

Dadurch wird das zu lésende Problem iibersichtlicher und man kann einige Vorteile aus-
nutzen. So kénnen unterschiedliche Verfahren fiir die Teilprobleme eingesetzt werden,
zum Beispiel kann ein Teil explizit und ein Teil implizit behandelt werden. Durch die
Verwendung verschiedener Algorithmen fiir die Teilprobleme kann man in einigen Fallen
eine bessere Stabilitdt erzielen und den Rechenaufwand geringer halten im Vergleich zu
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

der Losung des Gesamtsystem mit einem aufwandigeren Verfahren. Weiterhin kénnen bei
Bedarf verschiedene Zeitschrittweiten fiir die Teilprobleme eingesetzt werden.

In unserem Fall wollen wir das Problem in zwei Teile splitten also ist S = 2. Wir setzen

L1 = M; + b (Reaktion) und Lo = M, (Diffusion).

Ein grofier Vorteil unseres Vorgehens ist die entkoppelte Behandlung von Reaktion und
Diffusion. Insbesondere konnen wir bei der Implementierung in NaSt3D dann fiir die
Diffusion auf eine bereits vorhandene Diskretisierung zuriickgreifen.

Yanenko-Splitting

Die in dieser Arbeit verwendete Methode ist ein Yanenko-Splitting fiir S = 2, also fiir eine
Aufteilung in zwei Operatoren. Dabei handelt es sich um eine fractional step-Methode.

Wir beschreiben das Vefahren nach [Kuz].
Fir S = 2 haben wir das System:

(Zf; + (L1 + Lo)u=f (3.21)

Die Idee ist nun, eine “kiinstliche Zeitschrittweite” &TC einzufiihren.

Aus
5 u<~,t—|—5tc> —u(-,t)
gh (3.22)

ot St

wird, indem wir u(-, t+ ‘”f) einfiigen (Nulladdition):

u(-,t+6tc> —u(-,t+ ‘”;) +u<-,t+ ‘”;) —u(-,t)
ou
— = . (3.23)

ot oto

Indem wir dies in (3.21) einsetzen, erhalten wir:

u(-,t+5tc> —u(-,t+5;0> +u<-,t+5g€> —u(-,t)
F (Lot L)u=f  (3.24)

oto
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3.1. Ortsdiskretisierung des Brusselators

Das lasst sich aufteilen in:

. de ) _ ol
v o) <o) .
+£1u ',t+7 =0

ot
¢ (3.25)
u<-,t+5tc> - u(~,t+ ‘”;)
afoasse) = s
otc
Das bedeutet in unserem Fall zum Beispiel fiir Cy ausgeschrieben, dass zu losen ist:
Cy(-t+ 22y — Oy (-t 5

dELAs 2 ) ZGkY) Do, ACi (-t + =2) = 0 (3.26)

tc

Cy(rt+0) — Ca(- t+ 2
ot

)t (ko B+ k) Cu (-, 4 510) = RoC2 (st 4 8)Ca(-s £ 4 61,) = ki A
(3.27)

Mit einem impliziten Verfahren fithrt uns das also auf folgendes. Es muss zuerst berechnet
werden:

Cl (,t+ 51;) - 01 (', t) + 5,50[,1 <,t + 5t2c> (328)

Mit dem so berechneten Wert losen wir dann:

)
Ci(t+6) =Ch < t+ t2c> + 0t Lo (4t + 0) (3.29)

Wir haben also allgemein:

@ berechne:
Ote. B Ote
C; ~,t+7 =C; (1) + 6. Ly -,t+7 (3.30)
@ berechne:
1)
Cz’ ('at+5tc) :Oi <'>t+t2c> +5tc£2 ('>t+5tc) (331)
fir:=1,2.
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

3.2. Zeitdiskretisierung des Brusselators

Das bisher beschriebene System ist diskret nur im Ort, aber zur numerischen Losung
miissen wir auch noch eine Zeitdiskretisierung durchfithren. Dazu kommen prinzipiell
verschiedene Verfahren in Frage.

Sei das Anfangswertproblem (AWP)

du
PTARRA (3.32)
U(to) = Up

mit ¢, ug € R gegeben.
Fiir eine fest gewihlte Zeitschrittweite! §,, € RT teilen wir das Zeitintervall [tg, tenq] in
die diskreten Zeitpunkte

th=to+k-0y,  firk=12 . knaw .

auf. Wir betrachten hier oBdA ¢y = 0.

Die erste und einfachste Wahl zur Diskretisierung ist das explizite Fuler-Verfahren . Fiir
(3.32) berechnet sich die diskreten Losung wuyyq zum Zeitpunkt 5,1 durch:

Uk+1 = Uk + 6tc . f(tk, uk) (333)

Dieses ist einfach zu implementieren, jedoch nicht sehr stabil.

Gerade fiir steife Differentialgleichungen ist das problematisch. Um ein explizites Verfah-
ren benutzen zu konnen miissen wir gewissen Stabilitdtsbedingungen erfiillen, die soge-
nannten CFL-Bedingungen. Wir gehen in 3.7.3 noch genauer darauf ein, wie diese fiir
unser problem aussehen. Grob gesagt stellen sie sicher, dass sich keine der zu berechnen-
den Groflen pro Zeitschritt um mehr als eine Maschenweite verandern kann. Haufig fithrt
dies dazu, dass bei einem expliziten Verfahren eine sehr kleine Zeitschrittweite gewéhlt
werden muss. Das macht die Berechnungen jedoch langsam.

Eine Alternative bietet das implizite Euler-Verfahren :

Ugr1 = Uk + 5tc : f(tk+1, Uk+1) (3-34)

Allerdings sind die Werte f(ty41,ury1) bei der Berechnung von w1 nicht bekannt. Man
sagt daher, dass sie nicht explizit gegeben sind sondern nur implizit. Daher muss in jedem
Rechenschritt ein Gleichungssystem gelost werden. Deshalb ist der Rechenaufwand grof,
jedoch bietet sich das Verfahren aufrgund seiner Stabilitat fiir steife Gleichungssyteme
an.

18;. kann zwischen den einzelnen Teilprobleme auch variieren, ist jedoch fiir jedes Teilproblem fest
gewahlt.
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3.2. Zeitdiskretisierung des Brusselators

Mit der “kiinstlichen Zeitschrittweite” 6’570 haben wir nun die Bezeichnungen:

iy — Ck
J
R (3.35)

tip1 = (tk + 61p) — Cry1

Mit diesen beiden Verfahren bieten sich folgende Moglichkeiten, wie wir sie zur Losung
des gesamten oder des gesplitteten Gleichungssystems kombinieren kénnen:
@ Gesamtes System: explizit 16sen

@ Gesamtes System: implizit 16sen

@ Splitting: Diffusion explizit, Reaktionsteil implizit 16sen
@ Splitting: Diffusion implizit, Reaktionsteil explizit 16sen
@ Splitting: Diffusion explizit, Reaktionsteil explizit 16sen
@ Splitting: Diffusion implizit, Reaktionsteil implizit 16sen

Fuar @ lautet das Verfahren:
Fir k=0,1,2,...

berechne Ck—i—l (', tk + 5tC) = Ck (', tk) + 5tC : (MCk (',tk + 5750) + Ei—l— b(Ck (',tk + 5tc))

Fiir @, wobei das gesamte System implizit gelost wird, haben wir:
Firk=0,1,2,...

berechne CkJrl (‘, tk + (Stc> = Ck (‘, tk)_'_étc'(MCkJrl (', thrl + 5tc>+5+b(0k+1 (‘, tk+1 + 5tc))

Bei dem Splitting @, welches den Diffusionsteil explizit, den Reaktionsteil aber implizit
16st, berechnen wir:
Fir k=0,1,2,...

0
berechne Ck—i—% (', tk + t26> = Ck (',tk> + 5150 : (MlC’k (', tk> + 61>

) .
Clrs1 (', tk+5tc> = Ck+§ ('7 tk‘i‘t;) +04 - <M2Ck+1 (', tk+5tc> +a2+b<0k+1 <'7 tk+5tc>>
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

Fuar @ haben wir:
Fir £ =0,1,2,...

berechne Ck+é (-,tk + 5;) =C} (-,tk> + 0y, - (MIC,H; <-,tk + 5;0> + c_il>

) ) )
Chit ( tk+5tc> = Cyp1 ( tk+t20) 6. (MQCk ( tk+t2c> +Ga+b (C,H% < tk+t2°‘>>>

Bei @ verwenden wir ein Splitting, in dem beide Programmteile explizit berechnet wer-
den:

Fir k=0,1,2,...

)
berechne C’H% (-,tk + t20> =C} (-,tk> + Oy, <Mle <-, tk> + 61>
C ¢ 5 - 5tc 5tc - 5tc
k+1| % k:+ to _Ok+% atk+ 2 +5tc' MQCk‘ '7tk+ 9 +a,2+b Ck+% 7tk;+ 9

Als letztes haben wir mit @ die Variante, die beide Teile implizit berechnet:
Fir k=0,1,2,...

0. )
berechne Ck-&-% (',tk + t2C> = Ck (',tk> + 6tc : (Ml(]k (',tk + t20> + 61>

) .
Clrs1 (', tk+5tc> = Ck+% (', tk‘i‘t;) 01 (MaChya (', tk+5tc> +a2+b<0k+1 (', tk+5tc>>

Wir haben auf eine Implementierung von @ und @ verzichtet, da wir durch das Opera-
torsplitting eine Entkopplung der Reaktions- und Diffusionsterme erreichen wollten. Fir
das gesplittete Gleichungssystem (3.17) haben wir @ - @ implementiert. In Kapitel 4
finden sich ausfithrliche Betrachtungen zur Eignung der Verfahren fiir einzelne Proble-
me.

Daneben ware es auch noch moglich, andere Methoden zur Zeitdiskretisierung einzusetzen,
zum Beispiel das Von-Heun-Verfahren oder das Crank-Nicholson-Verfahren.

Der Algorithmus fiir das gesplittete Verfahren lautet:
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Algorithmus 2: Gesplittete Berechnung des Brusselators
Setzet =0, k=0
Setze Anfangswerte CF = C(0), C5(0) = C5(0)

while t <7T,,,, do
Berechne Zeitschrittweite ¢, :

gemaf (3.69)

Setze Randwerte

fur C 2(te + 2o
Berechne Dlﬂ'usmn
bestimme C > (te + 1. /2)
Setze Randwerte:

fiir CF(to + 6t¢)
Berechne Reaktion:
berechne C™ (t¢ + dy,,)
Setzet =t +0tc, k=k+1
end

3.3. Implementierung

Wir haben zunéachst die Codes in einer 2-dimensionalen Version in Matlab implementiert,
was ein einfacheres Testen ermoglichte, als wenn das Modell direkt, in einer 3D-Variante,
an den NaSt-Code gekoppelt worden ware.

Da wir wie beschrieben ein Operatorsplitting einsetzen wollen, haben wir einzeln den
Diffusionsanteil und den Reaktionsanteil implementiert. Beide wollen wir nun im Detail
beschreiben.

3.4. 2D-Wairmeleitungsgleichung in MATLAB

Wir l6sen nun auf ) die Diffusionsgleichung oder auch Wirmeleitungsgleichung:

86’237 1) DCAC($ t) Vi e Q,t €0, tend

C(z,t) = Vi e IT'Q,t € [0, tend]
C(Z,0) = (17) Vi e )

Diese beschreibt den diffusiven Transport des skalaren C'.

(3.36)

Im Rahmen des Operatorsplittings geméfl 3.1.4 behandeln wir damit den Term L;.
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

3.4.1. Explizit

Mit einem einfachen expliziten Euler-Verfahren, welches oben bereits beschrieben wurde,
erhalten wir:

firi=2...imax +1
fir j=2...7mazxr +1

berechne fir k =1,2,...:

Ck+1<.’lfij) = Ck(l'l]> + 5,50 . AhC’kH (.%'ij), (337)
also:
CM (y5) = C*(wy)

+ 0t - l;; (CH(@igi1) + C¥(@ig-) + C¥ (@) + CF (1) — ACH ()
(3.38)
Dabei kommen zur Berechnung von C**! auf der rechten Seite fiir i = 2, i = imax + 1,
j = 2oder j = jmax+1 Werte von C* vor, die auf dem Rand I'Q2 liegen. Diese sind geméf
den Randbedingungen aus (3.36) bekannt und werden entsprechend eingesetzt. Deshalb
enthélt unser Diskretisierungsgitter 3.1, auch wenn wir nur auf den inneren Punkten
rechnen, auch Gitterpunkte auf dem Rand bereit, in denen die Randwerte gespeichert
sind. Die Werte C* auf den inneren Gitterpunkte sind bekannt aus dem jeweils letzten
Schritt beziehungsweise fiir £ = 1 als die Anfangskonzentrationen Cj, so dass wir die
Werte C**! unmittelbar ausrechnen konnen.

3.4.2. Implizit

Schwieriger zu implementieren ist das implizite Verfahren.

Hier miussen wir 1osen:
firi=2...7maz +1
fir j=2...9maxr +1

berechne fiir k=1,2,...:
CF Y () = C*(ay)

CM N (ig1)) + O (@ig-n) + C* () + O (@61y) — 40 ()
+ 6. - Do

h2

(3.39)
Es kommen also fiir C**! auch auf der rechten Seite die Gréfien C*! vor und es ergibt
sich somit ein Gleichungssystem, das zu losen ist, wobei die Randbedingungen gemafl
(3.36) einzuhalten sind. Fir C; gehen wir folgendermafien vor (Cy analog):
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3.4. 2D-Waérmeleitungsgleichung in MATLAB

Wie schon in (3.11) schreiben wir das Konzentrationsfeld C(Z,t), das wir normalerweise
als Matrix notieren wiirden, in einer lexikografischen Reihenfolge in einen Vektor:

Ci(x11,1)
Ci(x12,1)
Ci(t) = : (3.40)
Cr(zn(v-1),t)
Ci(znn,t)

Dabei nehmen wir nur die N - N inneren Punkte, fiir die das System zu losen ist.
Wir wollen also l6sen: .
M- Cy =0, (3.41)

wobei wir noch die Systemmatrix M und die rechte Seite b aufstellen miissen.

Wie in 3.1.2 ergibt sich M zu einer Blocktridiagonalmatrix:

1+4s —s
—S . .0
M = GR'N'NX]R'N'N, (3.42)
0 .. - s
—s 1+4s
wobel wir
._Dcl
S = 2

gesetzt haben. Die rechte Seite ergibt sich aus den Werten CF und den Randwerten.
Analaog gehen wir fiir Cs vor, hier dndert sich nur die Diffusionskonstante.
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3.5. 2D-Brusselator in MATLAB

3.5.1. Explizites Verfahren zur Zeitdiskretisierung der Reaktion

Wir wollen mit einem expliziten Euler-Verfahren den Reaktionsteil des Brusselators 16sen:

Fuar Tij S th

i Cl (ZEZ']‘, t) _ k?lA — k’QBCl (I”) + ]’Cgcl(l'ij)QCQ(ZEij) — k’401 (I'U) (3 43)

dt \Co(z45,t) ko BCy () — k3Ci(i;)?Calws;) .
Fir tp =to+ k-6 fir k=1,2,... und C*(xz;;) := C(zy;, tx) lautet das Verfahren:
Berechne fir £ =1,2, ...

<Cf+1(9€z‘j)> _ (Cf(a:ij)>
CE ()] T\ CF (i
5 (i) 5 (i) (3.44)

Ls A RA = R BOH (@) + ksCt () Cy () — kaCr ()
e ko BCY (i) — k3 Ct (i) C5 (25)

Dieses konnen wir direkt implementieren. Das explizite Euler Verfahren ist eines der ein-
fachsten, jedoch nicht sehr stabil.

3.5.2. Implizites Verfahren zur Zeitdiskretisierung der Reaktion

Wir wollen nun genauer die Implemetierung eines impliziten Verfahrens zur Losung des
Teilproblems der Reaktion, also (3.19),

d
%C(ZL‘Z‘]‘, t) = MQC(ZEZ‘]‘, t)—l—a_§+b(00(xw, t), C() ([Eij, t)7 Cl (ZL‘ij, t)) fur x € Qh; t e (O, tend]

In der urspriinglichen, matrixfreien, Schreibweise lautete die Gleichung;:

d (cl (245, t)) _ {k:lA — ke BCy (w45) + k3C1(245)?Co(zi5) — k401(xij)}

Bl 3.45
dt \Co(wyj,t) ko BC1(wi5) — k3Ci(245)*Ca(wij) (3.45)

Den Reaktionsterm auf der rechten Seite wollen wir wieder mit g3(C'(z;;)) bezeichnen.
Wir haben hier, um flexibler in der Wahl der Parameter zu sein, auch die Paramter k; als
frei wahlbar implementiert und lassen die haufige Annahme, dass k1 = ko = k3 =k; =1
gilt, vorerst unberiicksichtigt.

Wir bezeichnen fir die Zeitschritte ¢, =to+ k- 0y fur k=1,2,... mit

C* (i) = Ol )
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3.5. 2D-Brusselator in MATLAB

die diskrete Losung des k-ten Zeitschrittes ty.
Das implizite Euler-Verfahren fiir (3.47) lautet nun:
Berechne fir £ =1,2, ...

Ck:—l—l( z') Clc( )
(CM( i)> <0k( ')) (3.46)
+ 04, - {klA ky BCYH! (w37) + ksCPH! (i) Cy3*™ (i) — k40k+1($ij)}

ko BOTH (235) — ksCyt (@3 )QCk—H (i)
(3.47)

Das implizite Euler-Verfahren ist stabiler, jedoch auch aufwéndiger in der Berechnung.
Hier ergibt sich in jedem Zeitschritt ein Gleichungssystem, das gelost werden muss. In
unserem Fall ist dieses nichtlinear, was einen besonderen Aufwand erfordert.

Wir verwenden zur Losung des nichtlinearen Systems ein Newton- Verfahren.

Wir kénnen (3.47) umschreiben:

o CkJrl(xzp ) Cf(xljat>
0= (Ck-i—l( Tij, ) + Ok(x,;j,t) (3-48)
]{?114 ]{ZQBC]H_I(JIZ]) + /<:3C'k+1(xm)20k+1 (ZEU> ]{?4Ck+1($ij)
+ (5tc ' k280k+1<xw) k30k+1( ) Ck+1 (xlj) (3'49)

Somit wird unsere Aufgabe dazu, die Nullstellen des Terms auf der rechten Seite zu
bestimmen. Dies miissen wir allerdings in jedem Punkt x;; tun.

Fiur F = (f ) bezeichnen wir:

Ck+1($1]7 ) . Ck+1($”7 ) Cf(mijvt)
F <Ck+1( ) : Ck—H( Tij, ) + Ck(xij,t) (350)
+ 50 klA kgBCkJrl (LUZ]) + kngJrl (fzj)20k+1 (LCU) ]{I4Ck+1(l'ij)
to k‘ Bck—H(ZEU) k30k+1(3§”) C«k—i-l(xm) )
(3.51)

wobei F : RZNVN _y RZNN gine diskrete Funktion ist.

Es gilt also nun zu losen:
C«k—i—l (x ))
F o> =0 3.52

<C«I~c+1< Tij, ) ( )
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Newtonverfahren

Dafiir verwenden wir ein mehrdimensionales Newtonverfahren . Es funktioniert nach der
Iterationsvorschrift:
fur it =1,2,...itmax oder Abbruchkriterium

o =" A (3.53)
mit Az = —F(z") - Jo (z"), (3.54)

wobei itmax € N eine Schranke fir die maximale Anzahl der Iterationen ist. Als weiteres
Abbruchkriterium sollte eine Fehlerschatzung verwendet werden, zum Beispiel

2" (1) — 2P () < TOL (3.55)

Wird der Wert auf der linken Seite sehr klein, verédndert sich die iterierte Losung nicht
mehr stark und wenn eine gewisse Toleranzgrenze unterschritten ist, kann abgebrochen
werden.

Fiur das Verfahren miissen wir also die Jacobi-Matriz Jr bestimmen.

Es ist allgemein allgemein, fiir eine Funktion A : R™ — R"™ die Jacobi-Matrix J, an einem
Punkt a € R™, definiert als:

Pi(a) Ya(a) .. ()
Jn(a) = : S (3.56)
O (q) O (q) ()
In unserem Fall also: 6f( ) 6f( )
Jp(zy) = (G370 g ”) 3.57
r() (25;(%) oL (3;5) (3:57)
Fir das durch (3.51) gegebene F' gilt:
C]H_lit(l‘“)
JF<1 w00 = (3.58)
C5H ()
(b0 + 0, - —kQB—k‘4+ngc'fﬂn(xij)cfﬂn(xij) ksofﬂn_(ifz‘j)Z
O —1 te k‘QB — 2k30{€+1” ({Eij)oéﬁ—ln (ZL‘Z]) —k’gC{H_ln (ZEZ‘J‘)Q
(3.59)

Hier bezeichnet C** (z;;) die aktuelle Iterierte innerhalb einer Schleife des Newtonverfah-
rens im k-ten Zeitschritt.

Wir benétigen die Inverse J'. Da wir - fiir 2 chemische Spezies - eine 2 x 2 Matrix haben,
kann diese direkt invertiert werden nach der Formel:

a ¢\ 1 d —c
b d)  ad—cb\-b a
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3.6. Erweiterung des Brusselators auf 3D

Im Falle dass N > 2 gilt und JF also grofler ist muss hier allerdings auch wieder ein
Gleichungssystem gelost werden.

Algorithmus - Zusammenfassung

Insgesamt lautet also unser Verfahren:

Algorithmus 3: Implizite Berechnung der Reaktion (2D).
Input : CF(wy;), C (24)

setze k:=0, it := 0

while it < itmax oder Abbruchkriterium do

for i:=1to N do
for j:=1to N do

k1% k417
lose  Jp (C (v j>> st=—F (C (v )> :

Ok—kl”( ) Ckr-i-l”( i)
daz]? ?Sgrzle
( k* @ m)
H (mw>
Hl“(% ) Ck+1“( ) B k+1“(l’,")
< k+1%t (;U;)) - {FDisk <Ck+1lt( ) ) ‘]FDzsk Ck+1”< J)
end

setze it = it+1;
end

end

3.6. Erweiterung des Brusselators auf 3D

Zur Erweiterung unserer Implementierung auf drei Dimensionen gehen wir analog wie bei
dem 2D-Fall vor.

Die Berechnung der Reaktion éndert sich im Prinzip nicht, weil sie bei Reaktions-Diffusions-
Modellen lokal stattfindet. Wir miissen nun nur bei der Ortsdiskretisierung in noch einer

weiteren Raumrichtung diskretisieren, verwenden also ein dreidimensionales Gitter. Im

Code erhalten wir dadurch noch eine weitere Schleife beim Durchgehen der Punkte. Das

bedeutet natiirlich, dass sich der Rechenaufwand erhoht.
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

Fir die Berechnung des Diffusionsteils konnen wir auf eine bereits vorhandene skalare
Transportroutine von NaSt3D zuriickgreifen. Fiir den 3D-Fall lautet dann unser Algorith-
mus, mit der impliziten Methode:

Algorithmus 4: Implizites Verfahren fiir Brusselator in 3D

setze k:=0, it :=0

while it < itmax oder Abbruchkriterium do
fori:=1to N do

for j:=1to N do

for £k :=1to N do

) Ck-l—l” ( k) ' Ck:-l—l” ( k)
]. (] it Z] it - _F it ] Y
e <c (zij0)) CEH (i)

dazu setze:
k417t+1 (xijk)
(C A (%‘k))

- (o) = (Gori0) e (G}

end
end
end
setze it = it+1;
end

Wir verzichten hier darauf, das explizite Verfahren nochmals in 3D anzugeben, die Erwei-
terung des 2D-Codes hierfiir geschieht analog durch eine Anpassung der Ortsdiskretisie-
rung.
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3.7. Kopplung des Brusselators an NaSt3DGPF

3.7. Kopplung des Brusselators an NaSt3DGPF

3.7.1. Kopplungsmodell

Wir haben in Kapitel 2.4 den Algorithmus zur Stromungssimulation beschrieben und
uns schlieflich in den vorangegangenen Kapiteln mit dem in dieser Arbeit umgesetzten
Reaktionsmodell selbst befasst. Es gilt nun, diese beiden Programmteile zu verbinden.
Auf die Durchfithrung dieser sogenannten Kopplung wollen wir in diesem Kapitel eingehen.
Es gibt dabei verschiedenes zu beachten und mehrere Moglichkeiten, die man in Betracht
ziehen kann.

Zunachst wollen wir unterscheiden zwischen einer aktiven Kopplung und einer passiven
Kopplung. Dabei verstehen wir unter der passiven Kopplung, dass die regierenden Spezies
mit der Stromung bewegt werden. Es wirkt sich also die Stromung auf die Reaktion aus,
nicht jedoch umgekehrt. Damit sind wir bei der aktiven Kopplung: hier entsteht auch eine
Einwirkung der Reaktion auf die Stromung. Man spricht auch von Riickkopplung.
Prinzipiell ist beides auch einzeln moglich. In dieser Arbeit soll sowohl die aktive als auch
die passive Kopplung simuliert werden. Der aktive Teil ist dabei der schwierige, da es eine
offene Frage ist, wie man dies fiir ein Reaktions-Diffusions-Modell wie den Brusselator auf
eine physikalisch beziehungsweise chemisch richtige Weise bewerkstelligen kann.

Wir gehen im folgenden noch auf unser eigenes Modell hierzu ein.

Wie schon erklart, werden wir den Reaktions- und den Diffusionsteil des Brusselators ge-
maf einer Splittingmethode getrennt voneinander 16sen. Dies ermoglicht uns insbesondere,
fiir die Diffusion auf eine im NaSt3D-Code bereits vorhandene Routine zum Transport
von allgemeinen skalaren Feldern zuriickzugreifen.

Die Hauptkomponenten, die wir zu verbinden haben, sind also: das Losen der Impulsglei-
chung zur Bestimmung der Schatzgeschwindigkeiten, der diffusive Transport der Konzen-
trationsfelder, die Berechnung des Reaktionseinflusses, das Losen der Druckgleichung und
die Korrektur der Geschwindigkeiten.

Dabei wird zur Berechnung der Reaktion der eigene, in dieser Arbeit entwickelte Algo-
rithmus eingesetzt.

Besonders muss beachtet werden, welcher Wert gerade an welchem Zeitschritt berechnet
wird, und zu welchem Zeitschritt die Werte, von denen dieser abhéngt gehoren, so dass
das Vorgehen konsistent ist.

Wir wollen ein boussinesqartiges Modell zur Kopplung von Chemie und Stromung ver-
wenden. Dieses ist also angelehnt an das Boussinesq-Verfahren der Kopplung einer Tem-
peraturgleichung an die Navier-Stokes-Gleichungen, welches etwa in [GDN98] beschrieben
wurde. Dafiir gehen wir folgendermaflen vor:

1 N
Oyt + (- V) il = ’;vz (Vi + {Vaii}") — ;Vmp +0(Cy,...,CN)G (3.60)
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

Ve -u=0
Wir erweitern also die Impulsgleichung (2.11) um den Term:
Q(Cl, ce ,CN).

(3.62) ist die unveranderte Kontinuitatsgleichung (2.12). Dem System aus modfizierter Im-
pulsgleichung und Kontinuitatsgleichung wurden noch die N Reaktions-Diffusionsgleichungen
(3.61) hinzugefiigt. Darin beschreibt der Quellterm

Q; (C1,...,Cx) Vi=1...N

(@)
[\
Nt

jeweils die Reaktion.

In unserem Fall fiir das Brusselator-Modell ist N = 2 und die Reaktionsquellterme @);
haben die Gestalt:
Q1(C1,Cs) = k1A — ks BCy + ksC2C0y — kyCh

3.63
QQ(Cl, CQ) = CQ + k’QBCl — kgC%CQ ( )

Der Term o(C4,...,Cy) fihrt die aktive Kopplung des Chemiemodells an die Navier-

Stokes-Gleichungen ein. Dieser hat eine boussinesqartige Gestalt. Wir verwenden:

o(Ch,...,Cx) = (1 = C7, (3.64)

wobei 7; eine thermodynamische Konstante in Bezug auf C ist, und C’Ief eine Referenz-

konzentration fur C;.

Zur Umsetzung des Modelles miissen wir nun noch die in (2.19) beschriebene Berechnung
des temporidren Geschwindigkeitsfeldes so modfizieren, dass unser Chemie-Boussinesq-
Term eingebunden wird. Damit werden die diskreten Impulsgleichungen zu:

ot

E) = F3) - Ny (01 (i) " + Cl(xijk)(n+l)> Gy

) om0t nt1 nt1

Gijr = Gijn — N5 (Cl(l’ijk)( ) + Cl(xijk)( )> G, (3.65)
ot

1

a5, = H, — Ny (Cl(xijk)(n+1) + (xijk)(n+1)> G.

Damit haben wir eine Kopplung an das Geschwindigkeitsfeld errreicht.

Wir wollen abschliefend noch betonen, dass es sich hierbei um ein modellhaftes Vorge-
hen handelt. Eine passende Wahl der Parameter ist noch eine offene Frage, die in dieser
Arbeit ohne weiteres umfassendes Wissen tiber Chemie nicht abschliefend geklart werden
konnte.

Fiir unsere in Kapitel 4 vorgestellten Berechnungen haben wir gute Resultate mit folgen-
den Parametern erhalten:
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3.7. Kopplung des Brusselators an NaSt3DGPF

71 = 3.8
crel =0

Im Anhang finden sich noch weitere Simulationsresultate fiir andere Parameter.

3.7.2. Zeitskalen fiir Chemie und Stromung

Es ist moglich, dass eine Stromung und eine chemische Reaktion unterschiedlich schnell
ablaufen. Insbesondere gibt es auch sehr langsame oder sehr schnelle Reaktionen. Wir
betrachten zwar mit unserem Modell keinen von diesen Extremféllen: bei der BZR (bei
Raumtemperatur) lduft ein Oszillationszyklus in ca. 20-30 Sekunden ab (sieche [Con82]).
Dennoch soll es prinzipiell moglich sein, das Chemiemodell u d die Strémung mit ver-
schiedenen Zeitschrittweiten zu berechnen. Dies kann fiir einige Falle interessant sein.

Deshalb haben wir fiir die Zeitdiskretisierung des Brusselator Raktions-und Diffusionsmo-
delles eine andere Zeitschrittweite, dto verwendet als fiir die Diskretisierung der Stromung,
Ots.

Konkret wirkt sich das darin aus, dass wir in einem Zeitschritt der Stromungsberech-
nung ein- oder mehrmals die Simulation der Reaktion durchfiihren, falls ity < dtc.
Der Reaktions-Algorithmus wird dann in einer Schleife entsprechend oft aufgerufen. Falls
Ots > 0t gewdhlt ist, wird nicht in jedem Stromungsschritt die Reaktion durchgefiihrt,
sondern erst wieder wenn dtc viel Zeit vergangen ist.

3.7.3. CFL-Bedingungen fiir das Chemiemodell

Wir miissen zur Stabilitat noch CFL-Bedingungen berticksichtigen. In 2.4.2 wurde bereits
beschrieben, wie die Stabilitdtsbedingungen fiir den Stromungscode allein aussehen. Wir
werden diese Beschrankungen an die Stromungs-Zeitschrittweite dtg noch ergdnzen um
eine Bedingung, die sich aus unserem Kopplungsmodell ergibt. Desweiteren muss auch die
Chemie-Zeitschrittweite 0t bestimmte Konditionen erfiillen.

Grundsétzlich stellen sich zwei Arten von Bedingungen, einmal an die diffusiven und
einmal an die konvektiven Terme.

Diffusive Terme

Da wir die zu losenden ODEs in Diffusion und Reaktion aufgesplittet haben, haben wir
zwei Teile, aus denen CFL-Bedingungen entstehen kénnen.
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

@ Diffusion
Da bei unserem Vorgehen die Diffusion immer explizit gelost wird, miissen wir immer die
CFL-Bedingung fiir skalaren Transport erfiillen:

, 11 1 1 1\
0to = ms%n (5150,7’ . Dicl . 5 . <x2 + ygﬂn + 2 ) ) ) (366)

min min

wobei 7 € (0,1] ein Sicherheitsfaktor ist (vgl. [GDN9S], [Cro02]).
Diese Bedingung miissen wir immer dann beriicksichtigen, wenn Transport der Chemika-
lien stattfindet, wenn also D¢, # 0 fir 7 € 1, 2 gilt.

@ Reaktion
Hinzu kommt, bei Einsatz des expliziten Verfahrens fiir die Reaktionsberechnung die
Bedingung:
Ci(Z,t) - dte
ox
fiir die x-Richtung und analog auch in die y- und z-Richtung.

<1 Vi e Qt €0, Tena) i € 1,2

Daraus ergibt sich:

fiir i € 1,2 (3.67)

St < m&n ( ox oy 0z )

) )
|Ci,max | ’Ci,max | ’Ci,max‘

Fiir das implizite Verfahren benotigen wir an dieser Stelle keine CFL-Bedingung.

Konvektive Terme

Es ist zu beachten, dass wir auflerdem, in dem Fall, dass eine Riickkopplung auf das
Stromungsfeld besteht, den Einflul der Kopplung in die Stabilitdtsbedingung fiir die kon-
vektiven Terme miteinberechnen miissen. Die Kopplung geschieht bei uns tiiber die Volu-
menkrifte. Die Erweiterung der CFL-Bedingung um die Volumenkréfte wurde in [Cro02]
ausgefithrt. Wir gehen ebenso vor, nur dass bei uns die Kréfte G die modifizierte Form
G(1 =71 (Cy — C7) haben.

g1
Wir schreiben G = go

93

Damit ergibt sich aus den CFL-Bedingungen (2.30) :

1
™m 2 ref
4 1 —
5t7§ <2 <|u aa:| +V ) + \l (luma$| -+ ‘/) + |gl|( 71<|Clymax| Cl )) :

ox ox ox
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3.7. Kopplung des Brusselators an NaSt3DGPF

fiir die x-Richtung, wobei wir die Abkiirzung

uf 2 2 2
= <<5x>2 e <6z>2)

verwendet haben.

Entsprechend haben wir fiir die v- und w-Komponenten:

2 ref
4 1— —
5th < 2 ‘Umax’_{_v i |Umax’+v 4 192/(1 = %1 (|C1imaa| — C177) ’
0y 0y 0y

2 ref

4 1— —

5ty <2 ’w’"‘“‘Jrv + [Wmaa % 195/(1 = 1(1C1mazl — C17) |
0z 0z 5z

Und es ergibt sich
ots <7 inn (0t&, 0tY, 6ts) (3.68)

als gesamte Stabilitatsbedingung fiir die konvektiven Terme unter Berticksichtigung der
reaktionsbehafteten Volumenkréfte.

Wir fassen nochmal zusammen:

N | —

-1
1 1 1 1
Falls Diffusion:  dtc < min | 6,7+ —— 5
alls Diffusion C_mg%n( e, T De, (a?%“n+y72mn+zznm> )

fitr i € 1,2
ox oy 0z )

‘Ci,mam| ’ |Ci,mam| , ’Ci,maz|
fiir i € 1,2
Falls Kopplung: ots <7 m&n (0%, 0%, 0t%)

Falls Reaktion explizit: ote < m&n (

(3.69)
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3. Numerische Umsetzung des Chemiemodells und der Kopplung

3.7.4. Gekoppelter Algorithmus

Die Implementierung des Reaktions-Quellterms wurde oben ausfiihrlich beschrieben. Die
geeignete Erweiterung des Stromungscodes um die neuen Bestandteile haben wir soeben
beschrieben. Insgesamt ergibt sich folgender Algorithmus. Dabei handelt es sich um eine
Kombination von dem urspriinglichen NaSt-Algorithmus 1 und 2, wobei zuséatzlich das
unter 3.7 beschriebene Kopplungsmodell verwandt wird.

Es ist auch moglich, das Programm in der nur passiv gekoppelten Variante zu nutzen
- dann wird in der Berechnung der Schatzgeschwindigkeiten der Chemie-Kopplungsterm
deaktiviert und als CFL-Bedingung fiir dtg gilt die normale NaSt-CFL-Bedingung ohne
Kopplungseinfluf3.
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3.7. Kopplung des Brusselators an NaSt3DGPF

Algorithmus 5: NaSt mit aktiv gekoppelter Reaktion

Setzet =0, k=0
Setze Anfangswerte u* = ug, p* = pg, CF = C1(0), C5(0) = Cy(0)
while t <1T,,4 do

Berechne Zeitschrittweite (Stréomung) d,:
geméB (3.69)

Setze Randwerte:

fir w1, pP+1 gemaf Abschnitt 2.4.2

Berechne Reaktion:

setze Chemie-Zeitschritt ¢t =t

setze [ =0

while to < (t + ;) do

Berechne Zeitschrittweite (Chemie) 0;,.:
gemaf (3.69)

Setze Randwerte:

fiir C) "2 (1 + %)

Berechne Diffusion:

bestimme Cf+§ (tc + 01 /2) gemaB (3.30):
Setze Randwerte:

fiir C! (to + 0to)

Berechne Reaktion:

berechne C™ (t¢ + dy,,) mittels Algorithmus 4:
setze tc =tc + 0, L =1+1

end

setze CF = O (t + &)

/* wenn to =t+ 6, erreicht ist, haben wir CF™
Berechne Schitzgeschwindigkeiten:
berechne u*(u”, t*) gemaB (3.65)

Lose Druck-Poisson-Gleichung:

setze rechte Seite in Abhingigkeit von u*(u”, t*)
berechne iterativ p"*! gemif (2.22)

Fiihre Druck-Korrektur der Geschwindigkeiten durch:

berechne u*™! aus u*(u”, t*) und p** gemaf (2.23)
Setze t =t + dtg, k=k+1

end

*/
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4. Konvergenzanalysen und
Simulationsergebnisse

In diesem Kapitel priifen wir unseren Code an einigen Beispielen, etwa aus [SMM13].
Im Allgemeinen ist das System nicht analytisch 16sbar. Fiir bestimmte Parameterwahlen
kann jedoch eine Losung angegeben werden. Dies erméglicht uns, unsere numerischen Re-
sultate zu verifizieren und Konvergenzanalysen durchzufiihren. Auch werden wir unsere
Ergebnisse mit numerischen Ergebnissen aus der Literatur vergleichen.

Es war uns in diesem Kapitel wichtig, eine ansteigende Folge der Komplexitit in unseren
Untersuchungen zu wahlen. Auf diese Art lieSen sich Fehler in der Implementierung leich-
ter finden und eliminieren. Wir betrachten zunéchst zweidimensionale Beispiele, die von
einfachsten Fallen bis hin zu komplexeren Literaturbeispielen gehen. Nachdem wir eine
gute Verifikation im Zweidimensionalem erreicht haben, wenden wir uns den anspruchs-
volleren dreidimensionalen Simulationen zu.

4.1. Vereinfachte Systeme

Das volle Brusselator-System mit den beiden gekoppelten Spezies, der Diffusion und der
Nichtlinearitét ist bereits von einer nicht zu unterschatzenden Schwierigkeit. Deshalb war
unsere erste Aufgabe, ein einfacheres System zu betrachten, in welchem weniger bezie-
hungsweise einfachere Terme vorkommen.

Die Parameter k;, A und B ermoglichen uns, aus dem Brusselator ein solches System zu
erzeugen, indem wir einige der Parameter als Null wahlen. Dies haben wir im Folgenden
getan. Zuerst betrachten wir ein Beispiel, in dem wir das System auf nur eine Spezies
reduziert haben. Anschlieend wenden wir uns einem Fall zu, in dem fir beide Spezies
einfache Gleichungen gelost werden, jedoch ohne den nichtlinearen Term.

Zuséatzlich ist es gelungen, fiir diese beiden Félle eine analytische Losung anzugeben,
anhand welcher wir unsere Ergebnisse verfizieren konnten.
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4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

Beispiel a - nur eine Spezies

Wir betrachten als erstes folgendes Beispiel:

k= 0 i=1...3
l{?4: 1
B= 1
A= 1
D¢, = 0
Do, = 0

Damit haben wir ein diffusionsfreies System und die Gleichungen lauten ausgeschrieben:

dC(Z,t
M = —C(Z,1)
dt (4.1)
dO2 (xv t) _
a
Dazu konnen wir eine analytische Losung angeben:
Cl(fv t) = Cl(;a t) ) eXp(_t) (4 2)
Cy(7,t) = const, '

wobei ¢;(Z,t) := C1(Z,0) sei.

Wir fiithren eine Berechnung durch fiir:
= [0,1] x [0, 1]
= [0,0.01]
= 40, also 40 x 40 Gitter in MATLAB und 40 x 40 mit NaSt
delt, siehe unten
Npaz = 300 (implizites Verfahren)
TOL = 1.0e-9 (implizites Verfahren)

Anhand dieses vereinfachten Systems konnten wir eine erste Uberpriifung des Reakti-
onsteils unseres 2D-MATLAB-Codes durchfithren. Wir wéhlen die Parameter wie oben
angeben und konnen so das System mit unserem Code berechnen.

Die erhaltenen Ergebnisse haben wir mit der analytischen Losung (4.2) verglichen. Ange-
geben ist hier jeweils der Fehler:

Cabs = max;; (Czlum(zaj) - Ctana(iaj)) )

wobei wir mit C;*™ (i, j) unsere numerische Lésung und mit C{™(i, j) die analytische
Losung zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle z;; meinen.

Die nachfolgenden Tabellen zeigen diesen Fehler fiir verschiedene Zeitschrittweiten.
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4.1. Vereinfachte Systeme

fur delty = 0.002 nach t = 0.01

Konzentration C}

explizit MATLAB

implizit MATLAB

1.0902e-04

1.0902e-04

Konzentration Cy

explizit MATLAB

implizit MATLAB

0

0

fur delty = 1.0e — 5 nach t = 0.01

Konzentration C|

explizit MATLAB

implizit MATLAB

5.4437e-07

4.4547e-07

Konzentration Cs

explizit MATLAB

implizit MATLAB

0

0

fir delty = 1.0e — 7 nach t = 0.01

Konzentration C

explizit MATLAB

implizit MATLAB

5.4437e-09

4.4546e-09

Konzentration Cy

explizit MATLAB

implizit MATLAB

0

0

Wir kénnen hier sehen, dass wir eine gute Naherung an die analytische Losung der Glei-
chung fir C; erzielt haben. Da C5 in diesem Beispiel konstant bleibt, ist hier der Fehler
immer Null gewesen.

Wie wir sehen, verbessert sich der Fehler hier auch mit einer Verkleinerung der Zeitschritt-
weite. Allerdings fithren wir erst in 4.2 eine eingehendere Konvergenzanalyse durch, welche
neben einer Verfeinerung in der Zeit auch eine Verfeinerung im Ort beriicksichtigt.

Beispiel b - zwei Spezies ohne Nichtlinearitat

Da wir schrittweise die Komplexitit unseres Vorgehens erhohen wollten, nehmen wir nun
zu dem vorherigen Beispiel einen modellhaften Term fiir eine Reaktion in der zweiten
Spezies hinzu. Dadurch ergibt sich eine Kopplung von C5 an C. Hier haben wir jedoch
noch keine Riickkopplung von Cy auf C7, auch der Diffusionsterm und der nichtlineare
Term kommen hier noch nicht vor.
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Mit Wahl der Parameter als:

ergibt sich:

SO O~ = O

dCy (7, 1)

dt = _Cl(ﬂj,t)
dCy (7, t .
2d(7f> = Cl(xat)

Die analytische Losung fiir das System lautet:

Dieses System haben wir mit den gleichen Simulationsparametern wie unter a) berechnet.

Dabei ergaben sich als Fehler:

o4

fir delty = 0.002 nach t = 0.01

Konzentration C

explizit MATLAB

implizit MATLAB

1.0902e-04

8.8977e-05

Konzentration Cy

explizit MATLAB

implizit MATLAB

8.9213e-05

1.0873e-04

fur delty = 1.0e — 5 nach t = 0.01

Konzentration C}

explizit MATLAB

implizit MATLAB

5.4437e-07

4.4547e-07

Konzentration Cy

explizit MATLAB

implizit MATLAB

4.4548e-07

5.4437e-07




4.1. Vereinfachte Systeme

fur delty = 1.0e — 7 nach t = 0.01

Konzentration C] | explizit MATLAB | implizit MATLAB
5.4437e-09 4.4546e-09

Konzentration Cy | explizit MATLAB | implizit MATLAB
4.4547e-09 5.4437¢e-09

Da die Konzentrationsgleichung fiir C die gleiche war wie in Beispiel a), haben wir fiir
C; die gleichen Ergebnisse erhalten wie dort. C'y ist nun nicht mehr konstant gewesen.
Der Fehler in C5 ist ebenfalls klein. Mit diesen beiden einfachen Beispielen haben wir
also eine erste Validierung der expliziten und impliziten Berechnung der Reaktion (ohne
Diffusionsanteil) durchfithren konnen.

Somit wollen wir uns jetzt einigen komplexeren Beispielen aus der Literatur zuwenden.
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4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

4.2. Konvergenzanalyse des 2D-Brusselators

Wir betrachten zundchst Beispiel 1 aus [SMM13]. Hier sind auch der nichtlineare Term
und die Diffusion vorhanden, aber es lasst sich trotzdem eine analytische Losung angeben,
was sonst im Allgemeinen nicht der Fall ist. Mit einem Vergleich von unseren berechneten
Ergebnissen mit einer analytisch berechneten Losung kénnen wir eine gute Verifikation
unserer Implementierung erzielen.

Wir wollen weiterhin dabei auch eine ausfiihrliche Konvergenzanalyse durchfiihren. Dies
tun wir fir die explizite und die implizite Implementierung mit dem 2D-Prototypen des
Codes in MATLAB. Da uns leider kein Beispiel fiir eine analytische Losung des Brus-
selators in 3D bekannt ist, konnen wir die genaue Konvergenzanalyse nur am 2D-Code
durchfiihren.

Um ein besseres Verstédndins fiir das Konvergenzverhalten der implementierten Verfahren
zu gewinnen, fithren wir verschiedene Betrachtungen durch. Als Erstes wollen wir fiir beide
Verfahren eine getrennte Studie jeweils in Zeit und Ort vornehmen. Das heifit, wir halten
die Ortsauflosung fest und verkleinern die Zeitauflésung - beziehungsweise umgekehrt. Die
Frage die sich stellt, ist ob wir so eine Konvergenz in Zeit und Ort beobachten kénnen.
Weiterhin werden wir Berechnungen durchfithren, bei denen gleichzeitig die Auflésungen
in Zeit und Ort verkleinert wurden.

Wir betrachten also folgendes Setting;:

Q= [0,1] x [0,1]
= [072]
k; = 1 1=1...4
B = 1
A= 0
Do, = 0.25
De, = 0.25

Wobei die Anfangsbedingungen und die Dirichlet-Randbedingungen geméfl der analyti-
schen Losung gesetzt werden, die fiir diese Konfiguration lautet:

C1(xq, x9,t) = exp(—x1 — 29 — 0.5¢)

4.5
Cy(xq, x9,t) = exp(xy + 22 + 0.5¢t) (45)

Wir betrachten jeweils den relativen Fehler in der Lo-Norm:

N
rel Z

=1 7=

N Cnum ( ) Cana ( )
1 cre(i, g)

fiir C' = C; oder C' = C5 und N die Anzahl der Gitterpunkte.
Mit C™™(i,j) meinen wir wieder unsere berechnete numerische Losung, mit C*"* die
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4.2. Konvergenzanalyse des 2D-Brusselators

analytische.
Sofern nichts anderes angegeben ist, bezichen wir uns in diesem Abschnitt immer auf diese
Art der Fehlermessung.

4.2.1. Explizites Verfahren - Zeitanalyse

Wir haben zuerst mit einer hohen Auflésung von 100 x 100 Gitterpunkten die Konvergenz
des expliziten Verfahrens bei kleiner werdenden Zeitschrittweiten betrachtet. Als grobste
Zeitschrittweite haben wir 6t = 1.0e — 4 gewahlt. Davon ausgehend haben wir fiir jede
Berechnung die Zeitschrittweite halbiert.

Die Zeitschrittweiten fiir die verschiedenen Rechnungen waren also:

ot

1.0e — 4

5.0e — 5

2.5¢ — 5
1.25e¢ — 5
6.25e — 6
3.125e — 6
1.5625e¢ — 6
7.8125e — 7

Dazu haben wir uns jeweils den Fehler C,..; zum Zeitpunkt ¢ = 1 angesehen.
Die folgenden beiden Plots zeigen fiir C; und C5 jeweils diesen Fehler fiir die mit den
verschiedenen Verfeinerungen von &t berechneten Resultate.

x10°

6

5

1 1 1 1 1 \\Q\(‘@
92 1 08 06 04 02 0

x10™

Abbildung 4.1.: Zeitanalyse fiir C, explizites Verfahren, N = 100

57



4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

0.8f AN
0.6f
0.4¢

0.2F

92 1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
-4
x 10

Abbildung 4.2.: Zeitanalyse fiir Cs, explizites Verfahren, N = 100

Zum Bestimmen der Konvergenzrate haben wir eine doppelt logarithmische Version der
Plots erstellt. Aufgetragen ist also log(Cre) gegen log(dt). Zu diesen Werten haben wir
eine Ausgleichsgerade bestimmt, ihre Steigung s gibt uns die Konvergenzrate an. Zur
besseren Ubersicht haben wir die Gerade nicht eingezeichnet und nur s angegeben.

10
\
N
10°
R
\\\V/@/e
-6
10 :
10" 10° 10° 107

Abbildung 4.3.: Zeitanalyse fiir C'y, explizites Verfahren, N = 100 — doppelt logarithmisch
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4.2. Konvergenzanalyse des 2D-Brusselators

10

s =0.73809

107}

107} \

107 - - )
10 10 10 10

IS
a
m;
~

Abbildung 4.4.: Zeitanalyse fiir Cy, explizites Verfahren, N = 100 — doppelt logarithmisch

Anhand dieser Plots kann man erkennen, dass sich, wenn wir die Zeitschrittweite verklei-
nern und alle anderen Simulationsparameter belassen, der Fehler verkleinert und (in C)
ab einem gewissen Punkt stagniert.

Die Stagnation, die wir hier in C; sehen, erklart sich dadurch, dass wir bei der Diskret-
sierung auch einen Ortsfehler machen. Deshalb kann - bei festgehaltener Ortsauflosung -
der Fehler nicht unbegrenzt immer weiter abnehmen. Dementsprechend ware auch fiir Cs
zu erwarten, dass der Fehler irgendwann stagniert. Dies konnte in dieser Rechnung nicht
beobachtet werden, wiirde jedoch bei noch weiterer Verfeinerung eintreten. Der Plot fiir
(5 ist deshalb auf den ersten Blick etwas irrefithrend, diente uns aber in erster Linie auch
dazu, die Konvergenzordnung zu bestimmten.

Die logarithmischen Plots lassen uns fiir C; und C5 eine Rate von circa 0,7 ablesen. Diese
Rate erklart sich dadurch, dass bei der Bestimmung der Ausgleichsgeraden alle Punk-
te berticksichtigt wurden, auch diejenigen im Bereich in dem der Fehler stagnierte. Wir
hatten auch diesen Bereich bei der Bestimmung der Ausgleichsgeraden unberiicksichtigt
lassen konnen und hétten dann eine Rate von etwa 1 erhalten.

Die Konvergenzordnung 1 war zu erwarten gewesen, da es sich bei dem expliziten Euler-
verfahren um ein Verfahren erster Ordnung handelt.

Es ist noch zu bemerken, dass eigentlich auch der Fehler durch das Splittingverfahren eine
Rolle spielt. Vergleiche dazu die Anmerkungen unter 4.2.6.

4.2.2. Explizites Verfahren - Ortanalyse

Desweiteren haben wir eine Konvergenzanalyse im Ort fiir das explizite Verfahren vorge-
nommen. Hier haben wir die Anzahl der Gitterpunkte N sukzessive verfeinert. Als Zeit-
schrittweite haben wir fiir diese Berechnungen 6t = 1.0e — 6 gewahlt. Aufgrund dessen,
dass sich die CFL-Bedingungen (siche Abschnitt 3.7.3) mit zunehmender Verfeinerung
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4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

des Gitters verschérfen, war es notwendig eine solch geringe Zeitschrittweite zu wahlen.
Als Ortsauflosungen wurden gewahlt:

N
20
40
80
160
320

Fiir € und C5 verhélt sich der Fehler folgendermaflen:
x10°

3

2.5¢

A
o8| \

0 50 100 150 200 250 300 350

Abbildung 4.5.: Ortanalyse fiir C}, explizites Verfahren, 6, = 1.0 x 10~

x 10

0 50 100 150 200 250 300 350

Abbildung 4.6.: Ortanalyse fiir Cy, explizites Verfahren, 6, = 1.0 x 10~¢
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4.2. Konvergenzanalyse des 2D-Brusselators

Wir sind hier wieder vorgegangen wie oben und haben eine doppelt logarithmische Vari-
ante der Plots erstellt:

10

10°

10°

10»7 1 ‘2 3
10 10 10

Abbildung 4.7.: Ortanalyse fiir O, explizites Verfahren, J, = 1.0 x 107% — doppelt
logarithmisch

10°

10+

10
10 10 10

Abbildung 4.8.: Ortanalyse fiir Cs, explizites Verfahren, J, = 1.0 x 107 — doppelt
logarithmisch

Wir sehen in den Plots dhnlich wie bei der vorherigen Zeitanalyse wieder, dass der Fehler
mit der Verfeinerung abnimmt, jedoch spater abflacht. Dies ist zu erwarten und geschieht
aus analogen Griinden wie oben beschrieben. Eine weitere Verfeinerung des Ortes kann
hier keine Verkleinerung des Fehlers mehr erzielen, da man durch den Zeitfehler beschrénkt
ist.
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4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

Die Raten sind hier also bei -1.3 und -1. Das negative Vorzeichen liegt dabei nur an der
umgekehrt angeordneten Darsetlltung der Werte.! Die Konvergenzraten sind also circa,
bei 1. Die Abweichung erklart sich wie schon im Fall der Zeitanalyse dadurch, dass das
Verfahren ab einer gewissen Verfeinerung stagniert.

Im Bereich der Konvergenz haben wir also auch hier wieder Ordnung 1 erreicht, wie beim
expliziten Eulerverfahren zu erwarten.

4.2.3. Implizites Verfahren - Zeitanalyse

Wir fithren jetzt fiir das implizte Verfahren die gleichen Betrachtungen durch wie soeben
fiir das explizite.

Zunéchst halten wir die Ortsauflosung bei N = 100 fest und verfeinern in der Zeit. Bei
dem impliziten Verfahren konnten wir hier gréflere Zeitschrittweiten wahlen als zuvor.
Verwendet wurden:

ot
0.01
0.005
0.0025
0.00125
6.25e — 4
3.125e — 4
1.5625e — 4
7.8125e — 5

Damit haben wir zum Zeitpunkt ¢t = 1 folgende Resultate fiir den relativen Fehler C,.; in
der Lo-Norm erhalten:

'Wir haben der Ubersicht halber alle Plots so angeordnet, dass auf der x-Achse (die Orts- bzw. Zeit-
feinheit angibt) die Werte nach rechts hin verfeinert werden. Somit sind in den Plots der Zeitanalysen
die Werte auf der x-Achse etwa zwischen 1.0e — 4 und 7.8125¢ — 7 nach rechts kleiner werdend. In den
Plots der Zeitanalysen werden die Werte zwischen 20 und 350 de facto grofler, was jedoch einer Ver-
feinerung entspricht, da eine gréfiere Anzahl der Gitterpunkte einer feineren Maschenweite entspricht.
Entsprechendes gilt auch fiir die logarithmischen Plots, und fiir alle nachfolgenden.
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x 10°

e

92 1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
-4
x 10

Abbildung 4.9.: Zeitanalyse fir C7, implizites Verfahren, N = 100

1.2 NN

0.8 \\‘
0.6f o
04 AN

0.2 \

9.2 1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
-4
x 10

Abbildung 4.10.: Zeitanalyse fir Cy, implizites Verfahren, N = 100

Wir sehen hier wieder, dass der Fehler immer weiter abzunehmen scheint. Allerdings miis-
sen wir berticksichtigen - wie oben schon bemerkt - dass dieses in den Plots zu sehende
Verhalten sich nicht immer weiter so fortsetzen wiirde. Tatsachlich ist zu erwarten, dass
der Fehler auch hier mit zunehmender Verfeinerung der Zeitschrittweite irgendwann ab-
flacht. Der Grund ist wieder, dass bei einer fest bleibenden Ortsauflosung irgendwann der
Ortsfehler erricht sein wiirde. Dies konnte man fiir eine andere Wahl der Zeitschrittweiten
oder der festen Ortsauflosung auch beobachten. Die Plots sind deshalb zwar durchaus
richtig, aber etwas irrefithrend.
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Als Konvergenzraten erhalten wir in den logarithmischen Plots:

-3

10
10°
107
10° :
10" 10° 10°
Abbildung 4.11.: Zeitanalyse fur 9, implizites Verfahren, N = 100 — doppelt
logarithmisch
10°
107}
107
1010’4 10° 10°
Abbildung 4.12.: Zeitanalyse fiur C5, implizites Verfahren, N = 100 — doppelt
logarithmisch

Wir haben also erwartungsgemaf eine Konvergenz der Ordnung 1.
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4.2.4. Implizites Verfahren - Ortanalyse

Auch hier fithren wir wieder eine Konvergenzanalyse im Ort durch.
Als Ortsauflésungen wurden gewahlt:

20

40

80
160
320
640
1280

Betrachtet wurde hier der Fehler nach einem Zeitschritt, also zum Zeitpunkt ¢ = 1.0 x
1076,

x 10°

&

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Abbildung 4.13.: Ortanalyse fiir C, implizites Verfahren, , = 1.0 x 107% — nach einem
Zeitschritt
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x 10°

S

o

ol ‘ ‘ ‘ : ‘
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Abbildung 4.14.: Ortanalyse fiir Cs, implizites Verfahren, §, = 1.0 x 107% — nach einem
Zeitschritt

Hier lésst sich fiir das implizite Verfahren im Ort keine Verkleinerung des Fehlers feststel-
len. Der Grund dafiir ist, dass man eigentlich gleichzeitig die Orts- und die Zeitauflosung
verkleinern sollte. Siehe dazu auch die Anmerkungen unter 4.2.6.

Erst wenn beide Grofien gleichzeitig verkleinert werden, miissen wir mit Konvergenz rech-
nen. Diesem Fall wenden wir uns als Néchstes zu.
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4.2.5. Gleichzeitige Verfeinerung - explizites Verfahren

Nachdem wir in den vorangehenden Abschnitten Zeit und Ort getrennt verfeinert haben,
soll nun beides gleichzeitig verkleinert werden. Dann ist zu erwarten, dass die Verfahren
konvergieren.

Wir haben zunéchst fiir das explizite Verfahren folgende Verfeinerungslevel gewahlt:

N ot Level
32 4-5 5
64 4-6 6
128 47 7
256 4-8 8
x10°

1.5

Rel. Fehler L2-Norm

0.5/ \

Level

Abbildung 4.15.: C, explizites Verfahren, nach ¢t = 0.00097656
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x 10

\) w R

Rel. Fehler L2-Norm

—_
T

Level

Abbildung 4.16.: C5, explizites Verfahren, nach ¢t = 0.00097656

Als Konvergenzraten bekommen wir:

-11

€

S 12
3

ks

S -13

w

[

o

o 147

o

3

-1 ,
55 6 7 8

Level

Abbildung 4.17.: (', explizites Verfahren, nach t = 0.00097656 - logarithmisch

68



4.2. Konvergenzanalyse des 2D-Brusselators

-9

E -106
(@] \\\ s=-14622
3 ~
& -11 S
—
8
S -12 -
e AN
o) AN
a 13 N
o AN
S-14 NS

-15 :

5 6 7 8
Level

Abbildung 4.18.: C5, explizites Verfahren, nach ¢ = 0.00097656 - logarithmisch

Wir sehen hier also wiederum, dass das explizite Verfahren die Konvergenzordnung 1
hat.
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4.2.6. Gleichzeitige Verfeinerung - implizites Verfahren

Das Gleiche fithren wir nun fiir das implizite Verfahren durch.

Wir haben wieder verwendet:

N ot Level
32 475 5
64 46 6
128 47 7
256 48 8
4X 10°
E 3
[e)
=
8
52
N o
(0]
L .
g1 .
\\\\\
O 6 7 8
Level

Abbildung 4.19.:

(1, implizites Verfahren, nach t = 0.00097656

-5

x 10

1.5¢

Rel. Fehler L2-Norm

0.5

25

Abbildung 4.20.:
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Cs, implizites Verfahren, nach t = 0.00097656
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Abbildung 4.21.: Cy, implizites Verfahren, nach ¢ = 0.00097656 - logarithmisch
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Abbildung 4.22.: (5, implizites Verfahren, nach ¢ = 0.00097656 - logarithmisch

Wie man an den Plots sehen kann, bekommen wir im Fall der gleichzeitigen Verfeinerung
von Ort und Zeit fiir beide Verfahren Konvergenz, wie zu erwarten war. Der Grund dafiir
ist, dass man eigentlich gleichzeitig die Orts- und die Zeitauflosung verkleinern sollte. Bei
unserem Verfahren ergibt sich der Fehler zwischen der analytischen und der numerischen
Losung nicht nur aus der Diskretisierung, sondern auch aus dem Splittingverfahren. Wir
haben also neben dem Fehler in Zeit und Ort auch den Splittingfehler.

Wenn man also nur Zeit oder Ort verkleinert, ist nicht unbedingt zu erwarten, dass dies
zu einer Verbesserung des Fehlers fiihrt. Dies haben wir auch im Fall der Ortsanalyse des
impliziten Verfahrens bestatigt gesehen, in welchem das Verfahren im Ort nicht konver-
giert.

Beim expliziten Verfahren haben wir in beiden Féllen der separaten Verfeinerung von Zeit
und Ort Konvergenz gesehen. Es ist davon auszugehen, dass dies daran liegt, dass sich
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beim expliziten Verfahren der Splittingfehler aufhebt.

Es wéare moglich, anhand des Abflachens der Konvergenz, nun zu bestimmen wie grof3
jeweils der Fehler in Zeit und Ort ist. Man konnte dann iiber eine Kosten-Nutzen-Analyse
eine Optimierung der Wahl der Zeitschrittweiten und Gitterweiten gegeneinander durch-
fithren. Jedoch ist zu beachten, dass wir bei unserem Problem durch die in 2.4.2 und 3.7.3
beschriebenen CFL-Bedingungen ohnehin in der Wahl der Zeitschrittweite eingeschrinkt
sind, so dass der Gewinn dadurch nicht grof3 ware. Deshalb haben wir in unseren Berech-
nungen Zeitschrittweite und Gitterweite nur gemafi den CFL-Bedingungen gewéhlt.
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4.3. Vergleich mit weiteren 2D-Literaturbeispielen

Beispiel 2

In diesem und den beiden folgenden Abschnitten wollen wir noch die Ubereinstimmung
unserer Ergebnisse mit den weiteren Simulationsergebnissen aus [SMM13] zeigen, um die
Programm zu tiberpriifen.

In diesem Beispiel wurden folgende Parameter verwendet:

0= [0,1] x [0, 1]

T = [0, 2]

k; = 1 1=1...4

B = 2

= 1
D¢, = 0.25
D¢, = 0.25
mit den Anfangsbedingungen:

Cy(Z,0) =0
Cy(2,0) =0

Die Randwerte wurden geméafi gemaf (Cp,Ch) = (A,%) als Dirichtlet-Randwerte ge-
setzt.

MATLAB - explizit

2.002

0.9995
2.001
0.999

0.9985137

N

0.5

0.5

Abbildung 4.23.: C} nach T' = 2.0 Abbildung 4.24.: C5 nach T = 2.0
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MATLAB - implizit

0.9995

0.999

0.998&13

0.5

Abbildung 4.25.: Cy nach T' = 2.0

Diese Ergebnisse zeigen fiir das explizite und fiir das implizite Verfahren eine gute Uber-

0.5

2.002

2.001

Abbildung 4.26.: Cy nach T' = 2.0

einstimmung mit den Resultaten von [SMM13].

Ebenfalls haben wir Beispiel 3 aus [SMM13] betrachtet:

A

Beispiel 3
Q= (0,1 x[0,1]
T= |05
k= 1 i=1..
B= 1
= 2
De, = 0.002
De, = 0.002

mit den Anfangsbedingungen:

Ci(z1, 2, 1)
(91:1

r1=0

Cy(z1, 2, 1)
61’1

74

Cl(l'l, T, 0) =2+ 025!E2
Cg(l’l, Ta, 0) =1 + 081’1

und Neumann-Randbedingungen:

Ci(x1, xa, 1)

8x1

r1=1

Ci(z1, 2, 1)

(91‘2

x9=0

x9=0

Ci(x1, xa, 1)

8x2

_ Co(x1, 22, 1)

81‘2
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MATLAB - explizit

2.002 0.5005
0.5
2.001
0.4995
2 0.499
1 1
1 1
0-5 0.5 0.5 0.5
00 00
Abbildung 4.27.: Cy nach T' = 2.0 Abbildung 4.28.: Cy nach T' = 2.0
MATLAB - implizit
2.004 0.5005
0.5
2.002
0.4995
2 0.499
1 1
1
0.5 05
00 00
Abbildung 4.29.: Cy nach T' = 2.0 Abbildung 4.30.: Cy nach T' = 2.0

Wir haben auch in diesem Fall die Ergebnisse aus der Literatur reproduzieren konnen.
Als Néchstes wenden wir uns einer leichten Modifikation dieses Beispiels zu.
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Beispiel 4

Fiir diese Berechnungen wurden die gleichen Parameter verwendet wie unter Beispiel 3,
jedoch mit

T = [0,40]

B= 34

A= 1

MATLAB - explizit

2.5
2.45 =
2.4
2.35
1
1
0.5 05
00 00
Abbildung 4.31.: C; nach T'= 2.0 Abbildung 4.32.: C5 nach T = 2.0
MATLAB - implizit
0.8 2.6
0.75 2.55
0.65 2.5
2.45
1 1
1
0.5 05
0o 00
Abbildung 4.33.: C; nach T'= 2.0 Abbildung 4.34.: C5 nach T' = 2.0
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Auch hier sind die Ergebnisse iibereinstimmend mit der Literatur.
Dieses Beispiel haben wir verwendet um mit der an NaSt3DGPF gekoppelten 3D-Variante
Simulationen zu erstellen. Darauf wird nun als Nachstes eingegangen.
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4.4. 3D - Simulationsergebnisse

Im folgenden zeigen wir einige der Ergebnisse, die wir mit dem an den Strémungscode
gekoppelten Brusselator berechnet haben.

Die Visualisierung der Konzentrations- und Stromungsfelder wurde mit Paraview durch-
gefiihrt.

4.4.1. 3D: Oszillierende Reaktion

Wir beginnen zunéchst mit einer Simulation, die nur eine dreidimensionale Reaktion zeigt.
Wir wollen vorerst zeigen, dass wir mit unserem dreidimensionalen Modell tatséichlich eine
realistische Reaktion erzeugen konnen, die mit Literaturangaben iiber die BZ-Reaktion
konform geht.

Eine Stromung findet deshalb in dieser Simulation noch nicht statt, alle Geschwindigkeiten
sind auf 0 gesetzt.

Wir haben das Beispiel 4 aus [SMM13] auf ein dreidimensionales Gebiet erweitert:

Nun auf Q = [0,1] x [0, 1] x [0, 1] wurden also wieder die Parameter verwendet:
T= [0,40]

ki= 1 i=1...4
B= 34

A= 1

Do, = 0.002

D¢, = 0.002

Als Anfangskonzentration haben wir in 3D verwendet:

01(1'1, T2, T3, O) =2+ 025%’2
CQ(ZL'l,ZEQ,fL’g, O) =1+ 08l‘1

Die Randwerte wurden an jedem Rand als Neumann-0-Randbedingungen gesetzt.

Die Parameter fiir den Loser sind in Tabelle 4.1 dargestellt.

Simulation

Die folgenden Abbildungen zeigen die Veranderung der Konzentration Cf.
Dargestellt sind x-, y- und z-Schnitte (slices) durch das 3D-Gebiet, welches mit einem
40 x 40 x 40 Gitter aufgelost wurde:
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N

N

Auflésung 40 x 40 x 40
Ots Zeitschrittweite Stromung 0.002
€ Genauigkeit des Poissonlosers 1.0e-10
itermax | Druckiterationen 300
Tona Simulationsende (sec) 40
G Volumenkréfte 0
Diskretisierung der konvektiven Terme VONOS
Druckloser PCG
Zeitdiskretisierung (Stréomung) Euler 1.0rdnung
Reaktionsloser implizit
TOL 1.0e-9
Nmax 300
ote Zeitschrittweite Chemie-Berechnung 0.002

Tabelle 4.1.: Parameter zur Berechnung der 3D-Reaktion

cOCH
4.770845

0.300169

Time: 3.000000

cOCH
4.770845
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cOCH
4.770845

0.300169

cOCH
4.770845

0.300169

cOCH
4.770845

0.300169

Wir sehen hier eine deutliche Oszilliation in der Konzentration C. Etwa zwischen T' = 6
und 7' = 7 andert sich die Konzentration komplett.

Das Feld (5 verhédlt sich entsprechend. Wahrend C4 abnimmt, nimmt C5 zu - bezie-
hungsweise umgekehrt. Das Maximum/Minimum wird etwa an den gleichen Zeitpunkten
erreicht:
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4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

Dieses Verhalten von C und (5 hat sich in den Simulationen periodisch gezeigt. Hier
sehen wir eine weitere Oszillation zwischen T = 14 und T = 15:

m

u
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|

‘

| |

. ‘

Ebenso konnten wir bei Cy zur gleichen Zeit wieder eine Oszillation beobachten:

L
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4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

Die Rechnung wurde bis T" = 40 durchgefiihrt und es konnten zu den etwa gleichen Zeitab-
standen, jeweils alle 6-7 Sekunden, weitere Oszillationszyklen in C7 und C5 beobachtet
werden.

Dieses auf 3D erweiterte Setting zeigt also ein dhnliches Verhalten wie das 2D-Beispiel
aus der Literatur:

Der Vergleich mit Figure 10 aus [SMM13] zeigt, dass sich die Oszillationen etwa an den
gleichen Zeitpunkten befinden. Auch bewegen sich die Werte von C; und C5 im gleichen
Wertebereich.
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4.4.2. 3D: Oszillierende Reaktion mit aktiver Kopplung an das
Stromungsfeld

Nachdem wir in 4.4.1 erfolgreich eine dreidimensionale Brusselator-Reaktion simulieren
konnten, bestand das néchste Ziel darin, diese mit einer Strémung zu verbinden.
Die Ergebnisse dazu stellen wir im Folgenden vor.

Wir haben wieder auf 2 = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] das gleiche Setting wie in 4.4.1 verwendet:
T= " [0,40]

B = 3.4
= 1

D¢, = 0.002

D¢, = 0.002

mit den Anfangskonzentrationen:

C1($1,$2,LL’3, O) =2+ 0251’2
Cg(l’l,iﬂg,l'g, O) =1+ 083}'1

(4.9)
und Neumann-0-Randbedingungen fiir die Chemikalien an jedem Rand.
Hinzu kommt nun unser in 3.7 beschriebenes Kopplungsmodell. Wir haben dafiir

Y1 = 3.8

c =

als Parameter verwendet.

Als Volumenkrafte haben wir

. 0
G=1]-9381
0

gesetzt.
Fiir das Fluid galt an allen Réandern die slip-Randbedingung.
Die weiteren Parameter fiir die Berechnung sind in 4.2 dargestellt.

Nachfolgend sind unsere Simulationsergebnisse hierzu dargestellt. Zu sehen ist das Ge-
schwindigkeitsfeld vor dem Hintergund eines slices durch die Konzentration C; in der
x-y-Ebene:
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4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

Auflésung 40 x 40 x 40
Ots Zeitschrittweite Stromung 0.002
€ Genauigkeit des Poissonlosers 1.0e-10
itermax | Druckiterationen 300
Tona Simulationsende (sec) 40
G Volumenkréfte 0
Diskretisierung der konvektiven Terme VONOS
Druckloser PCG
Zeitdiskretisierung (Stréomung) Euler 1.0rdnung
Reaktionsloser implizit
TOL 1.0e-9
Nmax 300
ote Zeitschrittweite Chemie-Berechnung 0.002

Tabelle 4.2.: Parameter zur Berechnung der 3D-Reaktion mit aktiver Kopplung

|
|
L
L "
Y )
|, « N

Time: 6.000000
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4.4. 3D - Simulationsergebnisse

Wir initialisieren alle Geschwindigkeiten mit Null und haben slip-Randbedingungen - al-
so insbesondere keine inflow /outflow-Bedingungen. Daher wire das Geschwindigkeitsfeld
ohne die Wirkung der Kopplung konstant Null.

Wie man sieht, erzeugen die Anderungen der Konzentration jedoch bereits nach kurzer
Simulationszeit einen Einflufl auf das Geschwindigkeitsfeld. Dieser nimmt nochmals deut-
lich zu, wenn wir uns den Zeitpunkten nahern, an denen die Konzentrationen C; und Cs
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4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

ihr Maximum beziehungsweise Minimum erreichen und umschwanken.

Je nach Wahl der Kopplungsparameter gestaltet sich das Geschwindigkeitsfeld unter-
schiedlich. In den Anhéngen A.1 und A.2 sind weitere Ergebnisse fiir andere Parameter
zu finden.

Somit haben wir das Ziel, eine Riickkopplung der Reaktion auf die Stromung zu simulie-
ren, erreicht.
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4.4. 3D - Simulationsergebnisse

4.4.3. 3D: EinfluB eines Riuihrers in einer oszillierenden Reaktion mit
anfangs getrennten Chemikalien

Wir haben nun zusétzlich das in NaSt3DGPF bereits bestehende Feature der Fluid-
Struktur-Interaktionen verwendet, um einen bewegten, sich drehenden Stab in das Gebiet
zu setzen. Dadurch erzielen wir die Simulation eines Magnetriihrers, wie sie in chemischen
Laboren verwendet werden.

Wir haben die gleichen Bedingungen und Parameter verwendet wie in der vorherigen
Simulation, 4.4.2, bis darauf, dass die Anfangskonzentrationen “getrennt” wurden:

01(131,.73271’3,0) =2+ 0.25x, fir 0.5 < To <=1.0

4.10
Cy(x1, 9, 23,0) =0 sonst ( )

Cy(x1, 9, 23,0) = 1+ 0.821 fir 0 <= 29 <= 0.5

4.11
Cy(x1, 29, 23,0) =0 sonst ( )

Deshalb sind die Ergebnisse in diesem Abschnitt nicht direkt mit den Simulationen aus den
beiden vorherigen Abschnitten vergleichbar. Im Anhang A.3 ist fiir die hier betrachtete
Reaktion mit getrennten Chemikalien nochmal eine Simulation ohen Riihrer zu sehen.

Hier wurde auch wieder die aktive Kopplung mit den Parametern

Y1 = 3.8
ol =0
verwendet.

Im Anhang A.4 ist eine weitere Simulation des magnetischen Riihrers mit nur passiver
Kopplung an das Stromungsfeld zu sehen.

Als Rithrer haben wir einen Stab mit den Ausmafien
0.1 x 0.5 x 0.2 (Hohe x Breite x Tiefe)
gewahlt.

Fir die so beschriebene Situation haben wir in C erhalten:
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4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

Die Konzentration Cy verhélt sich wie folgt:

g h N

7 P b 7 L,,,,fl
Time: 0.000000 Time: 0.100000
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|
Time: 7.600000
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a

Diese Ergebnisse zeigen, dass es mit NaSt3DGPF und unserer Implementierung des Brus-
selators prinzipiell moglich ist, einen Riihrfisch zu simulieren.
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4. Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse

Vergleich: getrennte Chemikalien - Reaktion mit und ohne Riihrer

Der Vergleich dieser Ergebnisse mit einer Simulation dieses Beispieles ohne die Riihrgeo-
metrie zeigt, dass sich bei unserer Wahl der Parameter die Reaktion nicht beschleunigt
hat. Die Ausbreitung des Konzentrationsprofils ist jedoch anders.

Zur Gegeniiberstellung zeigen wir hier zum Zeitpunkt 7" = 7.7 zweimal die Chemikalie
C1. Zum einen sehen wir die unbeeinflufite Reaktion, ohne Riihrer und nur passiv an den
Stromungscode gekoppelt. Hier findet Transport nur aufgrund der Diffusion statt. Zum
anderen sehen wir die gleiche Reaktion mit dem Riihrer, wobei auch die aktive Kopplung
eingesetzt war.?

Abbildung 4.35.: Links: unbeinflusste Reaktion; Rechts: mit Rithrfisch (aktiv gekoppelt)

Fiir eine andere Wahl der Reaktionsparameter ware jedoch zu erwarten, dass die Reaktion
mit Riihrer schneller vonstatten geht als ohne.

Ein Vergleich des Verlaufs am Beginn der Reaktion zeigt, dass sich die in unserem Bei-
spiel anfangs getrennten die Konzentrationen in beiden Fallen fast gleich schnell {iber das
Gebiet hinweg angleichen (siehe Abbildung).

Deshalb wére es hier sicherlich ein sinnvoller Ansatz, die Anfangswerte der Konzentra-
tionen so zu gestalten, dass sich eine starkere Trennung ergibt oder die Diffusion (hier:
D¢, = 0.002) weiter zu verkleinern. Weiterhin kann man die Bewegungsgeschwindigkeit

2Eine Darstellung weiterer Simulationszeitpunkte fiir diese Reaktion ohne Riihrer sowie mit Riihrer aber
nur passiv gekoppelt findet sich in den Anhéngen A.3 und .
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n

|
Time: 0.3000

x

Abbildung 4.36.: Links: unbeinflusste Reaktion; Rechts: mit Rithrfisch (aktiv gekoppelt)

des Riihrers variieren und diesen nach der Vermischung auch anhalten. Wir haben fiir un-
sere Berechnungen eine relativ schnelle Geschwindigkeit gewéahlt, den realen Apparaturen
nachempfunden.

Zusammenfassend zu diesem Kapitel konnen wir jedoch sagen, dass sich in allen Féllen
ein realistisches Verhalten zeigt, wie es bei einer Reaktion von Art der BZ-Reaktion zu

erwarten ist.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

5.1. Zusammenfassung

In dieser Arbeit beschaftigten wir uns mit der Modellierung und Simulation chemischer
Reaktionen in Verbindung mit Fluidstromungen.

Unser Hauptziel war die aktive und passive Kopplung eines Modelles fiir chemische Reak-
tionen an den Stromungsloser. Hinzu kam als weiteres Ziel das Simulieren eines Riihrers,
einer Vorrichtung wie sie bei realen chemischen Experimenten zum Vermischen von Stoffen
eingesetzt wird.

Wir haben zunéchst einen Uberblick iiber verschiedene Modelle zur Beschreibung chemi-
scher Reaktionen gegeben und sind dann genauer auf das fiir unsere Zwecke ausgewéahlte
Brusselator-Modell eingegangen.

Das bei der Diskretisierung des Brusselators in Ort und Zeit entstehende Gleichungs-
system wurde in Kapitel 3 analysiert. Es wurde eine Splitting-Methode gewéhlt um das
Gleichungssysytem numerisch zu 16sen. Dies ermdéglichte uns die entkoppelte Behandlung
von Reaktion und Diffusion. Dadurch wurde eine groflere Flexibilitédt in der Wahl der Me-
thode zur Zeitdiskretisierung erreicht. Zur Ortsdiskretsierung setzten wir ein aquidistantes
Gitter in zwei beziehungsweise drei Raumdimensionen ein.

Weiterhin haben wir unsere Implementierung eingehend genauer beschrieben. Fiir den
Reaktionsteil und fiir den Diffusionsteil wurde zunéchst jeweils ein explizites und ein
implizites Eulerverfahren in MATLAB umgesetzt. Dies wurde fir den zweidimensionalen
Fall getan.

Anschliefend wendeten wir uns der dreidimensionalen Implementierung des Modelles in
Verbindung mit NaSt3DGPF zu. Das gewéhlte Splittingverfahren ermoglichte uns, fiir die
Diffusion auf einen bestehenden Programmteil von NaSt3DGPF zuriickzugreifen. Somit
verblieb noch die Erweiterung der Loser der Reaktionsberechnung. Dies geschah, in dem
wir das Diskretisierungsgitter in natiirlicher Weise auf die zusétzliche Raumdimension
erweitert haben. Wir haben also unser explizites und implizites Verfahren derart angepasst
und in den NaSt3DGPF-Code eingebaut.

Um die Stabilitdt zu gewahrleisten, war es erforderlich fiir die explizite Reaktionsberech-
nung eine zusétzliche Chemie-CFL-Bedingung einzufiihren, die die maximale Konzentrati-
onszunahme in einer Zelle beschrankt. Bei Verwendung des impliziten Verfahrens war dies
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nicht notwendig. Zu beachten war allerdings auch, dass die vorhandene skalare Transpor-
troutine, die explizit berechnet wird, ebenfalls bereits einer CFL-Bedingung unterliegt.

Desweiteren wurde eine separate Zeitschrittweite fiir die Berechnung der Konzentrationen
eingefiithrt. Dies gab uns die wichtige Moglichkeit, die Reaktion auf anderen Zeitskalen
zu berechnen als die Stromung. Das heifit, im Falle dass wir die Reaktion zeitlich feiner
auflosen wollen als die Stromung, dass mehrmals hintereinander eine Reaktionsberechnung
durchgefiithrt wird, bevor wieder ein Stromungsschritt berechnet wird. Der umgekehrte
Fall - mehrere Stromungsschritte bevor erneut die Reaktion betrachtet wird - ist auch
moglich. Die Verwendung verschiedener Zeitschrittweiten war uns wichtig, da sie fiir viele
Anwendungen sehr sinnvoll sein kann.

Nachdem wir das Brusselator-Modell auf diese Weise zuerst passiv an den Stréomungscode
gekoppelt haben, bestand jetzt die zentrale Aufgabe darin, eine Auswirkung der Konzen-
trationsanderungen auf das Geschwindigkeitsfeld zu erarbeiten.

Dazu wurde ein Modell ausgearbeitet, welches an die Boussinesq-Approximation fiir die
Temperatur angelehnt ist. Da es sich bei den Chemikalien ebenso wie bei der Temperatur
um skalare Werte handelt war dies ein vielversprechender Ansatz.

Da nun die Stréomung einem Einflul durch die Konzentrationen unterliegt, war es notwen-
dig, die CFL-Bedingung fiir die konvektiven Terme anzupassen. Durch Hinzufiigen eines
entsprechenden Termes in die bestehende Bedingung fiir die konvektiven Terme haben
wir den Einflufl der Konzentrationsinderungen berticksichtigt.

In Kapitel 4 wurden Konvergenzanalysen und Simulationsergebnisse vorgestellt. Dazu
haben wir unsere zweidimensionale Implementierung anhand von verschiedenen Beispielen
untersucht. Fiir den dreidimensionalen Fall war das in dieser Form nicht moglich, da uns
dafiir kein Beispiel bekannt ist, fiir das es eine analytische Losung gibt. Wir gehen aber
aufgrund der guten Ergebnisse im 2D-Fall davon aus, dass der 3D-Code ebenfalls gut
funktioniert.

Dies wird untermauert durch die iiberzeugenden Simulationsergebnisse, die wir im zweiten
Teil von 4 gezeigt haben. Wir konnten realistische Simulationen erzielen, die eine oszil-
lierende Reaktion zeigen, welche der Beschreibung der realen BZ-Reaktion nahe kommt
(vgl. etwa [Con82]).

Weiterhin haben wir unser Riickkopplungsmodell fiir verschiedene Parameter eingesetzt.
Damit wurde erfolgreich eine Riickkopplung der Reaktion auf das Geschwindigkeitsfeld
simuliert. Wir haben hier vorerst nur als einen modellhaften Ansatz die Machbarkeit an-
hand einiger Parametersitze gezeigt, das Auffinden von realistischen Materialparametern
verbleibt noch als eine interessante Aufgabe fiir die Zukunft.

Abschliefend wurde die Fluid-Struktur-Interaktion von NaSt3DGPF genutzt, um einen
magnetischen Rithrer zu simulieren. Somit kommen wir auf unser urspriingliches Ziel
zuriick, welches erfolgreich erfiillt werden konnte.
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5.2. Ausblick

Es gibt auf dem Gebiet der Simulation von chemischen Reaktionen viele weitere inter-
essante Ansatzmoglichkeiten.

Wie in Kapitel 2 vorgestellt, gibt es verschiedene Modelle, die man zur Beschreibung
chemischer Reaktionen benutzen kann. Mit unserer Implementierung des Brusselators
konnen wir oszillierende Reaktionen simulieren, welche von hohem Interesse fiir die In-
dustrie sind. Fiir noch breitere Anwendungsmoglichkeiten wére es denkbar, Modelle fir
weitere Reaktionsarten zu implementieren.

Insbesondere wéare es auch interessant, Reaktionen mit mehr als zwei Spezies zu be-
trachten. Fiir Reaktionen mit einer gréfleren Anzahl (Zwischen-)Spezies konnten auch
hochdimensionale Methoden zum Einsatz kommen. Hierzu gibt es bereits Arbeiten zur
Reduktion von detaillierten chemischen Reaktionsmechanismen auf einfachere Systeme.
Besonders hervorzuheben ist hier die ILDM-Methode (intrinsic low dimensional manifold
- [MP92]) und ihre Weiterentwicklungen. Wir haben uns in der vorliegenden Arbeit fiir
ein einfacher umzusetzendes Modell entschieden, da unser Schwerpunkt auf der Kopplung
des Reaktionsmodelles mit dem CFD-Loser liegt. Aufgrund des hohen Aufwandes der Im-
plementierung, der mit Modellen wie ILDM verbunden ist, wurde dieser Ansatz hier nicht
verfolgt, ware jedoch ein lohnenswertes Ziel.

Zur Verbesserung unseres im Rahmen dieses Arbeit erstellten Codes kénnte eine Uberle-
gung sein, ein implizites Verfahren fiir das Gesamtsystem zu implementieren. In der ak-
tuellen Implementierung wird immer eine explizite Transportroutine eingesetzt, die einer
CFL-Bedingung unterliegt, so dass die Wahl unserer Chemie-Zeitschrittweite beschrankt
ist. Dies konnte durch Einsatz eines impliziten Verfahrens vermieden werden. Zu beach-
ten ist allerdings, dass auch wenn die Chemie-CFL-Bedingungen wegfallen, wir weiterhin
die CFL-Bedingungen fiir die Stromungsberechnung haben (welche im Falle der aktiven
Kopplung zusétzlich durch die Chemikalien beeinfluBt werden).

Dadurch sind wir also mit der Schnelligkeit der Gesamtsimulation begrenzt. Hier wa-
re noch genauer abzuwégen ob eine weitere Verbesserung der Chemie-Zeitschrittweiten
einen tatsichlichen Vorteil bringen wiirde.

Beztiglich unseres Modells zur aktiven Riickkopplung waren weitere Untersuchungen dazu,
wie man die Wahl der Parameter realistischer gestalten kann eine niitzliche Aufgabe.

In Kapitel 4.4.3 wurde ein magnetischer Riihrer, wie er tatsachlich bei chemischen Ex-
perimenten eingesetzt wird, simuliert. Es gibt sicher noch viele verschiedene Aufbauten,
deren Simulation auch von Interesse wére.

Ein spannender Fall wéare insbesondere auch der haufig - gerade auch im Grofimafstab -
verwendete Blasenreaktor. Dieser stellt allerdings eine Herausforderung an die Numerik
dar. Bereits die physikalisch realistische Simulation einer einzelnen Blase in 3D ist sehr
schwierig.
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Da NaSt3DGPF bereits das Simulieren von Sedimenttransport beherrscht, wére eine Ver-
bindung hiermit naheliegend. Dafiir gibt es viele Anwendungen, der Bereich des Umwelt-
schutzes (Wasserverschmutzung) ist nur eine davon.

In diesem Zusammenhang kénnte man auch das Phidnomen der Ausfiallung einbeziehen:
aus den gelosten chemischen Stoffen konnte sich bei der Reaktion - wenn etwa eine be-
stimmte Konzentration erreicht ist - ein Feststoff bilden. Dessen Partikel konnen dann als
Sedimente vom Geschwindigkeitsfeld transportiert werden.

Die Realisierung von Ausfallung bei chemischen Reaktionen ist eine schwierige, aber loh-
nenswerte Aufgabe.

Somit gibt es noch viele interessante und lohnenswerte Moglichkeiten, die Arbeiten zu
diesem Thema zu verbessern und fortzusetzen.
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A. Anhange

Wir wollen erganzend noch einige weitere Simulationsergebnisse auffithren.

A.1. Aktive Kopplung - Parameterset |l

Zusétzlich zu der in Kapitel 4.4.2 abgebildeten Rechnung haben wir noch weitere Simu-
lationen zur Riickkopplung durchgefiihrt.
Mit

T = 0.8
crel =0

und ansonsten gleichen Parametern wie unter 4.4.2 haben wir folgende Ergebnisse erhal-
ten. Dargestellt ist wieder das Geschwindigkeitsfeld mit einem Slice durch CY:

0301181 \ | : 0.301181

r o L» ’/Jlrf,,“/——fi
Time: 1.300000
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A.1. Aktive Kopplung - Parameterset I1
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A.2. Aktive Kopplung - Parameterset Il

Ein weiteres Ergebnis, das wir basieren auf 4.4.2 durch Verdanderung der Kopplungspara-
meter als

Y1 = 1.7
cref =0

erhalten haben:

o

Lo

Time: 1.300000
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A.3. 3D-Reaktion mit getrennten Chemikalien ohne
Riihrfisch

Zum besseren Vergleich haben wir die Simulation mit getrennten Anfangskonzentratio-
nen aus Kapitel 4.4.3 auch ohne den Riihrfisch durchgefithrt. Wir zeigen dazu hier die
Ergebnisse fiir Cy (Cy verhélt sich analaog).

Time: 0.100000

e
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A.4. 3D-Reaktion mit getrennten Chemikalien, Riihrfisch nur passiv gekoppelt

A.4. 3D-Reaktion mit getrennten Chemikalien, Riihrfisch
nur passiv gekoppelt
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A.4. 3D-Reaktion mit getrennten Chemikalien, Riihrfisch nur passiv gekoppelt
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