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1 Einleitung

Erkenntnisse und Einsichten in naturwissenschaftliche Vorginge kann man
im wesentlichen auf drei verschiedene Arten gewinnen: durch (mechanische,
physikalische, chemische, ...) Experimente, mittels theoretischer ﬂ'berlegun—
gen, die sich zu einem Grofiteil auf mathematische Beschreibungsméglich-
keiten wie partielle Differentialgleichungen stiitzen, sowie mit Hilfe nume-
rischer Simulationen. Wihrend die ersten beiden Vorgehensweisen seit lan-
gem von Forschern der einzelnen Fachrichtungen benutzt werden, interes-
siert man sich fiir numerische Simulationen erst durch die Entwicklung lei-
stungsfihiger Grofirechner. Numerische Simulationen werden dabei in den
unterschiedlichsten Forschungsgebieten eingesetzt. Hierzu gehort etwa die
Crash-Simulation bei Fahrzeugen, die alltdgliche Wettervorhersage, die Op-
timierung von Reaktionen etwa bei Verbrennungsvorgingen oder die Op-
timierung der Aerodynamik von Flugzeugen zur Reduktion des Treibstoff-
verbrauchs. Trotz rasanter Leistungssteigerung und Erh6hung der Speicher-
kapazitit moderner Rechner ist man heutzutage jedoch nicht in der La-
ge, viele interessante Problemstellungen aus den Bereichen Physik, Chemie,
Astronomie oder anderen Wissenschaften auf Rechnern zu 16sen (Stichwort
“Grand Challenges”). Die Hauptgriinde hierfiir liegen zum einen im enor-
men Aufwand, der zur diskreten Darstellung von Lésungen der mathema-
tischen Gleichungen aufgewendet werden muf}, zum anderen in dem daraus
resultierenden enormen Rechenaufwand, um diese Datenmengen iiberhaupt
verarbeiten zu kénnen. Aufgaben aus dem Bereich der “Grand Challenges”
sind etwa die Turbulenzsimulation, das Gebiet der kiinstlichen Intelligenz,
die Klimamodellierung, die Simulation der Verschmelzung schwarzer Locher,
die numerische Simulation der Vorginge in einem Tokamak (thermonukleare
Fusionsreaktoren) oder Simulationen von Aufgabenstellungen aus der Quan-
tenchromodynamik.

Neben dem FEinsatz leistungsfihiger Grofirechner, die es erlauben, immer
groflere Datenmengen immer schneller zu verarbeiten, ist die stetige Wei-
terentwicklung numerischer Algorithmen die Grundvoraussetzung, auch die
momentan scheinbar unlésbaren Probleme anzugehen. Hierbei sei an die al-
gorithmische Entwicklung von der Eliminationsmethode nach Gaufl bis zu
Mehrgitterverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme erinnert. Durch
die Reduktion der Komplexitidt der Loser wurde durch Algorithmen eine
enorme Geschwindigkeitssteigerung erreicht, so daf moderne numerische
Losungsverfahren nur noch einen Bruchteil des Aufwandes friitherer Verfah-
ren bendtigen.

Einen wichtigen Schritt zur Reduktion der Speicherkomplexitét stellen diin-
ne Gitter dar. Sie basieren auf der stiickweise linearen, hierarchischen Basis
in einer Raumdimension, wobei die Erweiterung auf mehrere Dimensionen
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durch den Tensorproduktansatz erfolgt. Ausgehend von einem Schema von
Teilrdumen erhdlt man die hierarchischen Basisfunktionen eines diinnen Git-
ters dadurch, dafl man lediglich diejenigen Basisfunktionen beriicksichtigt,
die einen Mindestbeitrag etwa zum Interpolanten liefern. Dadurch reduziert
sich die Zahl der notwendigen Gitterpunkte von O((2")?) im Falle eines kon-
ventionellen vollen Gitters auf O(2"n?~1) Gitterpunkte im Fall eines diinnen
Gitters, falls die Daten geniigend glatt sind (d: Dimension, n: Level der Dis-
kretisierung). Gleichzeitig wird die Genauigkeit trotz der erheblich vermin-
derten Anzahl an Gitterpunkten anndhernd aufrecht erhalten. So verringert
sich die Genauigkeit in der Maximumsnorm und der Ly—Norm lediglich von
O(h?) im Fall voller Gitter auf O(h%log(h~!)?"!) im Fall diinner Gitter,
wohingegen die Genauigkeit im Fall der Energienorm auf beiden Gittern
von derselben GréBenordnung O(h) ist. Damit wird das Verhiltnis von Auf-
wand zu Genauigkeit im Vergleich zu vollen Gittern erheblich verbessert.
Durch ihre Konstruktion erlauben diinne Gitter zudem adaptive Verfeine-
rungen. Adaptivitit zusammen mit den zuvor genannten Vorteilen machen
diinne Gitter zu duflerst aussichtsreichen Kandidaten, die Komplexitdt zur
Loésung oben genannter Problemstellungen weiter zu verringern. Dabei sind
die theoretischen Grundlagen der diinnen Gitter nicht neu, wie Arbeiten et-
wa von K. I. Babenko, N. M. Korobov oder etwa S. A. Smolyak belegen.
Derzeit ist auf diinnen Gittern lediglich die Methode der Finiten Elemente
zur Losung beliebiger, elliptischer partieller Differentialgleichungen 2. Ord-
nung verfiigbar. Dabei erweist sich bereits die Implementierung der Methode
der Finiten Elemente auf diinnen Gittern als teilweise schwierig. Insbeson-
dere die Behandlung von allgemeinen Koeffizientenfunktionen beispielweise
bei elliptischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist hier durch die
notwenige Integration nicht einfach.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, mit der Methode der Finiten Differen-
zen auf diinnen Gittern ein Diskretisierungs—Verfahren bereitzustellen, das
die Vorteile diinner Gitter ausnutzt, gleichzeitig aber einfach zu implemen-
tieren ist. Neben der notwenigen Konstruktion spezieller Finiter Differenzen
Operatoren auf diinnen Gittern ist auch die theoretische und numerische Un-
tersuchung von Konsistenz und Konvergenz Bestandteil dieser Arbeit. Da-
bei sind die theoretisch und numerisch zu erwartenden Konvergenzordnun-
gen vergleichbar mit denen der Methode der Finiten Elemente auf diinnen
Gittern. Es zeigt sich auflerdem, daff die Konsistenzordnungen der Finiten
Differenzen Operatoren identisch mit denen auf entsprechenden vollen Git-
tern sind. Zudem stellt sich heraus, daf etwa elliptische Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung mit hinreichend glatten Koeffizientenfunktionen ohne
groflen programmiertechnischen Aufwand realisiert werden kénnen. Im Hin-
blick auf die anfangs genannten Problemstellungen werden neben Gebiets-
zerlegungstechniken auch Transformationen von physikalischen Gebieten auf
quaderférmige Rechengebiete betrachet. Durch die Kombination beider Vor-



gehensweisen ist man in der Lage, die Gebiete, die in realen Anwendungen
von Interesse sind, auch mit Hilfe diinner Gitter handzuhaben. Zur schnel-
len und effizienten Losung der resultierenden Gleichungssysteme wird eine
einfache Vorkonditionierung fiir die Methode der Finiten Differenzen auf
diinnen Gittern vorgestellt. Die Datenstruktur Hash—Tabelle ermd&glicht in
einer Implementierung einen Zugriff auf beliebige Daten in O(1) Operationen
und bietet damit die Grundlage zur Generierung effizienten Programmeco-
des. Zudem ist durch diese Datenstruktur die Verwaltung adaptiver Gitter
problemlos und einfach moglich. Neben den bereits angegebenen Gebietszer-
legungstechniken, die auf natiirliche Art und Weise ein paralleles Vorgehen
ermoglichen, wird eine Parallelisierung basierend auf “Open MP” fiir SMP—
Maschinen zur Verfiigung gestellt. Damit steht mit der vorgestellten Metho-
de der Finiten Differenzen auf diinnen Gittern eine Methode zur Verfiigung,
die es erlaubt, auf allgemeinen Gebieten parallele, vorkonditionierte Léser
fiir vorgegebene Problemstellungen zu konstruieren. Im folgenden sollen die
einzelnen Bausteine hierzu vorgestellt werden. Die vorliegende Arbeit ist
nun wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 werden diinne Gitter eingefiihrt sowie grundlegende Eigenschaf-
ten der Teilrdume des zur Definition diinner Gitter hilfreichen Teilraumsche-
mas angegeben. Zudem werden die Basistransformationen von stiickweise
linearer, nodaler Basis in stiickweise lineare, hierarchische Basis sowie de-
ren Inverse als Integraloperator, genauer als Wavelet—Transformierte, dar-
gestellt. Bemerkungen zur Adaptivitdt bei dinnen Gittern beenden diesen

Abschnitt.

Kapitel 3 befafit sich nach einigen grundlegenden, algebraischen Eigenschaf-
ten diinner Gitter mit einer Algebra auf Operatoren fiir Funktionen auf
diinnen Gittern. Dabei wird der Multiplikation zweier Funktionen auf diin-
nen Gittern besondere Aufmerksamkeit geschenkt.

In Kapitel 4 wird nach einigen grundlegenden Bemerkungen zu Finiten Dif-
ferenzen die Konstruktion von Finite Differenzen Operatoren auf diinnen
Gittern motiviert und durchgefiihrt. Theoretische Betrachtungen zur Kon-
sistenz erster und zweiter Ableitungsoperatoren zeigen dabei dieselben Kon-
sistenzordnungen wie auf entsprechenden vollen Gittern. Die Untersuchung
der Stabilitit und der Konvergenz folgen der Konstruktion der Operatoren.
Diese Ergebnisse werden spiter im Abschnitt der Numerischen Resultate
(Kapitel 7) mit zahlreichen numerischen Experimenten untermauert. Nach
der Konvergenzaussage werden die Eigenschaften der Diskretisierungsmatri-
zen untersucht. Dabei stellt sich unter anderem heraus, dafl die fiir theore-
tische Aussagen interessante M—-Matrix—Eigenschaft fiir die Finiten Diffe-
renzen Operatoren auf diinnen Gittern nicht gegeben ist. Finite Differenzen
Operatoren héherer Ordnung und die Behandlung von Neumann Randbe-
dingungen beenden die Betrachtung der Finite Differenzen Operatoren auf
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diinnen Gittern. Betrachtungen zur Lésung von Problemstellung auf allge-
meinen Gebieten mit Gebietszerlegungstechniken sowie Gebietstransforma-
tionen, die nicht spezifisch fiir die Anwendung auf dinnen Gittern sind,
sondern allgemeiner behandelt werden, runden dieses Kapitel ab.

Kapitel 5 betrachtet einige, speziell fiir Finite Differenzen Operatoren auf
diinnen Gittern interessante Aspekte zur Losung partieller Differentialglei-
chungen. In Abschnitt 5.2 wird die Diskretisierung einer elliptischen Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung mit Hilfe der Finiten Differenzen Opera-
toren auf diinnen Gittern sowie der Algebra fiir Operatoren auf Funktionen
vorgestellt. Zudem wird ein iterativer Loser fiir die aufretenden linearen
Gleichungssysteme mit stets nicht-symmetrischen Diskretisierungsmatrizen
angegeben. Ein einfacher Vorkonditionierer und die Vorstellung eines selbst-
adaptiven Algorithmus auf diinnen Gittern beenden diesen Abschnitt.

Implementiertechnische Aspekte werden in Kapitel 6 betrachtet. Dort steht
neben der Diskussion einer geeigneten Datenstruktur fiir die Implementie-
rung der Finiten Differenzen Operatoren, aber auch fiir die Implementierung
diinner Gitter selbst, die Frage nach den Kosten fiir die Anwendung Finiter
Differenzen auf diinnen Gittern sowie die Parallelisierung des vorgestellten
Ansatzes mittels “Open MP” auf SMP-Maschinen im Mittelpunkt.

Das sich daran anschlieflende Kapitel 7 beinhaltet zahlreiche numerische
Resultate fiir allgemeine elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
skalare parabolische Differentialgleichungen und nichtlineare, gekopplete Sy-
steme parabolischer Differentialgleichungen sowie der Navier Stokes Glei-
chungen. Dabei werden im Bereich der elliptischen Differentialgleichungen
Problemstellungen der Dimensionen 2 bis 8 betrachtet.

Im Appendix befinden sich diejenigen Beweise zu Sédtzen dieser Arbeit, die
eine gewisse Lange iiberschreiten und somit den Leseflufi beeintrachtigen
wiirden. Samtlich der dort aufgefiihrten Beweise entstammen Lemmatas
oder Sitzen des Kapitels 4.

An dieser Stelle méchte ich meinen Dank an diejenigen Personen ausspre-
chen, die beim Erstellen und gelingen dieser Arbeit hilfreich waren. Als er-
stes ist hier Prof. Dr. Michael Griebel zu nennen, der mein Interesse auf das
Gebiet der diinnen Gitter gelenkt hat und wdhrend der Erstellung dieser
Arbeit stets mit konstruktiven Vorschligen und Ideen den Entwicklungs-
prozef} vorangetrieben hat. Sein Engagement und Interesse hat diese Arbeit
positiv beeinflufit. Bei Professor Dr. Martin Rumpf bedanke ich mich fiir die
Ubernahme des Zweitgutachtens. Zudem gebiihrt mein Dank Dr. Gerhard
Zumbusch, der in zahlreichen Diskussionen Hilfestellungen und Anregungen
gegeben hat. Stephan Knapek und Dr. Ralf Hiptmair ibernahmen das Kor-
rekturlesen dieser Arbeit, Thomas Gerstner danke ich fiir zahlreiche und
endlose Diskussionen, und Alexander Schweitzer gebiithrt mein Dank, da er
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leichterte. Zudem danke ich allen Kollegen der Abteilung Wissenschaftliches
Rechnen und Numerische Simulation am Institut fiir Angewandte Mathe-
matik der Universitdt Bonn fiir das gute Arbeitsklima und die stindige
Bereitschaft zur Diskussion. Danken mochte ich auch dem BMBF (Bundes-
ministerium fiir Bildung und Forschung) sowie dem Sonderforschungsbereich
256 der Universitiat Bonn fiir die materielle Unterstiitzung wiahrend der Er-
stellung dieser Arbeit.

Sankt Augustin, im Oktober 1998
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2 Multilevel-Darstellung von Funktionen

2.1 Multilevel-Unterraum-Splitting und Tensorproduktba-
sen

Auf dem d-dimensionalen Einheitswiirfel Q = [0, 1]¢ betrachten wir die Men-
ge der Funktionen u € X%%(Q) mit existierenden und beschrinkten gemisch-
ten Ableitungen bis maximal zweiten Grades (vgl. [Bun98] fiir Riume mit
hoheren Ableitungen), wobei

(@) = du@ 0 c R R, 2

B ' Tz 02l
gilt. Zudem bezeichnen wir mit XN Q) = {u € X™(Q) : ulr = 0} den-
jenigen Unterraum von X*%(Q), dessen Funktionen am Rand T' = 0Q des
Gebiets verschwinden. Im weiteren Verlauf der theoretischen Betrachtungen
werden wir uns der Einfachheit halber auf den Raum fxg’d(Q) zuriickziehen'.

Dabei bezeichnet r = (ry,...,rq) einen Multi-Index, der den Grad der
Ableitung beziiglich jeder Raumdimension angibt. Auf Multi-Indizes (€ ]Ng)
fiihren wir die beiden Semi—Normen

d

|y = Zri

i=1

und
It|oo = max 7;
1<i<d

ein. Arithmetische Operationen wie Addition, Subtraktion, Skalarmultipli-
kation oder Vergleiche werden auf Multi-Indizes stets komponentenweise
ausgefiihrt. Potenziert man eine Zahl ¢ mit einem Multi-Index r, so ist das
Ergebnis der Vektor (a™, ..., a"?), der seinerseits wiederum als Multi-Index
aufgefafit werden kann.

Mit Hilfe des Multi-Index 1, der in einer Multilevel-Umgebung fiir jede Di-
mension einen Level angibt, definieren wir die Familie der d—dimensionalen
Gitter

{Ql}le]Ng

"Dabei sei an dieser Stelle angemerkt, dafl der in [BuGr97] definierte Raum X*({),
der statt der Zugehdrigkeit der gemischten Ableitungen zu C° die Zugehorigkeit zu Ly
verlangt, an dieser Stelle nicht verwendet werden kann. Der Grund hierfiir ist, daf bei
der Methode der Finiten Differenzen im Gegensatz zur Methode der Finiten Elemente

Punktauswertungen vorgenommen werden miissen, was bei L,~Raumen nicht sinnvoll ist.
Somit muB hier die stiirkere Voraussetzung, d.h. die Verwendung von C°, gefordert werden.
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mit den Schrittweiten
hy = (h1,... hg) = (270,...,270) = 2=l

die beziiglich unterschiedlicher Raumdimensionen verschieden sein kdnnen,
fiir eine feste Raumdimension jedoch ein dquidistantes Gitter beschreiben.
Die mit diesen Gittern verbundenen Gitterpunkte ergeben sich zu

213 = (@0, or Tlgig) =1y

mit zy,;, = i; - by fiir i; € {0,... ,2li}. Dabei beschreibt der Multi-Index
i die Lage der Gitterpunkte auf einem gegebenen, festen Level 1. Jedem
Gitterpunkt z;; 1aft sich eine stiickweise, d-lineare Hutfunktion

d
wri(x) = H @15, (75) (2.1)

mit x = {z1,...,24} 7uordnen, die vermoge eines Tensorprodukts eindi-
mensionaler Funktionen aufgebaut ist. Diesen eindimensionalen Funktionen
liegt die (Mutter—)Funktion

oy 1=z fiirz e [-1,1]
g,o(ac) o { 0 sonst

zugrunde, aus der mittels Translation und Dilatation die Funktionen

@1;,i;(7) vermoge

iy (25) = @ (7J . J) (2.2)

']

erzeugt werden. Mit Hilfe der den Gitterpunkten zugeordneten Basisfunk-
tionen definieren wir den Raum der stiickweise d-linearen Funktionen

Vi =span{gi(x):i;=1,...,25 —1,1<j <d,1€ N} |

fiir den die zuvor definierten Ansatzfunktionen eine Basis darstellen. Zudem
definieren wir die (eindimensionalen) Rdume

Vi, =span{ey, i (z;) 1i; =1,... 24— 1,1, € N} (2.3)

beziiglich Raumdimension j, womit wir den d—dimensionalen Raum V] auch

d
Vi=Q Vi
j=1

mittels
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in Tensorschreibweise darstellen konnen. Aufbauend auf den Raumen V) de-
finieren wir die Differenzraume W) gemafl

d
Wi =W\ @D Vi, (2.4)
j=1

wobei der d-dimensionale Einheitsvektor e; hier als Multi-Index aufzufassen
ist. Aus formalen Griinden setzen wir zudem Viee, = (0, falls I; = 0. Damit
konnen wir den Raum

V=> ) W) =Pm (2.5)
=1 lg=1 1>1

definieren, dessen Vervollstindigung V' beziiglich der H'-Norm mit dem So-
bolev-Raum H}(Q) zusammenfillt. Hierbei steht 1 fiir den Multiindex 1 =
(1,...,1). Die Differenzrdume W; bestehen nach Definition aus denjenigen
Funktionen in V], die ungerade Indizes besitzen, d.h.

Wi = span{pi(x) € Vi:i; =1,...,25% — 1 mit i; ungerade ,1< j < d}.

Damit bilden die Rdume W) eine hierarchische Basis [Fab09, Yse86, Yse92],
die einen endlich-dimensionalen Unterraum des H} () aufspannt. Dies ist
eine einfache Verallgemeinerung der eindimensionalen hierarchischen Basis
auf den d-dimensionalen Fall, wie sie in [Fab09] zu finden ist. Zudem defi-

nieren wir die eindimensionalen Raume
. — . /y .
lev] - ‘/ljvj \xlj_lvj (26)
beziiglich Raumdimension 7, die wir genauso wie die eindimensionalen Rau-
me V;; ; zur Definition von Operatoren im Verlauf des Abschnitts bendtigen.

In Abbildung 1 sind die Rdume W) fiir den eindimensionalen Fall zu sehen.
Die Tréager der Basisfunktionen im zweidimensionalen Fall zusammen mit
den Mittelpunkten (gekennzeichnet durch e) der entsprechenden Basisfunk-
tionen sind in Abbildung 2 zu finden. Dabei wird ersichtlich, daf§ der Schnitt
der Triger zweier Basisfunktionen eines Raumes Wy mit festem 1 leer ist.

Nach den Definitionen der einzelnen Rdume kénnen wir nun beliebige Funk-
tionen u € H{ () mittels

u(x) =Y m(x) =) Y mi e (2.7)
1>1 1>1 i€l
darstellen, wobei u(x) € W) ist und

u(x) = Z uL - @1,i(x) (2.8)

iEI]



2.2 Eigenschaften der Unterraume

y W, y W,
1 1
* 1% 17X
W3 W4
1
17X 17X

Abbildung 1: Basisfunktionen der Differenzraume W; in einer Raumdimen-
sion fiir [ € {1, 2, 3,4}

n=1 n=2 n=3
| |
| . I L)
. | | :
Wiy :le ° :W13 0
_ |
|
o [ ) I L
[ ] [ ] : :
Wor Wool * | ¢ ] 1 Was[e
—— ]
olofo]e e
000 e
Way Waol®|®[®]®] Was[ele

Abbildung 2: Triager der Basisfunktionen der Differenzraume in zwei Raum-
dimensionen (nur Basisfunktionen im Inneren von €, links) sowie die Basis-
funktionen von Wiy, Wig, Wy und Wy, (rechts)

gilt. Hierbei sind die w4 die Koeffizienten der Ansatzfunktionen (auch: hier-
archische Uberschiisse, vgl. [Zen90, Bun92, Bal94, Bun98]) und I; reprisen-
tiert die Menge der Indizes

L={icNl:i;=1,...,2% —1 mit i; ungerade ,1<j <d}. (2.9)

2.2 Eigenschaften der Unterraume

In diesem Abschnitt fassen wir die Eigenschaften der Unterrdume W) sowie
der sie aufbauenden Basisfunktionen zusammen. In unserer Aufzihlung fol-
gen wir eng der Darstellung in [Bun92, BuGr97, Bun98], wo auch simtliche
hier ausgelassenen Beweise zu finden sind.

Zur Formulierung der Abschitzungen im nachfolgenden Lemma 2.3 fiithren
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wir zunachst die beiden Seminormen

[t 00 = || D" | oo

1/2
lulps 1= || Dl = (/ |Dru|2dx)
JQ

ein, wobei r ein Multi-Index ist und D*u vermoge

und

olrliy
D'y = — 2.10
R S (2.10)

definiert ist. Zudem ist die Energienorm || - ||z (des Laplace—Operators) de-

finiert mittels
1/2

[ lea = /Z(a%) ,

wobel wir nachfolgend || - ||z = || - ||g,@ verwenden, wenn € bekannt ist.

Lemma 2.1 (vgl. [BuGr97], Lemma 2) Fiir jede stiickweise d-lineare Ba-
sisfunktion ¢13(x) gelten die folgenden Aussagen:

o)l = 1
2

d/p |
loutls = (525) 2 2107 )

1/2

9\ (d-1)/2 d
lei(x)||e = \fz(§> Lo=M/2 222.”
J=1

Lemma 2.2 (vgl. [BuGr97], Lemma 4) Sei u(x) € X5%(Q) mit r > 2
beziiglich der Darstellung (2.7) gegeben. Fir die hierarchischen Uberschiisse
uy; gelten die Abschdtzungen

IA

5] 27 27 fufy 00

/2
2
jus] < 2‘f‘-(§) 2Byl

Dabei ist x13(x) die charakteristische Funktion des Trdgers der Funktion
PLi(x)-

Lemma 2.8 (vgl. [BuGr97], Lemma 1 und Lemma 5) Aus (2.4) zusammen
mit (2.9) folgt

Wil = 1| = 2l=1h, (2.11)
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Das Volumen des Trdgers einer beliebigen Basisfunktion ¢13(z,y) € Wy in
d Dimensionen betrdigt

vol(supp(cpl,i)) — od=llli

Sei u(x) € X54(Q) mit v > 2 beziglich der Darstellung (2.7) gegeben. Fiir
uy(x) € Wy gelten die Abschitzungen

fuaGllo < 27027200 Julz o
()l < 3742750y,

1/2

d
1 —2.1] 24
T A 2.2 il
j=1

IN

()|

Beweis: Vergleiche hierzu [Bun92, BuGr97]. O

Die Berechnung der Koeffizienten w1 in (2.7) bzw. (2.8) erfolgt iiber

d
ul,i = H Hxljv':j ,hj M(X) = Hxl,iyhu(x) (212)
=1

mit

. 9. l; . . .
wobei die Operatoren? Hyy ooy o Vi = @Dy, =1 Wk, in (2.12) in einer Raum-
dimension mittels

1 1
Hxlj,ijvhj - |:_§ 1 _§]wz-i-,hj (2-13)
J0g

1
Hayoohg o wl@yis) = wlwy;) = 5 (wleng = hy) + ulayi; + 1j))

J J

fiir 1 <4, < 2li — 1 definiert sind. In d Raumdimensionen sind diese Opera-
toren entsprechend vermoge

Hxlj,ij h; © U(ml,i) = U(‘rll,iw N IR TIRRE 7mld7id) —

1
_ (u(‘rluil? R T h]', ... 7mld7id) +

2
u(‘rll,im ce sy Tl + hj, .. 7‘rld7id)) (2.14)

2In dieser Arbeit wird als Symbol fiir die Berechnung des hierarchischen Uberschusses
der Buchstabe H (Hierarchisierung) verwendet. Dieser Operator ist identisch mit dem
Interpolationsoperator I, ; i, in [Bun92, Bal94, Bun98].
277
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definiert (vgl. [Zen90, Bun92, Bal94, Gri97], siehe auch [Fab09] fiir den ein-
dimensionalen Fall). An einem Randknoten beziiglich der Raumdimension j
entspricht hierbei obiger Operator der Identitdt. Der Term Hy, , p reprisen-
tiert einen d-dimensionalen Stern, der den Koeffizienten wu; durch eine Li-
nearkombination von Funktionswerten (nodalen Werten) der betrachteten
Funktion u(x) auf Q ermittelt (vgl. [Hac86, Bun92] fiir die Schreibweise von
Operatoren, die vermoge Sternen definiert sind). Hy,; n ist dabei die Basi-
stransformation von der stiickweise d-linearen, nodalen Basis in die stiick-
weise d—dimensionale, hierarchische Basis.

Fiir die Einfiihrung der Finiten Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern
in Abschnitt 4.2 benotigen wir weitere Operatoren, die iber die eindimen-
sionalen Basistransformationen H_le’ij hj definiert werden. Zunéachst fiihren
wir den Operator H’ fiir 1 < j < d ein, der eine Kurzschreibweise fiir die
Anwendung der eindimensionalen Hierarchisierung beziiglich Koordinaten-
richtung j an allen Gitterpunkten darstellt und somit formal als Operator

in d Dimensionen definiert ist.

Definition 2.1 (Hierarchisierung und Enthierarchisierung): Unter
dem Operator H? verstehen wir eine eindimensionale Hierarchisierung be-
ztglich der Raumdimension 7 mit 1 < j < d, d.h. die Basistransformation
von stickweise linearer, nodaler Basis in stickweise lineare, hierarchische
Basis beziiglich der Raumdimension j. Dabei ist

(HJ © u) (xl7i) = Hxl‘],zlj 7h,] 0 u(xLi)
mit Hy, . p; aus (2.14) der Koeffizienten-Vektor, dessen Eintrdge beziiglich
JJ

einer Dimension (ndmlich j) in hierarchischer und beziglich aller tibrigen
Dimensionen in nodaler Basis gegeben sind. Dabei gilt

H : (ng) X (Vlj,]) X ( é Yl) -

s=7+1
j—1 l; d
(®Yls,s) ® (@ Wsj,j) ® ( ® Yls,s) ) (2'15)
s=1 s;=1 s=j+1

wobei Yy, s € {Vi,.s, @i;l Wi s} zu betrachten ist. Der d—dimensionale Hier-
archisierungsoperator H, der die Basistransformation beziglich aller Ko-
ordinatenrichtungen durchfihrt und dessen Stern in (2.12) zusammen mit
(2.18) eingefihrt ist, ist definiert als

d d d lq
H=]][0 : ®W..—> (EB Wtﬂ) . (2.16)
s=1 s=1

7=1 = ta=1



2.2 Eigenschaften der Unterraume 13

Zudem betrachten wir den Operator?

d
H, = [[®’ (2.17)
J=1

J#k

- (@)v;) ® (é;Y) ®( é Vl) 5

(8 () (&)@ ( & (&r))os

der die Hierarchisierung in alle Raumdimensionen mit Ausnahme der Di-
mension k bedeutet und fiihren E = H™!, E/ = (H’)~! sowie B, = H; ' als
Inverse der genannten Operatoren ein. Somit stellt Hy ou einen Vektor dar,
dessen Fintrige beziglich einer Dimension in nodaler (ndmlich in k) und
beziiglich aller tibrigen Dimensionen in hierarchischer Basis gegeben sind.

Obige Definitionen stiitzen sich bereits auf den diskreten Fall mit vorgegebe-
nem Gitter. In kontinuierlicher Form kann diese Transformation durch eine
Integraltransformation angegeben werden. Eine Darstellung hierzu gibt

Satz 2.1 (kontinuierliche Darstellung der Hierarchisierung in 1D):
Seiu € C*(Q) und ¢ ;(x) wie zuvor aus ¢(x) durch Translation und Dilata-
tion erhalten. Der hierarchische Uberschuf u;; an der Stelle x; ist definiert
als

ui =5 / ori(z)u(z) dz (2.19)

d.h. die eindimensionale Hierarchisierung ist ein Integraloperator mit dem
Kern ¢p;(z).

Beweis: Wendet man partielle Integration auf das Integral in (2.19) an, so

#Man beachte an dieser Stelle die Indizes! Hochgestellte Indizes k bedeuten stets eine
eindimensionale Hierarchisierung in Raumdimension k, wohingegen tiefgestellte Indizes k
eine Hierarchisierung in alle d Raumdimensionen mit Ausnahme der angegebenen Dimen-
sion k bedeuten.
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erhalt man

b o b xy;+h
3 [e@i@i = 3 [ au@i) ds
—o0 xli.—hl
h o
l zi;+h 21
= Fle@r @ -2 [ e da
~ -0 z;—h
b zi+h
_ 51 gpl’,;(ac)'u/(ac) dac
Ty
. T . zy;+hy
_ - ! _ = !
= 3 / u'(z) dz 5 u'(z) dz
@i —hy Ty
— u(an) - u(zy; — ) -|2- u(zy; + ) (2.20)
Ein Vergleich von (2.20) mit (2.13) liefert nun die Behauptung. O

Betrachtet man sich den Beweis des vorangegangenen Satzes 2.1 genau-
er, so stellt man fest, dafl die beiden Teilintegrale in der zweiten Zeile der
Gleichheitskette auch mit Hilfe eines Haar—Wavelets formuliert und somit
zu einem Integral zusammengefafit werden kénnen. Der hier beobachtete
Zusammenhang wird bereits in [XuSh92, LMR94]| zur Konstruktion von
Wavelet—Galerkin-Methoden fiir Randwertprobleme ausgenutzt. Ebenso in-
terpretiert [Gri97] die Berechnung hierarchischer Koeffizienten als eine Inte-
graltransformation, die der Wavelet—Transformation dhnlich ist. Betrachtet
man die kontinuierliche Wavelet-Transformation (vgl. hierzu etwa [Dau92]),
so stellt man fest, dafl sich die Hierarchisierung einer gegebenen Funkti-
on u als skalierte Wavelet-Transformation der Ableitung u’ schreiben 148t.
Dementsprechend 148t sich durch die Inversion der Wavelet—Transformation
auch die Enthierarchisierung mittels einer Integraltransformation darstellen.
Diese Aussagen sind Bestandteil des nachfolgenden Satzes.

Satz 2.2 (Die Hierarchisierung und Enthierarchisierung als Wave-
let—Transformation in 1D): Sei u € C'(Q) und v (z) das Haar- Wavelet,
das vermaoge

1 : -1<z<0
Ppz)y=¢ -1 + 0<z<1
: sonst

definiert ist (vgl. etwa [LMR94]). Der hierarchische Uberschuf uy; an der
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Stelle x;; berechnet sich aus
1
wi = (Ipu) (a,b) = Sla'/2V2 102 (Zou')(a,0) (2.21)
mit den Substitutionen a = hy =2~ und b= 2, =i-h;. In obiger Formel

folgen wir der Notation in [LMR94], in der mit (L¢f) (a,b) die Wavelet-

Transformierte

(Lof) (0.0) = —lalt ! sy (12) an

der Funktion f mit dem Wavelet ¢ bezeichnet wird. Dabei gilt

0<c¢:2ﬂ'/|¢(w)|dw<oo,
R

@l

Wavelet—Transformation ergibt sich die Ausgangsfunktion u vermdge

u(z) = / o (2) do

1 1 z—b
— - —La/
/ 1112././lal v( -
R R

bis auf Integrations—Konstanten bei Integration von u'.

) (f}f¢'u) (a,0) 22 2‘”’ d2(2.22)

a

Beweis: Der Beweis fiir die Hierarchisierung ergibt sich sofort aus der De-
finition der Wavelet—Transformation sowie dem Beweis von Satz 2.1:

u; = (f}f¢'u)(a,b)
= %|a|%\/m-(L¢u')(a,,b)

1, 1 1 1 r—2b
= Zlalzv21n2- a_E/u'm '7( )dm
Slafvame. | Lot [ (2

(- >

Haar—Wavelet—Transformierte von u’
1 , r—b
= — [ u(z dz
5 [ w( ; )
R

Ebenso ergibt sich der Beweis fiir die Enthierarchisierung aus der Definition
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der inversen Wavelet—Transformation:

w(z) = / o

1 1 z—b da db
= 329 . ! [
[ [ e (557) (o 52
R R

inverse Haar—Wavelet-Transformierte von L u’

_ / Jzﬁﬁ!f['“_%‘b(x;b)'
-(2-|a|_;—\/211W<fH¢u>(a,b)) %) da

1 1, [z—Db da db
/ E//M w( p, > (9{¢u> (a,b) e dx
R R

Dabei ist jedoch zu beachten, dafi bei der von uns gewahlten Vorgehensweise
nur die Funktion #', die in die Wavelet-Transformation eingeht, wiederge-

—~

z)dz

wonnen werden kann. Daher ist eine zusdtzliche Integration noétig. Somit
kann u nur bis auf Konstanten rekonstruiert werden, Information geht folg-
lich in dieser Darstellung verloren. O

Nach dem bisherigen ist klar, daf} sich die d—dimensionale Hierarchisierung
nun als d-dimensionales Integral schreiben 138t:

Satz 2.3 (Integraldarstellung der Hierarchisierung in d Dimensio-
nen): Sei u € X™4(Q) mit v > 2 und ¢13(x) definiert wie zuvor. Der hier-
archische Uberschuff w3 an der Stelle x ist definiert als

= 2d
ug = =0 /cplii(x)w dx (2.23)

’ 24 oxjxs-- -z
R4 “

d.h. der d-dimensionale Hierarchisierungsoperator ist ein Integraloperator
mit Kern ¢13(x).

Beweis: vgl [BuGr97], Lemma 3 O

Analog a8t sich nun die d-dimensionale Hierarchisierung als d-dimensionale
Wavelet-Transformation darstellen, fiir die Enthierarchisierung gilt ent-
sprechendes. Dabei wird ausgenutzt, daff sich die d—-dimensionalen Ansatz-
funktionen nach (2.1) als Tensorprodukt eindimensionaler Ansatzfunktio-
nen (2.2) schreiben lassen. Fithrt man die Transformation (2.21) fiir die
d—dimensionalen Ansatzfunktionen nun mit dem d—dimensionalen Analogon
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der Haar—Basis aus, das ebenfalls vermoge eines Tensorprodukts gewonnen
wird, so 148t sich die nétige d—dimensionale Integration sofort aufgrund der
Tensorproduktdarstellung durch d eindimensionale Integrale ausdriicken, die
jeweils von der Bauart (2.21) sind. Dieselbe Vorgehensweise fiihrt sofort auf
das d-dimensionale Analogon von (2.22).

2.3 Diunne Gitter

Wir gehen in diesem Abschnitt von Funktionen u, die in unendlich—dimen-
sionalen Raumen V definiert sind, iiber zu deren Interpolanten bzw. all-
gemeinen Funktionen %, die in endlich—-dimensionalen Unterrdumen von
V' definiert sind. Fiir die Diskretisierung findet man in der Literatur oft-
mals volle Gitter (vgl. unter vielen z.B. [Hac86]), deren zugehorige endlich—
dimensionale Ansatzriume mittels

vrvi=| ) m (2.24)
oo <n

gegeben sind. Funktionen auf vollen Gittern?, also auf Gittern mit dquidis-
tanter Schrittweite A in jede Koordinatenrichtung, kénnen somit iiber

uVi(x) = 1"V o u(x) = Z Zuu co(x) (2.25)

oo <n i€T,

dargestellt werden, wobei I"'V+4 : V' — V"Vid der Interpolationsoperator des
in (2.5) definierten Raums V' auf den Vollgitterraum V™V des Levels n
in d Dimensionen darstellt. In Abbildung 2 geben die gestrichenen Linien
zwischen den Teilriumen an, welche Raume W) zu einem vollen Gitter ei-
nes vorgegebenen Levels zusammengefafit werden. Abschitzungen fiir den
Interpolationsfehler findet man beispielsweise in [Hac86, Tho95]. Volle Git-
ter besitzen das Problem des “Fluchs der Dimensionen”, d.h. die Anzahl
der Punkte eines vollen Gitters nimmt exponentiell mit der Dimension zu.
Hieraus resultiert die Suche nach einem Ansatzraum, der bei anndhernd glei-
cher Genauigkeit (Fehler im Interpolanten) erheblich weniger Gitterpunkte
benotigt.

Das quadratische Schema im linken Teil der Abbildung 2 zeigt in zwei Raum-
dimensionen ein theoretisch unendliches Tableau der Supports der stiickwei-
se bilinearen Ansatzfunktionen, die ein volles Gitter liefern. Jeder einzelne
Unterraum Wy = Wy, ;, besitzt dabei nach (2.11) oh+l2=2 yargchiedene Ba-
sisfunktionen. Aus Lemma 2.3 folgt, dafi der Beitrag eines jeden Unterraums

*Hier und im folgende bedeutet ein hochgestelltes “V” stets einen Bezug zu vollen
Gittern, wahrend die Abkiirzung “S” stets im Bezug zu diinnen Gittern (sparse grids)
steht — eine Verwechslungsgefahr zwischen hochgestelltem V und der Bezeichnung V fiir
Raume sollte nicht bestehen.
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Abbildung 3: Trager der Basisfunktionen in zwei Raumdimensionen (diinnes
Gitter, nur Basisfunktionen im Inneren von €2)

Wy, 1, mit Iy + I3 = ¢ = constant zum Interpolanten von u von derselben
GroBenordnung O(27%) beziiglich der Ly~ und der Ly, ~Norm ist. Fiihrt man
diese Diskussion in mehr als zwei Dimensionen, so ergeben sich aus Lemma
2.3 sofort analoge Aussagen.

Aufgrund dieser Eigenschaften und einer Kosten—/Nutzen—Analyse (d.h.
dem Vergleich des verursachten Rechenaufwands durch einen Teilraum zu
seinem Beitrag zum Interpolanten) scheint es sinnvoll, statt einem quadra-
tischem Schema ein dreieckiges Schema an Unterrdumen zu verwenden, wie
es in Abbildung 3 angedeutet ist. Somit werden nur diejenigen Teilrdume
zur Darstellung des Interpolanten verwendet, die einen bestimmten Mini-
malbeitrag hierzu liefern. Das “Weglassen” von Unterrdumen, die iiber einen
Grofiteil der Ansatzfunktionen eines vollen Gitters verfiigen, jedoch nur noch
einen kleinen Beitrag zum Interpolanten liefern und somit sehr teuer sind,
fiihrt auf diinne Gitter (vgl. [Zen90, Gri9la, Gri91lb, Bun92, BuDo97]). Ein
Beispiel fiir ein diinnes Gitter sieht man rechts in Abbildung 4.

Die d-linearen Ansatzraume diinner Gitter sind definiert vermoge

vrsd= | ] wm . (2.26)
1] <n

Die Abbildung 4 verdeutlicht, daf§ diinne Gitter erheblich weniger Gitter-
punkte besitzen als vergleichbare volle Gitter. Analog wie im Fall voller
Gitter kénnen Funktionen auf diinnen Gittern iiber

u™ S (x) = 154 o y(x) 1= Z Z U - @1i(x) (2.27)

1|, <n i€l

dargestellt werden, wobei ™94 : V. — V™54 der Interpolationsoperator
des in (2.5) definierten Raums V auf den Diinngitterraum V™ des Le-
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Abbildung 4: Volles und diinnes Gitter auf Level 5 in 2 Raumdimensionen

vels n in d Dimensionen darstellt. Ein Vergleich der beiden Riume (2.24)
und (2.26) bzw. der Darstellung von Funktionen (2.25) und (2.27) in diesen
Riumen zeigt, daf der einzige Unterschied in der Definition der Riume die
unterschiedliche Wahl der Norm fiir die Auswahl zuldssiger Unterrdume ist.

Nachfolgend wollen wir einige Eigenschaften von diinnen Gittern angeben,

wobei wir uns wie bereits zuvor an [Bun92, BuGr97, Bun98] orientieren.

Lemma 2.4 Die Anzahl N™54 .= |V"54| der Gitterpunkte (im Inneren
von Q) ergibt sich zu

Nn,S,l — 9n _ 1

n—1
Nn,S,d — Zzl . Nn—i,S,d—l (d > 2)
=0

Beweis: siche [Bun92], Satz 3.1 O

LiBt man entgegen der bisherigen Diskussion auch Funktionen zu, die am
Rand nicht verschwinden, beriicksichtigt man damit folglich auch diejenigen
Teilrdume Wi mit 1 € N&, die aus Randfunktionen bestehen, so gibt Lemma
2.5 die Zahl der Punkte fiir diesen Fall an.

Lemma 2.5 Die Anzahl M™% der Gitterpunkte eines dimnen Gitters
(einschlieflich Randpunkten) auf Q ergibt sich zu

M™M= 2" 41
n—1

Mn75’d - 3. Mn,S,d—l + 221 . Mn—i,&d—l ((] Z 2)
=1

Folglich gilt M™5d4 = Q(2" . nd-1),

Beweis: siche [Bun92], Satz 3.3 o



20 Multilevel-Darstellung von Funktionen

Aus den beiden vorangegangenen Lemmata 2.4 und 2.5 geht hervor, daf
diinne Gitter im Vergleich zu vollen Gittern erheblich weniger Gitterpunk-
te bendtigen. Die Zahl der Gitterpunkte eines diinnen Gitters steigt un-
abhingig von der Dimension asymptotisch mit dem Faktor 2. Die Frage
nach der Giite der Ansatzraume der diinnen Gitter beantwortet das folgen-
de Lemma.

Lemma 2.6 Sei u™54 ¢ V™54 der Interpolant der Funktion u € X*4(Q)
mitr > 2. Fir den Interpolationsfehler auf diinnen Gittern, gemessen in der
Lo,—Norm, der Lo—Norm sowie der Energienorm, gelten die Abschdatzungen:

lu — w5 < 2 Julzo0 |g{L2,OO 2272 A(dyn) = O(h% . nd_l)
o .nSd 2. |“|2,2 —2n _ 0 (p2  d—1
|lu — w4y, < —or 2 ‘A(d,n) = O(hE-n®')  (2.28)

d- |u|2,oo
< 9.3Wd-1)/2 4d-1

Dabei ist hy, := 27" und

A(d, n) ::ji(n+z—1>

=0

lu = w4 27" = 0(hn)

Beweis: siche [BuGr97], Theorem 1 O

Hieraus wird ersichtlich, dafl sich der Interpolationsfehler sowohl in der Ma-
ximumsnorm als auch in der Ly—Norm lediglich um einen logarithmischen
Faktor verschlechtert. Diinne Gitter besitzen somit bei einer erheblich ge-
ringeren Anzahl von Gitterpunkten annfhernd dieselbe Genauigkeit des In-
terpolanten.

Die Tabelle 1 gibt einen Uberblick iiber die Ergebnisse der Lemmata 2.4 bis
2.6. Dabei enthalten die beiden letzten Zeilen der Tabelle einen Vergleich der
Anzahl der Gitterpunkte eines diinnen und eines vollen Gitters im Fall von
drei Dimensionen. In der genannten Tabelle setzen wir N = A~!, d.h. N gibt
die Zahl der (Rand-)Punkte an, um die Maschenweite h zu erhalten. Dabei
betrachtet man bei einem reguldren diinnen Gitter in d Dimensionen stets
eine (eindimensionale) Kante des Gitters, um N zu erhalten, wobei im Falle
eines vollen Gitters N hier die Zahl der Gitterpunkte pro Raumdimension
darstellt.

2.4 Adaptive diinne Gitter

Sind die durch X24(Q) geforderten Glattheitsvoraussetzungen nicht erfiill-
bar, wie es beispielsweise bei Singularititen oder Grenzschichten der Fall
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Tabelle 1: Eigenschaften diinner Gitter (N = h~1)

‘ Eigenschaft ‘ reguldres diinnes Gitter ‘ volles Gitter ‘
Genauigkeit bzgl. Ly | O(h%- (log(h=")4~1)) O(h?)
Genauigkeit bzgl. Lo, | O(R%- (log(h=")4"1)) O(h?)

# Gitterpunkte O(N - (log(N)a-1)) O(N9)
d=3,N=21 1.1-10° 1.1-10°
d=3,N=2% 3.3.108 1.2.10'8

ist, kann man adaptive (diinne) Gitter verwenden. Dabei ist anzumerken,
dafl der gewihlte Ansatz liber die Tensorproduktdarstellung von Funktionen
bzw. der Ansatzriume Adaptivitit auf einfache Weise unterstiitzt. Dazu
geht man von der (endlichen) Darstellung (2.27) iiber zu der Darstellung

uslHl(x) = Z ug - (%) (2.29)

LifJuri-1:(x)||2¢

von der man a priori nicht weifl, ob sie endlich oder unendlich ist. Dabei
werden in (2.29) nur diejenigen Basisfunktionen in Betracht gezogen, deren
Beitrag in der gewdhlten Norm ||-|| groBer als eine vorgegebene Genauigkeits-
schranke ¢ ist. Zum einen erhilt man je nach Wahl der Norm verschiedene
Gitter, zum anderen kann die Wahl der Norm entscheiden, ob die Summe
(2.29) endlich oder unendlich ist (vgl. weiter unten). Als heuristisches Kri-
terium fiir die Auswahl einer Basisfunktion konnte hierbei

llurieni ()| = [wgl - [|ri()]] = [wil - m (2.30)

dienen, wobei sich die 4 fiir die Basisfunktionen auf einem festen Level fiir
die verschiedenen Normen zu

L, falls [la(@)] = lra(e)
271 falls lni(e)l] = lenae)l
df2 —
"= (3)"% 2772 talls o15(2)]| = llpra @)l
V=1 o d .\’
(2-(%) 27 2 falls (o) = () e
]:
(2.31)

ergeben. Dabei stiitzt sich das Kriterium (2.30) auf das Verhalten

oo 17 .2
lw | < 5d 'th
j=1
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des hierarchischen Uberschusses (vgl.[Bun92]), wobei fiir diese Abschitzung
jedoch die Bedingung u € X™4(Q) bzw. u € xg’d(Q) (mit r > 2) vorausge-
setzt wird, man sich also im Fall glatter Funktionen befindet, bei denen eine
adaptive Verfeinerung nicht notwendig ist. Betrachtet man Funktionen mit
inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen, so miissen auf dem Rand gewisse
Modifikationen in obige Formeln eingebaut werden, die allerdings offensicht-
lich sind und daher hier nicht angefiihrt werden. Gesucht ist an dieser Stelle
diejenige Norm, die in einem selbstadaptiven Lésungsprozefl die Gitterverfei-
nerung derart iibernimmt, daf} eine “optimale” Auswahl von Gitterpunkten
vorgenommen wird, wobei der Begriff “optimal” sicherlich einer (hier aber
nicht gefiihrten) Diskussion bedarf.

In der Darstellung (2.29) kann es vorkommen, dafi “Lécher” in der Darstel-
lung auftauchen und somit nicht jeder Knoten seine Vaterknoten besitzt (vgl.
Abbildung 5, siehe hierzu auch [Gri97]), was insbesondere in praktischen An-
wendungen (einfache Implementierungen) jedoch wichtig wire. Durch das
Vorhandensein aller Vaterknoten wird sichergestellt, dafi die Basistransfor-
mationen von nodaler Basis in hierarchische Basis und umgekehrt durch-
gefiihrt werden konnen. Da in (2.29) Locher auftreten konnen, entspricht
(2.29) damit einer Kompression, bei der simtliche hierarchische Koeffizi-
enten, die betragsméafig kleiner als eine vorgegebene Genauigkeitsschranke
€ sind, zu 0 gesetzt sind. Somit brauchen bei diesem Vorgehen fiir einen
Kunoten, der zur Darstellung einer gegebenen Funktion benétigt wird, seine
Vaterknoten nicht unbedingt ebenfalls zur Darstellung notwendig sein. Wir
schranken fiir die weiteren Betrachtungen die adaptive Darstellung (2.29)
einer Funktion u auf

uslll(x) = Z ur - @1i(x) (2.32)

LieM(u,e|||])

ein, wobei M(u, ¢, || -||) die fiir die Funktion u bei der Wahl der Norm ||-|| als
Fehlerkriterium mit dem Abbruchkriterium ¢ aktive Menge an Basisfunk-
tionen sei. Die aktive Menge der Basisfunktionen ist hierbei vermége

Mu,e 1) = {01 [|lwi- o) >e Vv
J(k,j) mitk > Lt ||ugj-exj(x)|| > A
supp (i, (%)) N supp(p1i(x)) # 0}

definiert. Auf den so erhaltenen adaptiven Gittern kénnen wie auf den re-
guldren diinnen Gittern die Basistransformationen von stiickweise d-line-
arer, nodaler Basis in stiickweise d-lineare, hierarchische Basis sowie deren
Inversen angewendet werden. Aus der Darstellung (2.32) ist auch sofort er-
sichtlich, dafl die Identitét

u(x) = uo’”'”(x)
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o0 00— 00— —00—0—00— 00000 0—0—0 00—

Abbildung 5: Baumdarstellung eines adaptiven Gitters in einer Raumdi-
mension (leere Knoten stellen Knoten dar, deren hierarchischer Uberschuf}
kleiner als ¢ ist)

unabhingig von der verwendeten Norm || - || gilt.

Nachfolgend wollen wir in einer kurzen Diskussion Probleme behandeln, die
bei der Wahl verschiedener Normen in (2.29) und (2.32) auftreten kénnen.

Die einfachste Wahl fiir ||-|| bzw. fiir 77 in (2.30) ist sicherlich die Maximums-
norm, denn hier besteht der Fehlerindikator allein aus dem hierarchischen
Koeffizienten. Damit stellt sie von den vorgestellten Moglichkeiten gleich-
zeitig diejenige dar, bei denen der hierarchische Uberschuf nicht gedimpft
wird. Diese Wahl des Fehlerindikators erweist sich beispielsweise bei Sprung-
funktionen als ungeeignet. Zur Verdeutlichung dient hier die eindimensionale

0 <0
u(z) = 1 z>0

Sprungfunktion

als Beispiel auf [—¢,¢] mit 0 < ¢ € R. Fiir diese Funktion gilt u(—¢) = 0
und u(c) = 1. Eine kurze Rechnung enthiillt, daf die hierarchischen Koeffi-
zienten an den Stellen z; = —27% mit k& > 1 stets —% betragen und hiermit
das Schema (2.29) unendlich ist. Graphisch veranschaulicht dieses Dilemma
Abbildung 6. In dieser Graphik wird die Sprungfunktion in dem Bereich
[—¢, ¢] durch die hierarchische Basis approximiert. Der Sprung der Sprung-
funktion liegt bei unserer Wahl hierbei in der Intervallmitte. An derjenigen
Stelle, an der jeweils der senkrechte Strich eingezeichnet ist, ist die ndchste
Basisfunktion hinzuzufiigen. Dabei wird ersichtlich, da} der Wert, mit dem
jede Basisfunktion zu gewichten ist, stets 0 — %(0 +1)= —% betrigt.

Nimmt man bei dieser Funktion beispielsweise die Gewichtung mittels der
Li—Norm oder der Ly—Norm vor, so reduziert sich der Faktor —% um die
levelweise kleiner werdenden Normen der Basisfunktionen und man erhilt
somit eine endliche Darstellung der Funktion. Die Gewichtungen der Basis-
funktionen in den Normen || - ||z, und || - ||z, k6nnen folglich als eine Art

Dimpfungsfaktor des hierarchischen Uberschusses, also dem entsprechen-
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Level O Level 1

—4
y
—4
Y

-C [ -C [
Level 2 Level 3
1 . Py |
T \ T \
-C [ -C c

Abbildung 6: Sprungfunktion zusammen mit dem Interpolanten auf sukzes-
siven Levels, wobei der hierarchische Uberschuff (= Hohe des jeweils markier-
ten senkrechten Strichs) der jeweils hinzuzufiigenden Basisfunktion gleich-

bleibend ist

den Gewicht in der Maximumsnorm, interpretiert werden. Dennoch sind die
Li—Norm oder die Lo—Norm kein Allheilmittel, denn Probleme bei der Re-
prisentation einer gegeben Funktion kénnen bei einer beliebigen Wahl der
Norm auftreten, wie folgendes Beispiel einer C*°(€2) Funktion zeigt: sei u(x)
= sin(x) und Q = [0, 7]. Sowohl an den Intervallgrenzen als auch in der
Intervallmitte ist u(z) identisch 0. Folglich berechnet sich der hierarchische
Koeffizient ebenfalls zu 0 und ein adaptiver Prozef}, der eines der Kriteri-
en in (2.31) verwendet, stopt, unabhingig davon, welche Norm in (2.31) in
Betracht gezogen wird.

Das Problem, das hier beobachtet wird, ist jenes, dafl fiir jedes Fehlerkri-
terium stets eine Funktion konstruiert werden kann, fir die das gewdhlte
Fehlerkriterium versagt. Will man ein adaptives diinnes Gitter samt Inter-
polanten fiir eine gegebene Funktion konstruieren, die das Kriterium (2.32)
erfiillt, so erweist sich jedoch in aller Regel die Loy—Norm als verniinftige
Wabhl fiir 4y. In einem selbstadaptiven Algorithmus, der auf zuvor berechne-
te Ergebnisse als Entscheidungsgrundlage angewiesen ist, kann eine adaptive
Verfeinerung anhand der Grofien

2 Jul2,0
8d

2 |ula o

2272 A(d,n) und TI 27 . A(d,n)

durchgefiihrt werden. Ist dabei der hierarchische Uberschuf an einem Kno-
ten kleiner als eines der beiden Kriterien (dabei wird eines der beiden Kriteri-
en fiir alle Gitterpunkte fest ausgewihlt) kleiner als eine vorgegebene Schran-
ke 1, so wird an dem Knoten verfeinert. Obige Terme kommen bereits bei
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den Abschitzungen des Interpolationsfehlers des Diinngitter—Interpolanten
in Lemma 2.6 vor. Numerische Ergebnisse, die vermdge eines selbstadap-
tiven Algorithmus gewonnen werden konnen, der auf einer geringfiigigen
Modifikation der soeben genannten Gréflen aufbaut, befinden sich in dem
Abschnitt 7 (“Numerische Resultate”). Die Beschreibung des angesproche-
nen Algorithmus zusammen mit dem verwendeten Verfeinerungskriterium
befindet sich in dem Abschnitt 5 (“Anmerkungen zur Lésung partieller Dif-
ferentialgleichungen”).
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3 Eine Algebra fiir Operatoren auf Funktionen

3.1 Einfache algebraische Grundlagen

In einem Losungsprozefl, der auf adaptiven Gittern arbeiten kann, treten
mitunter folgende Probleme auf: will man zwei Funktionen miteinander ad-
dieren oder multiplizieren, so werden diese Operationen im diskreten Fall
im allgemeinen punktweise durchgefiihrt. Werden die beteiligten Funktio-
nen jedoch mit unterschiedlichen adaptiven Gittern dargestellt, so mufl man
im allgemeinen fiir die Ergebnisfunktion diejenigen Gitterpunkten, die nur
zur Darstellung einer der beteiligten Funktionen notig sind, zur Darstellung
beriicksichtigen, wobei man nach Beendigung der Operation gegebenenfalls
eine Kompression durchfiihren und somit wieder einige Gitterpunkte bzw.
Basisfunktionen vernachldssigen kann. Geht man dabei wie eben beschrie-
ben vor, so stellen die Punkte, die zur Darstellung der Ergebnisfunktion
n6tig sind, wiederum ein diinnes Gitter dar. Dieses entsteht aus der Verei-
nigung der Gitterpunkte der einzelnen diinnen Gitter, die zur Darstellung
der Operanden nétig sind.

Es ist intuitiv klar, daB aus der Vereinigung zweier diinner Gitter (iiber dem-
selben Gebiet Q) wiederum ein diinnes Gitter entsteht. Der Grund hierfiir
liegt in dem Unterraumschema begriindet, iiber dem diinne Gitter defi-
niert werden. Wird ein Unterraum W) zur Darstellung eines diinnen Gitters
bend6tigt, so sind ebenfalls alle Unterrdume Wy mit k <1 in der Definition
des betrachteten diinnen Gitters vertreten. Analoges gilt im Fall adaptiver
diinner Gitter: wird eine Basisfunktion ¢ zur adaptiven Darstellung einer
Funktion verwendet, so sind ebenso alle Basisfunktionen ¢y ; mit k < lin der
Definition des Diinngitterraums vertreten, fiir die supp(¢1i) C supp(pkj)
gilt. Dies folgt sofort aus der Konstruktion der diinnen Gitter des vorange-
gangenen Abschnitts 2.3. Die mengentheoretische Vereinigung zweier Diinn-
gitterrdume fithrt damit wieder auf einen Diinngitterraum. Dies ist gleichzei-
tig die theoretische Grundlage fiir die in Abschnitt 3.2 besprochene Algebra
auf Funktionen und fiir die Operatoren des nachfolgenden Kapitels 4.

Die zuvor gemachte mengentheoretische Aussage 18t sich mit der Halbgrup-
pentheorie beschreiben, die wir nachfolgend kurz skizzieren wollen. Dazu
fiithren wir zunichst einige Definitionen aus [Mey80] an.

Definition 3.1 [Mey80] Ein Paar (G,o), bestehend aus einer nichtleeren
Menge G und einer assoziativen inneren Abbildung o auf G, heifit eine Halb-

gruppe.

Definition 3.2 [Mey80] Eine Halbgruppe (G, o) heifit abelsch oder kommu-
tativ, wenn aob = boa gilt fir alle a,b € G.
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Definition 3.3 Se: GS(S_Z) die Menge der dinnen Gitter auf dem Grundge-
biet Q und seien G1,Gy € G*(Q). Die innere Verkniipfung o° sei definiert
tiber

s {GS(Q)XGS(Q) - G%(Q) (3.1)

o G10 Gg — G3

mit 215 € Gz < (211 € G1 V 211 € G3). Die Operation oY heift Dinngitter—
Verknipfung.

Lemma 3.1 d-dimensionale dinne Gitter G € G°(Q) mit der punktwei-
sen Dinngitter—Verkniipfung o wvon Gitterpunkten als innere Verkniipfung
bilden eine abelsche Halbgruppe (d € IN).

Beweis: Der Beweis ist offensichtlich und wird daher ausgelassen. a

Lemma 3.2 [Mey80] In einer abelschen Halbgruppe (G, o) ist eine Verknaiip-
fung von je n Elementen ay, ..., a, € G unabhdingig von der Reihenfolge der
Elemente.

Definition 3.4 [Mey80] Eine nichtleere Teilmenge U C G einer Halbgruppe
(G, o) heiffit Unterhalbgruppe (von G), wenn fiir alle u,v € U auch uov in U
liegt. Die Restriktion von o auf U X U liefert dann eine innere Komposition
auf U, diese ist assoziativ (denn o ist bereits assoziativ auf G), d.h. (U, o)
ist Halbgruppe.

Bemerkung 3.1

Wendet man Lemma 3.4 auf diinne Gitter an, so folgt beispielsweise, daf fiir
beliebiges, aber festes d, die Menge U der diinnen Gitter in d Dimensionen
mit einem maximalen Level L in jede Koordinatenrichtung eine Unterhalb-
gruppe beziiglich o® bilden.

3.2 Eine Algebra fiir Operatoren auf Funktionen

Die Idee einer Algebra fiir Operatoren auf Funktionen besteht darin, einen
Satz von einfachen, grundlegenden Operatoren zusammenzustellen, mit de-
ren Hilfe kompliziertere Operatoren zusammengesetzt werden kénnen. Zu
solchen einfachen Operatoren zdhlen wir beispielsweise die skalare Multipli-
kation, die Addition und Subtraktion, die Multiplikation und Division und
ahnliche grundlegenden Operatoren, die vornehmlich aus dem Bereich der
linearen Algebra entnommen sind und wie sie unter anderem in wohlbe-
kannnten iterativen Losern bendtigt werden.

Ein weiterer Aspekt fiir die Entwicklung der Algebra ist der zugrundelie-
gende Tensorproduktansatz. Thn kann man ausniitzen, um verschiedene d-
dimensionale Operatoren durch die d-malige Anwendung eindimensionaler
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Operatoren zu formulieren. Folglich miissen so operatortechnisch lediglich
eindimensionale Operatoren betrachtet und untersucht werden, um einen
d—dimensionalen Operator zu studieren. Wie wir bei der Einfiihrung der Fi-
niten Differenzen auf diinnen Gittern spiter in Kapitel 4 sehen werden, ist
dieser Ansatz essentiell fiir eine einfache Konstruktion (und auch Notation)
speziell dieser Operatoren.

Bei der Anwendung einer der oben genannten Operatoren stellt sich die Fra-
ge, welches ¢ in (2.32) die Genauigkeit ist, mit der das Ergebnis des jeweiligen
Operators dargestellt wird. Genauer: gegeben seien zwei Normen || - || und
|| - ]|, zwei Funktionen wy(x) und uz(x) sowie ihre Diinngitterinterpolanten

uil’”'”(x) und ugz’”'”(x) (vgl. 2.32). Ferner gelte

i (x) = M) < m A (lua(x) = ug? )| < ne

Die Frage lautet nun: fiir welches 73 gilt |||us(x) — 'u§3’||'”(x)||| < 13, wenn

uz(x) das Ergebnis des betrachteten Operators angewandt auf u;(x) und
uy(x) ist und uze"”'”(x) den entsprechenden Diinngitterinterpolanten dar-
stellt. Zudem stellt sich die Frage, fiir welches ¢35 die gemachte Aussage
gilt’. Dabei kénnen die beiden Normen || - || und ||| - ||| unabhéingig vonein-
ander gewdhlt werden und somit verschieden sein. Hierbei ist || - || diejenige
Norm, beziiglich der die Darstellung in (2.32) gewonnen wird, und die Norm
|||-]|] stellt nachfolgend diejenige Norm dar, beziiglich der der jeweilige Fehler
gemessen werden soll. Somit sind die Aussagen der nachfolgenden Lemma-
ta insbesondere fiir die Maximumsnorm, die Ly—Norm, die L;—Norm sowie
die Energienorm giiltig, wobei die Kombination der Normen fiir || - || und
|| - ||| beliebig ist. Es ist jedoch offensichtlich, da§ bei festem ¢ bzw. ¢; fiir
i = 1,2 in der Darstellung (2.32) durch die Wahl der jeweiligen Norm die in
den Lemmata nachfolgend verwendeten Schranken n bzw. n; unterschiedlich
ausfallen und mit den verwendeten Normen gekoppelt sind.

Nachfolgend finden sich entsprechende Lemmata, die fiir spezielle Operato-
ren die aufgeworfenen Fragestellungen untersuchen. Dabei wird stets davon
ausgegangen, daf die betrachteten Funktionen die Glattheitsvoraussetzun-
gen der diinnen Gitter erfiillen (vgl. Abschnitt 2.1 sowie [Bun92]). Zudem
wird nachfolgend vorausgesetzt, daf die Interpolanten u*I'l(x) nach (2.32)
konstruiert sind.

Lemma 3.3 Sei u.(x) = ¢ u(x) auf Q mit c € R und es gelte

u(x) = w M) <7 .
Dann folgt:
co&| |-

[[[we () = g™ NG| < ne := el -

®Die aufgeworfenen Fragen sind fiir Operatoren gestellt, die zwei Funktionen ver-
kntipfen. Analoge Fragestellungen sind jedoch auch fir Operatoren zu stellen, die nur

auf einer oder mehr als zwei Funktionen operieren.
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Bewels:

e () = ug= M)l =l u(x) = e-uM))|
= el [[Ju(x) = u )]
< |C| =0
Dabei gilt das erste Gleichheitszeichen, da sich der Parameter ¢, mit dem die
Funktionswerte (nodale Werte) multipliziert werden, direkt auf den hierar-
chischen UberschuB iibertriigt. In einer Raumdlmensmn berechnet man den
hierarchischen Uberschuf von uc(x) an der Stelle z;; mittels

cou(zr; — hy) + e u(zr; + )

(ue)i = e ulz) — 5
i~ h it h
= ¢ (u(xl,z') L 1);U(xl,, i l))
= C-uy

als das c—fache des hierarchischen Uberschusses u;; der Funktion u(z) an
der angegebenen Stelle. Folglich besitzt die Funktion u.(x) dieselben Gitter-
punkte bzw. Basisfunktionen fiir ihre Reprasentation in der hierarchischen
Basis wie die Funktion u(z), wenn zum einen ¢ - ¢ und zum anderen ¢ als
Kriterium in der Formel (2.32) fiir die verwendete Norm || - || benutzt wird.

O

Lemma 3.4 Seien die Funktionen u,(x) und uy(x) gegeben sowie u' ’”'”(x)

und usz’H H( ) ihre Diinngitterinterpolanten, fir die die Abschdtzungen

o) = Mol < A llua(x) = a5 G0 ] < e
gelten. Dann folgt fiir uz(x) = uy(x) £ ug(x) die Abschdtzung

us(x) — g M) || < s

mit 03 1= N1 +12. Dabei ist u. sl H( )= ui"” H( )iu;z’”'H(x) und ez = e1+€5.

Beweis:
us(x) = u MO = (11 (%) £ ua(x)) = (M) £ w3 M z0)) |
11 (a1 () = w1 (30)) £ (wa ) = w5 M) |

< ) = w0 4 [1ua (o) — w2 M e
< mtni=mn
Zudem haben wir
luspi- ezl = [[(wi1:Eu21) - @il
< Nluapg gl + ez - @l
< e1+e3=i¢3
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Bemerkung 3.2

Die Addition (Subtraktion) zweier Funktionen kann genauso wie die Ska-
larmultiplikation sowohl auf hierarchischen als auch auf nodalen Werten
durchgefithrt werden. Bei der Addition (Subtraktion) von Funktionen ist an
Gitterpunkten, die nur fiir eine der beteiligten Funktionen zur Darstellung
notwendig sind, die jeweils andere Funktion zu interpolieren.

Die Abschitzung in Lemma 3.4 mit 3 ist scharf. Zum Nachweis hierzu kann
man beispielsweise die beiden Funktionen u;(x) = ug(x) = 2y - (1 — 2;) auf
Q4 = [0,1] betrachten. Nachrechnen ergibt, daf§ der hierarchische Koeffi-
zient der Funktion u3(x) = uy(x) + u2(x) an einem beliebigen Knoten des
diinnen Gitters die Summe der hierarchischen Koeffizienten der Einzelsum-
manden ist.

Lemma 3.5 Seien die Voraussetzungen wie in Lemma 8.4. Dann folgt fir
uz(x) = uy (x) - ug(x) die Abschdtzung

[[us(x) — w5 M) || < 0y

2|l

s = min {llur G| 2 + w5 o) -,
Nera GO -+l M- e} (32)

Eine symmetrische, aber schwdchere Abschdtzung liefert

o= max{ w1 Ml } - m
+ maxc { [fun ()], a5 G - (33)

Dabei ist u?’”'”(x) = uil’”'”(x) . uzz’”'”(x) auf der Indermenge

Ms = M (ur, 1, || - []) U Ma(ug, g0, - )

Beweis: Wir fiihren zwel verschiedene Abschitzungen fiir die Differenz
u3(x) —u?’”'”(x) durch, die jeweils durch Addition einer 0 gewonnen werden.
Die beiden angesprochenen Abschitzungen, deren Ergebnisse in den Formeln
(3.4) und (3.5) zu finden sind, liefern dabei die beiden Terme, deren Mini-
mum in (3.2) zu nehmen ist. Die gewichtete Kombination der ersten beiden
Abschitzungen fiithrt dann auf die symmetrische Abschitzung in (3.3).

Fiir die erste Abschitzung addieren wir

0= u(x) - u;”H'”(x) —u(x) - uzz’H'H(X)
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zur Differenz der exakten und der gendherten Lésung und erhalten

m <u1(x) . ‘Uz(X)) _ <ui17||'||( 52,|| || ) m _
)Mmumwwn—(mum@“Ww)+

(ul(x) . u;27||'||(x)) _ (ufl’”'H( 527|| || ) H‘
Il - [ua(x) = w14+ as ]l (x) = w5 ) )
Il I 2 + ({152 G - 0 (3.4)

Analog erhalten wir

0 -0) = (5 40-410) |-

)memmwn—@?“@wm@0+

(ui“”'”(x) . ‘ILQ(X)) -~ (ui“”'n( . 527|| || ) m
a1 - 11 (x) — a5 ) )1+ (s M ) I s () — g2 M) )
Iz G-+ N[5 ) )] - e (3.5)

nach Addition von

0= uil’”'”(x) (%) — uil’”'”(x) 1y (%)

IA AN

IA A

Nimmt man nun das Minimum der rechten Seiten der beiden Abschitzungen
(3.4) und (3.5), so erhilt man die Aussage (3.2). Addiert man beide Abschit-
zungen (3.4) und (3.5) und dividiert das Ergebnis anschlieBend durch 2, so
erhilt man die Abschitzung

o0 - (5050

1 e2,|| o, |-l
< 5 (W GO+ M1 ) o+ (s GO+ s M) 1) 2
< max (J[Jua GO, gy 1) oy + mae (I )1 s M G111
die die schwichere Aussage des Lemmas beweist. O

Bemerkung 3.3

Da die Division g=!' o f mit g # 0 auf Q einer Multiplikation von f mit
der Funktion A = ¢g~! entspricht, beweist das Lemma 3.5 gleichzeitig die
Aussage fiir die Operation “Division”.

Die beiden Diinngitter—Interpolanten u?’”'”(x) und usz’” H( ) besitzen die

Darstellung
! S|l (x) = Z uii o1 (x)
LIEM(ur,e1,||4|])
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sowie

uplleg = 3 ks agx)

kJEM(uz,22,|])
Die Multiplikation

u?’H'”(X) ) u?’H'”(x) —
> S (ulyudy) o) eg(x)  (3.6)

lviEM(ul €1 7””) kJEM(U27€27H'||)

zweier stiickweise d-linearer Funktionen fiihrt nun zu stiickweise quadra-
tischen Funktionen. Folglich besitzt das Ergebnis keine Darstellung der
Form (2.27). Das Produkt zweier Basisfunktionen ¢y3(x) - ¢k j(x) kann man
vermoge

P1i(x) - prcj(x qu‘k“’ st (X) (3.7)

darstellen. Dabei gilt ¢ ;(x) - ¢k j(x) = 0 fiir supp(¢14(x)) Nsupp(erj(x)) =
(. Folglich braucht man nur Basisfunktionen zu untersuchen, bei denen der
eindimensionale Anteil ¢y, ; (2,) beziiglich Raumdimension 1 < m < d
der Basisfunktion ¢y j(x) ein Sohnknoten (bzw. ein Enkel oder Urenkel oder
...) des eindimensionalen Anteils ¢, ; (2m,) der Basisfunktion ¢;(x) bzw.
umgekehrt ist. Der Support des Produkts der beiden Basisfunktionen ist
dabei identisch dem Schnitt des Support von ¢ j(x) und ¢15(x). Auf diesem
Support stellt das Produkt eine stiickweise quadratische Funktion dar, die
am Rand des Supports verschwindet.

Um zu untersuchen, wie die resultierenden stiickweise definierten quadrati-
schen Funktionen aufgebaut sind, ziehen wir uns an dieser Stelle kurz auf
den eindimensionalen Fall zuriick. In den Abbildungen 7 bis 9 sind die 3
Velschledenen Moglichkeiten aufgezeigt, die nachfolgend in der Berechnung
der qs’ ko eingehen werden.

1 Erge‘bmsfu‘nkﬂom‘ der
el ] el ] WL Multiplikation
D P i

Abbildung 7: qualitatives Aussehen der Ergebnisfunktion (rechts) bei der
Multiplikation zweier eindimensionaler Basisfunktionen ¢y ; (links) und ¢y ;
(mitte) mit [ < & und 7 -2F-0 < j < (i +1) -2k
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1 Erge‘bmsfu‘nkﬂom‘ der
[ Multiplikation

Abbildung 8: qualitatives Aussehen der Ergebnisfunktion (rechts) bei der
Multiplikation zweier eindimensionaler Basisfunktionen ¢y ; (links) und Pk,j
(mitte) mit [ < & und (i — 1) - 28t < j <. 2k

Erge‘bmsf‘ " der Multi]

08 4 08 4 08l funktion [ikation |
P 78 ’

Abbildung 9: qualitatives Aussehen der Ergebnisfunktion (rechts) bei der
Multiplikation zweier eindimensionaler Basisfunktionen ¢y ; (links) und ¢y, ;
(mitte) mit I/ =%k und i = j

Approximiert man die Ergebnisfunktionen der Abbildungen 7 bis 9 (jeweils
rechte Graphik) mittels hierarchischer Basisfunktionen ¢y ;, so zeigt sich,
dafl in allen drei Féllen die Basisfunktion, die auf dem jeweils grobsten Le-
vel verwendet werden muf}, mit einem positiven Gewicht versehen ist. Zur
Bestimmung des Vorzeichens von zur Darstellung der Ergebnisfunktion not-
wendigen Basisfunktionen auf feineren Leveln dient nachfolgende Fallunter-
scheidung. Dabei wird vorausgesetzt, daB € < k und |v — j - 267F| < 26-F
gilt, wobei die letzte Bedingung lediglich besagt, daff die Basisfunktion ¢,
tatsdchlich zur (exakten) Darstellung der Ergebnisfunktion benétigt wird.

e Abbildung 7: sgn(ug,) = 1, falls v < 267 . j und sgn(u¢,) = —1, falls
v>j.2kk

e Abbildung 8: sgn(ug,) = 1, falls v > 2!=% . j und sgn(u¢,) = —1, falls
v< gtk

e Abbildung 9: alle weiteren hierarchischen Koeflizienten haben negati-
ves Vorzeichen

Fiir die nachfolgende Diskussion, die auch den d-dimensionalen Fall ab-
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decken soll, definieren wir p und r vermége
Pm = max{l,, kn} firl<m<d

und

9

S iy falls pp, =1, gilt

"l gm falls pm =k ogilt
bleiben aber zundchst weiterhin bei der Betrachtung im Fall d = 1. Der
hierarchische Uberschuf} fillt bei quadratischen Funktionen exakt mit dem
Faktor } ab, so daB die Reihenentwicklung von ¢p3(x) - @i j(x) vermdoge
des Funktionswertes von ¢13(x) * ¢k,j(x) im Mittelpunkt des Supports von
¢pr(x) angegeben werden kann, der sich zu

d
] Lhyy g
Al i k,‘] 214, mk"] H (1 _ ‘ mqtmh m,Jm ‘)
Pm

m=1

berechnet. Beriicksichtigt man die zuvor durchgefiihrte Fallunterscheidung,
so kann man die Entwicklung (3.7) in einer Dimension vermége

Pri(2) - o(e) = (3-8)
) ge—k—1
Aviej (20, Thj) {sop,r(iv) +sgn(p— 1) -sgn(i- 2¢7' — ) - ( > >
s=k+1 t=1

1 s—k
(Z) [Sos (5—1)-28=142¢— 1(2) + ¢, (i=1)-25=14 28— 1425 (2 )])

oo 28—i-1

vemip by 20 (5 (1)

s=l+1 t=1

'[%,(i—1)-2s—l+2t—1(x) T ¥ (i—1)-2s—l+2t—1+2s—k(x)D -

(1+sgn(l — k) -sgn(k Z Z ( ) Ps,(i=1)-25=1+2¢—1 (.r)}

s=I4+1 t=1

darstellen, wobei [, 7, k, 7 sowie p jeweils Level und Indizes in einer Raumdi-
mension beschreiben. Dabei dienen die Faktoren sgn(-) dazu, alle drei Fille
der Fallunterscheidung mit einer einzigen Funktion fiir die Multiplikation
zweier Basisfunktionen abzuhandeln. Sie steuern im wesentlichen nichts an-
deres als die richtige Vorzeichenwahl, dienen folglich nur zur Bestimmung
von Koeffizienten +1 oder —1 fiir die jeweiligen Fille. In Kurzschreibweise
kann man (3.8) vermoge

eri(z) - or, () =

1\
Avik (@i ox) Y Flikjpr (Z) ©p,r()

p,r
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darstellen, wobei die richtige Vorzeichenwahl des Koeffizienten der jeweiligen
Basisfunktion durch Fy; j ;p, bestimmt wird (Definition von Fj; g jp.r).

Mit den Ergebnissen der Diskussion des eindimensionalen Falls kénnen wir
nun das entsprechende Ergebnis fiir (3.7) in d Dimensionen mittels

1ik.j
PLi(x) - prg(x) = Zq C s (%)
= A17i7kaj ($17i7 xk’j) ) 'Fivi7kaj7p7r )

S (5) et (39)

s,t=p,r

angeben, wobei hier wie auch nachfolgend die Summe beziiglich s in (3.9)
eine unendliche Summe darstellt (vgl. hierzu (3.8)). Dabei steuert auch
hier Fj;yjpr das richtige Vorzeichen des Koeffizienten in der Darstellung
beziiglich der hierarchischen Basis. An dieser Stelle seien die abkiirzenden
Schreibweisen LI fiir 1,1 € M(u1,e1, |- ||) sowie KJ fiir k,j € M(ug, €2, - |)
vereinbart. Hiermit und unter den gemachten Annahmen ergibt sich somit
die Multiplikation (3.6) der Interpolanten zu

ui M) upp My = ZZ (uly - uds) - 15(%) - Pug (%)

LI KJ

Lik,j
E E ul i uk,‘] § st Ps, t )
LI KJ s,t=p,r

= ZZ Z (Un up; - ;’lt’k“i)'@s,t(x)

LI KJ st=pr

f— 1 2 . . . . .
= >> > (“1,1'%1'Al,x,kg(ml,nmkg)

LI KJ s,t=p,r
1\5°P
‘Flikjpr - (Z) ) * ps,6(x)

Zus,t : (Ps,t(x) ) (310)
s,t

wobei die Koeffizienten ug ¢ noch zu bestimmen sind. Der Einfachheit halber
wollen wir uns wie zu Anfang des Kapitels 2 auf Funktionen beschrinken,
die am Rand T von Q verschwinden. Damit sind ebenfalls die hierarchischen
Koeffizienten von Rand-Basisfunktionen identisch 0. Somit gilt sowohl1 > 1
als auch k > 1 in Formel (3.7) bzw. (3.6). Aus obiger Diskussion ergibt sich,
daB eine Basisfunktion ¢p(x) dann und nur dann zur Darstellung eines
Produkts (3.7) bendtigt wird, wenn beide am Produkt beteiligten Funk-
tionen entweder mit ¢p»(x) identisch sind oder eine Vater—Funktion von
¢p,r(x) sind. Bei der Bestimmung der gesuchten Koeffizienten handelt es
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sich folglich auch um ein kombinatorisches Problem. Um nun den Koeffizi-
enten ug¢ in (3.10) mittels einer Formel angeben zu kénnen, bendtigen wir
noch weitere Definitionen, die nachfolgend fiir eindimensionale p und r, also
fiir p,r € R, angegeben werden.

Sei w(p,r) € RP fiir p,r € R derjenige Vektor, der den Index r in bitweiser
Darstellung reprisentiert und eine Gesamtlange von p Bits besitzt (Beispiel:
w(2,3) = [1,1]T, w(4,9) = [1001]7). Sei ferner Q,, € R? derjenige Vektor,
der aus den Indizes der eindimensionalen Funktion ¢, ,(2) und deren Vater-
knoten auf allen héheren Leveln aufgebaut ist, fiir den folglich Q, ,(r) = r
gilt und die iibrigen Eintriage rekursiv verméoge

Qpr ()= 5 (QrG+ 1)+ (1 =2 wip, )41

fiir 2 < j < r definiert sind. Dabei ist w(p,r);4; das (j + 1)-te Bit des
Vektors w(p, r) und zudem sei Q,,(1) = 1.

Mit diesen Definitionen fiihren wir (3.10) fort und u,; ergibt sich fiir den
Fall einer Raumdimension zu

Ust = ZZAl,qs,t(l),k,qs,t(k)(xl,qs,t(l),xk,qs,t(k))'

=1 k=1

1 s—max{l,k} ) ,
' (Z) “ULQu (1) " Uk, Qu i (R) (3.11)

Im Falle von d Dimensionen ergeben sich die Koeffizienten wug¢ zu der d-
fachen Doppelsumme

81

Sd 1 8d
Use = D Y > ALgukQi (100 Ty -

I1=1 lg=1k =1 kg=1

d
(1> B g max{l; k;}

4 ' uin ' ul?‘va’ (3.12)

wobei

Q = (Qu (1), Quptylla)) € R?

der Vektor ist, der die Indizes der entsprechenden eindimensionalen Basis-
funktionen ¢y, 4, () fiir 1 <7 < d enthélt. Die Berechnung der Koeffizienten
us, ¢ erfordert somit eine 2d-fache Summe.

Die Summe in (3.10) ist eine unendliche Summe, die die Multiplikation (3.7)
exakt darstellt. Folglich darf der Ausdruck (3.10) — will man keinen zusitzli-
chen Fehler in dem Ergebnis der Multiplikation verursachen — nicht vermoge
cines Kriteriums fiir den hierarchischen Uberschuff abgeschnitten werden.
Dabei ist zu beachten, dafi ug¢ im Grenzfall s — oo beliebig klein wird.
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Begniigt man sich fiir die Darstellung von u?’H'”(x) wie fiir die Darstellung
von uil’”'”(x) und UZQ’H'H(X) damit, dafl man alle Basisfunktionen betrachtet,
deren hierarchischer Uberschuff gréfer als eine vorgegebene Schranke ey ist,
so hat man in (3.10) unter Beachtung von (2.32) diejenigen Basisfunktionen
zu betrachten, fiir die ||ug ¢ - s ¢|| > €3 gilt, wobei sich die Koeffizienten ug ¢

nach (3.12) berechnen.

Um die Schwierigkeiten in der Berechnung der Multiplikation zweier Diinn-
gitter—Funktionen in der vorangegangenen Diskussion in der Praxis zu um-
gehen, kann man wie folgt bei der Multiplikation vorgehen: ausgehend von
den nodalen Werten an den Punkten des diinnen Gitters multipliziert man
die Funktionen punktweise, interpretiert die so erhaltenen Werte als neue
nodale Werte auf dem diinnen Gitter und berechnet aus diesen die hierar-
chischen Koeffizienten der stiickweise d—linearen hierarchischen Basis. Wie
in [Dor97] angegeben, gilt

%54 o (fg) = T o ((In,s,d o f) ) (In,S,d o g))

Dies besagt, daf§ der Interpolant des Produkts fg (vgl. hierzu (2.27)) auf ei-
nem diinnen Gitter vom Level n in d Dimensionen auch dadurch gewonnen
werden kann, indem man auf den Punkten des diinnen Gitters die Funk-
tionswerte der Funktionen f und ¢ miteinander multipliziert und diese Er-
gebnisse dann zur Berechnung des Interpolanten auf dem diinnen Gitter
heranzieht. Bei der Multiplikation von Funktionswerten von f und g auf
gemeinsamen Punkten x;; des diinnen Gitters ist das Ergebnis (bis auf Ma-
schinengenauigkeit, vgl. IEEE-Standard) genau. Werden f und ¢ hingegen
auf unterschiedlichen Gittern dargestellt, so miissen wie zuvor Werte an Git-
terpunkten, die bei der Darstellung von f, nicht jedoch zur Darstellung von
g bendtigt werden (oder umgekehrt), interpoliert werden.

Seien Gy und G, die diinnen Gitter, die zur Darstellung des Interpolan-
ten der Funktionen f und g verwendet werden, und sei Gy, = Gy o® Gy.
Sei weiterhin angenommen, dafl punktweise in jedem Diinngitter—Punkt des
Gitters G, die Abschdtzungen

(f = £ Gapl <y
g - g Gag] < g
gelten, wobei x5 ein Gitterpunkt von Gy, sei. Dann sind 7y und 7, in der

Groflenordnung des Interpolationsfehlers auf dem jeweiligen Gitter. Ist x5
kein Punkt des Gitters G, so folgt

|(Fg = ferMlgeelly )| < [gGapl - 1(f = 200 (e g)]
< g my -
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Analog erhilt man

(g = ferlllgeally )] < [Fxap)] - [(g = g7 1) (ag))
< |f(xl,i)| *Tg

falls der Punkt x4 nicht in G, enthalten ist. Somit gilt punktweise in jedem
Punkt des diinnen Gitters Gz, die Abschétzung

|(fg = ferMlgeel )| < max{lg(xug)] -y, 1 £ (xus)] - 1)

Da die Funktionen f,g € X™%(Q9) mit r > 2 beschrinkt sind, ist die
“Stérung” nyg, die an bestimmten Gitterpunkten den Fehler in (3.13) an-
gibt, ebenfalls von der Gréfienordnung des Interpolationsfehlers. Folglich ist
auch der Interpolationsfehler des Produkts ferillllgeallll zweier Interpolan-
ten von der Ordnung des Diskretisierungsfehlers, da sich der Interpolati-
onsfehler bei obiger Vorgehensweise durch den Interpolationsfehler, der bei
der Interpolation des Produkts der Funktionen f und ¢ anfillt, und dem
Interpolationsfehler der Stérung abschdtzen 1dfit. Demnach kann in einer
Implementierung die Multiplikation von Diinngitter—Funktionen punktweise
auf den Gitterpunkten des gemeinsamen Gitters Gy, durchgefiihrt werden,
was im Vergleich zur zuerst diskutierten Vorgehensweise in O(N log(N)~1)
Operationen in d Dimensionen gemacht werden kann.
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4 d-dimensionale Finite Differenzen Operatoren
auf dunnen Gittern

4.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt fiihren wir die Finiten Differenzen Operatoren auf
diinnen Gittern ein, die insbesondere fiir elliptische Differentialoperatoren
zweiter Ordnung

L= Zza,-j(x)a%a% 3 hix) aii e(x) (4.1)

in d Dimensionen bendtigt werden. Dies sind hier Finite Differenzen Ope-
ratoren fiir erste und zweite Ableitungen sowie gemischte Ableitungen. Im
vorigen Abschnitt 3.2 wurden die Addition und Subtraktion sowie die Multi-
plikation und Division von zwei Diinngitter—Funktionen bereits eingefiihrt,
die auch im diskreten Differentialoperator angewandt werden miissen. Im
Falle konstanter Koeffizientenfunktionen in L reduziert sich dabei die Mul-
tiplikation bzw. Division von Funktionen auf eine skalare Multiplikation mit
einer Konstanten. Folglich ist an dieser Stelle nur noch die Diskretisierung
von Ableitungen zu untersuchen. Von besonderem Interesse sind hierbei ne-
ben der Bauart der Operatoren Fragen aus dem Bereich der Konsistenz,
Stabilitdt und Konvergenz.

Es ist hiermit jedoch klar, dafl durch das Bereitstellen dieser Operatoren
grundsitzlich der Grundstein fiir die Diskretisierung anderer Typen von
Differentialgleichungen (z.B. parabolischer DGL, Navier Stokes Gleichungen
etc.) gelegt ist. Dabei geschieht die Diskretisierung stets durch die Funktio-
nenalgebra und den Finiten Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern.
Das Kapitel 7 der numerischen Beispiele beschifftigt sich neben elliptischen
Differentialgleichung unter anderem auch mit einigen der soeben genannten
Typen von Gleichungen.

Die in einer Raumdimension bekannten Diskretisierungssterne fiir Finite Dif-
ferenzen Operatoren auf Gittern mit konstanter Maschenweite pro Raum-
dimension (vgl. u.a. [Hac86, For88, Str89, GrRo92, Tho95, For97]) sind die
zentrale Differenz

1
5,071-0.11,(.77) = 5o [ -1 0 1 ]171-0?11(77) (4.2)
u(z; 4+ 271 — u(z; — 279

2.2-1 '

deren Konsistenzsordnung zweite Ordnung (‘)((2_1)2) ist, sowie die Riick-
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wdrts—Differenz

1

§iou(z) = F[ -1 1 0], 0u(z) (4.3)
u(z;) — u(z; —27h

= 2—1
und die Vorwdrts—Differenz

1

+ 6 — e

oioulz) = F[ 0 -1 1 ]l,io u(z) (4.4)

u(z; + 27 — u(z;)
-1 !

deren Konsistenzordnung jeweils erste Ordnung O(27) ist. Fiir die Appro-
ximation zweiter Ableitungen nehmen wir den bekannten Stern

Sriou(z) = ﬁ [1 -2 1 ]Mou(m) (4.5)
u(z; + 2_1) =2 u(z;) + u(z; — 2_1)
(271)? ’

der wie die zentrale Differenz fiir erste Ableitungen von zweiter Diskretisie-
rungsordnung ist. Dabei setzen wir fiir alle der eben genannten Sterne ein
dquidistantes Gitter der Maschenweite 27! in einer Raumdimension voraus.
In mehreren Dimensionen werden die Sterne lokal in der gewdhlten Raum-
dimension betrachtet, wobei lokal ein volles Gitter zugrundegelegt ist®. Auf
vollen Gittern in d Dimensionen ist dabei klar, daf§ (lokal) in jede Raumdi-
mension dquidistante Gitter auftreten. Dies trifft auch auf diinne Gitter in
d Raumdimensionen zu, fiir die lokal ebenfalls fiir eine beliebige, aber feste
Raumdimension dquidistante eindimensionale Gitter (allerdings mit von den
Gitterpunkten abhidngigen Schrittweiten) vorliegen. Fiir eine einfache Nota-
tion der noch zu definierenden Finiten Differenzen Operatoren auf diinnen
Gittern fiihren wir die Bezeichnungen

Dz-i70 und D;; (46)

ein, die die Anwendung einer ersten bzw. zweiten Ableitung an jedem Git-
terpunkt in Koordinatenrichtung i bedeuten. Dabei ist stets als (lokale)
Maschenweite der Abstand zum nichsten Nachbarknoten in (positive oder
negative) Koordinatenrichtung ¢ zu wahlen. Die hochgestellten Bezeichner
4+ und 0 bei Dl-i’0 deuten dabei die verschiedenen Wahlmdoglichkeiten der
Finiten Differenzensterne 5fi und &7; (vel. Sterne (4.2) bis (4.4)) an.

Die Erweiterung der eindimensionalen Finiten Differenzen Sterne auf Sterne
in mehreren Dimensionen ist dabei klar (vgl. [Hac86, For88, Str89, GrRo92,

®Dies bedeutet, dafl die beiden Schrittweiten ’links’ und ’rechts’ bzgl. der betrachteten
Raumdimension gleich grof3 sind.
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Tho95, For97]). So erhdlt man beispielsweise aus (4.5) den bekannten 5-
Punkte-Stern

1
Ajou(x) = o= 1 -4 1 o u(z) (4.7)
1 x1,i,h1

1 _ _
- 9-21 (u(wllﬂ'l -2 lv wlz,iz) + u(wluil +2 lv wlz,iz) +

+u(wll vy Tlgyin — 2_1) + u(wlhil s Ty iy T 2_1) -
—4- u(xll 19 wl27i2)> )

fiir die Diskretisierung des Laplace—Operators auf einem dquidistanten Git-
ter der Maschenweite 2=/ = 271t = 2= in jede Raumdimension, der eben-
falls wie (4.5) konsistent von 2. Ordnung ist. Der Beweis dieser Aussage
bendtigt die Operatoren

Ri;: f— fi (4.8)
und
R :f—h (4.9)

die die Restriktion von kontinuierlichen Funktionen f auf die Gitterpunkte
Qf = QA\I{ bzw. auf die Gitterpunkte Qf bedeuten. Ein Nachweis der Kon-
sistenzordnung 2 fiir den Stern (4.7) unter Verwendung der Restriktionsope-
ratoren findet sich beispielsweise in [Hac86]. Es ist jedoch nicht méglich, den
Stern (4.7) als Diskretisierung des Laplace-Operators auf diinnen Gittern
anzuwenden, wie uns das noch folgende (negative) Lemma 4.2 zeigt.

Bevor wir dieses Lemma formulieren, wollen wir nachweisen, dafl sich obige
Finiten Differenzen Operatoren wie schon die Hierarchisierung (also die Ba-
sistransformationen von stiickweiser linearer, hierarchischer Basis in stiick-
weise lineare, nodale Basis) auch als Integraloperator formulieren lassen.

Lemma 4.1 Seiu € C*(R) und die Hutfunktion ¢ ;(x) wie in (2.2) mittels

eri(z) : R—R
(ol
Soll,i(x) = % y Ti— 2t <z <z
9=y
o= () = o (z) = (zi4+27) -z Jri <o <42t

7' 2_l
0,zd][z;— 2_l,$i+2_l]

definiert. Dann gewinnt man die diskreten Ableitungen 5lil- und &), tiber fol-
k) k)



42 Finite Differenzen Operatoren

gende Integral-Identitdten:
5;2. 0= /cpll’l-(m)u"(m) dx

-0

o0

51'; : Ozfgolz’i(ac)u"(:c) dz

—00
z; [es)

o 0= [ elian@) do— [ oi@n(o) da

—00 x;

Da die eindimensionale Hierarchisierung (2.13) einer gewichteten, diskreten
zweiten Ableitung entspricht, kann ebenso &y ; als Integraloperator formuliert
werden (vgl. Satz 2.1).

Bewels fur 51_1-:
9

xi—Z_l
z;—2—!
u(z;) — u(x; — 2“’)
= ’LLI(CUZ) — 2—1
u(z;) — u(z; — 2")
= U,(;Zl) ? 2_12
Beweis fur 51";.:
0 = [ ehle(e) do
w27
= [ dhian@) i
1';+2_l
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= —u’(ml) o1
u(z; 4+ 271 — ()
= u'(z;) = 51
Beweis fiir J};:
0 = [l @do- [eien @) do
u(z) — u(w; — 27 (2 +27") — u(a
= |:ul(5vz') - u(z:) ;EJ; )] + [u’(mi) - u(i+ 2—)1 u(z)
— ow(mi) - u(z; +2) —u(w; — 27"
2—1
u(z; 4+ 2) — u(z; — 279
= wlei) = 2. 2-1
Beweis fur §;;: Ein Vergleich der Operatoren zeigt, daf lokal die Identitdt
2
5. “H

IR h2 Tlj.i5 ihj
J

mit h; = 274 gilt. Damit erhilt man die Integraldarstellung von O1;,i; bzw.
01,; aus Satz 2.1. O

4.2 Konstruktion

Bevor wir die Finiten Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern einfiihren,
formulieren wir nun ein Lemma, das — wie schon vor Lemma 4.1 angemerkt —
besagt, daf} sich die Diskretisierung eines Gitters mit dquidistanter Maschen-
weite in jeder Koordinatenrichtung nicht auf ein diinnes Gitter iibertragen

1aBt.

Lemma 4.2 Die Diskretisierung eines elliptischen partiellen Differential-
operators L, definiert wie in (4.1), mittels der Sterne (4.2), (4.8), (4.4) und
(4.5) — jeweils angewandt mit der lokalen Maschenweite in jede Raumdimen-
ston — fihrt auf dimnen Gittern zu einer nichi-konsistenten Diskretisierung.

Beweis: Siehe Abschnitt A.1, Seite 186 O

Die negative Aussage dieses Lemma ist die Motivation, spezielle Finite Dif-
ferenzen Operatoren auf diinnen Gittern zu konstruieren. Dabei erweisen
sich die Operatoren im Fall der diinnen Gitter als nicht wesentlich kompli-
zierter als im Fall dquidistanter Gitter. Mit den Transformationen “Hierar-
chisierung” und “Enthierarchisierung” haben wir bereits — neben den schon
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eingefiihrten Finite Differenzen Sternen (4.2) bis (4.5) — alle Zutaten zur De-
finition der Finiten Differenzen Operatoren fiir erste und zweite Ableitungen
auf diinnen Gittern.

Definition 4.1 Um die Schreibweise zu vereinfachen, fihren wir die Nota-
tion
oFu

ukTi () = W(') (4.10)

ein. Dabei bedeutet der erste hochgestellte Index k einen Ableitungsgrad, die
zweite angegebene, hochgestellte Grofie x; gibt die Raumdimension an, in
der die entsprechende Ableitung zu betrachten ist. Zudem stellt

k1 5. ks [ )
(?w]-l 8% ...(?acjm

uk’l 1Ty k2 Ty g skm Ty ()

gemischte Ableitungen dar, wobei 0 < m < d zu beachten ist. Die Grofien
(ks,z;,) sind dabei stets als Tupel analog zu (4.10) zu betrachten.

Zur Angabe der bendtigten Glattheitsbedingungen fiir die nachfolgenden Fi-
niten Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern definieren wir die Rdume

chr (Q) = ChrrerQ)n...nCETeUQ) (vgl. [GrEn98] bzgl. der Schreib-

weise) mit CL..(Q) = CT(Q) @ ... C"4(Q). Dabei seien t,s > 0, 1

= (1,...,1) und ¢, mit 1 < i < d der i-te Finheitsvektor. Die Rdume
che L (Q) C CLL(Q) und C:nix,L(Q) C CT. (Q) bezeichnen dabei diejenigen

Funktionen, die beziiglich allen Raumdimensionen Lipschitz—stetige Funktio-

nen darstellen. Die Normen || - HCL;‘ZE(Q) und ||+ |lox () sowie || - ||C£,,l.zz (@)

und || - ||ox (@) sind dabei analog zu [GrKn98] bzw. [Hac86] definiert.

L

Um die Notation in den Beweisen fiir die Konsistenzordnungen der einzelnen
Finiten Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern einfach zu halten, fithren
wir zudem Operatoren ein, die fiir einen gegebenen Punkt eines diinnen
Gitters den nichsten Nachbarknoten bzw. den hierarchischen Vater in eine
beliebige (positive/negative) Raumdimension angeben.

Definition 4.2 Fir jeden Gitterpunkt x1; eines dinnen (oder besser: dyadi-
schen) Gitters sei .'Hj' (x1,4) der hierarchische Vater in positiver Raumdimen-
sion j sowie 37 (x13) der hierarchische Vater in negativer Raumdimension
j. Die Knoten Nj' (x13) = X141 + hje; und N7 (x14) = x11 — hje; bezeich-
nen den ndchsten Nachbarknoten in positive und negative Raumdimension
J, wobei h; die lokale Maschenweite in Raumdimension j und e; der j.-te
Einheitsvektor ist.
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Bemerkung 4.1

Die Basistransformation von stiickweise d-linearer, nodaler Basis in stiick-
weise d-lineare, hierarchische Basis kann unter Benutzung von fH;t() an-
gegeben werden. Finite Differenzen kénnen mit Hilfe von N;t() formuliert
werden. Zudem sind die Definitionen untereinander kommutativ:

H I, (xa4)) = T, (3 (x0)

und
NN, () = NG, (N ()
Im allgemeinen kann man aber die Reihenfolge der Bestimmung von hier-

archischen Vaterknoten und nachsten Nachbarknoten nicht vertauschen: im
allgemeinen gilt

FE (NG, (x11)) # NG, (HF (xa4)) -

Wir haben nun alle notwendigen Vorarbeiten durchgefiihrt, um nachfolgend
die Finiten Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern einzufiihren. Die an-
schliefenden Satze 4.1 bis 4.10 sowie Satz 4.13 und deren Beweise beschaftti-
gen sich mit dem Aufbau der Operatoren sowie deren Konsistenzordnungen.
Dabei zeigt sich, dafi Finite Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern
stets nach einem festen Schema aufgebaut sind, unabhingig davon, welche
Ableitung betrachtet werden soll. Zudem kann jeder Operator in einer noda-
len sowie einer hierarchischen Schreibweise angegeben werden. Nachfolgend
werden beide Moglichkeiten vorgestellt.

Nodale Schreibweise: Ausgehend von den bekannten Finiten Differenzen
Operatoren, die auf nodalen Werten arbeiten, definieren wir Finite Diffe-
renzen Operatoren auf diinnen Gittern, die ebenfalls nodale Werte, also
Funktionswerte, benotigen. Diese Operatoren bestehen aus folgenden drei
Teiloperatoren:

e Durchfiihrung einer Basistransformation von stiickweise linearer, no-
daler Basis in stiickweise lineare, hierarchische Basis in alle Raumdi-
mensionen aufler derjenigen Raumdimension j, in die die Finite Diffe-
renz angewendet werden soll

e Anwendung eines Finite Differenzen Sterns in Raumdimension j, wo-
bei hier die Sterne (4.2) bis (4.5) bzw. Sterne héherer Ordnung ver-
wendet werden, die bereits bei vollen Gittern Anwendung finden. Als
Maschenweite fiir die Finiten Differenzen Sterne wird dabei jeweils die
lokale Schrittweite zum ndchsten Nachbarn genommen.

e Durchfiihrung einer Basistransformation von stiickweise linearer, hier-
archischer Basis in stiickweise lineare, nodale Basis, wiederum in alle
Raumdimensionen aufler derjenigen Raumdimension j, in die die Fi-
nite Differenz in Schritt 2 angewendet worden ist
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Ein Beispiel fiir dieses Schema findet sich in Abbildung 10, wo eine Finite
Differenz fiir eine zweite Ableitung in 2—Richtung in zwei Raumdimensionen
dargestellt wird.

I

D xx

|

Abbildung 10: Aufbau der Finiten Differenz auf diinnen Gittern fiir eine
zweite Ableitung in z—Richtung in zwei Dimensionen

Mit diesem Schema lassen sich nun beliebige Finite Differenzen Operatoren
auf diinnen Gittern konstruieren:

e Laplace—Operator:

d d
AS = ZEiODiiOHi :ZD;S;
=1 =1

e gemischte zweite Ableitung:

02

—— =FEgsoDroHL0oE,,oD,, 0o H,,
(9Xk(9xm

e V. (AV)-Operator:

0

0
—<akm—) — E,o0D, 0 Hyo <akm -EmoDmon>
Oz 0T

o konvektiver Anteil einer elliptischen DGL:

d d
E.V:Zﬁl—-EioDioHi:Zﬂi‘D?
=1

=1

Neben der nodalen Notation ist es moglich, eine hierarchische Schreibweise
der Operatoren anzugeben. Diese Operatoren arbeiten dann auf den hierar-
chischen Koeffizienten uy; aus (2.8) bzw. (2.23).

hierarchische Schreibweise: Auch in diesem Fall bestehen die Operatoren
aus einem Schema, dafl durch die Anwendung von drei Einzeloperatoren
aufgebaut ist:
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e Durchfiihrung einer eindimensionalen Basistransformation von stiick-
weise linearer, hierarchischer Basis in stiickweise lineare, nodale Basis
in diejenige Raumdimensionen j, in die die Finite Differenz angewen-
det werden soll

e Anwendung eines Finite Differenzen Sterns in Raumdimension j, wo-
bei hier die Sterne (4.2) bis (4.5) bzw. Sterne héherer Ordnung ver-
wendet werden, die bereits bei vollen Gittern Anwendung finden. Als
Maschenweite fiir die Finiten Differenzen Sterne wird dabei jeweils die
lokale Schrittweite zum ndchsten Nachbarn genommen.

e Durchfiihrung einer Basistransformation von stiickweise linearer, no-
daler Basis in stiickweise lineare, hierarchische Basis, wiederum in die-
jenigen Raumdimension j, in die die Finite Differenz in Schritt 2 sowie
die erste Transformation in Schritt 1 angewendet worden ist

Das Ergebnis ist wiederum in hierarchischer Darstellung, die Funktionswer-
te kénnen durch Anwendung einer d—dimensionalen Enthierarchisierung E
berechnet werden. Der Laplace—Operator lautet in dieser hierarchischen No-
tation etwa

d
ASHer =N "H oDjjo B =HoASoE .
i=1
Beide Darstellungsmaéglichkeiten, also nodale und hierarchische Darstellung
der Finiten Differenzen, sind vermége

E;oD;oH,=Eo (H' oD;oE')o H (4.11)

miteinander verbunden, wobei hier als Beispiel eine zweite Ableitung ver-
wendet wird. Analoge Identitaten gelten fiir beliebige Sterne anstatt Di

4.3 Konsistenz

Satz 4.1 Konsistenz zweite Ableitung, d Dimensionen, u € C*®

Der Operator
D; = E; o D;; o H; (4.12)

ist eine Finite Differenzen Diskretisierung fir zweite Ableitungen auf diinnen
Gittern in Koordinatenrichtung © mit 1 < ¢ < d. Unter der Voraussetzung
u € C™(Q) besitzt der Operator die Konsistenzordnung 2 beziiglich der fein-
sten Maschenweite h des Gitters (Randschrittweite):

0*u

IDiRu —Rii——lle < C-h2|lullomqy (4.13)
0x;
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Beweis: Siehe Abschnitt A.2, Seite 187 O

Bemerkung 4.2

Die Forderung u € C* () ist sehr stark und im allgemeinen von der Losung
eines Laplace-Problems, bei der die Operatoren DZ fiir 1 < i < d die
entscheidende Rolle spielen, nicht zu erfiillen. Um den Fehler, der durch
diese Operatoren verursacht wird, besser zu verstehen, ist es jedoch sinnvoll,
zunachst diese starke Restriktion zu fordern. Wir werden nachfolgend sehen,
dafl man weitaus schwichere Forderungen an die Funktion u stellen kann,
um dennoch die Konsistenzordnung zwei nachzuweisen. Auf der Grundlage
des Beweises des Satzes 4.1 kann der Beweis fiir Satz 4.2 einfach gewonnen
werden.

Satz 4.2 Konsistenz zweite Ableitung, 2 Dimensionen, u € C':;j'ej

2+42.e;
Unter der Voraussetzung u € ij; €

(Q) ist der Operator
D{;=E;oDj;oH; (4.14)

eine Finite Differenzen Diskretisierung fiir zweite Ableitungen in zwei Di-
mensionen auf dimnen Gittern in Koordinatenrichtung 7 fir 1 < 5 <2 mit
der Konsistenzordnung 2 beziglich der feinsten Maschenweite des Gitters
(Randschrittweite):

0%u

ID5Rag = Rags syl < C Rl oo (4.15)
J

T mia ()
Beweis: Siehe Abschnitt A.3, Seite 196 O

Satz 4.3 Konsistenz Laplace—Operator, 2 Dimensionen, u € C'fn’lzx

Der Diinngitter—Laplace—Operator in zwei Dimensionen
2
S _ S
A% =) D% (4.16)
J=1

auf reguldren dinnen Gittern besitzt unter der Voraussetzung u € Cfn’fx(Q)
(vgl. auch Satz 4.2) die Diskretisierungsordnung zwei beziglich der feinsten
Maschenweite des diinnen Gitters (Randmaschenweite):

IA*Ryzu — RijAulle < C-h2lull 2o (4.17)

Q)
Dabei ist wie im Fall der Diskretisierung auf vollen Gittern die Konstante
C in der Abschitzung (4.17) abhdngig von der Dimension.
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Beweis: Die Idee des Beweises ist dieselbe wie im Vollgitter-Fall: die Additi-
on von Operatoren, deren Diskretisierungsordnung zweite Ordnung ist (vgl.
hierzu Satz 4.2), ist wiederum ein Operator der Diskretisierungsordnung
zwei. Folglich ist die Konsistenzordnung des Diinngitter—Laplace—Operator
ebenfalls zwei, wobei jedoch hier die Glattheitsvoraussetzungen fiir jede ein-
zelne, am Laplace—Operator beteiligte zweite Ableitung beachtet werden
und daher u € C7 () gefordert werden muf:

miz

d
A Rigu - RigAulle = D DjRiju - RigAuf
=1
d .
- Q%u
S
< ; D7 Ryju — Rl,i@”oo

(4.15) )
< d-Cohluflgee (g

= C(d)-D*|lullc2z (g

O
Satz 4.4 Konsistenz zweite Ableitung, 2 Dimensionen, u € C;j;zj
sowie Konsistenz Laplace, 2 Dimensionen, u € C'Tln’?x’L
Unter den Voraussetzungen u € C ;Jj 77(Q) ist der Operator
s

eine Finite Differenzen Diskretisierung fir zweite Ableitungen auf diinnen

Gittern in Koordinatenrichtung j fir 1 < j < 2 in zwei Dimensionen und
1

5 beziiglich der feinsten

besitzt die Konsistenzordnung O(h't7) mit o >
Maschenweite des Gitters (Randschrittweite):
s - 0% 140
D5 R = Rig—slle < C-hT7 Jull jrioe; o) (4.19)
; L

1,2 &

Unter den Voraussetzungen v € C (Q2) besitzt der Laplace—Operator

miz,L
ebenfalls die Konsistenz—Ordnung O(h'T7) mit obigen o:

A Ryu — RijAul < C- b Jul| iz (4.20)

()
Beweis: Der Beweis fiir die erste Aussage von Satz 4.4 befindet sich im Ab-

schnitt A.4, Seite 199. Der Beweis zur Aussage iiber den Laplace—Operator
lduft analog zum Beweis von Satz 4.3. O

Die Sdtze 4.2, 4.3 und 4.4 sind jeweils nur in zwei Raumdimensionen giiltig.
Eine Verallgemeinerung auf beliebige Dimensionen d liefern nun nachfolgend
die Sitze 4.5 bis 4.7.
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Satz 4.5 Konsistenz zweite Ableitung, d Dimensionen, u € C':;;'ej

Unter der Voraussetzung u € e (Q) ist der Operator

D}, =E;oDj; 0 H; (4.21)

eine Finite Differenzen Diskretisierung fir zweite Ableitungen in d Dimen-
stonen auf dinnen Gittern in Koordinatenrichtung j fir 1 < j < d mit
der Konsistenzordnung 2 beziiglich der feinsten Maschenweite des Gitters
(Randschrittweite):

g - 0%u
D3Ry — Rli@”oo < C- h2||‘"f||gfnjjej @ (4.22)
Beweis: Siehe Abschnitt A.5, Seite 200 O

Satz 4.6 Konsistenz Laplace—Operator, d Dimensionen, u € C’fn’fx

Unter der Voraussetzung u € Cfn’fm(Q) besitzt der d-dimensionale Laplace-
Operator

d
S E : S
j=1

auf diinnen Gittern die Konsistenzordnung 2 beziiglich der feinsten Maschen-
weite des Gitters (Randschrittweite):

IA*R1zu — RijAulle < C-h2lull e (4.24)

Q)
Dabei hingt die Konstante in (4.24) von der Dimension d ab.

Beweis: Der Beweis geht analog zum Beweis von Satz 4.3, hier unter Ver-
wendung des Ergebnisses aus Satz 4.5. O

Satz 4.7 Konsistenz zweite Ableitung, d Dimensionen, u € CltEe

mix, L
. . . 1,2
und Konsistenz Laplace, d Dimensionen, uec C_ .
1

Unter den Voraussetzungen u € Cot2 % (Q) ist der Operator

miz,l
DY, =E;oDj ;0 H; (4.25)

eine Finite Differenzen Diskretisierung fir zweite Ableitungen auf diinnen
Gittern in Koordinatenrichtung j fir 1 < j7 < d in d Dimensionen und



4.3 Konsistenz 51

besitzt die Konsistenzordnung O(h'*7) mit o > % beziglich der feinsten
Maschenweite des Gitters (Randschrittweite):

. Q%
IDf Ry = Risg sl < C b llullgraney
J

@) (4.26)

Unter den Voraussetzungen u € C'° (Q) besitzt der Laplace-Operator

mix, L
ebenfalls die Konsistenz—Ordnung O(h'T7) mit obigen o:
AR5~ RigAulle < C-R* a1z

i@, L

%) (4.27)

Beweis: Siehe Abschnitt A.6, Seite 201 O

Nach der Betrachtung von Finiten Differenzen fiir zweite Ableitungen kom-
men wir nun zur Behandlung der Konsistenz von ersten Ableitungen.

Satz 4.8 Konsistenz erste Ableitungen, d Dimensionen, u € C*

Der Operator
DY =E;0D; o H; (4.28)

ist eine Finite Differenzen Diskretisierung fiir erste Ableitungen auf diinnen
Gittern in Koordinatenrichtung j mit 1 < j < d, wobei der Operator D;
einen der in Formel (4.6) definierten Finiten Differenzen Sterne reprdsen-
tiert. Unter den Voraussetzungen wie in Satz 4.1 besitzen diese Operatoren
die Konsistenzordnung zwei bzw. eins:

Df’o =E,;o D? oH; : Konsistenzordnung zwei
S+ _ + i . .
D" =E;oD] oH; : Konsistenzordnung eins
D;’_ =E;o D; oH; : Konsistenzordnung eins

Es gelten somit die Abschdtzungen

S04y . 5 _8U 2]|. _

||Dj RI’IU_RI’I(?T]'HOO < C-h ”uHC‘X’(Q)
und (4.29)

S,i . ~ . 8u . 1y, _

||D]- RI’IU_RI’I(?T]'HOO < C-h ||u||C°°(Q)

Dabei bezieht sich die Angabe der Konsistenzordnung wiederum auf die fein-
ste Gitterweite (Randgitterweite). Zudem ergeben sich dieselben Identitdten
wie auf vollen Gittern:

D}, = D} oD} (4.30)

— Sv+ 57_
= Dj o) D]. (4.31)
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Der Operator Df’o kann zudem mittels

so 1/ s+ S,—
D’ zi(D]. + D3 ) (4.32)

7

formuliert werden.

Beweis: Siehe Abschnitt A.7, Seite 204 O

Satz 4.9 Konsistenz erste Ableitungen, d Dimensionen

Der Operator D;’O ist unter der Voraussetzung u € C’:;;j (Q) eine Finite
Differenzen Diskretisierung fir erste Ableitungen in Koordinatenrichtung j
auf diimnen Gittern mit der Konsistenzordnung 2. Unter der Voraussetzung

ue e (Q) ist der Operator Df’o konsistent von der Ordnung O(h'+1/4).

miz,L

Zudem sind die Operatoren Df"" und Di’_ (vgl. Satz 4.8) unter der Vor-

aussetzung u € C2. (Q) konsistent von der Ordnung 1.
Beweis: Der Beweis der Aussagen verlduft analog zu den Beweisen der Sitze
4.4 und 4.7. O

Bemerkung 4.3

Ein volles Gitter auf dem d-dimensionalen Einheitsintervall [0,1]¢, das in
jede Raumdimension j die Maschenweite 27" besitzt, kann ebenso wie ein
diinnes Gitter als Grundlage fiir die Darstellung einer Funktion in der stiick-
weise d—linearen, hierarchischen Basis genommen werden. Auf diesen Gittern
kénnen die Finiten Differenzen Operatoren fiir diinne Gitter ebenfalls ange-
wendet werden. Konsistenz, Stabilitit, Konvergenz sowie zahlreiche Eigen-
schaften der Diskretisierungsmatrizen im Fall Finiter Differenzen auf vollen
Gittern sind aus der Literatur (vgl. [Hac86, Str89, GrRo92, Tho95]) hinrei-
chend bekannt.

Ein Vergleich der Operatoren fiir volle Gitter (vgl. die soeben zitierten Quel-
len) sowie der Finiten Differenzen fiir diinne Gitter zeigt dabei, dafi im Falle
voller Gitter beide Finiten Differenzen Operatoren identisch sind und somit
auch das gleiche Fehlerverhalten aufweisen. Der Grund hierfiir ist die Tat-
sache, daf} sich die Hierarchisierung und die Enthierarchisierung in Schritt
1 bzw. Schritt 3 der Konstruktion der Operatoren im Endeffekt auf vollen
Gittern aufheben”, wie man dem Beweis des Satzes 4.10 entnehmen kann.
Damit lassen sich fiir den Fall voller Gitter alle Aussagen, die sich iiber die
bekannten Finiten Differenzen machen lassen, sofort auf die Finiten Diffe-
renzen fiir diinne Gitter iibertragen. Im Anhang beweisen wir hierzu noch
folgenden Satz:

"Man beachte, daf8 dies im Fall von diinnen Gittern gerade nicht der Fall ist und genau
durch diesen Umstand eine konsistente Diskretisierung gewahrleistet wird.
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Satz 4.10 Gleichheit der Operatoren auf vollen Gittern

Die Finiten Differenzen Operatoren ij aus Satz 4.1 und die gewdéhnliche
Finite Differenzen Approzrimation mittels des Sterns h;2 1 =2 1] sind

auf vollen Gittern mit Maschenweiten hj = 274 in Raumdimension j iden-
tisch.

Beweis: Siehe Abschnitt A.8, Seite 213 a

4.4 Eigenschaften Finiter Differenzen Operatoren auf
diinnen Gitter

4.4.1 Matrix—Typen

Im vorigen Abschnitt 4.3 konnten wir zeigen (Satz 4.10), daf die neu ein-
gefiihrten Finiten Differenzen auf diinnen Gittern und die aus der Litera-
tur (vgl. [Hac86, For88, Str89, GrRo92, Tho95, For97]) bekannten Finiten
Differenzen Operatoren auf vollen Gittern mit dyadischer Schrittweite in
jede Raumdimension iibereinstimmen. Folglich besitzen die Finiten Diffe-
renzen auf diinnen Gitter im Fall dquidistanter dyadischer Gitter sdmtliche
Eigenschaften wie die bekannten Finiten Differenzen auf vollen Gittern. Wir
wollen an dieser Stelle eine Reihe dieser Eigenschaften auflisten und untersu-
chen, welche dieser Eigenschaften sich auch auf den Fall diinner Gitter ibert-
ragen lassen. Dabei stiitzen wir uns in diesem Abschnitt hauptsdchlich auf
Untersuchungen, die wir anhand konkret berechneter Matrizen durchgefiihrt
haben, jedoch nicht auf theoretische Beweise fiir die Diskretisierungsmatri-
zen. Die Aussagen dieses Abschnitts basieren auf den Diskretisierungsma-
trizen des Laplace—Operators in nodaler Schreibweise.

Aus der Konstruktion der Finiten Differenzen Operatoren auf diinnen Git-
tern ist ersichtlich, dafl wir selbst fiir selbstadjungierte Operatoren wie etwa
den Laplace—Operator nicht—symmetrische Diskretisierungsmatrizen erhal-
ten. Dies liegt darin begriindet, dafl in der Konstruktion der Operatoren im
dritten Schritt die inverse Operation des ersten Schrittes angewendet wird,
nicht jedoch die transponierte Operation. Letztgenannte Vorgehensweise,
also die Verwendung des transponierten Operators im letzten Schritt der
Konstruktion, die wir hier jedoch nicht anwenden kénnen, wiirde auf sym-
metrische Matrizen fiihren (vgl. hierzu die Methode der Finiten Elemente auf
diinnen Gittern [Bun92], die symmetrische Matrizen bei selbstadjungierten
Operatoren liefert).

Definition 4.3 (L—, Ly— und M—Matrix, vgl. [GrRo92], Definition 1.4)

Fine Matriz A heifit Lo—Matriz, wenn a;; < 0 gilt fir « # j. Eine Matriz
heift L-Matriz, wenn a; > 0 gilt und auferdem a;; < 0 fir i # j. Fine
Lo-Matriz, fir die A" ezistiert und A=' > 0 gilt, heifft M -Matriz.
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Kriterien, wann eine gegebene Matrix eine M—Matrix ist, finden sich etwa

in [Hac86, GrRo92].

Satz 4.11 (vgl. [Hac86], Satz 4.4.1) Sei Ly, die Matriz der Finfpunktefor-
mel auf einem vollen Gitter beziiglich Q = [0,1]%. Dann hat Ly, folgende
Eigenschaften:

(a) Ly, ist eine M -Matriz

(b) Ly, ist positiv definit

(c) [ILnlloo < 8572, [IL; [l <
(4 1L 112 < 75

1
8

Zudem erfiillt die Diskretisierung des Laplace-Operators mittels der Fiinf-
punkteformel das diskrete Analogon der Mittelwerteigenschaft und das
Maximum-Minimum-Prinzip. Wie zuvor bemerkt, besitzen die Finiten Dif-
ferenzen fiir diinne Gitter dieselben Eigenschaften, wenn man sie auf dyadi-
sche, volle Gitter anwendet.

Lemma 4.8 L— und M—Matrix Eigenschaft

Sei LY die Diskretisierungsmatriz der Diskretisierung des Laplace-Opera-
tors mittels Finiter Differenzen fir diinne Gitter auf diinnen Gittern. Dann
ist LZ weder eine Lo—Matriz noch eine L—Matrix. Folglich ist LZ keine
M-Matriz.

Beweis: Explizite Berechnung der Sterne fiir jeden einzelnen Gitterpunkt
eines diinnen Gitters zeigt, dafl neben dem positiven Zentraleintrag auch
positive Nebendiagonaleintrige auftreten. Somit greift keine der Bezeich-
nungen in Definition 4.3. O

Definition 4.4 (Vergleichsmatrix, vgl. [HoJo91)])
Die Vergleichsmatric M(A) = (mij)i<ij<n einer (n X n)-Matric A =
(@;)1<ij<n ist gegeben durch
o la; ;|, fallsi=j

i = { “aggl, fallsi £
Fine Matriz A heifft H-Matriz, falls die Vergleichsmatriz M (A) eine M-
Matriz ist.
Lemma 4.4 H-Matrix Eigenschaft

Sei LZ die Diskretisierungsmatric der Diskretisierung des Laplace—Opera-
tors mittels Finiter Differenzen fir diimne Gitter auf diinnen Gittern. Dann
ist L} keine H-Matriz.
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Numerischer Nachweis bei kleinen Leveln (I < 9): Explizite Berech-
nung der Vergleichsmatrizen der Inversen der Diskretisierungsmatrizen LZ
mit MATLAB [Mat97] zeigt, daf§ die Inversen negative Eintrige besitzten.
Folglich ist die M—Matrix—Eigenschaft nicht gegeben. O

Betrachtet man die Matrizen LZ, so stellt man zudem fest, dafl keine Dia-
gonaldominanz vorliegt. Zwar ist die Zeilensumme der Matrixeintrige stets
entweder 1 (fiir Randknoten) oder 0 (fiir innere Knoten), da jedoch fiir innere
Knoten positive Nebendiagonalelemente auftreten, kann keine Diagonaldo-
minanz vorliegen.

Definition 4.5 (P—Matrix, vgl. [HoJo91])

FEine reellwertige (n X n)-Matriz A heifft P-Matriz, falls alle (k x k)-Haupt-
mianoren von A positiv sind fir 1 < k < n. Dies ist gleichbedeutend mit der
Aussage, daf$ jeder reellwertige Eigenwert jeder (k x k)—Hauptminore positiv
18t.

Satz 4.12 P-Matrix Eigenschaft

Sei Li die Diskretisierungsmatriz der Diskretisierung des Laplace—Opera-
tors mittels Finiter Differenzen fiir diinne Gitter auf diinnen Gittern. Dann
18t Li eine P-Matriz.

Numerischer Nachweis bei kleinen Leveln (I < 9): Explizite Berech-
nung der Eigenwerte der Hauptminoren mit MATLAB [Mat97] ergibt, daf
die Eigenwerte stets positiv sind. Zur Verdeutlichung dient hier die Abbil-
dung 11, bei der die Eigenwerte der (k x k)-Hauptminoren von L3 auf dem
Level 5 angetragen sind (linkes Dreieck der quadratischen Ausgabe). Diese
Graphik ergibt sich qualitativ fiir alle untersuchten Diskretisierungsmatri-
zen. Zum einfacheren Verstindnis wird die Graphik symmetrisiert darge-
stellt. O

Als Konsequenz aus Satz 4.12 ergibt sich die Tragheit [HoJo91] der Diskre-
tisierungsmatrizen L3 sofort zu i(L3) = [n,0,0], wobei n hier die Anzahl
der Knoten des zugrundeliegenden diinnen Gitters sei. Aus der angegebenen
Trigheit folgt nach [HoJo91] die positive Stabilitit von L3 . Eine Reihe von
Aussagen, die sich aus der P-Matrix Eigenschaft, der angegebenen Tragheit
sowie der positiven Stabilitdt (einer beliebigen Matrix, nicht notwenig unsere
Diskretisierungsmatrizen) ergeben, finden sich beispielsweise in [HoJo91].

Definition 4.6 (diskretes Vergleichsprinzip)

FEine (n x n)-Matriz A erfillt das diskrete Vergleichsprinzip, wenn fir alle
Vektoren z € R™ gilt:
A-2>20=2>0
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Abbildung 11: Eigenwerte der Hauptminoren der Diskretisierungsmatrix des
Laplace—Operators auf diinnen Gittern in zwei Dimensionen auf Level 5,
symmetrisierte Ausgabe

Dabei sind die Vergleiche stets komponentenweise zu verstehen. Das diskrete
Vergleichsprinzip ist identisch mit der Eigenschaft der Inversmonotonie (vgl.
[GrRo92], Definition 1.6) von Matrizen. Dabei heifit eine (n X n)-Matriz A
inversmonoton, falls gilt:

Av<A w=—v<w

Mit Hilfe des Begriffs Inversmonotonie kann man eine M—-Matrix auch als
eine inversmonotone Ly—Matrix auffassen. Zudem ist die Inversmonotonie
dquivalent zu der Aussage “A~! existiert und es gilt A=! > 0” (vgl. hierzu
auch Definition 4.3). Damit ergibt sich automatisch das folgende Lemma:

Lemma 4.5 diskretes Vergleichsprinzip bei L3

Die Diskretisierungsmatrizen Li erfillen nicht das diskrete Vergleichsprin-
zip und sind somit nicht inversmonoton.

Beweis: Ein Beispiel fiir einen Vektor z, fiir den das Kriterium des dis-
kreten Vergleichsprinzips verletzt wird, kann fiir Diskretisierungsmatrizen
L3 auf kleinen Leveln ohne grofien Aufwand sofort explizit angegeben wer-
den. Damit ist fiir die in praktischen Anwendungen relevanten Matrizen die
Inversmonotonie nicht gegeben. |

4.4.2 Eigenwerte der Diskretisierungsmatrizen

Wie wir aus Abschnitt 4.4.1 bereits wissen, sind die Diskretisierungsmatri-
zen nicht symmetrisch, auch wenn wir selbstadjungierte Operatoren wie den
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Laplace-Operator betrachten. Trotz dieser Nicht-Symmetrie besitzen die
Diskretisierungsmatrizen des Laplace—Operators reelle Eigenwerte. Die Er-
gebnisse der numerischen Berechnung der Eigenwerte der Diskretisierungs-
matrizen L mittels MATLAB [Mat97] fiir verschiedene Level sind in Tabel-
le 2 zu finden. Dabei bedeuten L der Level, A und A den kleinsten und den
groBten Eigenwert, ey = 272 — A,,;,, die Differenz zwischen kontinuierlichem
kleinsten und diskretem kleinsten Eigenwert, ¢. und ¢ die Quotienten zwei-
er aufeinanderfolgender Werte ey und A, x der Quotient von grofitem und
kleinstem Eigenwert sowie ¢, der Quotient bzgl. zweier aufeinanderfolgender
Werte x.

Tabelle 2: Eigenwerte von A¥ in zwei Dimensionen, Q = [0, 1]?

A ex e A g K i
18.387503  1.35, — 69.61 — 3.79 —
19.273832 4.65_; 2.90 263.30 3.78 13.66  3.60

19.587081 1.52_; 3.06 1031.82 3.92 52.68 3.86
19.691734 4.75_, 3.20 4103.95 3.98 208.41 3.96
19.724926 1.43_, 3.32 16391.99 3.99 831.03 3.99
19.735029 4.18_35 3.42 65544.00 4.00 3321.20 4.00
19.738011 1.20-3 3.48  262152.00 4.00 13281.58 4.00
19.738868 3.41_4 3.52 1048584.05 4.00 53122.81 4.00

© 00 -1 O Gk W |

Aus Tabelle 2 kann man ersehen, dafi der kleinste Eigenwert mit der Ord-
nung O(h%*log(h™!)) gegen den kontinuierlichen kleinsten Eigenwert 272 a2
19.739209 strebt. Zudem wéchst der grofite Eigenwert und somit auch die
verallgemeinerte Kondition der Diskretisierungsmatrizen L3 mit der Ord-
nung O(h~?) analog zur Situation auf vollen Gittern. Damit ist auch im
Fall diinner Gitter zu erwarten, dafi ein iterativer Léser mit zunehmender
Leveltiefe und feiner werdender Maschenweite eine stark wachsende Anzahl
von Iterationen bendétigen wird, um die numerische Lésung mit einer vor-
gegebenen Genauigkeit zu berechnen. Aufgrund des Zusammenhangs (4.11)
zwischen der nodalen und hierarchischen Schreibweise der Finiten Differen-
zen Operatoren auf diinnen Gittern und wegen H = E~! ist klar, daff bei-
de Darstellungen dieselben Eigenwerte besitzen, da wegen (4.11) die beiden
Darstellungen durch dhnliche Matrizen beschrieben werden. Die explizite Be-
rechnung der Eigenwerte des Laplace—Operators in drei Dimensionen mittels
MATLAB [Mat97] zeigt, daf der kleinste Eigenwert hier mit der Ordnung
O(h?log(h~')?) gegen 37* &~ 29.608813 strebt. Damit liegt die Vermutung
nahe, dafl in d Dimensionen der kleinste Eigenwert des Laplace—Operators
mit der Ordnung O(h?log(h~!)?"!) gegen den kontinuierlichen kleinsten Ei-
genwert d - 72 konvergiert.

Die Verteilung der Eigenwerte des Laplace—Operators in zwei Dimensionen,
hier stellvertretend auf den Leveln 4 und 7, ist in Abbildung 12 zu sehen.



58 Finite Differenzen Operatoren

Dabei sind in dieser Abbildung nur die Eigenwerte angegeben, die zu inneren
Gitterpunkten gehdren. Eigenwerte, die Randpunkten zuzuordnen sind, sind
jeweils 1 und somit nicht in der Graphik mit aufgenommen. Man erkennt,
dafl zwar das Spektrum der Eigenwerte in etwa iibereinstimmt, jedoch die
Verteilung der Eigenwerte eine andere Struktur besitzt als bei der Finite
Differenzen Diskretisierung auf vollen Gittern.
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Abbildung 12: Eigenwerte der Diskretisierungsmatrizen auf diinnen Gittern

fiir Level 4 (links) und Level 7 (rechts), Eigenwerte 1 sind weggelassen

4.5 Stabilitat und Konvergenz

Um Konvergenz des Verfahrens sicherzustellen, ist neben der bereits nach-
gewiesenen Konsistenz zudem Stabilitdt notwendig.

Tabelle 3: Maximumsnorm der Inversen der Diskretisierungsmatrizen

r p )7 . M@ L /E
2 21 0.06875 0.034
3 49 0.08079 0.027
4 113 0.11418 0.029
5 257 0.14982 0.030
6 577 0.18648 0.031
7 1281 0.22337 0.032
8 2817 0.26027 0.033
9 6145 0.30011 0.033

Betrachtet man die Maximumsnorm der Inversen der Diskretisierungsma-
trizen in zwei Dimensionen in nodaler Schreibweise, fiir die auch die Kon-
sistenzaussagen durchgefiihrt wurden, so erhilt man die in Abbildung 13
angegebenen Kurven. Die einzelnen Normen wurden hierbei mittels MAT-
LAB [Mat97] errechnet. In Tabelle 3 sind die Werte sowohl fiir die Maxi-
mumsnorm als auch die mit dem Level skalierte Maximumsnorm enthalten.
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Hieraus erkennt man, dafl die Maximumsnorm im pri—asymptotischen Be-
reich ein logarithmisches Wachstumsverhalten aufweist. Unter Verwendung
dieses Verhaltens kénnen wir die Abschitzung

I(Z2) [« G- L=Clog (b7 (4.33)

annehmen. Wir erhalten damit in Analogie zur Situation auf vollen Gittern
[Hac86] eine Abschitzung fiir die Konvergenz:

Hac86 . .
Jon = Rl HE 2 (Dn R~ Rns)
<[22l - | DrRiu = RuAu]
Konsistenz: < Cy - h?
(4.33) _ )
S C’l-log (h_l) 'Cz'hz

C-h*-log (h7") (4.34)

Wie auf vollen Gittern werden hierbei homogene Dirichlet-Randbedingun-
gen vorausgesetzt. Damit ist die hier angegebene Aussage zur Konvergenz
im Gegensatz zur Situation auf vollen Gittern mit einem zusitzlichen lo-
garithmischen Faktor versehen. Betrachtet man sich die mit dem Quadrat
des Levels skalierte Maximumsnorm der Inversen der Diskretisierungsmatri-
zen in drei Dimensionen, so erkennt man, dafl sich auch hier ein konstanter
Wert ergibt. Dies gibt zusammen mit den bereits gezeigten Aussagen zur
Konsistenzordnung Grund zur Vermutung, daf sich eine Abschitzung der

Art

I (Li)_lHoo <C - LT = log (h_l)d_l

in d Dimensionen ergibt. Diesen logarithmischen Faktor in der Konvergenz
erkennt man auch in den numerischen Beispielen des Kapitels 7.
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Abbildung 13: L,,— sowie mit dem Level skalierte L,,—Norm der Inversen
der Diskretisierungsmatrizen auf sukzessiven Leveln
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4.6 Finite Differenzen hoherer Ordnung auf dinnen Gittern

Finite Differenzen auf diinnen Gittern werden (in nodaler Schreibweise) da-
durch realisiert, dafl zwischen einer Basistransformation von nodaler zu hier-
archischer, stiickweiser linearar Basis in d—1 Koordinatenrichtungen und der
zugehorigen Riicktransformation ein Finiter Differenzen Stern angewendet
wird, wobei jeweils die lokale Maschenweite als Schrittweite fiir die Fini-
te Differenz genommen wird. Durch den Austausch der Sterne mit solchen
Sternen, die auf vollen Gittern eine héhere Konsistenzordnung besitzen, las-
sen sich analog im Fall diinner Gitter Finite Differenzen Operatoren mit
héherer Konsistenz erreichen. Beispiele fiir Sterne héherer Ordnung fiir die
Diskretisierung zweiter Ableitungen sind etwa

1

m[l —-16 30 —16 1 | (4.35)
oder
L1 3 3 49 3 3 1
ﬁ[%‘%?‘ﬁ?‘% %} ’ (4.36)

die von 4. bzw. 6. Ordnung konsistent sind. Dabei ist zu beachten, daf
diese Sterne lediglich im Inneren des jeweiligen Gebiets anwendbar sind,
in Randndhe jedoch andere Sterne (z.B. (4.5)) verwendet werden miissen.
Diskretisiert man zweite Ableitungen auf diinnen Gittern unter Verwendung
obiger Sterne hoherer Ordnung, so iibertragen sich die Konsistenzordnungen
wie schon im Fall des Sterns (4.5). Dabei sind die entsprechenden Ordnungen
wie schon im Fall voller Gitter nur an inneren Gitterpunkten zu erreichen.
Neben dem Problem, dafl an randnahen Punkten obige Sterne nicht ver-
wendet werden konnen, hat man zudem das Problem, dafl man eine héhere
Glattheit einer Losung voraussetzen muf, wobei die Voraussetzungen bereits
im Fall des Sterns (4.5) von der Losung einer partiellen Differentialgleichung
oft nicht erfiillt werden. Nachfolgend bezeichne

D;; 4 und D;is

die Anwendung obiger Sterne der Konsistenzordnung 4 bzw. 6 (Konsistenz
beziiglich voller Gitter). Eine Aussage iiber die Konsistenz der entsprechen-
den Finiten Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern gibt Satz 4.13.

Satz 4.13 Konsistenz Finiter Differenzen hoherer Ordnung
Der Operator
- . .
Djj1=EjoDjja0H;

ist fir innere Punkte, an denen der Stern (4.35) beziglich der Koordina-
tenrichtung j angewendet werden kann, eine Finite Differenzen Diskretisie-
rung fir zweite Ableitungen auf dimnen Gittern in Koordinatenrichtung j
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mit 1 < j < d. Unter der Voraussetzung v € C* () besitzt der Operator
die Konsistenzordnung 4 beziiglich der feinsten Maschenweite h des Gitters
(Randschrittweite):

. 0%
||ij,4Rl,i'u—Rl,i@||oo < CYull ooy (4.37)
J

Die Konsistenzordnung 4 bleibt unter der Voraussetzung u € C'Tzn-:; Q)
erhalten. Analog stellt der Operator
S
Djj,6 = E]‘ @] Djj’G (o) H]‘
eine Finite Differenzen Diskretisierung fir zweite Ableitungen auf diinnen
Gittern in Koordinatenrichtung 7 mit 1 < 7 < d fiir geeignete innere Gitter-
punkte dar, wobei der Stern (4.36) verwendet wird. Unter der Voraussetzung
u € C™(Q) besitzt der Operator die Konsistenzordnung 6 beziiglich der fein-
sten Maschenweite h des Gitters (Randschrittweite):
s 5 0% 6
IDjjeRiiu = Riizglle < € holulloe ) (4.38)

J

Dabei bleibt die Konsistenzordnung unter der Voraussetzung u € C’:;f Q)

erhalten.

Beweis: Fiir den Beweis der Aussagen beziiglich u € C*(Q) sei auf Ab-
schnitt A.9, Seite 218 verwiesen. Der Beweis fiir_die Aussagen beziiglich
u € C':J;'e’(ﬂ) fiir den Operator DJSM bzw. u € C:;;'ej () fiir den Opera-

tor ijﬁ verliuft analog zu den Beweisen der Sitze 4.5 und 4.9. O

4.7 Behandlung von Neumann—Randbedingungen

Die Diskretisierung eines Neumann-Randes kann auf vollen Gittern auf
grundlegend unterschiedliche Arten erfolgen. Betrachtet man die Gleichung

Lu = f in Q° (4.39)
Ju d
5w =9 auf T

mit dem Operator L aus (4.1), so ist der Operator L nur im Inneren des
Gebiets definiert. Folglich besteht eine sinnvolle Diskretisierung eines Neu-
mann-Randes darin, fiir einen Randknoten eine einseitige Differenz wie et-
wa die Vorwarts— und Riickwarts—Differenz anzusetzen und die rechte Seite
entsprechend zu modifizieren. Einen anderen Zugang zur Berechnung von
Neumann—-Problemen erhélt man, wenn man die Gleichung des Operators L
auf den Rand fortsetzt. Unter der Annahme, da Lu = f auf Q7 gilt, kann
man am Rand neben der Neumann—Ableitung ebenfalls Gleichung (4.39) an
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Neumann—Réandern diskretisieren, wobei hier die rechte Seite f entsprechend
mit auf der rechten Seite des resultierenden linearen Gleichungssystems zu
beriicksichtigen ist. Auf vollen Gittern hat man die Wahl, welche der bei-
den Methoden man benutzt. In beiden Féllen erhilt man bei einem sinnvoll
gestellten Problem verniinftige Resultate.

T——r—+—+—a‘ T——r—+—+—a‘
—s—=n ° ¢ 4+ m»—= ° ° )
L—+—+—4——$‘ L—+—+—4——$‘
Diskretisierung des Differentialoperators Neumann-Operator

Abbildung 14: Zusammensetzung des Neumann—-Operators

Bei einem diinnen Gitter hat man ebenfalls die Wahl, welchen Variante
man verwendet. Wir verwenden nachfolgend Variante zwei, diskretisieren
also am Rand neben der Neumann-Ableitung auch den Differentialopera-
tor. Dabei verwenden wir einseitige Differenzen sowohl fiir die bendtigte
erste Ableitung (Neumann—Ableitung) als auch fiir den Anteil des Differen-
tialoperators. Die Abbildung 14 zeigt die Vorgehensweise bei der Diskretisie-
rung einer Neumann—Ableitung. Der Differentialoperator wird hierbei durch
den (links—seitigen) Stern A=%[ 1 —2 1 ] diskretisiert, wobei die markierte
1 den Randpunkt angibt. Diese einseitige Diskretisierung ist lediglich von
erster Konsistenzordnung (im Gegensatz hierzu ist (4.5) von zweiter Kon-
sistenzordnung) und stimmt damit in der Ordnung mit der verwendeten
Vorwirtsdifferenz fiir die Diskretisierung der Neumann—Ableitung iiberein.
Somit kann auch im numerischen Experiment maximal die Konsistenzord-
nung 1 erwartet werden. Wir werden im Kapitel 7 (“Numerische Resultate”)
sehen, daff die numerische Konvergenzrate mit O(h*log(h™")) jedoch grofer
ist als die theoretische Konsistenzordnung.

4.8 Behandlung allgemeiner Gebiete

Lassen sich polygonale Gebiete durch Rechtecke zusammensetzen, so kann
auf einfache Weise die Methode der Gebietszerlegung zur Losung der vor-
gegebenen Problemstellung angewendet werden. Die Vorgehensweise wird
hierbei in Abschnitt 4.8.1 beschrieben.

Daneben kénnen mit dem in [BuD097, Dor97] beschriebenen Ansatz krumm-
linig berandete Gebiete vermége einer Koordinatentransformation auf recht-
eckige Gebiete transformiert werden. Verschiedene Moglichkeiten, wie ent-
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sprechende Transformationen konstruiert werden konnen, finden sich in der
soeben zitierten Quelle. Diesen Ansatz wollen wir in Abschnitt 4.8.2 nutzen,
um Problemstellungen auf krummlinig berandeten Gebieten mittels Finiter
Differenzen auf diinnen Gittern zu l6sen.

Zudem kann man mittels der hierarchischen Basis beliebige Funktionen,
somit auch charakteristische Funktionen, beliebig genau auflésen. Daher
kénnen mit diinnen Gittern Probleme der CSG (“Constructive Solid Geo-
metry”) aufgrund des adaptiven Zugangs einfach realisiert werden. Der
Abschnitt 4.8.3 behandelt einfach Problemstellungen der CSG und gibt
Abschdtzungen zur Genauigkeit der Darstellung von Objekten.

4.8.1 Gebietszerlegung und Finite Differenzen auf diinnen
Gittern

Problemstellungen auf polynomial berandeten Gebieten, die sich als Verei-
nigung von d—dimensionalen Quadern darstellen lassen, kénnen mittels Ge-
bietszerlegungstechniken ebenfalls auf einfache Art und Weise mit der Me-
thode der Finiten Differenzen auf diinnen Gittern behandelt werden. Durch
diese Technik lassen sich auch mit diinnen Gittern Problemstellungen wie
etwa die Berechnung einer Losung auf einem L-Gebiet (vgl. Abbildung 15)
als einfachstes Beispiel behandeln.

Wir verwenden hier als Grundlage das alternierende Verfahren von H.A.
Schwarz [Sch70], vgl. auch [SBG96, AbEg98]. Dieses Verfahren ist ein
iiberlappendes Gebietszerlegungsverfahren, womit das Losungsschema zur
Losung einer partiellen Differentialgleichung® wie nachfolgend gezeigt auf-
gebaut ist (vgl. auch Algorithmus 1.1.1 in [SBG96]), wenn das Grundgebiet
Q in zwei Teilgebiete Q; und Q zerlegt ist und Q NQy # P gilt (vel. hierzu
Abbildung 15). Dabei sei u” die Lésung auf dem Gebiet Q; sowie v” die
Losung auf dem Gebiet Q,. Die Verallgemeinerung des Schemas auf mehr

Q Q, Q,

Abbildung 15: Zerlegung eines L-Gebiets in zwei rechteckige Teilgebiete

als zwei Gebiete ist dabei offensichtlich. Gegeben sei nun das Problem

Lu = f inQ
Bu = ¢ aufl'=0Q

®Die Diskretisierung einer PDE mittels Finiter Differenzen Operatoren auf diinnen
Gittern wird in Abschnitt 5.2, Seite 75 beschrieben.
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sowie eine Startldsung «° auf Q; und v = 0.

1. Schritt: Setze v = v + 1. Lésen eines Problems auf Qy:

LvY = [ in
Bv” g auf[yNT = 0Qy NN

v o= w7 auflany

2. Schritt: Losen eines Problems auf Qy:

Lu” = f in{y
Bu’ = ¢ aufl'y NI =00, NN
w’ = v auf T NQ,

Die Schritte 1 und 2 werden dabei abwechselnd so lange wiederholt aus-
gefiihrt, bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist. Als mogliches Abbruchkriteri-
um kénnen dabei die Differenzen u” —u*~! und v” —v¥~! verwendet werden:
sind die Normen

|u¥ — Y| und |Jo” =" (4.40)
jeweils kleiner als eine vorgegebene Schranke ¢, so ist die numerische Lésung

auf den Teilgebieten errechnet. Dabei kann man in (4.40) wahlweise die Lo
Norm, die L.,—Norm oder eine andere Norm verwenden.

Nach der Iteration werden die beiden numerischen Lésungen #¥ und oY
auf den Teilgebieten Q; und Qy zu einer Losung auf dem Gesamtgebiet
zusammengefafit und dort der Fehler in den gewiinschten Normen berechnet.
Die Erweiterung von zwei auf s > 2 Teilgebiete, die in ihrer Vereinigung das
Gesamtrechengebiet darstellen, stellt keinen grundlegenden Unterschied zu
oben beschriebenen Verfahren mit zwei Gebieten dar. Nach der Berechnung
der Lésung auf einem Teilgebiet €2; mit 1 < ¢ < s werden die (Rand—)Daten
all derjenigen Gebiete aktualisiert, die mit dem Gebiet €2; iiberlappen. Im
Abschnitt 7.3 finden sich Beispiele, die mit dieser Vorgehensweise berechnet
worden sind.

4.8.2 Behandlung krummlinig berandeter Gebiete

Aufgrund der Tensorproduktstruktur lassen sich Problemstellungen auf d—
dimensionalen rechteckigen Gebieten auf diinnen Gittern aus gebietsgeome-
trischer Sicht gut behandeln. Besitzt das Gebiet einer gegebenen Aufgaben-
stellung keine Tensorproduktstruktur, so sind diinne Gitter nicht ohne weite-
res dazu geeignet, eine Grundlage fiir die Diskretisierung dieser Problemstel-
lung 7zu sein. Durch eine Transformation eines d—dimensionalen Wiirfels auf
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das gegebene Gebiet der zu 16senden Problemstellung lassen sich jedoch auch
auf krummlinig berandeten Gebieten diinne Gitter verwenden. Moglichkei-
ten fiir die Bestimmung einer Transformation eines d—dimensionalen Wiirfels
auf ein krummlinig berandetes Gebiet wie etwa die transfinite Interpolati-
on finden sich zusammen mit Anwendungen auf diinnen Gittern erstmals
in [BuDo97, Dor97]. Methoden zur Erzeugung von Gebietstransformationen
finden sich auch in [Bra77, Tho85, TWMS85, HiTa86, AHET91, KnSt93,
CalLi98].

Fiir die Methode der Finiten Elemente auf diinnen Gittern finden sich in
[Dor97] zahlreiche Beispiele, wo auch ein Vergleich der einzelnen Transfor-
mationsmoglichkeiten durchgefiihrt ist. Dort wird die Koordinaten—Trans-
formation in die Formulierung der schwachen Form auf dem Referenz—Gebiet
gesteckt, was notationstechnisch gesehen zu einigen Vereinfachungen fiihrt.

Ist eine partielle (elliptische) Differentialgleichung (2. Ordnung)

d

3300 2 ) + 3B ) e ule) = £ P

=1 5=1

(4.41)

u(€) = g(¢) aufoP

auf einem krummlinig berandeten Gebiet P ¢ R gegeben und existiert eine
Koordinatentransformation % mit

¢:Q - P
x — £=1(x)

wie in Abbildung 16 angegeben, so 148t sich die Differentialgleichung (4.41)
in eine (elhptlsche) Differentialgleichung 2. Ordnung auf dem Referenzgebiet
Q = [0, 1]¢ transformieren. Um die Differentialgleichung auf @ formulieren
zu konnen, benétigen wir die zu 9 inverse Transformation Z = ¢~! : P —
Q. Damit lassen sich die in (4.41) angegebenen Ableitungen beziiglich &
auf P angeben als Linearkombinationen von Ableitungen auf @ beziiglich

x = Z(€):

s

0§~
06 ~ 20, 06
L Zd:Z dz; 0z; Z 0%z,
afkfm B J=1 i=1 afk afm (97'2 8-7'] j= afkfm 8T]
Funktionen auf P transformieren sich vermége f(x) = (f o Z)(€) 7zu Funk-
tionen auf (). Damit erhalten wir nach Transformation aus (4.41) die Diffe-
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rentialgleichung
& _ Oz; 0z; 0 O .02 9 _
;mz::la’“m (=) ;; 96, 96, 0, 90, T ; T aTj)“(:(‘E)>+
+zd:zd:bk (ﬂé))%%u(ﬂé)) +c<E(§))u<E(g)) -
k=1 j=1

d d d d
- (L () ) o+

d d d 2,
> (X3 (50) o) Lt

B.] 2(x)
d d d
— Z:;Z:; ‘_1]1( )aix]aaxl (X) + Z:; b](x)%u(x) + E(X)u(x)
- f(X) (4 42)

auf @, wobei bj(x) = b, 1(x) + b;2(x) gesetzt wird.

Y n

X H

Abbildung 16: Transformation des Referenzgebiets (@ auf das krummlinig
berandete Gebiet P vermoge 9

In (4.42) wird eine Differentialgleichung auf P in eine Differentialgleichung
auf @ transformiert. Aus implementiertechnischer Sicht ist der in (4.42) ge-
gangene Weg jedoch unpraktisch, da die inverse Transformation = in der
Regel nicht bekannt ist. Jedoch lassen sich die partiellen Ableitungen auf @
analog zu (4.42) als Linearkombinationen der partiellen Ableitungen auf P
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formulieren. In Matrixschreibweise enthilt die Matrix, die diese Linearkom-
bination ausdriickt, partielle Ableitungen der Transformation ).

Fiir die weitere Betrachtung beschrinken wir uns aus rein notationstech-
nischen Griinden auf den zweidimensionalen Fall (d = 2) und setzen hier
zur besseren Lesbarkeit ¢ = & sowie n = &,. Dann lautet die genannte
Linearkombinbation in Matrixschreibweise

ou ou
Jz 3
Ju ou
Jy an
L B
dz? - 852
9%u 9%u
J0z0y €
*u *u
\ ay? on?
mit der Transformationsmatrix
0& on
o WES 0 0 0
9§ In
o Ty 0 0 0
a=| %€ o' (% P 506 0m 3?7)2
= o o ox) e o
0% 8277 £ 0 0€ On 6‘5 on
Jzdy 0zdy 0Oz Jy 373@ Jy 0z 373@
9% o'y (@5)2 50 O <877 2
y? oy? Jz 6_6_ Jy

Da wir wie bereits angemerkt eine Darstellung der Ableitungen auf P su-
chen, die sich durch eine Linearkombination von Ableitungen auf @) ergibt,
bendtigen wir die Inverse A~ der Matrix A, die aber aufgrund ihrer einfa-
chen Struktur explizit angegeben werden kann. Somit kénnen aus program-
miertechnischer Sicht aus den Koeffizientenfunktionen in (4.41) sowie der
punktweise betrachteten Inversen der Transformationsmatrix A einfach die
Koeffizienten der transformierten Differentialgleichung vor dem Beginn des
numerischen Loésens einer Problemstellung berechnet werden. Numerische
Experimente zu diesem Loésungsansatz fiir elliptische Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung finden sich in Abschnitt 7.3. Die Anwendung dieser Technik
auf zeitabhingige Problemstellungen stellt dabei prinzipiell kein Problem
dar. Handelt es sich bei dem Grundgebiet der gegebenen Problemstellung
um ein Gebiet, das nicht von der Zeit abhéngig ist, so kann die genannte Vor-
gehensweise sofort ohne Modifikation iibertragen und in jedem Zeitschritt
angewendet werden, unabhingig davon, ob man eine explizite oder implizi-
te Zeitdiskretisierung wahlt. Betrachtet man Problemstellungen mit freien
Oberflichen, so ist die Transformation ) = 9 (t) ebenfalls zeitabhdngig und
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muf fiir jeden Zeitschritt neu bestimmt werden. Am prinzipiellen Vorgehen
(Bestimmung der Transformation, Transformation der Gleichung und an-
schliefendem Losen des Problems) dndert sich jedoch auch in diesem Fall
nichts. Folglich 148t sich beispielsweise das Stefan Problem (Problemstel-
lung mit freien Oberflichen, vgl. etwa [Mei92, MaCh98]) mit der angegeben
Vorgehensweise auf diinnen Gittern l6sen.

4.8.3 Constructive Solid Geometry (CSG)

Diinne Gitter kann man neben der Darstellung fiir Funktionen auch zur
Darstellung von Objekten einsetzen. Dazu definiert man sich fiir jedes geo-
metrische Objekt F, das mit Hilfe dinner Gitter dargestellt werden soll,
eine charakteristische Funktion xp(x) vermdoge

Xr(x) = { (1) zéi (4.43)

Diese Funktion kann nun mittels adaptiver diinner Gitter dargestellt wer-
den und reprasentiert folglich das gewiinschte geometrische Objekt F. Als
Fehlerindikator dient das Kriterium #; in (2.31), wobei wir bei der Wahl der
Maximumsnorm den maximalen Level fixieren miissen.

Beziiglich geometrischer Objekte kann man die auf diesen Objekten ar-
beitenden bindren Operatoren (z.B. AND, OR, XOR, NOR oder COMPLEMENT)
einfithren. “Constructive Solid Geometry” (CSG) setzt nun unter anderem
gerade diese Operationen ein, um aus einfachen geometrischen Kérpern kom-
pliziertere aufzubauen. Mit Hilfe der in Abschnitt 3.1 definierten Diinngit-
ter—Verkniipfung a8t sich aus zwei verschiedenen diinnen Gitter ein drittes
gewinnen, oder, wenn man die CSG als Anwendung betrachtet, aus zwei
verschiedenen geometrischen Objekten ein drittes Objekt erhalten.

Dazu sei im folgenden angenommen, daf als Funktionswerte fiir eine Funkti-
on auf einem diinnen Gitter nur die boolschen Werte 0 und 1 erlaubt seien.
Verkniipft man zwei diinne Gitter mittels der in Abschnitt 3.1 eingefiihr-
ten Diinngitter—Verkniipfung fiir CSG-Anwendungen, so sieht man sich an
Gitterpunkten, die nur in einem der beiden zu verkniipfenden diinnen Git-
tern enthalten sind, bei der Anwendung eines beliebigen der mehrstelligen
bindren Operatoren dem Problem der Interpolation von Werten gegeniiber.
Die so erhaltenen Werte liegen in dem Intervall [0,1] und miissen vermoge

der Abbildung®

0, v< %
B(v) = (4.44)
1, v> %

?Bei dieser Abbildung wird der Wert v = % auf 1 projeziert. Eine Projektion auf den
Wert 0 ist ebenso denkbar.
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auf einen der beiden boolschen Werte abgebildet werden. Dabei wird diese
Abbildung angewandt auf Funktionswerte, nicht jedoch auf die Koeffizienten
der d-dimensionalen hierarchischen Basis.

Mit Hilfe der Abbildung B koénnen die bindren Operatoren AND, OR, XOR,
NOR und COMPLEMENT auf Funktioneswerten auf dem Gitter G35 = G 0 G5
angewendet werden. Fiir jeden der bindren Operatoren berechnet man hier-
zu die Werte B(v;(x)) und B(vy(x)) fiir v; und vy an allen Gitterpunkten x
des Gitters G3 und wendet dann auf diese Werte den bindren Operator an.
Hierarchisiert man das Ergebnis und l6scht diejenigen Gitterpunkte begin-
nend von den Blittern, deren hierarchischer UberschuB 0 ist, so erhilt man
das diinne Gitter fiir das gesuchte geometrische Objekt.

Nachfolgend demonstrieren zwei Beispiele in zwei Dimensionen das beschrie-
bene Vorgehen. Dabei ist die Erweiterung auf beliebige Dimensionen d klar,
lediglich fiir eine einfachere graphische Darstellung wird an dieser Stelle auf
den zweidimensionalen Fall zuriickgegriffen.

Beginnen wollen wir mit der bindren Operation OR. In den beiden Abbildun-
gen 19 und 20 sind zwei Funktionen (Funktionen 1 und 2) zusammen mit
ihren adaptiven diinnen Gittern gezeigt, wobei die Auflosung der Funktio-
nen auf eine Leveltiefe von maximal 10 pro Raumdimension beschrinkt ist.
Das Ergebnis der Operation OR ist in Abbildung 21 zu sehen.

Als zweites Beispiel betrachten wir den bindren Operator AND. Hierfiir sind
in den Abbildungen 22 und 23 die Operanden (Funktionen 3 und 4), wieder-
um mit zugehorigen diinnen Gittern der maximalen Leveltief 10 pro Raum-
dimension, angegeben. Das Ergebnis der bindren Operation findet sich in

Abbildung 24.

Nach diesen Beispielen, die die Vorgehensweise veranschaulichen sollen, be-
trachten wir an dieser Stelle den Aufwand, der zur Darstellung einiger einfa-
cher geometrischer Kérper notwendig ist. Hierzu wahlen wir in drei Raum-
dimensionen die Kérper Rechteck, Zylinder und Kugel aus.

Beispiel 1: (Rechteck): Die charakteristische Funktion fiir das Rechteck
lautet

1 2| < 2yl < o= 12l < 5=
Xl(X):{O 9 |X|¢F1r|| 2 || 2 (4_45)

Das Rechteck ist so gewdhlt, dafl die Flachen parallel zum Grundgebiet
03 = [-1,1]? liegen. Zu beachten ist hierbei, daffi in dem hier gewihlten
Beispiel die Eckpunkte des Quaders nicht auf Diinngitter—Punkten zu lie-
gen kommen. Somit muf} aus allen drei Richtungen unabhdngig voneinander
jeweils ein logarithmischer Kostenfaktor aufgewendet werden, um das Recht-
eck bzw. seine charakteristische Funktion aufzuldsen. Wiirde man die beiden
Seiten beziiglich einer Raumdimension des Quaders exakt durch Punkte ei-
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nes diinnen Gitters darstellen konnen, so hitte man einen konstanten Auf-
wand in dieser Richtung und wiirde so auf ein Problem mit einer um eins
verminderten Dimension kommen. Diese Aussage ist allgemein fiir beliebige
d—dimensionale Quader giiltig. Tabelle 4 zeigt die Anzahl der Punkte, die
zum Auflésen der charakteristischen Funktion x4 (x) fiir einen vorgegebenen
maximalen Level L nétig sind. Dabei bedeuten im einzelnen: L der maxima-
le Level, P die Anzahl bendtigter Punkte im (adaptiven) diinnen Gitter, a
eine Vergleichszahl, ¢pr3 der Quotient aus P dividiert durch L*. Dabei fillt
auf, daf§ die Anzahl benotigter Punkte in diesem Beispiel fiir jeden Level
offenbar a priori angegeben werden kann (ohne Beweis): auf dem Level L
bendtigt man hier (2L + 1)° Punkte. Somit folgt, daB der Aufwand O(L?)
ist, oder genauer, exakt 8 - L* 4+ 12 L* 4+ 6. L + 1 betriigt. Dies verdeutlicht
auch die Spalte ¢pr3, deren Werte fiir wachsende Level L gegen den Faktor
8 konvergieren. Zudem sind die Fehler, gemessen in der L;—Norm und der
Lo—Norm, angegeben.

Tabelle 4: maximaler Level und Anzahl nétiger Punkte fiir Beispiel 1

L L? P a a’  qpLs Ly L

2 8 125 5 125 15.63 3.30_; 8.10_

3 27 343 7 343 12.70 1.10_4 2.94_,4

4 64 729 9 729 1139 -T7.17_3 —2.00_,
5 125 1331 11 1331 10.65 4.49_3 1.25_9
6
7
8

216 2197 13 2197 10.17 —-1.54_, —4.31_,

343 3375 15 3375 9.84 1.13_, 3.14_,

512 4913 17 4913  9.60 -2.01_, -5.62_3

9 729 6859 19 6859 9.41 1.24_, 3.46_3

10 1000 9261 21 9261  9.26 T7.43_4 2.07_3

11 1331 12167 23 12167 9.14 1.35_3 3.75_3

12 1728 15625 25 15625  9.04 5.11_4 1.42_3

13 2197 19683 27 19683  8.96 9.35_5 2.60_4

14 2744 24389 29 24389 889 —8.77_¢ 2.44_5

15 3375 29791 31 29791  8.83 4.23_5 1.18_4

17 4913 42875 35 42875 873 —2.66_¢ 7.41_¢

20 8000 68921 41 68921 8.62 —2.59_¢ 7.22_¢
25 15625 132651 51 132651  8.49
30 27000 226981 61 226981 @ 8.41

Beispiel 2: (Zylinder) Das zweite Beispiel ist ein zur z—Achse achsenpar-
alleler Zylinder mit Radius r = 7~ auf Q3 = [0, 1]3. Die Héhenbegrenzung
beziiglich der z—Achse sind hierbei % <z<1- %, die Achse des Zylinders
ist (1,1,2). Tabelle 5 zeigt fiir die einzelnen Level die verwendete Anzahl an
Punkten in dem entsprechenden adaptiven diinnen Gitter. gpy, stellt dabei
den Quotienten aus P und der GroBe 27 . L? dar. Da dieser Quotient in etwa
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einer Konstanten entspricht, ist der Aufwand in diesem Fall O(2" . L?). Ab-
bildung 5 zeigt eine Darstellung des Zylinders auf einem adaptiven diinnen
Gitter mit maximalem Level 7. Deutlich erkennbar ist dabei, dafi in Ach-
senrichtung des Zylinders relativ wenig Gitterpunkte (erkennbar an den zur
Darstellung notwendigen zweidimensionalen “Schichten”, in denen jeweils
ein Kreis aufgeldst ist) verwendet werden (hieraus ergibt sich einer der bei-
den Faktoren L in der Ordnungsangabe der verwendeten Punkte).

Tabelle 5: maximaler Level und Anzahl nétiger Punkte fiir Beispiel 2
L 2F.[? P qpL Ly L3

3 72 225 3.13 1.72_, 1.74_4

4 256 931 3.64 3.56_p 3.43_,

5 800 2997 3.75 5.55_3 5.51_3

6 2304 9075 3.94 3.57_3 3.57_3

7 6272 23829 3.80 2.36_3 2.35_3

8

9

0

1

16384 61875 3.78 6.59_4 6.57_4
41472 156349 3.77 1.55_3 1.55_3
102400 393851 3.85 1.05_3 1.05_3
247808 963585 3.89 T7.49_4 T.47_4

Abbildung 17: diinnes Gitter fiir den Zylinder aus Beispiel 2 (Level 7)

Beispiel 3: (Kugel) In diesem Fall betrachten wir zwei Kugeln mit den
Radien r| = % und ry = % auf Q3 = [~1,1]3, wobei der Schwerpunkt der
Kugeln im Ursprung liegt. In der nachfolgenden Tabelle 6 bezeichnen Py
und P, die Punkte beziiglich der Radien r; und r, sowie ¢; und ¢y die
Quotienten P; dividiert durch L-22F bzw. P, dividiert durch L .22, Fiir die
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Kugel mit Radius r2 sind zudem die Fehler, gemessen in der L;—Norm und
der Ly—Norm, angegeben. Man erkennt, daf§ der Aufwand zur Darstellung
von Kugeln mittels diinner Gitter bei O(L - 22") liegt.

Tabelle 6: maximaler Level und Anzahl nétiger Punkte fiir Beispiel 3

L L.2%L P, T P, 02 Ly L3
2 32 27 0.84 125 391  2.06_; 1.04_,
3 192 125 0.65 275 1.43 —1.85_; —8.54_,
4 1024 721 0.70 1645 1.61  7.49_,  3.67_,
5 5120 3753 0.73 8673 1.69  1.02_,  4.92_4
6 24576 19499 0.79 36953 1.50 —3.01_3 —1.45_3
7 114688 103225 0.90 178127 1.55  2.81_4  1.35_4

8 524288 493245 0.94 830799 1.58 3.29_4 1.58_4
A\
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Abbildung 18: Konvergenz in der L;—Norm und der Ly;—Norm fiir die Bei-
spiele 1 (Rechteck, oben links), 2 (Zylinder, oben rechts) und 3 (Kugel mit
Radius r = 1/7, links unten, Kugel mit Radius r = 1/2, unten rechts)
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Abbildung 19: Beispiel 1: Funktion 1 zusammen mit einem adaptiven Gitter
(maximaler Level eines Gitterpunkts: 10)
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Abbildung 20: Beispiel 2: Funktion 2 zusammen mit einem adaptiven Gitter
(maximaler Level eines Gitterpunkts: 10)
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Abbildung 21: Beispiel 1: Ergebnisfunktion der Operation OR der beiden
Funktionen 1 und 2 zusammen mit einem adaptiven Gitter (maximaler Level
eines Gitterpunkst: 10)
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5 Anmerkungen zur Losung partieller Differen-
tialgleichungen

5.1 Das unidirektionale Prinzip — Ausnutzung der Tensor—
produktstruktur

Wie bereits aus Formel (2.12) und der anschlieflenden Diskussion zu ent-
nehmen ist, kénnen die d-dimensionalen Operatoren H in (2.16) sowie de-
ren Inverse E vermoge d aufeinanderfolgender, eindimensionaler Operatoren
dargestellt werden. Ebenso bezieht sich die Anwendung der Operatoren ij

bzw. Dj:’o lediglich auf eindimensionale Strukturen. Somit kdnnen die Ope-

S+ . S,0 T .
ratoren ij, A%, D"~ sowie D" aus eindimensionalen Operatoren zusam-

mengesetzt werden, was die Implementierung der vorgestellten Diskretisie-
rungsmethode erheblich vereinfacht. Mit Hilfe der Algebra fiir Operatoren
auf Funktionen lassen sich so beliebige (elliptische, parabolische oder hy-
perbolische) Differentialoperatoren aufbauen und mittels eindimensionaler
Operatoren diskretisieren.

Damit ist wie im Fall der Finiten Elemente die Anwendung der Diskretisie-
rungsmatrix in O(N) Operationen méglich, da sie lediglich aus der Kompo-
sition obiger Operatoren aufgebaut ist. Dabei bezeichnet N hier die Anzahl
der Punkte in einem diinnen Gitter. Dabei sei angemerkt, dafl die Diskretisie-
rungsmatrizen im Fall der Finiten Differenzen wie auch im Fall der Finiten
Elemente keine Bandstruktur besitzen und somit nicht diinn besiedelt im
Sinne O(1) Eintrdge pro Matrixzeile sind.

5.2  Diskretisierung elliptischer Differentialoperatoren
2. Ordnung

Zur Diskretisierung einer elliptischen Differentialgleichung

Lu = f in Q= (0,1)4

u = gp aufI'p (5.1)
Ju fT
on = anN aur 1 n
auf dem d-dimensionalen Gebiet Q = [0,1]%, die entweder auf dem d—

dimensionalen Hyperwiirfel gegeben ist oder wie in Abschnitt 4.8.2 auf die-
sen transformiert worden ist, verwenden wir nachfolgend die zuvor eingefiihr-
ten Finiten Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern. Zudem beniitzen
wir die Multiplikation, skalare Multiplikation, Addition und Subtraktion auf
Diinngitter-Funktionen und wenden damit die in Abschnitt 3.2 eingefiihr-
te Algebra fiir Operatoren auf Funktionen an. Der Operator L in (5.1) ist
ein elliptischer Differentialoperator 2. Ordnung wie in (4.1) angegeben, gp
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die Dirichlet-Randbedingung auf dem Dirichletrand I'p des Grundgebiets

Q) sowie du/0n die Neumann—-Randbedingung auf dem Neumannrand I'y.

Der Differentialoperator L in (4.1) wird dabei vermoge
~ d d d d _
L% = N ai -Di+) ) ai;(x) DIDT + Y bi(x) - DY +é(x)
) =1

d
= Z&ii-EiODiiOH,‘—}-ZEi(X)-El‘OD“‘OHi—}- (52)

den wir vermoge

d d d
L = Y Y o} (a,-j(x)D;.")JFZz}i(x)-D§+a(x) (5.3)

i=1 5=1

diskretisieren. Dabei dienen die Kennzeichnungen ~ und ~ lediglich der
Unterscheidung der beiden verschiedenen Diskretisierungen der elliptischen
Differentialoperatoren zweiter Ordnung. Im Fall geniigend glatter Koeffizien-
tenfunktionen kénnen die beiden Operatoren L und L ineinander iiberfiihrt
werden.

Dabei stellen die einzelnen Ableitungsoperatoren D2 und D7 die zuvor
eingefithrten Finiten Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern dar. Bei
der Diskretisierung der Terme D? (d,;j(x)Df) des Operators L° verwenden
wir entweder fiir die erste der beiden durchzufiihrenden ersten Ableitun-
gen (hier Df) die Vorwértsdifferenz, und fiir die zweite durchzufiihrende
erste Ableitung (hier DY) die Riickwirtsdifferenz (oder umgekehrt), oder
wir verwenden fiir beide (ersten) Ableitungen die zentrale Differenz. Dabei
ist darauf zu achten, daf8 @;;(x) hinreichend glatt ist. In den nachfolgenden
numerischen Beispielen, die elliptische Differentialgleichungen 2. Ordnung

behandeln, wurden die Ergebnisse mittels eines Jacobi-vorkonditionierten
BiCGSTAB [Vor95] gewonnen.
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5.3 Iterativer Loser fir die Problemstellungen: BiICGSTAB

Die in Abschnitt 4.2 eingefiihrten Finiten Differenzen Operatoren fiithren
auch fiir selbstadjungierte Differentialoperatoren auf nicht—symmetrische
Diskretisierungsmatrizen. Dies erkennt man daran, dafi zum Aufbau der
Operatoren Terme der Bauart E; o D;; o H; verwendet werden, wobei
E, = Hl-_l7 nicht jedoch E; = H! gilt. Somit ist jeder Einzelsummand
des Gesamtoperators nicht—symmetrisch.

Daher muf zur Losung der linearen Gleichungssysteme, die bei der Diskre-
tisierung von Differentialoperatoren vom Typ (4.1) entstehen, ein iterativer
Loser eingesetzt werden, der nicht—-symmetrische Problemstellungen behan-
deln kann. Fiir die spiter angefiithrten numerischen Ergebnisse in Kapitel 7
verwenden wir im Rahmen dieser Arbeit BICGSTAB [Vor95], sowohl in vor-
konditionierter als auch in nicht-vorkonditionierter Version. Daneben sind
selbstverstandlich andere iterative Loser fiir nicht—symmetrische Problem-
stellungen wie etwa CNR, GMRES, CGNE, CGNR einsetzbar, um nur eini-
ge zu nennen, die nachfolgend jedoch nicht verwendet werden. Insbesonde-
re wird hier kein Vergleich bendtigter Iterationszahlen moglicher iterativer
Loser angegeben.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des BICGSTAB—Verfahrens hangt stark von
der Kondition der Matrix der zu lésenden Problemstellung ab. Die verall-
gemeinerte Kondition der Diskretisierungsmatrizen des Laplace-Problems
wiichst dabei nach Tabelle 2 wie O(h™?), wobei h an dieser Stelle wiederum
die feinste auftretende Schrittweite des diinnen Gitters (Randmaschenwei-
te) bezeichnet. Somit ist zu erwarten, daff bei feineren Diskretisierungen die
Anzahl der benétigten Iterationen zum Loésen der betrachteten Problem-
stellung erheblich ansteigt. Dieses Verhalten werden wir im Abschnitt 7.2.1
der numerischen Resultate beobachten kénnen, wo fiir das Laplace—Problem
L1 (vgl. Abschnitt 7.2.1 fiir die genaue Problemstellung) die Iterationszah-
len sowohl fiir ein vorkonditioniertes als auch ein nicht-vorkonditionisertes
BiCGSTAB-Verfahren miteinander verglichen werden. Im Gegensatz zum
vollen Gitter ist im Fall diinner Gitter eine Vorkonditionierung auf sehr
einfache Art und Weise mdoglich. Die hierzu notwendigen Schritt werden
im nachfolgenden Abschnitt 5.4 vorgestellt. Ein optimales Verfahren zur
Losung der auftretenden linearen Gleichungssysteme wiare ein Mehrgitter—
Verfahren, das aber fiir unsere Anwendung noch entwickelt werden mu$.
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5.4 Jakobi—Vorkonditionierung
5.4.1 Vorkonditionierung von Dirichlet—Problemen

Auf vollen Gittern hat eine Diagonalskalierung (Jakobi—Vorkonditionierung)
mit der Inversen der Diskretisierungsmatrix keine Auswirkung auf die Kon-
dition, da in diesem Fall die Diagonalmatrix lediglich aus einer Konstanten
multipliziert mit der Einheitsmatrix besteht. Dieser Sachverhalt dndert sich
jedoch, wenn man die entsprechenden Matrizen auf diinnen Gittern betrach-
tet. Eine einfache Rechnung ergibt, daf die Einzeloperatoren H; und E; kei-
nerlei Auswirkung auf den Hauptdiagonaleintrag des Gesamtoperators ij
haben, und somit nur die Teiloperatoren D,; zum Hauptdiagonaleintrag bei-
tragen. Sei nun fy; die lokale Maschenweite zum néchsten Nachbarn eines
inneren Gitterpunkts x); eines diinnen Gitters in Raumdimension j. Dann
ergibt sich der Hauptdiagonaleintrag zu

Z hi , (5.4)

kyN N

der offensichtlich kein Vielfaches der Einheitsmatrix darstellt. Somit ist zu
erwarten, dafl eine Diagonalskalierung mit der Inversen der Diagonalmatrix
der Diskretisierungsmatrizen im Fall der Finiten Differenzen Operatoren auf
diinnen Gittern eine Auswirkung auf die Kondition haben wird. In Tabelle 7
sind in zwei Raumdimensionen die mit MATLAB [Mat97] numerisch berech-
neten Eigenwerte der diagonalskalierten Diskretisierungsmatrizen zu finden,
die ebenso wie die Eigenwerte in Abschnitt 4.4.2 reell sind. Man erkennt da-
bei, daf die verallgemeinerte Kondition nur noch mit der Ordnung O(h™1)
anstatt von O(h~?%) wie in Tabelle 2 wichst. Der betragsgrofite Eigenwert
A strebt offensichtlich gegen den konstanten Wert 2, wohingegen sich der
betragskleinste Eigenwert mit steigendem Level jeweils annahernd halbiert,
womit die beobachtete erste Ordnung fiir die verallgemeinerte Kondition zu
erklaren ist. Durch die Diagonalskalierung stellt sich im Fall diinner Gitter
somit ein Vorkonditionierungseffekt ein, wobei die Kondition der Matrizen
um eine Ordnung im Vergleich zu den nicht vorkonditionierten korrespon-
dierenden Diskretisierungsmatrizen gesenkt wird.

Bei den numerischen Beispielen in Kapitel 7 wird die Auswirkung der Vor-
konditionierung auf die benétigte Anzahl von Iterationen untersucht werden.
In der nachfolgenden Abbildung 25 sind die Spektren der diagonalskalierten
Matrizen auf den Leveln 4 und 7 zu sehen.

5.4.2 Vorkonditionierung von Neumann—Problemen

Die zuvor angegebene Vorgehensweise ist eine Vorkonditionierung fiir Di-
richlet—Probleme. Fiir Neumann—Probleme kann man analog einen Jacobi—
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Tabelle 7: Eigenwerte von A¥ in zwei Dimensionen, Q = [0, 1]?

Level A qxr A K Qs
2 4.258343_; — 1.400000 3.29
3 1.917543_; 2.22 1.785797 9.31 2.83
4 9.018789_, 2.13 1.932598 21.43 2.30
5 4.360928_, 2.07 1.979593 45.39 2.12
6 2.142375_, 2.04 1.993880  93.07 2.05
7 1.061406_, 2.02 1.998164 188.26 2.02
8 5.281384_5 2.01 1.999447 378.58 2.01
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Abbildung 25: Eigenwerte der diagonalskalierten Diskretisierungsmatrizen
auf diinnen Gittern fiir Level 4 (links) und Level 7 (rechts), d =2

Vorkonditionierer erhalten, wenn man die Diskretisierung des Neumann-
Randes wie in Abschnitt 4.7 besprochen beriicksichtigt. Zusitzlich zu der
Grofle (5.4), die bereits fiir innere Gitterpunkte die Hauptdiagonale darstellt,
addieren wir hierzu den Ausdruck

Iy
fiir Neumann—-Randknoten, falls der betreffende Randknoten beziiglich der
j-ten Raumdimension einen Randknoten darstellt. Man beachte hierbei, daf§
ein Randknoten, der etwa in zwei Raumdimensionen an einer Kante des
Gebiets liegt, Randknoten beziiglich einer Richtung sein kann, wihrend er
beziiglich der zweiten Richtung einen inneren Knoten darstellt. Daher wire
in diesem Fall nur beziiglich der erstgenannten Richtung der entsprechen-
de Term fiir die Neumann—Ableitung zu addieren. Hierdurch erreichen wir
wiederum eine Verbesserung der Ordnung der Kondition von O(h~2) auf
O(h~"). Ein Neumann—Beispiel, bei dem zusitzlich zu den numerischen Er-
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gebnissen die zugehorigen Iterationszahlen auf den einzelnen Leveln angege-
ben sind, ist das Problem L5, das spidter in dem Abschnitt 7 (“Numerische
Resultate”) besprochen wird.

5.5 Ein selbstadaptiver Algorithmus zur Losung elliptischer
Differentialgleichungen 2. Ordnung

Neben glatten Beispielen, an denen die theoretisch zu erwartenden Konver-
genzordnungen fiir einfache Problemstellungen nachzuweisen sind, werden
wir uns in den numerischen Beispielen auch mit Funktionen auseinanderset-
zen, die Singularitdten aufweisen und starke Gradienten oder innere Grenz-
schichten bzw. Randgrenzschichten besitzen. Da dort zum Teil diinne Gitter
(zumindest auf gréoberen Leveln) nicht in der Lage sind, die jeweilige Funk-
tion verniinftig darzustellen, mufl — ausgehend von einem Startgitter, das
ein vorgegebenes regulires diinnes Gitter ist — ein selbstadaptiver Algorith-
mus Gitterpunkte dort generieren, wo dies zur Fehlerreduktion der Lésung
(gemessen in einer vorgegebenen Norm) notwendig ist. Die von uns gewihl-
te Vorgehensweise ist dabei wie folgt: in Anlehnung'® an Formel (2.28) fiir
die Abschitzung des Interpolationsfehler in der Maximumsnorm auf diinnen
Gitter (vgl. hierzu Lemma 2.6) berechnen wir den Ausdruck

2

F(Xl,i) = 2%# . 2—|1|1 (5_5)
als Kriterium fiir den Fehler im Punkt x;, wobei D? nach (2.10) definiert
ist. Ist dieser Wert gréfler als eine vorgegebene Schranke e, so werden —
falls die entsprechenden Knoten nicht bereits im Gitter vorhanden sein soll-
ten — die Sohnknoten beziiglich aller Raumdimensionen eingefiigt. Wird fiir
die vorgegebene Genauigkeit € kein neuer Knoten eingefiigt, gilt also fiir alle
berechneten Werte F(x13) > ¢, so wird € mit einen vorgegebenen Faktor ska-
liert (bei uns analog mit dem Abfall 1/4 des hierarchischen Uberschusses).
Dieses Vorgehen wird solange durchgefiihrt, bis eine (untere) Schranke £.,4e
erreicht wird und das Problem bis auf die gewiinschte Genauigkeit berechnet
ist. Abbildung 26 zeigt ein Flufidiagram des besprochenen Verfeinerungs—
Schemas. Der Nachweis, dafi das gew&hlte Fehlerkriterium (5.5) einen Feh-
lerindikator darstellt, mufl an dieser Stelle entfallen. Ein anderes mogliches
Kriterium fiir eine adaptive Steuerung wire etwa

d
F(xis) =C(L,d)- Y D*®u(x;) (5.6)

i=1

®Man beachte hierbei, dafl die angegebene Formel fiir den Fehlerterm F(x ;) nicht mit
der Formel fiir die Abschatzung des Interpolationsfehler in der Maximumsnorm identisch
ist.
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wobei e; = (0,...,0,1,0,...,0) ist und sich die 1 an der j-ten Stelle be-
findet (j—ter Einheitsvektor). Damit wiirde ein punktabhingig gewichteter
Laplace—Operator die Steuerung der Adaptivitdt iibernehmen. Dies ent-
spricht der Betrachtung des punktweise skalierten euklidischen Skalarpro-
dukts C'(1,d) - (Vu, Vu) im Finite Element Sinn. Betrachtet man in (5.6) die
Ausdriicke D*®iu(xy ;) einzeln, so kann man in Abhéngigkeit der GroBe dieser
Werte auch eine Verfeinerung wihlen, die an u(x;4) lediglich die Sohnknoten
beziiglich der Raumdimension j fir 1 < j < d einfiigt. Wir werden in den
numerischen Beispielen in Kapitel 7 ausschliefilich das Kriterium (5.5) zur
selbstadaptiven Steuerung verwenden.

Initialisierung auf einem
vorgegebenem Startgitter

J

_ | Berechnung der Losung auf
= | dem aktuellen diinnen Gitter

Y

Verfeinerung des Gitters nach | ~<€—n—
dem Kriterium F(X;;) und €

Y

Ja |<=—— Wurden Knoten erzeugt ?

Nein Nein

Setze e =¢/4 p——>| Giltnun ¢ < € Ende

Y

Berechnungsende | «——— Ja

Abbildung 26: schematische Darstellung des selbstadaptiven Algorithmus
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6 Implementierung und Datenstrukturen

Durch die Definition mittels eines Tensorproduktansatzes erméglichen diinne
Gitter auf einfache Weise adaptive Verfeinerungen. Damit ist es sinnvoll,
auch die Operatoren, beispielsweise Finite Differenzen oder die Transforma-
tionen Hierarchisierung und Enthierarchisierung, auf diinnen Gittern so zu
implementieren, dafl sie nicht nur auf reguliren diinnen Gittern, sondern
auch auf adaptiv verfeinerten diinnen Gittern anwendbar sind, also auch im
nicht-dquidistanten Fall. Implementiert man folglich die einzelnen Opera-
toren mit schrittweitenabhingigen Koeflizienten (wo dies operatortechnisch
notig ist), so hat man auf einfache Art und Weise einen vollstindig adapti-
ven Code fiir die Berechnung von partiellen Differentialgleichungen und In-
tegralgleichungen sowie Interpolations- oder Integrations-Aufgaben. Ebenso
ist die Behandlung von Fragestellungen aus dem Gebiet der “Constructive
Solid Geometry” (CSG, vgl. Abschnitt 4.8.3) einfach méglich!!. Eine wich-
tige Frage aus der Sicht des Programmierers fiir die Implementierung eines
Diinngitter—Codes — wie auch jeden anderen voll-adaptiven Codes — ist die
Wabhl einer geeigneten Datenstruktur, die folgende Eigenschaften haben soll-
te:

o cinfacher Zugriff auf beliebige Daten des diinnen Gitters, am besten
mit Kosten der Ordnung O(1) fiir einen Zugriff

e cinfache Handhabbarkeit der Adaptivitat
e geringer Speicheraufwand fiir einen einzelnen Gitterpunkt

o der Zugriff auf hierarchische Viter und S6hne sowie auf direkte Nach-
barn muf} einfach und schnell sein und sollte wiederum bzgl. des Auf-
wands O(1) sein (wichtig fiir Finite Differenzen)

Datenstrukturen, die den genannten Anforderungen mehr oder weniger gut
entsprechen, sind bindre Bidume und Hash-Tabellen, die wir in diesem Ab-
schnitt auf ihre Anwendbarkeit beziiglich diinner Gitter untersuchen wollen.

6.1 Binare Baume

In einer Raumdimension kénnen (adaptive) Gitter effizient in einem bindren
Baum gespeichert werden, wie es links in Abbildung 27 zu sehen ist. Die
Erweiterung von einer auf d Dimensionen benutzt gewissermafien eine Ten-
sorproduktdarstellung von Biumen: in d Dimensionen mit d > 1 erhdlt
man bindre Biume von bindren Biumen als Datenstruktur. Dabei stellen

""Diese Liste von moglichen Anwendungsbereichen ist selbstverstindlich nicht vollstin-

dig.
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die Knoten des Baumes, der d Dimensionen reprisentieren soll, (d — 1)-
dimensionale Biume dar. Ein Beispiel vermag dies zu verdeutlichen: aus-

Abbildung 27: eindimensionales Gitter und seine Darstellung mit Hilfe eines
bindren Baums sowie zweidimensionales diinnes Gitter und seine Darstel-
lung mit Hilfe eines bindren Baums, dessen Knoten eindimensionale binire
Biume darstellen (nur innere Gitterpunkte sind dargestellt)

gehend von eindimensionalen Bdumen, die Gitterlinien und somit eindi-
mensionale Gitter reprisentieren, bestehen die Knoten eines Baumes, der
zweidimensionale (diinne) Gitter darstellen soll, aus den 1D-Bdumen. Die
Knoten von bindren Biumen, die drei Dimensionen reprisentieren sollen,
bestehen ihrerseits aus zweidimensionalen Baumstrukturen, die eine Gitter-
ebene darstellen. Dieses Schema des rekursiven Aufbaus bindrer Biume zur
Darstellung mehrdimensionaler Gitter wird nun solange fortgesetzt, bis ein
bindrer Baum vorliegt, der die vorgegebenen d Raumdimensionen auflost.
Abbildung 27 zeigt rechts eine zweidimensionale Ebene. Dort ist der Baum
in (z2 = y)-Richtung dargestellt, dessen Knoten seinerseits eindimensionale
binire Biume in die (z; = z)-Richtung beinhalten. Dabei ist es an die-
ser Stelle unerheblich, ob die aufgelisteten bindren Bdume volle oder diinne
Gitter darstellen. Anhand der oben beschriebenen Dimensionsrekursion fiir
bindre Baumstrukturen in mehreren Dimensionen und dem Beispiel in zwei
Raumdimensionen wird bereits ersichtlich, dafl eine Implementierung dieser
Datenstruktur und der auf ihr arbeitenden Operatoren, besonders in héher-
en Dimensionen, nicht einfach ist. Zudem werden die Dimensionen beliebig,
aber fest angeordnet und sind somit untereinander ausgezeichnet.

Fir theoretische Zwecke sei an dieser Stelle der eindimensionale Fall be-
trachtet, wie er links in Abbildung 27 angefiihrt ist. Sei dabei 2" + 1 die
Anzahl der Gitterpunkte. Damit ergibt sich die Héhe des Baumes zu n,
wobei die Hohe der Wurzel des Baumes als 1 definiert ist. Die Kosten fiir
des Auffinden, Loéschen und Einfiigen eines beliebigen Elements sind dabei
proportional zur Héhe des Baumes.
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Lemma 6.1 Die Operationen FEinfigen, Loschen und Suchen kosten im
average case als auch im worst case O(n) Operationen, wenn n die Héhe
des Baumes ist.

Beweis: (vgl. [Meh88]). 0

Lemma 6.2 Sein; mit 1 <1 < d die mazimale Hohe eines bindren Baumes
von bindren Bdumen zur Darstellung eines i-dimensionalen Gitters. Dann
sind die Kosten fir das Finfigen, Loschen und Suchen von Knoten im ave-
rage case als auch im worst case O(n = E;"Zl n;) Operationen.

Beweis: Der Beweis ergibt sich sofort aus der Aussage von Satz 6.1. O

Zusammenfassend kann man fiir die Darstellung von Gittern durch binire
Biume sagen, dafi ausgehend von einem Baum, der d Dimensionen reprisen-
tiert, seine Knoten und Blitter aus binidren Biumen bestehen, die (d — 1)
Dimensionen darstellen. Dies zieht sich rekursiv bis zu denjenigen Biumen
durch, die eine einzelne Gitterzeile und somit einen eindimensionalen Raum
aufspannen. Bindre Biume erfiillen drei der vier zuvor angefiihrten Eigen-
schaften: fangt man an der Wurzel eines Baumes an, kann man sich einfach
entlang eines bestimmten Astes des Baumes zu einem gesuchten Knoten
hangeln. Folglich kann ein einzelner Knoten mit einem Aufwand von O(n)
gefunden werden, wenn n die maximale Tiefe des gesamten Baumes ist.
Sucht man alle Knoten in beliebiger Reihenfolge, so ist dies mit einem Auf-
wand von O(nN) moglich, jedoch nicht mit O(N), wobei N die Anzahl der
Knoten im Baum ist. Zudem wird Adaptivitit durch diese Datenstruktur
auf einfache Art und Weise unterstiitzt. Der bendtigte Speicherplatz pro
Knoten betragt 2d Zeiger fiir jeweils d S6hne in positive und negative Koor-
dinatenrichtung. Damit ist schneller Zugriff auf Sohnknoten, jedoch nicht auf
Vaterknoten und ndchste Nachbarn gegeben. Sollen diese Knoten ebenfalls
schnell erreichbar sein, so miissen jeweils weitere 2d Zeiger fiir Vaterknoten
sowie nachste Nachbarn investiert werden. Ohne diese zusidtzliche Verzeige-
rung der Datenstruktur ist eine Implementierung der Operatoren H und E
oder H; und E; fiir 1 < j < d nicht einfach. Zudem bereiten in diesem Fall
die Finiten Differenzen Operatoren zusitzliche Schwierigkeiten bei ihrer Im-
plementierung. Insgesamt sind also 6d Zeiger pro Knoten fiir eine einfache
Handhabung der hier verwendeten Operatoren sinnvoll. Somit erweisen sich
bindre Bidume als eine Datenstruktur, die den meisten der gewiinschten An-
forderungen entspricht, jedoch vergleichsweise schwierig zu implementieren
ist.
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6.2 Hash-Tabellen

Eine Alternative zu bindren Biumen sind Hash—Tabellen, die man sich ver-
einfacht als ein Array T[-] vorstellen kann. Eine der grundlegenden Eigen-
schaften von Hash—Tabellen ist der direkte Zugriff auf beliebige Daten. Eine
Einfiihrung in das Themengebiet Hashing kann man in [Knu73] und [Meh88]
finden.

Zur Speicherung von Daten in einer Hash—Tabelle ben6tigt man einen “key”,
der fiir jedes abzuspeichernde Datum eine eindeutige Identifizierung mittels
der Hashfunktion h(key), die aus dem “key” die Position des Eintrag in
der Hash-Tabelle errechnet, erlaubt. Die Hashfunktion ist dabei mittels & :
U—10,...,A— 1] mit A € N definiert, wobei key € U und A die Linge
der Hash—Tabelle ist. Der Zugriff auf ein Element geschieht dann vermoge
T[h(key)]. Im Fall von h(key,) = h(keyz) hat man das Problem der Kollision
zu 16sen. Eine Mdoglichkeit, Kollisionen aufzulésen, besteht darin, eine zweite
Hashfunktion anzugeben, die in der Hash—-Tabelle T[-] einen freien Platz
sucht, falls der Platz T'[(key)] bereits belegt sein sollte. Diese Methode nennt
man “Open Hashing” (vgl. [Knu73, Meh88]). Ein Nachteil, der insbesondere
bei der Anwendung auf adaptive Strukturen auftritt, ist die Tatsache, daf
Punkte nicht nur eingefiigt, sondern auch aus der Hash-Tabelle entfernt
werden miissen, was bei dieser Vorgehensweise der Kollisionsauflosung einen
gewissen Arbeitsaufwand verursacht. Zudem taucht bei Open Hashing das
Problem des “Resizing” auf: will man mehr Elemente in einer Hash—Tabelle
speichern, als Plitze vorhanden sind, so ist dies nicht mdglich. Man mufl in
diesem Fall eine neue Hash—Tabelle anlegen und alle in ihr enthaltenen Daten
neu abspeichern. Wir wahlen daher die Methode des Hashing mit Verkettung
(vgl. [Knu73, Meh88]). Hierbei wird eine Kollision dadurch aufgelost, da8
die Hash-Tabelle als Feld von linearen Listen T'[h(key)] interpretiert wird.
Dabei enthilt die i-te Liste diejenigen Elemente “key” mit h(key) = i. Ein
Beispiel hierfiir findet man in Abbildung 6.2. Will man ein Element X in die
Hashtabelle einfiigen, so mufl man zunéchst h(X) berechnen und dann in
der Liste T[h(X )] das Element einfiigen. Die Operationen “Lésche(X ,{M})”
und “Suche(X,{M})” werden dabei dhnlich behandelt. Die Zeitkomplexitit
besteht dabei aus der Zeit zur Auswertung der Hashfunktion ~2(X) und der
Zeit, die lineare Liste T'[h(X)] zu durchsuchen. Unter der Annahme, daf§ die
Hashfunktion fiir alle X in konstanter Zeit ausgewertet wird, definieren wir
analog zu [Meh88] die Kosten einer Operation mit dem key X als O(1 +
on(X, N)), wobei N die Anzahl der abgespeicherten Elemente ist und

on(X,N)= > on(X,Y) (6.1)
Ye{M}
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Abbildung 28: Kollisionsauflésung bei einer Hash—Tabelle mittels linearer
Listen (leere Elemente entsprechen leeren Listen)

mit

1, wenn A(X)=h(Y)AX #Y

on(X,Y) = { 0 (6.2)

sonst
gilt. Dabei stellt {M} die Menge der abgespeicherten Elemente dar. Eine
Aussage tiber die Komplexitdat von Hashing mit Verkettung im worst case,
der dann eintritt, wenn h(X) = i fiir alle X € {N} ist, wird in Satz 6.1
gemacht.

Satz 6.1 (vgl. [Meh88]) Bei Hashing mit Verkettung ist die Zeitkomple-
zitdt der drei Operationen “Zugriff (X {M})” und “Einfige(X ,{M})” sowie
“Lésche(X {M})” im schlechtesten Fall O(N), wobei |M| = N ist.

Im mittleren Fall hingegen ist die Komplexitat wesentlich besser. Dabei setzt
man folgende Wahrscheinlichkeitsannahmen [Meh88] voraus:

Annahme 1: Die Hashfunktion h : U — [0, ..., A—1] verteilt das Universum
der “key” gleichmaBig iiber das Intervall [0,..., A — 1], d.h. fiir alle ,¢ €
[0,...,A—1]ist |A~'(3)] = |[A=" ("))

Annahme 2: Alle Elemente von U sind als Argument einer der Operationen
in der Folge gleichwahrscheinlich, d.h. das Argument der k.-ten Operation
ist gleich einem festen X € U mit der Wahrscheinlichkeit 1/|U]|.

Diese beiden Annahmen implizieren, dafy die Hashfunktion einer Gleichver-
teilung auf dem Intervall [0,..., A — 1] gehorcht, d.h. dafl h(X) = ¢ mit der
Wahrscheinlichkeit 1/A gilt.
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Satz 6.2 (vgl. [Meh88], Satz 2, Kapitel III) Unter den beiden obigen An-
nahmen hat eine Folge von k FEinfige—, Lésch— und Zugriffs—Operationen
die Zeitkomplezitit O((1+ 3/2) - k), wobei § = k/A der (mazimale) Bele-
gungsfaktor der Hash—Tabelle ist.

Beweis: (vgl. [Meh88]) 0

Hier stellt sich nun die Frage, ob man die gemachten Annahmen in der
Realitdt auch erfilllen kann. Dabei erweist sich Annahme 1 als unkritisch,
da man mittels der Divisionsmethode h(X) = h(X) mod k setzen kann,
wenn k|A gilt, k also A restfrei teilt. Falls k|A nicht erfiillt ist, aber 4 > k
gilt, so erfiillt die Divisionsmethode Annahme 1 fast und Satz 6.2 ist nach
wie vor giiltig. Annahme 2 hingegen ist problematisch, da man a priori im
allgemeinen keine Informationen dariiber besitzt, welche Elemente in einer
Hash-Tabelle tatsichlich abgespeichert werden sollen. Ubertragen auf den
Fall der diinnen Gitter bedeutet dies beispielsweise, dafl man im allgemei-
nen nicht weifl, wo ein selbstadaptiver Algorithmus Gitterpunkte einfiigt
und wo sich Bereiche des Grundgebiets befinden, in denen keine oder nur
wenige Gitterpunkte bendtigt werden. Somit ist Satz 6.2 diesbeziiglich mit
Vorsicht zu genieBen'?. Das Ziel mufl deshalb eine Hashfunktion sein, die
unabhingig von der zugrundegelegten Punktmenge der Gitterpunkte eines
diinnen Gitters die Punkte moglichst gleichmiafig iiber die Hash—Tabelle
streut. Ein Beispiel fiir eine Hashfunktion, die diese Forderung relativ gut
zu erfiillen scheint, wird in (6.4) spéter in diesem Abschnitt zusammen mit
einigen Anwendungen angegeben.

Der Vollstédndigkeit halber seien nun noch die mittleren Kosten des worst

case von Hashing mit Verkettung angefiihrt. Dabei folgen wir wiederum den
Ausfiithrungen von [Meh88].

Satz 6.3 (vgl. [Meh88], Satz 3, Kapitel III) Sei V eine beliebige Teilmenge
von U mitV = {Xy,..., X} und |V| = k. Ferner gelte die Wahrscheinlich-
keit prob(h(X;) =) =1/A fir alle1 < j <k und i€ [0,...,A—1]. Dann
sind die mittleren Kosten des schlechtesten Falls von Hashing mit Verkettung
O(log(k)/ log(log(k))), wenn = k/A < 1.

Beweis: (vgl. [Meh88]) Dabei ist die Bedingung prob(h(X;) = i) = 1/A

vergleichbar mit der vorigen Annahme 2. O

In dem Fall von Gittern, die von einer hierarchischen Tensorproduktbasis
herriihren, wie es beispielsweise bei diinnen Gittern der Fall ist, ist die An-
gabe des Levels und eines Index innerhalb des Levels eine Moglichkeit als

2Durch den hierarchischen Ansatz haben wir es insbesondere mit bedingten Wahr-
scheinlichkeiten zu tun. Trotzdem ist die Zeitkomplexitat des Satzes 6.2 auch in unserem
Fall erreichbar.
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Walhl eines “key” fiir jeden einzelnen Gitterpunkt des betrachteten Gitters.
Eine weitere Mdoglichkeit ist die Speicherung der Koordinaten, die ebenfalls
fiir jeden Punkt eindeutig sind. Damit mufl man im ersten Fall 2d Integer—
Variablen speichern, im zweiten d REAL—Variablen!3. Folglich benotigt man
zur Speicherung der Information, die nétig sind, einen beliebigen Gitterunkt
zu erreichen, weniger Bytes pro Knoten als im Fall des Bindrbaums. Da
Knoten eines (adaptiven oder adaptiven diinnen) Gitters in Abhangigkeit
der zugrundegelegten Hashfunktion “irgendwo” in einer Hash-Tabelle abge-
legt werden und fiir ihre Speicherung in einer Hash-Tabelle keinen Bezug
zueinander brauchen, wird Adaptivitat durch diese Datenstruktur ebenfalls
unterstiitzt. Dabei benotigt man in d Dimensionen mindestens O(d) Ope-
rationen, falls die Hashfunktion die abzulegenden Daten verniinftig streuen
soll. Fiir ein beliebiges, aber festes d hat man folglich O(1) Operationen zur
Auswertung der Hash—Funktion. Allerdings ben6tigt man fiir Hash—Tabellen
einen gewissen Speicheroverhead, da der Belegungsgrad § = N/A einer
Hash—-Tabelle aus Effizienzgriinden 70% — 75% nicht iiberschreiten sollte
([Knu73, Meh88]). Setzt man voraus, da nur reguldre diinne Gitter ver-
wendet werden, so kann man als Hashfunktionen die Funktion

. Lxlxi — N
AL LE) = { (L.Li) s (L) (6:3)
benutzen, wobei h(L,1,i) einem Aufzihlungsalgorithmus der Punkte eines
diinnen Gitters entspricht. Dabei wird garantiert, dafl keine Kollision auf-
treten kann, wenn nur Gitterpunkte eines diinnen Gitters vom Level L abge-
speichert werden und die Linge der Hash—Tabelle grofier ist als die Zahl der
abzuspeichernden Diinngitter—Punkte. Sind diese Voraussetzungen erfiillt,
so haben die Operationen Suchen, Einfiigen und Loschen stets einen Auf-
wand von O(1), unabhingig davon, wie grofi der Belegungsfaktor der Hash—
Tabelle ist. Durch die Wahl eines geeignet hohen L wird im allgemeinen eine
recht gute Streuung der Gitterpunkte erreicht. Zwei Beispiele fiir die Anwen-
dung dieser Hashfunktion finden sich in Abbildung 6.2. Hierin bezeichnet die
z-Achse die Linge von linearen Listen, die y-Achse gibt an, wieviele Listen
einer gegebenen Linge in der Hash—Tabelle existieren. In beiden Graphiken
werden hierbei reguldre diinne Gitter vom Level 12 mit insgesamt 61441
Gitterpunkten verwendet, wobei die Liange A der Hash—Tabelle in der lin-
ken Graphik A = 70000 und in der rechten Graphik lediglich A = 3000 ist.
Im ersten Fall erkennt man, daf keine Kollision auftritt (Belegungsgrad der
Hash—Tabelle betragt 87.78%), im zweiten Fall, in dem die durchschnittli-
che Listenldnge unter Voraussetzung einer gleichverteilenden Hashfunktion
61441/3000 ~ 20.48 betragen sollte, haben wir lediglich zwei verschiede-
ne Listenldngen, ndmlich 20 und 21. Somit ist die Streuung in diesem Fall
anndhernd optimal. Auch bei adaptiven diinnen Gittern, in denen keine star-

BREAL € {float, double}
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Abbildung 29: Lange von linearen Listen und deren Haufigkeit (links: Lange
der Hash—Tabelle A = 70000, rechts A = 3000, Anzahl gespeicherter Punkte
jeweils 61441)

ken Singularititen auftauchen, ist obige Hash—Funktion noch gut geeignet,
wie Abbildung 6.2 zeigt. Allerdings treten beispielsweise bei Punktsingula-
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Abbildung 30: Linge von linearen Listen und deren Hiufigkeit fiir das an-
gegebene Gitter, 30210 Punkte, Linge der Hash—Tabelle A = 54067, Bele-
gungsfaktor § = 55.88%

ritdten fiir diese Hash—Funktion Kollisionen derart auf, dafl die Listenlingen
stark wachsen. In diesem Fall geht der Vorteil des direkten Zugriffs verloren,
da in einem Suchbefehl jeweils eine lineare Liste durchsucht werden mu$.
Abhilfe schafft hier etwa die Hashfunktion

NEDY (2’j + i]-) cprim(j) - prim(43 + (d—2)- 10— j)  (6.4)

fiir die Dimensionen d = 2, 3, wobei prim(j) die j-te Primzahl bedeutet. Hier
werden sowohl regulire als auch adaptive diinne Gitter relativ gut gestreut.
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Dabei ist zu beobachten, dafi die “Optimalitdt” im Fall regulidrer diinner
Gitter nicht erhalten werden kann, jedoch im Fall adaptiver diinner Gitter
auch bei starken Singularititen die Listenldngen sehr kurz bleiben. Eine
mathematische Begriindung, warum sich diese Hashfunktion als geeignet
erweist, mufl an dieser Stelle entfallen. Zwei Beispiele hierfiir finden sich in
den Abbildungen 31 und 32, wo zum einen ein reguldres und zum anderen
ein adaptives diinnes Gitter betrachtet wird.
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Abbildung 31: Lange von linearen Listen und deren Haufigkeit fiir ein re-
guldres diinnes Gitter, Level 13, 131.073 Punkte, Linge der Hash—Tabelle
A = 187.000, Belegungsfaktor § = 70.09%
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Abbildung 32: Lange von linearen Listen und deren Haufigkeit fiir ein adapti-
ves Gitter, maximale Leveltiefe 10, 133.412 Punkte, Lange der Hash—Tabelle
A = 187.000, Belegungsfaktor § = 71.34%

Vermoge einfacher Integerrechnung sind aus gegebenen Level- und Index—In-
formationen eines beliebigen Knotens sowohl seine hierarchischen Séhne als
auch seine hierarchischen Viter einfach zu ermitteln. Zudem sind ebenfalls
durch Integerrechnung die direkten Nachbarn in jede Koordinatenrichtung
einfach zu ermitteln. Da zudem die Implementierung einer Hash-Tabelle
relativ einfach ist, erfiillt die Datenstruktur Hash—Tabelle alle vier zuvor
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gestellten Bedingungen. Damit erweist sich die Hash-Tabelle fiir die hier
gestellten Anforderungen als die sinnvollere Datenstruktur.

6.3 Verzeigerte Hash-Tabellen

Im vorangegangenen Abschnitt 6.2 haben wir festgestellt, daf Hash-Tabellen
fiir unsere Anwendungen geeigneter sind als bindre Biume. Fiithren wir bei
den Hash-Tabellen zusitzliche Verpointerungen zwischen bestimmten Kno-
ten ein (etwa Pointer eines Knotens auf seine Sohnknoten oder auf seine
nichsten Nachbarknoten), so kann man den Zugriff auf einen Knoten (z.B.
bei einem hierarchischen Durchlauf durch alle Knoten) erheblich beschleu-
nigen, da anstatt der Berechnung von Level- und Index—Information des
gesuchten Knotens sowie der Auswertung der Hashfunktion zur Ermittlung
des Knotens in der Hash-Tabelle lediglich auf einen Zeiger, der auf das ge-
suchte Objekt direkt verweist, zugegriffen wird. Man beachte, dafl die Be-
rechnung der Hashfunktion mindestens O(d) Operationen bendtigt, wenn sie
die Eintrdge in der Hash-Tabelle ausreichend gut verteilen soll und somit je-
de beteiligte Koordinatenrichtung beriicksichtigen mufl. Zudem bendtigt die
Berechnung der gewiinschten Level- und Index—Informationen im worst ca-
se O(n) Operationen'?, wobei n die maximale Leveltiefe eines Gitterpunkts
ist. Der zusdtzliche Speicheraufwand belduft sich dabei auf jeweils 2d Zeiger
fiir hierarchische S6hne und Viter sowie nichste Nachbarn. Will man alle
Zeiger bereitstellen, so sind folglich 6d Zeiger notwendig. Mit diesem Ansatz
erhdlt man somit eine Vermischung der Datenstrukturen Hash-Tabelle und
bindrer Baum.

Der Schritt des Einfiigens von Zeigern kann wahrend oder direkt nach dem
Aufbau eines diinnen Gitters erfolgen. Bei adaptiver Verfeinerung oder Ver-
groberung kénnen die notwendigen Pointer sofort gesetzt bzw. bereits beste-
hende umgesetzt werden, was schnell und einfach durchzufiihren ist. Durch
diese Erweiterung der Datenstruktur kann eine bedeutende Erh6hung der
Ausfiihrungsgeschwindigkeit eines Codes erreicht werden. Zudem erlaubt
die Einfiihrung von Pointern eine programmiertechnisch einfache Handha-
bung von Mehrgitteralgorithmen oder auch Erzeugendensystemen, wie sie
in [Gri90] verwendet werden.

"“Ein hierarchischer Vater in eine beliebige, aber feste Koordinatenrichtung besitzt einen
um 1 verminderten Level und kann daher sehr einfach ermittelt werden. Das Problem
liegt im zweiten Vater: abhéngig von den Level- und Index-Informationen des betrachteten
Knotens und der gewahlten Koordinatenrichtung kann der Vater jeden beliebigen kleineren
Level besitzen, womit sich der Aufwand zur Berechnung des zweiten Vaters auf O(n)
Operationen belaufen kann. Ein dhnliches Problem bzgl. des Aufwands ergibt sich bei der
Berechnung der nachsten Nachbarn. An dieser Stelle sei angemerkt, dal bindre Baume
aufwandstechnisch nicht besser sind, aber — wie im Abschnitt 6.1 bemerkt — schwieriger
zu implementieren.
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6.4 Kosten fiur die Anwendung Finiter Differenzen
Operatoren auf diinnen Gittern

Wir wollen die Kosten fiir die Anwendung eines elliptischen Differential-
operators 2. Ordnung exemplarisch am Beispiel des Laplace—Operators stu-
dieren. Fiir allgemeine elliptische Differentialoperatoren 2. Ordnung kann
daraus sofort der notwendige Aufwand fiir eine Anwendung des diskreten
Operators hergeleitet werden.

Betrachten wir zundchst Operatoren in nodaler Schreibweise: um die zweite
Ableitung D;] in Richtung j mit 1 < j < d zu berechnen, mufy zunachst eine
(d—1)—dimensionale Hierarchisierung H; durchgefithrt werden, anschliefend
wird der eindimensionale Finite Differenzenstern angewendet, und der Ope-
rator wird abgeschlossen mit der Anwendung einer (d — 1)-dimensionalen
Enthierarchisierung E;. Berechnet man die auftretenden Hierarchisierungs-
sterne und Enthierarchisierungssterne gemafl Formel (2.12), so ist jeweils ein
Stern mit 37~" Eintrigen anzuwenden. Im Falle regulirer diinner Gitter, bei
denen lokal eindimensional bei der Anwendung des eindimensionalen Fini-
te Differenzensterns stets dquidistante Gitterstrukturen auftreten, miissen
die Gewichte der Finite Differenzensterne nicht berechnet werden. Somit
erfordert die Anwendung des Operators D;; insgesamt 4 Operationen (je-
weils eine Addition, Multiplikation, Subtraktion und Division). Damit ergibt
sich, falls N die Anzahl der Gitterpunkte eines diinnen Gitters bezeichnet,
ein Gesamtaufwand von (4-39714-2). N, also O(39. N), Operationen, womit
der Aufwand exponentiell von der Dimension abhidngt.

Unter Ausnutzung der bereits im Abschnitt 4.2 angesprochenen Tensorpro-
duktstruktur (nachfolgend TP abgekiirzt) der Finiten Differenzen Opera-
toren, wodurch ein d-dimensionaler Operator durch Konkatenation von d
eindimensionalen Operatoren zusammengesetzt werden kann, verringert sich
der Aufwand erheblich. Implementiert man d—dimensionale Operatoren als
d-fache Anwendung eindimensionaler Operatoren, so reduziert sich der Auf-
wand fiir die Operatoren H; und E; auf nur mehr 3 - (d — 1) Operationen,
womit sich der Gesamtaufwand einer zweiten Ableitung mittels Finiter Dif-
ferenzen auf diinnen Gittern durch Ausnutzung der angesprochenen Tensor-
produktstruktur auf (6 - (d — 1) + 4) - N Operationen (Ordnung O(d - N))
verringert und somit nur noch linear von der Dimension abhingt. Es sei an
dieser Stelle angemerkt, dafi unabhdngig davon, ob die Tensorproduktstruk-
tur in der Implementierung ausgenutzt wird oder nicht, der zu erwartende
Aufwand stets linear in der Anzahl der Gitterpunkte ist, also stets von der
Ordnung O(N). Der gravierende Unterschied liegt jedoch in der jeweilgen
Konstante verborgen. Dies zeigt auch nachfolgende Tabelle 8, in der die
Konstanten fiir beide vorgestellten Vorgehensweise in Abhingigkeit der Di-
mension fir 1 < d <9 aufgetragen sind.



6.4 Kosten fur die Operatoranwendung 93

Tabelle 8: Abhingigkeit der Kosten von der Wahl der Darstellung des Ope-
rators (ohne TP: d—dimensionale Darstellung; mit TP: Darstellung vermége
eindimensionaler Operatoren)

Dimension || 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ohne TP 4110 |22 | 58| 166 | 490 | 1462 | 4378 | 13126
mit TP 411016 22| 28| 34 40 46 52

Um den Laplace—Operator anwenden zu koénnen, miissen fiir alle d > 2
Raumdimension die entsprechenden zweiten Ableitungen berechnet werden,
wobei durch die Addition der d zweiten Ableitungen zusitzlich d — 1 Addi-
tionen pro Knoten anfallen. Der Gesamtaufwand bei Ausnutzung der Ten-
sorproduktstruktur fiir den Laplace—Operator belduft sich demnach auf ins-
gesamt

(a6 (@-1)+4)+(@=-1) N=(6-d*~d—1) N

Operationen und hingt damit quadratisch von der Dimension ab. Der Faktor
6 vor d? 1a8t sich auf Kosten eines erhthten Speicherverbrauchs noch auf %
senken, die Abhiingigkeit von d? jedoch bleibt.

T T T
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Abbildung 33: Aufwandsvergleich bei zweiter Ableitung fiir d—dimensionalen
Operator und d-mal eindimensionalen Operator (links) sowie beim Laplace—
Operator bei Verwendung des nodalen bzw. des hierarchischen Operators
(rechts), unterschiedliche Skalierung der Ordinate

Betrachtet man die Operatoren in der hierarchischen Notation, so ist die
Abhéangigkeit des Aufwands nur noch linear in der Dimension: hier bestehen
die einzelnen Operatoren aus einer eindimensionalen Enthierarchisierung,
einem eindimensionalen Finite Differenzen Stern und einer abschliefenden
eindimensionalen Hierarchisierung. Somit ergibt sich ein Gesamtaufwand
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von 10+ N Operationen fiir eine Ableitung beziiglich einer Raumdimensi-
on, fiir den Laplace—Operator folglich 10 - d - N Operationen. Um in einer
Implementierung die Anwendung der Diskretisierungsmatrizen moglich bil-
lig zu realisieren, sollten die Operatoren folglich in hierarchischer Notation
implementiert sein.

In Abbildung 33 ist der Unterschied im Aufwand bestimmter Operatoren
bei den angesprochenen Vorgehensweisen angegeben. In der linken Graphik
sind die Ergebnisse aus Tabelle 8 aufgearbeitet. Im rechten Bild erkennt
man, dafl die Implementierung der Operatoren in hierarchischer Notation
erheblich weniger Aufwand in der Berechnung verursacht.

6.5 Parallelisierung
6.5.1 Parallelisierungskonzept

Die in Abschnitt 4.8.1 angesprochene Technik der Gebietszerlegung fiihrt
auf natiirliche Art und Weise auf ein paralleles Vorgehen bei der Berechnung
einer Problemstellung. Dariiberhinaus bietet sich die Md&glichkeit, jedes ein-
zelne (Teil-)Problem von mehr als nur einem Prozessor berechnen zu lassen.
Eine sehr einfache Vorgehensweise hierzu bietet auf SMP-Multiprozessor—
Maschinen “OpenMP API (application programming interface)”. OpenMP
stellt (vereinfacht gesprochen) dabei eine Reihe von Compiler—Direktiven,
Laufzeit—Bibliotheken und Umgebungsvariablen zur Verfiigung, mit denen
parallele Anwendungen beschrieben und kontrolliert werden kénnen. Detail-
ierte Informationen iiber OpenMP API [OMP] kénnen im WWW unter

https://toolbox.sgi.com/toolbox/

und den dort weiter—verweisenden Links sowie im “C Language Reference
Manual” (Kapitel 11: Multiprocessing C/C++ Compiler Directives) [SG] von
Silicon Graphics gefunden werden.

Zur Parallelisierung eines Codes mufi der Benutzer bei Verwendung von
OpenMP (im Allgemeinen) lediglich an geeigneten Stellen innerhalb des
Codes vordefinierte #pragma—Anweisungen einfiigen sowie die Umgebungs-
variable, die die Anzahl der zu verwendenden Prozessoren steuert, setzen.
Die Parallelisierung der C-Schleife

for(i=0;i<ENDE;i++)
{ /% Schleifenanweisung */ }

geschieht beispielsweise vermdge der Anweisungen

#pragma parallel
#pragma shared ( /* shared variables */ )
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#pragma local ( /* local variables */ )
#pragma pfor iterate(i=0;ENDE;1)
for(i=0;i<ENDE;i++)

{ /% Schleifenanweisung */ }

Somit ist klar, dafl die Parallelisierung einer Schleife schnell und einfach
durchfiithrbar ist, zumindest falls die Abarbeitung des k—ten Elements nicht
die Abarbeitung eines vorangegangenen Elements bendtigt.

6.5.2 Parallelisierung einzelner Operationen

Nachfolgend finden sich exemplarisch Ergebnisse fiir die Parallelisierung
der skalaren Multiplikation auf diinnen Gittern, der Berechnung des Sterns
Dgo (Teiloperator der zweiten Ableitung D3, mittels Finiter Differenzen
auf diinnen Gittern) sowie der Anwendung des iterativen Losers BiCG-
STAB. Abschlieflend vergleichen wir den Ldésungsprozess auf 1, 2, 3 und
4 Prozessoren. Alle numerischen Ergebnisse in diesem Abschnitt wurden be-
rechnet auf einer 0200 mit 4 MIPS R10000 (180MHz) Prozessoren, IP32
mit IRIX 6.4. Bei den Ergebnissen ist zu beriicksichtigen, dafi beispielswei-
se beim Vergleich von einem zu zwei Prozessoren kein Faktor von exakt
zwei in der Ausfiihrungszeit zu erwarten ist, da beispielsweise die Thread—
Verwaltung sowie eventuell notwendige Kommunikation die Ausfithrungszei-
ten beim Programmlauf von mehr als einem Prozessor beeinflufien. In den
Tabellen wurden folgende Abkiirzungen verwendet:

e N: Anzahl der Gitterpunkte des verwendeten diinnen Gitters
e gn: Quotient der Gitterpunkt zweier aufeinanderfolgender Level

. ZgM: Zeit fiir 2000 skalare Multiplikationen auf dem angegebenen Le-
vel fiir P Prozessoren

e ¢5y: Quotient zweier aufeinanderfolgender Zeiten ZZL,,, berechnet

mittels »
Zen (1=1)
P SM
fJSM(l) = " oP I/
ZE (1)

P . . . . N .
® gy sy dieser Quotient wird berechnet vermdge

_ adu(0)
QJ]\DT,SM(Z) - q;\\;f(l)

. ZEOO: Zeit fiir 500 Operationen Do auf dem angegebenen Level fiir P
Prozessoren
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° q,I;OO: Quotient zweier aufeinanderfolgender Zeiten Z,I;OO, berechnet

mittels .
() = 22D
° Zhy (1)

P . . . . N .
® 4N p,,: dieser Quotient wird berechnet vermdoge

o1
olt) = oy

Dabei geben die beiden Quotienten qff’SM und q}\?DOO an, wie sich die
Ausfiihrungszeit im Verh&ltnis zur erhéhten Anzahl an Gitterpunkten ver-
hdlt. Wéren diese Faktoren identisch 1, so wiirden die Ausfiihrungszeiten
linear mit der Anzahl der Punkte steigen. Wie man aus den Tabellen 9 bis
11 erkennen kann, liegen diese Faktoren stets unter der Grofle 1.5, teilweise
sind sie kleiner als 1. Dies zeigt wiederum die Abhidngigkeit der Testliufe
von der Auslastung des Rechners zum Zeitpunkt des Testens. Zugleich zei-
gen diese Zahlen jedoch, dafy die Ausfiihrungszeiten auch im Falle mehrerer
Prozessoren in etwa mit der Anzahl der Gitterpunkte korrelieren.

Da auf kleinen Leveln die Ausfihrungszeiten verschwindend klein sind und
ein Vergleich paralleler Algorithmen erst sinnvoll ist, wenn jeder einzelne
Prozessor “geniigend” Anweisungen durchzufihren hat, sind in den Tabel-
len 9 bis 11 lediglich die Ausfiihrungszeiten ab Level 8 aufgenommen. An
dieser Stelle mufi auch der Hinweis gegeben werden, dafl die angegebenen
Zeiten bei jedem erneuten Testlauf anders ausfallen werden. In Abhingig-
keit der Auslastung eines Rechners kénnen hierbei geringfiigige Abweichun-
gen der hier angegebenen Ausfiihrungszeiten auftreten, bei héheren Leveln
(I =13,14,15,...) sind Abweichungen im Sekundenbereich méglich. Somit
sind alle hier angegebenen Zahlenwerte lediglich als Richtwerte anzusehen,
die das zu erwartende Verhalten tendenziell aufzeigen sollen.

Tabelle 9: Ausfiihrungszeiten der parallelen skalaren Multiplikation und des
Teiloperators Do in Sekunden, P = 1 Prozessor
! N aN Zsm  dsumr q]]\Df,SM Z}DUO ‘111300 q]}\Df,DOO
8 2817 2.20  0.69 - - 2.13 - -
9 6145 2.18 1.58 229 1.05 7.19 338 1.55
10 13313 2.17 4.00 2,53 117 16.83 2.34 1.08
11 28673 2.15 10.35 2.59 1.20 3840 2.28 1.06
12 61441 2.14 30.11 291 136 8.36 222 1.04
13 131073 2.13 64.16 2.13 1.00 186.60 2.19 1.03
14 278529 2.12 139.24 2.17 1.02 44493 238 1.12
15 589825 2.12 299.89 2.15 1.02 926.33 2.08 0.98
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Tabelle 10: Ausfiihrungszeiten der parallelen skalaren Multiplikation und des
Teiloperators Doy in Sekunden, p = 2 Prozessoren

! N N Ziv  dbur q]]\DT,SM Z2D00 ‘12D00 q]]\Df,Doo
8 2817  2.20 0.35 - - 1.41 - -

9 6145 2.18  0.87 2.49 1.14 3.78 2.68 1.23
10 13313 2.17  2.15 247 1.14 11.80 3.12 1.44
11 28673 2.15 4.62 2.15 1.00 26.36 2.23 1.04
12 61441 2.14 13.67 2.96 1.38 57.39 2.18 1.02
13 131073 2.13 38.14 2.79 1.31 124.85 2.18 1.02
14 278529 2.12 7845 2.06 0.97 285.20 2.28 1.08
15 589825 2.12 165.76 2.11 1.00 724.89 2.54 1.20

Tabelle 11: Ausfithrungszeiten der parallelen skalaren Multiplikation und des
Teiloperators Doy in Sekunden, p = 4 Prozessoren

! N N ZéM ‘JéM q]]\DT,SM Z4D00 ‘14DOO qJ]\Jf Doo
8 2817 2.20 0.27 — — 1.26 — —

9 6145 2.18 0.46 1.70 0.78 2.54 2.02 0.92
10 13313 2.17 1.51 3.28 1.51 7.13 2.81 1.29
11 28673 2.15 2.19 1.45 0.67 19.68 2.76 1.28
12 61441 2.14 5.64 2.58 1.20 44.20 2.25 1.05
13 131073 2.13 17.73 3.14 1.48 94.93 2.15 1.01
14 278529 2.12 53.38 3.01 142 193.70 2.04 0.96
15 589825 2.12 117.21 2.20 1.04 517.11 2.67 1.26
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Abbildung 34: Ausfithrungszeiten fiir skalare Multiplikation (links) und Fi-
nite Differenzen Stern Dgq (rechts) fiir 1, 2, 3 und 4 Prozessoren
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Definition 6.1 Unter der Effizienz Effp eines parallelen Programms, das
auf P Prozessoren parallel arbeitet, versteht man den Ausdruck

Ausfithrungszeit fiir einen Prozessor

Eftp

P Ausfithrungszeit fiir P Prozessoren
Definition 6.2 Unter dem Speed-Up SUp eines parallelen Programms, das
auf P Prozessoren parallel arbeitet, verstehen wir den Ausdruck

Ausfithrungszeit fiir einen Prozessor

SUp =

Ausfithrungszeit fiir P Prozessoren

Damit ergibt sich der Zusammenhang SUp = P - Effp.

Tabelle 12: Ergebnisse der Tabellen 9 bis 11, aufbereitet fiir die Berechnung
der Effizienz
U Zsm  Zsm Zsm Zpy,  Zby  Zby,
11 10.35 4.62 2.19 38.40 26.36  19.68
13 64.16 38.14 17.73 186.60 124.85 94.93
15 299.89 165.76 117.21 926.33 724.89 517.11

In Tabelle 12 sind Ergebnisse aus den Tabellen 9 bis 11 aufbereitet, um die
Berechnung der Effizienz einfacher nachvollziehbar zu machen. Nach Defini-
tion 6.1 und Tabelle 12 ergibt sich in Abhdngigkeit von der Problemgrofie
die in Tabelle 13 aufgelisteten Effizienzen Effp(l). Dabei erkennt man, da8
in der genannten Tabelle Effizienzen vorkommen, die gréfler als 1 sind. Diese
Ergebnisse sind im wesentlichen auf Cache— und Speicher—Effekte zuriick-
zufithren. Dieselbe Aussage gilt wegen Definition 6.2 ebenso fiir die Werte
in Tabelle 14, in der Speed—Up’s angegeben werden.

Tabelle 13: Effizienz Effp (/)
SM Do
| P=2 P=4 P=2 P=4
11 1.12 1.18 0.73 0.49
13 0.84 0.90 0.75 0.49
15 0.90 0.64 0.64 0.45

Nach Definition 6.2 1a8t sich der Speed—Up fiir verschiedene parallele Al-
gorithmen sofort aus Tabelle 13 ermitteln. Die ermittelten Zahlen fiir den
Speed—Up finden sich in Tabelle 14.

6.5.3 Parallelisierung des Losers

Der Loser (vorkonditioniertes BICGSTAB-Verfahren, das nachfolgend prec-
BiCGSTAB abgekiirzt wird) wurde — abgesehen von der Enthierarchisie-
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Tabelle 14: Speed-Up SUp(I)
SM Do
| P=2 P=4 P=2 P=4
11 2.24 4.73 1.46 1.95
13 1.68 3.62 1.49 1.97
15 1.81 2.56 1.28 1.79

rung, die im Operator angewendet werden muff — komplett nach dem be-
schriebenen Verfahren parallelisiert. Die Ausfiihrungszeiten fiir P € {1, 2,3,
4} Prozessoren finden sich in den Tabellen 15 bis 16. Gelost wurde dabei
das Laplace—Problem L1, das in dem Abschnitt 7.2.1 ausfiihrlich beschrieben
wird. In den nachfolgenden Tabellen benutzen wir zusétzlich zu den bereits
vereinbarten Abkiirzungen die Notationen

. ZgP: Zeit fiir die Losung des Laplace-Problems L1 auf dem angege-
benen Level fiir P Prozessoren

. qu: Quotient zweier aufeinanderfolgender Zeiten Z]ODP, berechnet mit-

tels P )
Zop(l—1
P opr
dor(l) = ——p——
Zgp(0)
. qﬁpp: dieser Quotient wird berechnet vermaoge
- qu(l)

QI]\DT,OP (l) - QN(Z)

Wie zuvor gibt der Quotient q]I\J,OP an, inwieweit sich die Ausfiihrungszeit
im Verhéltnis zur erhéhten Anzahl an Gitterpunkten verhilt.

Tabelle 15: Ausfiihrungszeiten fiir das Lésen der Problemstellung L1 mittels
precBiCGSTAB in Sekunden, 1 und 2 Prozessoren
! N N Zop Wp  INoP Z3p %p  op
6 577  2.25 1.88 - - 1.80 - -
7 1281  2.22 5.49 292 1.32 4.81 2.67 1.20
8 2817  2.20 19.78  3.60 1.64 16.98  3.53 1.60
9 6145  2.18 70.83  3.58 1.64 52.08 3.07 141
10 13313 2.17 232.83 3.29 1.52 179.77  3.45 1.59
11 28673 2.15 92034 395 1.84 699.52 3.90 1.81
12 61441 2.14 4949.06 5.38 2.51 345833 4.94 231
13 131073 2.13 20325.54 4.11 1.93 15252.58 4.41 2.07
14 278529 2.12 87010.20 4.18 2.02 63690.67 4.18 1.97
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Tabelle 16: Ausfiihrungszeiten fiir das Losen der Problemstellung L1 mittels
precBiCGSTAB in Sekunden, 3 und 4 Prozessoren
! N N Zop %p  IN.oP Zop %p  INop
6 577 225 1.54 - - 1.62 - -
7 1281 2.22 4.64 3.01 1.36 4.39 271  1.22
8 2817 2.20 15.83 3.41 1.55 1498 341 1.55
9 6145 2.18  47.73 3.02 1.38 4532  3.03 1.39
10 13313 2.17 157.28 3.30 1.52 148.19  3.27 1.51
11 28673 2.15 62837 4.00 1.86 596.29  4.02 1.87
12 61441 2.14 3019.68 4.81 2.25  2845.88 4.77 2.23
13 131073 2.13 13603.54 4.50 2.12 12611.93 4.43 2.08
14 278529 2.12 56331.12 4.14 1.95 50940.00 4.04 1.91

o.s0f 1 Prozessor —— ]
2 Prozessoren - - - -
0251 3 Prozessoren 1
4 Prozessoren —-—

0.20 T
0.15] e ]
0.10F e ]

0.0sF /" ]

5.0x10

P 2.5x10° 3.0x10°

Zeit in sec. / Anzahl Freiheitsgrade

5 5

Il Il Il
1.0x10° 1.5x107 2.0x10
Freiheitsgrade

4

Abbildung 35: Ausfiihrungszeiten fiir das Losen der Problemstellung L1 mit-
tels Jacobi—vorkonditioniertem BiCGSTAB (precBiCGSTAB) fiir 1, 2, 3 und

4 Prozessoren

Tabelle 17: Effizienz Effp (/)
Effizienz von BiCGSTAB Speed-Up von BiCGSTAB

! P=2 P=3 P=4 P=2 P=3 P=4

10  0.65 0.49 0.39 1.30 1.48 1.57
11 0.66 0.49 0.39 1.32 1.46 1.54
12 0.72 0.55 0.43 1.43 1.64 1.74
13 0.6 0.50 0.40 1.33 1.49 1.61
14 0.68 0.51 0.43 1.37 1.54 1.71

Die Werte der beiden Tabellen 15 und 16 sind in Abbildung 35 zusammen-
gefafit. Die aus den Werten ermittelten Effizienzen finden sich in Tabelle 17.
Hieraus erkennt man, daf§ mit wachsender Leveltiefe die Effizienz und damit
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der Speed-Up geringfiigig zunehmen. Die Begriindung hierfiir ist, daf§ die
parallelen Routinen einen immer gréfier werdenden Aufgabenteil zu bewilti-
gen haben und der kommunikative Aufwand immer kleiner gegeniiber der
gesamten Rechenzeit wird. Dabei ist bei der Parallelisierung des Enthierar-
chisierungsoperators darauf zu achten, daf§ hier die Bearbeitungsreihenfolge
der Gitterpunkte nicht unabhingig voneinander ist: zur Berechnung eines
Ergebnisses auf dem Level 1 miissen Ergebnisse auf dem Level k mit k < 1zur
Verfiigung stehen. So ergibt eine Parallelisierung, die dem Unterraumsche-
ma folgt, eine Steigerung der Werte aus Tabelle 17 auf Werte vergleichbar
mit den Werten aus Tabelle 14 fiir den Operator Dgg, jedoch lassen sich kei-
ne Werte vergleichbar mit denen der skalaren Multiplikation fiir den Loser
BiCGSTAB erreichen.

Abschlieflend wollen wir einen Iterationsschritt des iterativen Ldsers prec-
BiCGSTAB auf Level 14 (278529 Knoten) untersuchen. Wir berechnen dabei
den Mittelwert der Ausfiihrungszeit von 10 aufeinanderfolgende Iterationen.
Das Ergebnis ist in Abbildung 36 zu sehen. Hier erkennt man ebenfalls, daf§
die Anwendung des Operators den meisten Aufwand verursacht, wohingegen
die Operationen “skalare Multiplikation”, “Vektoraddition” und “Skalarpro-
dukt” zeit—technisch gegeniiber dem Operator kaum ins Gewicht fallen. In
Abbildung 36 bedeutet die Abszisse die Nummer der innerhalb des prec-
BiCGSTAB auszufihrenden Vektor— bzw. Matrix—Operation. Im einzelnen
sind dies

e die Anwendung des Operators: Operations—Nummern 4 und 10

e die Anwendung des Vorkonditionierers: Operations-Nummern 3 und

9
e cine Vektor—Addition: Operations—Nummern 2, 7, 14 und 15
e eine skalare Multiplikation: Operations—Nummern 5 und 11

e cin Skalarprodukt: Operations—Nummern 1, 6, 8, 12, 13 und 16

In Abbildung 36 ist das Ergebnis der Mittelung der Iterationen sowohl in
linearer als auch in logarithmische Skalierung der Zeit enthalten. Hierdurch
wird zum einen die Skalierung des diskreten Differentialoperators deutlich
(linke Graphik), zum anderen wird die Skalierung der iibrigen Vektor—Ope-
ratoren ersichtlich (rechte Graphik).

Betrachtet man sich die erzielten Effizienzen und Speed-Up’s fiir 3 und 4
Prozessoren, so erkennt man, dafl die Ergebnisse nicht befriedigend sind.
Der Hauptgrund hierfiir liegt jedoch nicht in der zugrundeliegenden Paral-
lelisierungsstrategie, sondern ist in der verwendeten Rechnerarchitecktur zu
suchen. Verwendet wurde, wie bereits eingangs erwahnt, eine SGI 0200 von
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Abbildung 36: Ausfiihrungszeiten eines precBiCGSTAB-Schrittes auf Level
14, 278529 Punkte: lineare Skalierung der Zeit (links) und logarithmische
Skalierung der Zeit (rechts)

Silicon Graphics mit insgesamt 4 Prozessoren. Dabei werden zwei SGI 0200
mit jeweils 2 Prozessoren durch einen Cray-Link miteinander gekoppelt.
Lauft ein Programm nun auf zwei Prozessoren, die in einer SGI 0200 auf
einer gemeinsamen Platine schnell miteinander kommunizieren kénnen, so
ist ein guter Performance-Gewinn gegeniiber der sequentiellen Version, die
nur auf einem Prozessor rechnet, zu erhalten. Bei Verwendung von 3 oder 4
Prozessoren ist jedoch bei der zur Verfiigung stehenden Rechnerarchitektur
eine Kommunikation der Prozessoren iiber den Cray-Link erforderlich, der
zu einer Reduktion der Gesamtperformance fiihrt. Daher sind bessere Ergeb-
nisse auf SMP-Maschinen zu erwarten, bei denen die vorhandenen Prozes-
soren alle gleich schnell miteinander kommunizieren kénnen. Dies ist etwa
bei der SGI Origin2000 der Fall, so daf§ beispielsweise unter Verwendung
dieser Rechnerarchitektur weitere Mdoglichkeiten zur Optimierungen bei der
Parallelisierung der einzelnen Operatoren durchgefithrt werden kénnen.
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7 Numerische Resultate

Nachfolgend wollen wir die theoretischen Resultate fiir die Finiten Differen-
zen Operatoren auf diinnen Gitter mit numerischen Berechnungen verglei-
chen. Dabei werden sowohl regulire als auch adaptive diinne Gitter betrach-
tet.

Die Gleichungen, mit denen wir uns in den ersten beiden Teilen (Abschnitte
7.2 und 7.3) dieses numerischen Kapitels befassen wollen, sind skalare ellip-
tische Differentialgleichungen 2. Ordnung. Im zweiten Abschnitt (Abschnitt
7.4) behandeln wir sowohl skalare als auch gekoppelte, nichtlineare parabo-
lische Problemstellungen. Anwendungen von diinnen Gittern auf hyperbo-
lische Differentialgleichungen, die in dieser Arbeit nicht betrachtet werden,
finden sich in [GrZu98]. Anschlieflend widmen wir uns in Abschnitt 7.5 der
Losung der Navier Stokes Gleichungen auf diinnen Gittern.

Samtlich Rechnungen wurden durchgefiihrt auf Workstations der Firma Si-
licon Graphics (O2 mit MIPS R10000 (150MHz), IP32 und IRIX 6.3, O2
mit MIPS R5000 (180MHz), IP32 und IRIX 6.3, 0200 mit MIPS R10000
(180MHz), IP32 mit IRIX 6.4 sowie Indigo? mit MIPS R4400 (200MHz) und
IRIX 6.2) am Institut fiir Angewandte Mathematik der Universitdt Bonn.

7.1 Diskrete Normen auf diinnen Gittern

In den nachfolgenden numerischen Beispielen interessieren wir uns fiir die
verursachten Fehler, die wir in der L,.—Norm, der L,—Norm und der L;-
Norm messen wollen. Hierzu miissen wir zu den kontinuierlichen Normen
diskrete Analoga auf diinnen Gittern bereitstellen, die eine moglichst gute
Approximation der kontinuierlichen Normen darstellen. Zudem werden wir
den Fehler in festgelegten Punkten betrachten.

Wie in [Bun92, Bun98] nehmen wir als Maximumsnorm den maximalen Ab-
solutwert auf allen Gitterpunkten des diinnen Gitters. Zur Berechnung einer
diskreten Ly—Norm einer diskreten Funktion u& Ml auf diinnen Gittern gehen
wir wie folgt vor: nach einer punktweisen Multiplikation der diskreten Funk-
tionswerte stellen wir das erhaltene Produkt dar als Linearkombination der
stiickweise d-linearen Ansatzfunktionen der hierarchischen Basis und inte-
grieren diese Darstellung. Durch anschlieflendes Ziehen der Wurzel erhalten
wir die diskrete Variante der Ly—Norm auf diinnen Gittern. Die Vorgehens-
weise fiir die Multiplikation der Funktion «*!Ill mit sich selbst, wie es fiir die
Berechnung der (diskreten) Ly—Norm notwendig ist, ist dabei die ab Seite 37
unten ff. vorgestellte. Damit unterscheidet sich die hier verwendete diskrete
Ly—Norm geringfiigig von der in [Bun92, Bun98] vorgestellten Form.

Die Berechnung der L;j—Norm kann auf diinnen Gittern nur durch einen
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sehr groflen programmiertechnischen Aufwand geschehen. Daher interpo-
lieren wir die numerische Lésung (jedoch ausschlieflich zu Auswertungs-
zwecken) auf ein volles Gitter und berechnen dann eine diskrete Version der
Li—Norm. Hierzu summieren wir die Absolutbetrdge einer Funktion, deren
diskrete L1—Norm zu berechnen ist, auf einem vollen Gitter auf, multiplizie-
ren diesen Wert mit dem Volumen des Gebiets und dividieren anschlieffend
durch die Anzahl der Gitterpunkte des zugrundeliegenden vollen Gitters.

Alle drei diskreten Normen approximieren zumindest asymptotisch die jewei-
ligen kontinuierlichen Normen geniigend genau. Wie sich nachfolgend auch
in den numerischen Ergebnissen zeigen wird, kann man unter Verwendung
der angegebenen Normen auch die erwarteten Konvergenzordnungen nume-
risch nachweisen.

Um einen Vergleich zu Fehlermessungen zu haben, die auf vollen Gittern
durchgefiihrt werden, interpolieren wir (wiederum ausschlieflich zum Zweck
der Fehlerberechnung) die numerische Losung auf ein volles Gitter und be-
rechnen auch dort die Maximumsnorm sowie die Ly—Norm auf die angege-
bene Weise. Die entsprechenden Ergebnisse sind in den Tabellen der nu-
merischen Resultate im Fall von zweidimensionalen Beispielen in der Regel
mit angegeben. In héheren Dimensionen verzichten wir auf Fehlerberech-
nungen, die eine Interpolation auf ein volles Gitter voraussetzen, da dort
der durchzufiihrende Interpolations—Aufwand zu grof§ ist. Da sich jedoch
in den zweidimensionalen Beispielen die Maximumsnorm, die Ly—Norm, die
Punktfehler und auch die L1—Norm qualitativ gleich verhalten, ist zu erwar-
ten, dafl dies auch in héheren Dimensionen der Fall ist. Dies zeigen auch
Auswertungen in drei Raumdimensionen auf Gittern kleinerer Level, wo die
Konvergenzordnungen, gemessen in den verschiedenen Normen, wiederum
qualitativ gleiche Ergebnisse liefern.
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7.2 Elliptische Differentialgleichungen 2. Ordnung
7.2.1 Laplace— und Poisson—Gleichung

Die beiden einfachsten elliptischen Differentialgleichungen 2. Ordnung sind
die Laplace—Gleichung

Au=0 (7.1)
und die Poisson—Gleichung
Au=f (7.2)

zusammen mit passenden Randbedingungen. Diese beiden Gleichungen wer-
den in zahlreichen Biichern und Artikeln iiber elliptische Differentialglei-
chungen als Referenzbeispiele fiir die Betrachtung numerischer Verfahren
herangezogen, weswegen wir uns zu Anfang der numerischen Berechnungen
ebenfalls auf diese beiden Gleichungen zuriickziehen wollen.

Beispiel L1: Das erste Problem, das wir untersuchen, ist ein Laplace-
Problem (7.1) in 2D mit der exakten Losung

u(z,y) = Wﬁn(ﬂy)

und zugehorigen Dirichlet-Randbedingungen auf dem Gebiet Q = [0, 1],
das auf dem Gebiet der diinnen Gitter ein Standardbeispiel darstellt [Zen90,
Bun92, Bun98].

Die Ergebnisse fiir verschiedene Level der Diskretisierung auf reguliren diin-
nen Gittern sind in den Tabellen 18(a), 18(b) und 18(c) zu finden. Dort und
auch in den weiteren Beispielen sind neben der Zahl der Punkte auch ver-
schiedene Fehlernormen sowie die Quotienten von Ergebnissen von aufein-
anderfolgenden Leveln aufgelistet. Dabei bedeuten die Bezeichnungen der
einzelnen Spalten der Tabellen im einzelnen: [ der Level der Diinngitter—
Diskretisierung, P die Anzahl der Punkte, ¢p := F;/P,_; deren Quotient,
L3 = ||u — u}|l~ die Maximumsnorm des Fehlers, wobei u die exakte
Loésung und uls die auf dem Level [ berechnete numerische Losung darstellt,
qrs definiert als

S
o
L = S
[l = [|oo
ist der Quotient bzgl. L3 fiir sukzessive Level, ¢1,5 ist definiert vermdge
¢1,5s = qps /qp und ist ein Ma$ fiir Aufwand zu Genauigkeit bzgl. der Ma-

ximumsnorm, L3 die Ly-Norm des Fehlers, qrs definiert als
2

e —wiy e

= =l
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ist der Quotient bzgl. LY fiir sukzessive Level, ¢2,5 ist definiert vermoge
G2,5 = qu/‘ZP und ist ein Maf fiir Aufwand zu Genauigkeit bzgl. der Ly—

Norm, T 1qt der Punktfehler im Punkt ( ) in zwel Dimensionen bzw. im
Punkt (1,1 1) fiir drei Dimensionen, gr deﬁnlert als

Ty
. |u(%7 %) B uf—l(%v %)|

|“(1r711r) uig(‘/lr7%)|

in zwei Dimensionen bzw.

) -l (32, D)

1
|“(%7F’F) ig(% % %)|

in drei Dimensionen ist der Quotient bzgl. T fiir sukzessive Level sowie
qf = qr/qp, und es ist M der Punktfehler im Schwerpunkt des jeweiligen
Rechengebiets, gas der Quotient bzgl. M auf sukzessiven Leveln (definiert
analog zu qr) sowie q; = qar/qp. Dabei bedeuted das hochgestellte S, daf
die entsprechenden Gréfien auf Diinngitter—Punkten (sparse grid points)

ermittelt werden.

Zudem bedeuten auf vollen Gittern LY die Maximumsnorm des Fehlers,
qpv der Quotient bzgl. LY, q1,v ist definiert vermdge ¢1,v = ¢pv /¢p und
ist ein MaS fiir Aufwand zu Genauigkeit bzgl. der Maximumsnorm auf vollen
Gittern, LY die L,-Norm des Fehlers, Ly der Quotient bzgl. LY, Go,v ist
definiert vermoge ¢ v = qL2v/qP und ist ein Maf fiir Aufwand zu Genau-

igkeit bzgl. der Ly-Norm auf vollen Gittern, LY die L;-Norm des Fehlers,
ary der Quotient bzgl. LY, und q3,v ist definiert vermoége ¢z v = qu/qp
und ist ein Maf fiir Aufwand zu Genauigkeit in der L;—Norm. Dabei wird
die Losung auf dem diinnen Gitter nur zum Zwecke der Fehlerberechnung
auf ein volles Gitter interpoliert.

Anhand der Tabellen 18(a), 18(b) und 18(c) zeigt sich, dafl die Konvergenz-
ordnung beziiglich aller betrachteten Normen O(h?) ist, wobei A die feinste
auftretende Maschenweite (Randmaschenweite) bedeutet. Hierbei ist zu be-
achten, daf} sich bei der Verwendung von Finiten Elementen lediglich eine
Konvergenzordnung von O(h?log(h~")) einstellt (vgl. [Bun92], Seite 86ff.)
Zudem ist ein unterschiedliches Fehlerverhalten der Fehler bei Verwendung
von Finiten Differenzen und Finiten Elementen zu beobachten. Im Falle Fi-
niter Elemente erhilt man oszilierende Fehler (vgl. wiederum [Bun92], Seite
86ff.), wihrend man im Fall Finiter Differenzen einen glatten Fehler erhilt
(vel. Abbildung 38). Betrachtet man in den Tabellen zu diesem Beispiel
die mit ¢1 5, ¢2,5, ¢1,v, ¢2,v sowie g3y und ¢3 g bezeichneten Spalten, die
das Verhéltnis von Aufwand zu Genauigkeit in den verwendeten Normen
anzeigen, so zeigt sich, dafy die Diskretisierung mittels diinner Gitter einer
Diskretisierung hoherer Ordnung entspricht. Waren die Quotienten in den
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Tabelle 18: (a) Fehler fiir Problem L1, reguldres diinnes Gitter

l p oo L% aqs & L3 qs @
2 21 T 128, - - 7005 - -

3 49 233 3155 4.06 1.74 1.75_; 4.00 1.72
4 113 231 7.95_, 3.96 1.71 4.34_, 4.03 1.74
5 257 227 2.00_, 3.97 1.75 1.08_, 4.02 1.77
6 577 225 5.03.s 3.98 177 2.69_5 4.01 1.78
7 1281 222 1.26_5 4.00 1.80 6.72_¢ 4.00 1.80
8 2817 220 3.15.¢ 4.00 1.82 1.67_¢ 4.01 1.82
9 6145 218 7.91_; 3.98 1.83 421_; 3.97 1.82
10 13313 217 1.97_; 4.01 1.85 1.05_, 4.01 1.85
11 28673 2.15 4.93_g 4.00 1.86 2.63_s 3.99 1.86
12 61441 2.4 1.23_% 4.01 1.87 6.57_9 4.00 1.87
13 131073 2.13 3.07_ 4.01 1.88 1.64_g 4.01 1.88
14 278520 212 7.69_1 3.99 1.88 4.08_55 4.02 1.90

Tabelle 18: (b) Fehler fiir Problem L1, reguldres diinnes Gitter

l P qp LY qry, 9 Ly qny q

2 21 - 1.28_, - - 6.08_3 - -

3 49 233 3.15_3 4.06 1.74 1.67_3 3.64 1.56
4 113 231 8.01_4 393 170 4.27_4 3.91 1.69
5 257 227 2.01_4 3.99 1.76 1.07_4 3.99 1.76
6 577 225 5.05_5 3.98 1.77 2.69_5 3.98 1.77
7 1281 222 126_5 4.00 1.80 6.72_¢ 4.00 1.80
8 2817 220 3.15_4 4.00 1.82 1.67_; 4.01 1.82
9 6145 218 791_, 3.98 1.83 4.21_; 3.97 1.82
10 13313 217 197, 4.01 1.85 1.05_r 4.01 1.85
11 28673 2.15 4.93_3 4.00 1.86 2.63_s 3.99 1.86
12 61441 214 1.23_o 4.01 1.87 6.57_9 4.00 1.87
13 131073 2.13 3.07_ 4.01 1.88 1.64_9 4.01 1.88
14 278529 2.12 T7.69_10 3.99 1.88 4.08_;0 4.02 1.90

genannten Spalten 1, so wiirde dies bedeuten, dafl sich der Fehler um ge-
nau den Faktor verringert, um den die Anzahl der Punkte zunimmt, was
einem O(h%)-Verhalten entsprechen wiirde (man beachte hierbei, daf wir
uns im zweidimensionalen Fall befinden). Analog wiirde der Faktor ; ein
O(h)-Verhalten wiederspiegeln. Die erzielten Faktoren sind jedoch grofier
als 1 und gehen gegen den Wert 2, womit annihernd ein O(h*)—Verhalten
bzgl. Aufwand zu Genauigkeit zu beobachten ist. Ein Vergleich der berech-
neten Lo—Normen und L;—Normen auf diinnen und vollen Gittern (nach
Projektion der Diinngitter—Funktion auf ein volles Gitter) zeigt, daf bis auf
geringfiigige Unterschiede bei den ersten Leveln diese Normen annihernd
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Tabelle 18: (c) Fehler fiir Problem L1, reguldres diinnes Gitter

I P e L gy ¢ T g @
2 21 - 485_; - - 9485 - -

3 49 233 1355 3.59 154 2.74_; 346 148
4 113 231 349_, 387 1.68 7.11_, 3.85 1.67
5 257 227 8795 3.97 175 1.80_, 3.95 1.74
6 577 225 2205 3.99 1.77 448_5 4.02 1.79
71281 222 551 3.99 1.80 1.12_5 4.00 1.80
§ 2817 220 1.59_¢ 4.00 1.82 320 4.01 1.82
9 6145 218 3.45_; 3.99 1.83 7.02_; 4.69 2.15
10 13313 217 8.59_5 4.02 1.85 1.75_; 4.01 185
11 28673 215 215_5 3.99 1.86 4.38_5 4.00 1.86
12 61441 214 538_, 4.00 1.86 1.10_5 3.98 1.86
13 131073 213 1.34_y 4.01 1.86 2.73_5 4.03 1.89
14 278520 212 3.36_;0 3.99 1.88 6.82_;, 4.00 1.89
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Abbildung 37: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Laplace—
Problem L1: L3 und L} (links) sowie L5 und der Punktfehler T (rechts)

ibereinstimmen.

In Abschnitt 5.4 wurde gerzeigt, dafl eine Diagonalskalierung der Diskreti-
sierungsmatrizen einen groflen Einflufl auf die Kondition des resultieren-
den Gleichungssystems hat. Dies erkennt man auch in einem Vergleich der
bendtigten Iterationszahlen, die die verwendeten iterativen Loser BiCG-
STAB [Vor95] und vorkonditioniertes BICGSTAB (precBiCGSTAB) bené-
tigen, um die jeweiligen Losungen zu berechnen. Ein Vergleich der Iterati-
onszahlen fiir das Beispiel L1 bis Level 10 ist in Tabelle 19 zu finden. Dort
erkennt man, dafl wie erwartet die bené6tigten Iterationszahlen im vorkondi-
tionierten Fall erheblich geringer sind als im nicht—vorkonditionierten Fall.
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Abbildung 38: Losung des Laplace-Problems L1 (links) sowie Fehler auf dem
Level 7 (rechts, gednderte Skalierung)

Tabelle 19: Iterationszahlen fiir BICGSTAB und precBiCGSTAB fiir das
Problem L1
Level 31 4] 5 6 7 8 9 10
BiCGSTAB 13125 | 70 | 221 | 1.114 | 3.351 | 11.383 | 43.849
precBiCGSTAB || 11 | 18 | 28 52 67 106 142 206

Beispiel L2: Das zweite Beispiel ist eine Laplace—Gleichung mit inhomoge-
nen Dirichlet-Randbedingungen, deren exakte Losung eine Wurzelsingula-
ritit aufweist. Gesucht ist eine Losung der Gleichung (7.1) auf dem Gebiet
[0, 1]? mit vorgegebenen Randbedingungen, so daf}

w(,y) = Re(2%)= (27 +y")7 - cos

arctan(y)
2

die exakte Losung darstellt. Somit verletzt die Losungsfunktion die Glatt-
heitsvoraussetzungen, die wir in Kapitel 2 (vgl. Anfang des Abschnitts 2.1

gefordert haben.

Aus den Tabellen 20(a) und 20(b) erkennt man klar, daf aufgrund der Sin-
gularitit in der Losung eine wesentlich kleinere Konvergenzordnung im Ver-
gleich zur ersten Problemstellung L1 gegeben ist. Dabei sind die Reduktions-
raten fiir die Lo,—Norm und die Ly—Norm mit denen vergleichbar, die man
mittels der Methode der Finiten Elemente (vgl. [Bun92], Seite 89ff) erhdlt.
Aufgrund der Singularitdt in der Losungsfunktion ist die Verwendung ad-
aptiver diinner Gitter notwendig. Als Verfeinerungskriterium wird hierfiir

das in Abschnitt 5.5 vorgestellte Kriterium verwendet. Die Ergebnisse des
selbstadaptiven Algorithmus, dessen Startgitter ein regulires diinnes Gitter
auf dem Level 3 ist, sind in den Tabellen 21(a) und 21(b) zu sehen, die
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Tabelle 20: (a) Fehler fiir Problem L2, reguldres diinnes Gitter

I P g L% a3y @ L3 45 @
2 21 T188., - - 982, - -

3 49 233 4.69_, 040 0.7 140_, 0.70 0.30
4 113 231 480_, 096 042 141, 099 0.43
5 257 227 545_, 090 040 1.25_, 1.13 0.50
6 577 225 500_; 1.09 048 1.02_, 123 0.55
71281 222 465_, 1.08 049 7.96_; 1.28 0.58
8 2817 220 4.05_, 115 0.52 6.03_3 1.32 0.60
9 6145 218 3.53_, 1.15 053 4475 1.35 0.62
10 13313 217 3.01_, 117 054 3.27_; 1.37 0.63
11 28673 2.15 2.57_, 1.17 054 2.37_; 1.38 0.64
12 61441 214 217_, 1.18 055 1.70_; 1.39 0.65

13 131073 2.13 1.84_, 1.18 0.55 1.22_3 1.39 0.65
14 278529 2.12 1.55_5 1.19 0.56 8.70_4 1.40 0.66

Tabelle 20: (b) Fehler fiir Problem L2, reguldres diinnes Gitter

! P qp T a  @s M M Qs
2 21 - 1.65_, - - 1.29_, - -

3 49 233 3.35_, 0.49 0.21 1.28_, 1.01 0.43
4 113 231 255_, 1.31 0.57 1.02_, 1.25 0.54
5 257 227 1.86_, 1.37 0.60 7.43_5 1.37 0.60
6 577 225 1.33_, 1.40 0.62 5.30_3 1.40 0.62
7 1281 222 049_5 1.40 0.63 3.75_3 1.41 0.64
8§ 2817 220 6.72_3 1.41 0.64 2.66_3 1.41 0.64
9 6145 2.18 4.76_3 1.41 0.65 1.88_3 1.41 0.65
10 13313 2.17 3.37_3 141 0.65 1.33_; 1.41 0.65
11 28673 2.15 2.38_3 1.42 0.66 9.40_, 1.41 0.66
12 61441 2.14 1.68_5 1.42 0.66 6.65_, 1.41 0.66
13 131073 2.13 1.19_3 1.41 0.66 4.70_, 1.41 0.66
14 278529 2.12 8.41_, 141 0.67 3.32_, 1.42 0.67

Abbildung 40 zeigt das Konvergenzverhalten fiir die Berechnung des Bei-
spiels L2 auf adaptiven Gittern. Dabei ist insbesondere zu erkennen, daf
der Fehler gemessen in der Ly—Norm eine wesentlich héhere Konvergenzord-
nung auf adaptiven diinnen Gittern verglichen mit den Ergebnissen auf re-
guldren diinnen Gittern aufweist. Man erkennt zudem, dafl der Algorithmus
aufgrund des schlecht angepafiten Startgitters eine Anlaufphase benétigt, in
der die erzielten Resultate nur unwesentlich besser sind als diejenigen auf re-
guldren diinnen Gittern. Ab einem bestimmten Grad der Verfeinerung zeigt
sich jedoch, dafl der Fehler auf dem adaptive Gitter in allen berechneten
Fehlernormen um einige Gréflenordnungen kleiner ist.
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Abbildung 39: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Laplace—
Problem L2 auf reguliren diinnen Gittern: L3 und Punktfehler P, = T
(links) sowie L2S und Punktfehler P, = M (rechts)

Tabelle 21: (a) Fehler fiir Problem L2, adaptives diinnes Gitter

I P g LY qs @ L3 as @
1 49 460, - - 140, - -

2 85 173 4.92_, 095 055 143_, 0.70 0.30
3 163 1.92 5.60_, 0.88 046 1.15_, 0.99 0.43
4309 1.90 5.01_; 1.12 059 9.39_5; 1.13 0.50
5 585 1.89 4.73_, 1.06 0.56 7.49_5 1.23 0.55
6 1136 1.94 4.05_, 117 0.60 5.72_3 1.28 0.58
72223 196 3.54_, 1.14 058 4.30_3 1.32 0.60
8 4394 1.98 3.05_, 116 0.59 3.18_3 1.35 0.6
9 5611 128 2.50_, 1.22 095 154_3 1.37 0.63
10 6801 1.21 2.03_, 1.23 1.02 7.33_, 2.10 1.74
11 8069 1.19 1.64_, 1.24 1.04 3.59_, 2.04 171
12 9033 112 1.25_, 1.31 117 2.04_, 1.76 157
13 10250 1.13 1.28_5; 0.77 8.64 1.45_, 141 1.49
14 10346 1.01 4.15_, 3.08 3.05 1.44_, 1.01 1.00
15 16629 1.61 415, 1.00 0.62 4.25_; 3.39 2.11
16 17264 1.04 4.15_, 1.00 096 3.12_5 1.36 1.31
17 20155 1.69 4.15_, 1.00 059 9.30_¢ 3.35 1.98
18 50006 1.72 4.15_; 1.00 058 3.40_¢ 2.74 1.5
19 52582 1.05 4.15_, 1.00 095 1.31_g 2.60 247
20 89190 1.70 4.15_, 1.00 0.59 7.95_; 1.65 0.97
91 142458 1.60 4.15_; 1.00 0.63 7.83_; 1.02 0.63

Im Falle der Punktfehler erhalten wir in diesem Beispiel eine Konvergenz-
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Tabelle 21: (b) Fehler fiir Problem L2, adaptives diinnes Gitter

! P qr T T @GS M M q4s
1 49 - 3.35_9 - - 1.28_5 - -

2 85  1.73 254, 1.32 0.76 9.79_3 1.31 0.76
3 163 1.92 1.83_, 1.39 0.72 7.27_, 135 0.70
4 309 1.90 1.33_, 138 0.73 b5.11_3 1.42 0.75
5 585 1.89 9.23_3 144 0.76 3.49_3 1.46 0.77
6 1136 1.94 6.50_3 1.42 0.73 240_3 145 0.75
72223 196 4.57_3 1.42  0.72 1.66_3 1.45 0.74
8 4394 198 3.20_s 1.43 0.72 1.12_3 148 0.75
9 5611 128 7.75_4 4.13 323 1.33_4 842 6.58
10 6801 1.21 6.40_5 12.11 10.01 1.28_5 1.04 0.86
11 8069 1.19 1.18_, 0.54 0.45 1.94_4 0.66 0.55
12 9033 1.12 1.56_4 0.76 0.68 2.10_4 0.92 0.82
13 10250 1.13 1.85_4 0.84 0.74 221_, 0.95 0.84
14 10346 1.01 1.85_, 1.00 0.99 221_; 1.00 0.99
15 16629 1.61 8.00_5 2.31 1.43 7.38_5 299 1.86
16 17264 1.04 1.69_5 4.73 4.55 5.48_5 1.35 1.30
17 29155 1.69 227_¢ 7.44 440 8.60_¢ 6.37 3.77
18 50096 1.72 2.55_¢ 0.89 0.52 1.99_; 43.22 25.13
19 52582 1.05 5.88_; 4.3¢ 4.13 150_¢ 0.13 0.13
20 89190 1.70 7.28_s 8.08 4.75 8.23_g 18.22 10.72
21 142458 1.60 1.27_, 0.28 0.17 3.19_s 2.58 1.61
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Abbildung 40: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Laplace—
Problem L2 auf adaptiven diinnen Gittern: L3 und Punktfehler P, = T
(links) sowie L5 und Punktfehler P, = M (rechts)

ordnung von O(h?), fiir die Ly—Norm beobachten wir Konvergenz von der
Ordnung O(h5/2). Ein graphischer Vergleich der Konvergenzgeschwindigkei-
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Abbildung 41: Vergleich der Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler auf
adaptiven und reguliren diinnen Gittern fiir das Laplace—Problem L2: Lj-
Fehler (oben links), L3 ~Norm (oben rechts), Punktfehler P, = T (unten
links) sowie Punktfehler P, = M (unten rechts), unterschiedliche Skalierung

ten auf adaptiven und reguldren diinnen Gittern findet sich schlielich in

Abbildung 41.

Beispiel L3: Sei die exakte Losung u des Laplace-Problems (7.1) in drei
Dimensionen vermoge

cos(4m(z — y)) - sinh (47 (z + y))
sinh (87)

u(z,y,z) =z

gegeben. Dieses Beispiel ist entnommen aus [Bun92], wo sich auch die ent-
sprechenden numerischen Resultate befinden, die mit der Methode der Fini-
ten Elemente auf diinnen Gittern erzielt werden kénnen. Die Lésungsfunk-
tion weist in der Umgebung entlang der Kante (1,1, z) des Hyperwiirfels
[0, 1]* starke Gradienten auf, wie in Abbildung 43 zu erkennen ist. Dort ist
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die Losungsfunktion auf den Schnittflichen (z,y,z = 0.5) und (z,y,z =
0.95) zu sehen. Man erkennt dabei, dal die Gradienten mit wachsendem
z steiler werden. Die numerischen Ergebnisse auf reguldren diinnen Gittern
zeigen fiir alle gemessenen Fehlernormen das typische logarithmische Verhal-
ten, wie es auch bei der Losung mittels Finiter Elemente zu beobachten ist.
Dabei gehen jedoch die Konvergenzfaktoren schneller gegen den Faktor 4, als
man normalerweise erwarten kann. Ein Grund hierfiir ist méglicherweise, daf
sich die Losungsfunktion darstellen 1afit vermoge u(z,y, z) = ui(z,y) - u2(2)
und somit die Variablen teilweise separiert werden kénnen. In diesem Bei-
spiel wurden zur Berechnung der Ergebnisse regulire diinne Gitter verwen-
det. Wie man aus den Tabellen erkennen kann, haben die steilen Gradienten
der Losungsfunktion entlang der Kante (1, 1, z) keinen grofien Einflufl auf das
Konvergenzverhalten. Die angesprochenen numerischen Resultate befinden
sich in den Tabellen 22(a) und 22(b). Die Abbildung 42 zeigt die erzielten
numerischen Ergebnisse wiederum in graphischer Form.

Tabelle 22: (a) Fehler fiir Problem L3, regulires diinnes Gitter

[P g LL gy @ L s @
2 81 - 3%, - - 117, - -
3 225 278 1.03_, 032 011 1.93_, 0.61 0.22
4 503 264 4.66_, 221 084 1.02_, 1.89 0.72
5 1505 254 2.05_, 227 089 3.80_s 2.68 1.06
6 3713 247 9.23_; 2.22 090 1.20_; 3.16 1.28
7 8961 241 2.70_; 342 142 3.40_, 3.53 1.46
§ 21249 237 7T.55_, 3.58 151 9.02_5 3.77 1.59
90 49665 234 1.98_; 3.81 1.63 232_; 3.89 1.66

Tabelle 22: (b) Fehler fiir Problem L3, reguldres diinnes Gitter

I P qp T a qs 0M M qas
2 81 - 4515 - - 154_, - -

3 225 278 3.27_3 1.38 0.50 1.37_, 1.12 0.40
4 593 2.64 1.49_5 2.19 0.83 6.75_3 2.03 0.77
5 1505 254 4.79_, 3.11 1.22 2.19_5 3.08 1.21
6 3713 247 1.33_4 3.60 1.46 6.11_4 3.58 1.45
7 8961 241 3.45_; 3.86 1.60 1.59_, 3.84 1.59
8 21249 2.37 8.76_¢ 3.94 1.66 4.03_5 3.95 1.66
9 49665 2.34 2.20_¢ 3.98 1.70 1.01_5 3.99 1.71

Beispiel L4: Im vierten Beispiel betrachten wir ein Laplace-Problem mit
der exakten Losung

u(x) = Hsin(ﬂ'm,;)

i=1
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Abbildung 42: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Laplace—
Problem L3: L3 und Punktfehler P, = T (links) sowie L5 und Punktfehler

Py, = M (rechts)

Abbildung 43: Losungsfunktion des Problems L3: fiir z = 0.5 (links) und
z = 0.95 (rechts)

und der rechten Seite

fx)=d- -z Hsin(ﬂ'wi)

=1

in d € {2,...,8} Dimensionen. Die entsprechenden Finite Element Losun-
gen auf diinnen Gittern zu den einzelnen Dimensionen befinden sich zum
Vergleich der hier berechneten Ergebnisse in [BaZe92].

Die numerischen Resultate zeigen, dafl mit zunehmender Dimension die Kon-
vergenzgeschwindigkeiten abnehmen, was auf logarithmische Terme zuriick-
zufiihren ist. Derselbe Effekt ist in [BaZe92] im Finite Element Kontext zu
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beobachten. Fiir dieses Beispiel ist unabhingig von der betrachteten Di-
mension der Maximumsfehler und der Punktfehler im Schwerpunkt des d—
dimensionalen Wiirfels identisch. Zudem ist insbesondere in héheren Dimen-
sionen die Berechnung des Fehlers in der L;—Norm, die eine Interpolation
der Werte auf ein volles Gitter bendtigt, sehr teuer. Daher werden in den
Tabellen 23 bis 29 nachfolgend nur die Fehler beziiglich der Maximums-
norm und der Ls—Norm angegeben. Die Abbildung 44 veranschaulicht und

vergleicht die Ergebnisse in den einzelnen Dimensionen.

Tabelle 23: Fehler fiir Problem L4, regulires diinnes Gitter, d = 2

! P o LY vy o Ly gy @
1 9 - 234, - - 117, - -

2 21 233 680_, 344 148 3.71_, 3.15 1.35
3 49 233 228, 297 127 121, 3.06 1.31
4 113 231 7.49_5 3.05 1.32 3.89_3 3.12 1.35
5 257 227 2.35_-3 3.19 1.41 121_3 3.22 142
6 577  2.25 T7.10_4 3.31 1.47 3.62_, 3.33 1.48
7 1281  2.22 2.08_, 3.41 1.54 1.06_, 3.42 1.54
8 2817 2.20 5.98_5 3.48 1.58 3.03_5 3.49 1.59
9 6145 2.18 1.69_5 3.54 1.62 8.55_4 3.55 1.63
10 13313 2.17 4.70_¢ 3.59 1.65 2.38_43 3.59 1.65
11 28673 2.15 1.30_¢ 3.63 1.69 6.55_7 3.63 1.69
12 61441 2.14 3.54_r 3.66 1.71 1.79_, 3.66 1.71
13 131073 2.13 9.62_g 3.68 1.73 4.85_5 3.69 1.73
14 278529 2.12 2.59_g 3.71 1.75 1.31_g 3.70 1.75

Tabelle 24: Fehler fiir Problem L4, reguldres diinnes Gitter, d = 3

! P o LY qy o LY qy @
1 27 - 2.34_, - - 8.26_y - -
2 81 3.00 7.80_, 3.00 1.00 3.29_, 2.51 0.84
3 225 2,78 3.13-, 249 090 1.27_, 2.59 0.93
4 593 2.64 122_, 258 098 4.74_3 2.68 1.02
5 1505  2.54 4.45_3 2.73 1.07 1.70_3 2.78 1.09
6 3713 247 1.54_3 2.88 1.17 5.84_, 291 1.18
7 8961 241 5.13_4 3.01 1.25 1.93_4 3.03 1.26
8 21249 237 1.65_4 3.11 131 6.17_5 3.13 1.32
9 49665 2.34 b5.16_5 3.20 1.37 1.92_5 3.21 1.37
10 114689 2.31 1.58_5 3.27 1.42 5.86_4 3.28 1.42
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Tabelle 25: Fehler fiir Problem L4, reguldres diinnes Gitter, d = 4

A oo L% qy o LY aqy @
1 81 - 2.34_4 - - 5.84_5 - -

2 297 3.67 8.51_, 2.75 0.75 2.75_, 2.12 0.58
3 945 3.18 3.86_, 2.21 0.69 1.20_, 2.30 0.72
4 2769 293 1.68_, 2.29 0.78 4.99_3 2.40 0.82
5 7681 277 6.90_3 2.44 0.88 1.99_3 251 0.91
6 20481 2.67 2.67_3 2.59 0.97 7.59_, 2.62 0.98
7 52993 2.59 9.82_, 2.72 1.05 2.77_4 2.74 1.06
8§ 133889 2.53 3.47_4 283 1.12 9.71_5 2.94 1.16

Tabelle 26: Fehler fiir Problem L4, reguldres diinnes Gitter, d = 5

N o LL gy o LY gy 4
1 243 - 2.34_4 - - 4.13_4 - -

2 1053 4.33 9.04_, 2.59 0.60 2.22_, 1.86 0.43
3 3753 3.56 4.48_, 2.02 0.57 1.06_ 2.09 0.59
4 12033 3.21 2.13_, 2.10 0.65 4.83_3 2.21 0.69
5 36033 299 9.54_3 2.23 0.75 2.09_3 2.32 0.78
6 102785 2.85 4.03_3 2.37 0.83 8.67_4 2.41 0.85
7 282625 2.75 1.61_3 2.50 091 3.44_4 2.52 0.92

Tabelle 27: Fehler fiir Problem L4,

reguldres diinnes Gitter, d = 6

I P g LL gy @ LY gy @
1 720 - 234, - - 20, - -

2 3645 5.00 0.46_, 247 049 1.75_, 1.67 0.33
3 14337 3.93 50l_; 1.80 048 0.10_3 1.92 0.49
4 49761 347 255_, 1.96 0.56 4.43_5 2.06 0.59
5 159480 3.21 1.23_, 2.08 0.65 2.05_5 2.16 0.67

Tabelle 28: Fehler fiir Problem L4,

reguldres diinnes Gitter, d =7

I P g LL gy @ LY gy @
1 2187 - 234, - - 206, - -

2 12393 5.67 0.79_, 239 042 1.36_, 1.51 0.27
3 53217 429 546_, 1.79 042 T.57_5 1.80 0.42
4 198369 3.73 2.94_, 1.86 0.50 3.91_; 1.94 0.52

Beispiel L5: Das fiinfte und letzte Poisson—Problem, das wir betrachten

wollen, besitzt gemischte Dirichlet— und Neumann-Randbedingungen. Die
Losung des Problems (7.2) sei

u(z,y) = 2% (z(1 - 2)y(1 - y))2
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Tabelle 29: Fehler fiir Problem L4, regulires diinnes Gitter, d = 8
A oo L% qv o LY gy @
1 6561 - 2.34_4 - - 1.46_9 - -
2 41553 6.33 1.01_; 2.32 0.37 1.04_, 140 0.22
3 193185 4.65 5.87_, 1.72 0.37 6.17_3 1.69 0.36

xl @ als elan ‘ ‘
N x el Ta Tl el Nox
N ~e el CELT A NS 4
x. ¢ ~g_ o N
T AN x. & ﬁ"&\u il T e ’x\ggei'ﬂjé ey il
NN, R
N “x ¢ “ T . LA N N
M o AN % (% A
& \* o . \r\ X o A
S o4k d=2 N x i S o4k d=2 . X, o
'ﬁ d=3 X% *\\ X 'ﬁ d=3 X% \*\ x
& d=4 ¢-2--0 N X & d=do o o \ X
d=H xr-s-a AN d=5 -t \\r X
1078 d=65-5-0 *\ B 1078 d=65-5-0 \* 4
d=7¢-——~ + d=7¢-——~ N
d=8 s aa \+\ d=8 s aa K\
i Maximums-Norm i L,~Norm N
10 L L L L L 10 L L L L L \"
w0 b w0r 0wt 1 w0 b w0r 0wt 1
Freiheitsgrade Freiheitsgrade

Abbildung 44: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Laplace—
Problem L4 fiir die Dimensionen 2 bis 8

mit zugehoriger rechter Seite
flog) =25 (2= 120+ 120%)y* (1= )" + 2*(1 = 0)* (2 - 12y + 12¢?))

auf dem Einheitsquadrat Q = [0, 1]%. Die Randbedingungen sind homogene
Dirichlet-Bedingungen auf I'p = {(z,y) : 2 = 0V y = 0} sowie homogene
Neumann-Randbedingungen auf I'y =T'/T'p.

Die Ergebnisse auf sukzessiven Leveln finden sich in den Tabellen 30(a) und
30(b). Die Abbildung 46 zeigt die Losungsfunktion sowie die Randbedinun-
gen der Problemstellung.

Anhand der Tabellen 30(a) und 30(b) zeigt sich, dafi die Konvergenzord-
nung beziiglich aller betrachteten Normen O(h?log(h~')) ist, wobei h wie
zuvor die feinste auftretende Maschenweite (Randmaschenweite) bedeutet.
Hierbei ist zu beachten, daf§ die Diskretisierung am Neumann—Rand sowohl
fiir den Anteil der Neumann—Ableitung als auch fiir den Anteil des Opera-
tors von erster Konsistenzordnung ist. Zudem ist klar, daf§ die Anzahl der
Randpunkte im Vergleich zur Gesamtzahl der Punkte eines diinnen Gitters
wesentlich stirker ins Gewicht fillt (O(N) zu O(N log(N)*="), in diesem
Beispiel gilt d = 2) als bei einem vollen Gitter (O(N) zu O(N9)). Dennoch
ist ein Konvergenz—Verhalten zu beobachten, dafl besser als das a priori zu
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Tabelle 30: (a) Fehler fiir Problem L5, reguldres diinnes Gitter

! P oo LY gz @ L5 g5 @
2 21 - 684, - - 294, - -

3 49 233 202, 339 1.45 8.04_, 3.66 1.57
4 113 231 6.37_; 3.17 1.37 2.33_, 345 1.49
5 257 227 2.03_, 3.14 1.38 6.92_; 3.37 1.48
6 577 225 6.33_3 3.21 143 2.05_3 3.38 1.50
7 1281 222 1.92_; 3.30 1.49 6.01_, 3.41 1.54
8 2817 220 5.69_, 3.37 1.53 1.74_, 3.45 1.57
9 6145 2.18 1.65_4 3.45 1.58 4945 3.52 1.61
10 13313 2.17 4.91_5 3.36 1.55 1.39_s 3.55 1.64
11 28673 2.15 1.50_s 3.27 1.52 3.85_5 3.61 1.68
12 61441 2.14 4.44_¢ 3.38 1.58 1.06_s 3.63 1.70
13 131073 2.13 1.20_¢ 3.44 1.62 2.90_, 3.66 1.72
14 278529 2.12 3.66_; 3.52 1.66 7.86_g 3.60 1.74

Tabelle 30: (b) Fehler fiir Problem L5, reguldres diinnes Gitter

I P g LI gy ¢ T g 4

2 21 T 185, - - —425., - -

3 49 233 535_, 3.46 148 -192_, 221 0.95
4 113 231 157_, 341 148 —252_, 76.19 32.98
5 257 227 459_3 342 151 -278_3 0.09 0.04
6 577 225 136_; 3.38 1.50 —9.10_, 3.05 1.36
71281 222 3.98_, 342 154 -283_, 322 145
§ 2817 220 115_; 3.46 1.57 -847_5 3.34 1.52
9 6145 218 3.25_5 3.54 1.62 —247_5 343 157
10 13313 217 9.09_¢ 3.58 1.65 -7.04_ 3.51 1.62
11 28673 215 252 3.61 1.68 —1.98_s 3.56 1.6
12 61441 214 691_; 3.65 1.70 —549_; 3.61 1.69
13 131073 2.13 1.88_; 3.68 1.73 —1.51_; 3.64 171
14 278529 2.12 5.09_s 3.69 1.74 —4.12_5 3.67 1.73

erwartende Verhalten erster Ordnung ist. Dieser Effekt ist vergleichbar mit
der Shortley—Weller-Diskretisierung bei vollen Gittern'®. Auch dort ist le-
diglich eine Konsistenzordnung von 1 nachzuweisen (sowohl in der Theorie
als auch in der Praxis), dennoch ist die Konvergenzordnung (wiederum so-
wohl in der Theorie als auch in der Praxis) von zweiter Ordnung, die erste
Ordnung wird also “geliftet”. Abbildung 45 zeigt die erzielten Ergebnisse
wieder in graphischer Form. Tabelle 31 enthilt die zur Berechnung mittels

Y5Dabei ist klar, daB Neumann-Randbedingungen etwas anderes darstellen als die
Shortley—Weller-Diskretisierung, es geht hier auch nur um einen Effekt, der beiden ge-

meinsam ist.
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Abbildung 45: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Laplace—
Problem L5: L3 und L} (links) sowie L5 und der Punktfehler T (rechts)
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Abbildung 46: Losung des Laplace-Problems L5 (links) sowie Randbedin-
gungen des Problems (rechts)

eines Jacobi-vorkonditionierten BICGSTAB-Verfahrens notwendigen Itera-
tionszahlen. Wie schon beim Problem L1 bewirkt auch hier der (Neumann)-
Vorkonditionierer eine bedeutende Reduktion der nétigen Iterationszahlen.
Aufgrund der Tatsache, dafi die Iterationszahlen ohne Vorkonditionierung
stark ansteigen, verzichten wir im Gegensatz zur Problemstellung L1 auf
einen Vergleich der Iterationszahlen zwischen nicht—vorkonditioniertem und
vorkonditioniertem iterativen Loser.

Tabelle 31: Iterationszahlen fiir precBiCGSTAB fiir das Problem L5
Level | 8] 9] 10] 1] 12| 13| 14
precBiICGSTAB || 138 | 199 | 285 | 435 | 1035 | 1223 | 1825
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7.2.2 Helmholtz—Gleichung

Wir wollen uns hier mit der Lésung der Helmholtz—Gleichung
Au—c-u=Ff (7.3)
auf 2 mit ¢ > 0 zusammen mit vorgegebenen Randbedingungen befassen.

Beispiel H1: Es seien

Y
z+0.1

u(e,y) = und  c(ry) =

sowie die rechte Seite f(z,y) entsprechend gewahlt. Zudem seien Dirichlet—
Randbedingungen auf dem Grundgebiet Q = [0,1]? vorgegeben. Da die vor-
gegebene Problemstellung glatte Daten aufweist, rechnen wir nachfolgend
auf reguldren diinnen Gittern. Die numerischen Ergebnisse befinden sich in

den Tabellen 32(a), 32(b) und 32(c).

Tabelle 32: (a) Fehler fiir das Problem H1, reguldres diinnes Gitter

I P g LL a3y @ L as @
5 21 - 18l - - 996, - -
3 49 233 456_; 3.97 170 255_; 3.91 1.68
4 113 231 110, 415 1.80 6.16_5 414 1.79
5 257 227 2595 425 187 145_5 425 1.87
6 577 225 6.05_s 428 1.90 3.36_s 4.32 1.92
71281 222 139 435 1.96 7.70_; 4.36 1.96
8 2817 220 3.16_7 440 2.00 1.75_; 440 2.00
9 6145 218 7.09_5 446 205 3.92_5 446 2.05
10 13313 217 157_5 452 208 8.69_9 451 2.08
11 28673 215 3.42_ 459 213 1.80_ 4.60 2.14
12 61441 214 7.02_55 4.80 2.24 3.96_, 477 2.23
13 131073 2.13 1.89_p 3.77 1.77 1.00_1p 3.96 1.86
14 278529 2.12 5.24_55 0.36 017 1.05_55 0.95 0.45

Wie man hieraus und auch aus Abbildung 47 erkennen kann, erhalten wir
hier ein Superkonvergenz—Resultat. Die auftretenden Konvergenzraten sind
in diesem Beispiel grofier als 4, was eine héhere Ordnung als die maximal zu
erwartende Ordnung O(h?) bedeutet. Dies ist bedingt durch die Tensorpro-
duktdarstellung der Losungsfunktion. Berechnet man ein Poisson—Problem
(7.2), wobei ebenfalls die Funktion u dieses Helmholtz—Beispiels die exakte
Lésung ist, so ist auch hierfiir ein Superkonvergenz—Verhalten zu beobach-
ten. Ab Level 13 und insbesondere bei den Ergebnissen fiir Level 14 erkennt
man, dafl Rundungsfehler keine weitere Verbesserung der Genauigkeit der
numerischen Losung erlauben.
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Tabelle 32: (b) Fehler fiir das Problem H1, reguldres diinnes Gitter

! p oo LY ay o Ly qy 4

2 21 T 181 - - 868, - -

3 49 233 456_, 3.97 170 243_, 3.57 1.3
4 113 231 111, 411 1.78 6.07_5 4.00 1.73
5 957 227 2.62_, 424 1.87 1.44_, 422 1.6
6 577 225 6.08_¢ 431 1.92 3.35_s 4.30 1.1
7 1281 222 1.39_¢ 437 1.97 T7.70_, 4.35 1.96
8 2817 220 3.16_; 440 2.00 1.75_; 4.40 2.00
9 6145 2.18 T.09_s 4.46 2.05 3.92_5 4.46 2.05
10 13313 217 1.57_g 452 2.08 8.69_q 451 2.08
11 28673 215 3.42_9 459 2.13 1.89_g 4.60 2.14
12 61441 2.14 T7.12_,0 4.80 224 3.96_,, 477 2.23
13 131073 2.13 1.89_,, 3.77 1.77 1.00_;, 3.96 1.86
14 278529 2.12 5.24_,, 0.36 0.17 1.05_,, 0.95 0.45

Tabelle 32: (c) Fehler fiir das Problem H1,

reguldres diinnes Gitter

I P g L gy g T g 4
2 21 — 699, - o 103 - -

3 49 233 202, 346 148 -281_, 3.67 1.58
4 113 231 5.09_; 397 172 —6.93_5; 4.05 175
5 257 227 1.22_5 417 184 —1.63_5 425 187
6 577 225 284 430 191 —3.784 431 1.9
7 1281 222 6.53_; 435 196 —8.65_; 4.37 1.97
§ 2817 220 148_; 441 200 —1.96_; 441 2.00
9 6145 218 3.33_5 444 204 —440_5 445 2.04
10 13313 217 7.39_9 451 208 —9.73_y 452 2.08
11 28673 215 1.61_9 4.59 213 —212_ 459 2.13
12 61441 214 3.38_9 476 222 —442_;, 480 2.25
13 131073 2.13 8.43_;; 4.01 1.88 —1.00_1 4.42 2.08
14 278520 212 1.15_1; 73.30 3458 —2.33_;; 4.29 2.02

Ebenso erkennt man aus den Resultaten, dafl auch in diesem Beispiel die
L—Norm und die L,—Norm auf diinnen Gitter bzw. auf vollen Gittern
(nach Projektion der Diinngitter—Funktion auf ein volles Gitter) bis auf die
ersten Level identische Resultate liefern (wiederum ab Level 7 wie bereits
beim Laplace-Problem L1). Damit zeigt sich auch hier, daf die Berechnung
der L,.—Norm und der L,—Norm auf diinnen Gittern jeweils eine verniinfti-
ge Niherung an das jeweilige kontinuierliche Analogon ist. Die numerischen
Ergebnisse wurden wiederum mit einem Jacobi-vorkonditionierten BiCG-
STAB gelost, wobei lediglich der Laplace—Anteil bei der Vorkonditionierung
beriicksichtigt wurde. Bei Beriicksichtigung auch des Helmholtz—Anteils er-
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Abbildung 47: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Helmholtz—
Problem H1: L3, und LY (links) sowie L5 und der Punktfehler T (rechts)

geben sich lediglich geringfiigige Unterschiede in den Iterationszahlen. Die
so erzielten Iterationszahlen sind in Tabelle 33 nachzulesen. Auch hier zeigt
sich wie schon zuvor beim Laplace-Problem L1, dafl die Zahl der benétigten
Iterationen moderat ansteigt.

Tabelle 33: Iterationszahlen fiir precBiICGSTAB fiir das Problem H1

Level | 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10| n
precBiCGSTAB || 13 | 24 | 41 | 65 | 112 | 194 | 269 | 729 | 981

Beispiel H2: Es seien

1 arctan [a (rP=(z—z0)? = (y— 90)2)] )
2 T

u(z,y) = 162(1 - 2)y(1 -y) (— +

und
c(z,y) =16z(1 - 2)y(1 - y)

die exakte Losung sowie der Helmholtz—Term. Die rechte Seite f(z,y) wird
entsprechend so gewdhlt, daf§ u(z,y) die Losung der Problemstellung ist.
Zudem seinen wie zuvor Dirichlet—-Randbedingungen auf dem Grundgebiet
Q = [0,1])? vorgegeben. Als Parameter wihlen wir a = —20, r = 1 und
To = Yo = % Abbildung 48 zeigt die Losung u(z,y) sowie einen Konturplot
der Losungsfunktion. Die Losungsfunktion weist eine starke Anderung des
Gradienten auf einer Kreislinie im Grundgebiet auf, wo man eine kreisférmi-
ge innere Grenzschicht erhdlt. Im Fall @ > 0 erhédlt man Funktionen, die fiir
wachsendes ¢ immer stirkere Gradienten und damit immer stirkere Grenz-

schichten aufbauen, im Fall @ < 0 beobachtet man fiir fallendes a ebenfalls
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eine immer stirker werdende Grenzschicht. Im Gegensatz zum Fall fiir ¢ > 0,
bei der die Funktion unabhingig von dem Parameter ¢ am Punkt (%, %) ihr
Maximum besitzt und sich in Abhidngigkeit aller beteiligter Parameter eine
Grenzschicht ausbildet, tritt im Fall ¢ < 0 zudem das Problem auf, daf} sich
eine Grenzschicht 'von auflen’ und ’von innen’ am Kreisring auftritt, die von
den Parametern r, zg und yy anhingig ist.

Dies macht den Einsatz adaptiver Gitter sinnvoll und auch notwendig, um
verniinftige Approximationen an die exakte Losung zu erhalten. Die nume-
rischen Ergebnisse befinden sich in den Tabellen 34(a), 34(b) und 34(c), das
Konvergenzverhalten ist in Abbildung 49 graphisch angegeben.
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Abbildung 48: Losungsfunktion u(z,y) des Helmholtzproblems H2 zusam-
men mit einem Plot der Konturlinien

Tabelle 34: (a) Fehler fiir das Problem H2, regulires diinnes Gitter

l

P g L% gz @@ Ly qs @
2 9 T 632, - T 311, - -
3 33 3.67 1.05_, 6.02 1.64 6.97_, 4.46 1.22
4 69 209 528, 020 0.10 3.53_, 020 0.10
5 209 3.03 2.08_, 25.34 8.36 7.24_; 48.76 16.09
6 449 215 3.75_, 0.55 026 223, 0.32 0.15
71049 234 4015 935 400 1.78_; 1253 5.35
§ 2453 234 157_5; 255 1.00 544_, 327 140
9 5465 223 411, 3.82 171 177, 3.07 1.38
10 12173 223 1.27_, 324 145 541_5 327 147
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Tabelle 34: (b) Fehler fiir das Problem H2, reguldres diinnes Gitter

I P g Ly qy ¢ LY gy @
2 9 T 632, - 279, - -

3 33 3.67 105, 6.02 164 621, 449 1.22
4 93 209 540_, 0.9 0.09 3.36_, 0.18 0.09
5 209 3.03 2.08_, 25.96 8.57 7.05_; 47.66 15.73
6 449 215 3.75., 055 026 220, 032 0.15
71049 2.34 4.08_; 9.19 3.93 1.74_ 12.64 5.40
§ 2453 234 157y 260 1.11 503, 3.46 1.48
9 5465 223 4.22_, 372 1.67 1.77_4 284 1.27
10 12173 223 1.27_4 3.32 149 540_5 3.28 147

Tabelle 34: (c) Fehler fiir das Problem H2, reguldres diinnes Gitter

I P g LY qv ¢ T a @
2 9 - 2.52_4 - - —6.21_4 - -
3 33 3.67 5.30_, 4.75 1.29 —-941_, 6.60 1.80
4 69 2.09 2.85_; 0.19 0.09 —4.92_, 0.19 0.09
5 209 3.03 b5.54_3 51.44 16.98 —-4.04_5 121.78 40.19
6 449 2.15 1.82_5 0.30 0.14 —-3.60_, 0.11 0.05
7 1049 2.34 1.31_3 13.89 5.94 —-949_, 37.93 16.21
8 2453 2.34 4.17_4 3.14 1.34 —-2.71_4 3.50 1.50
9 5465 2.23 1.30_4 3.21 1.44 —4.20_5 6.45 2.89
10 12173 2.23 4.01_5 3.24 1.45 —4.34_¢ 9.68 4.34
10¢ 10¢
w0tk w0tk
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Abbildung 49: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Helmholtz—

Problem H2 (adaptive diinne Gitter)

7.2.3 Allgemeine elliptische Differentialgleichungen 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der numerischen Lésung von
allgemeinen elliptischen Differentialgleichngen 2. Ordnung

—5Au+g-Vu+C'u:f

(7.4)
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Abbildung 50: exakte Losung des Beispiels K1 und Konturlinien der Lésung

auf Q¢ = [0, 1]¢ zusammen mit entsprechenden Randbedingungen sowie kon-
stanten Koeffizientenfunktionen. Als Beispiele fiir diesen Typ von Differen-
tialgleichung betrachten wir zwei der drei Beispiele, die in [JMT97] als Test-
beispiele angegeben werden, wobei das Beispiel K1 glatte Daten besitzt und
folglich keine Adaptivitit bendtigt. Das Beispiel K2 besitzt eine parame-
terabhingige innere Grenzschicht, bei der in Abhingigkeit der Parameter
Adaptivitdt notwendig werden kann.

Beispiel K1: Scien in der Gleichung (7.4) b = (3,2)7, ¢ = 2 und ¢ = 1 sowie
die Dirichlet-Randbedingungen und die rechte Seite f so gewahlt, dafi die
Funktion

u(z,y) = 100(1 — 2)*22y(1 — 2y)(1 — y)

die exakte Losung des gestellten Problems in zwei Dimensionen ist. Das Bei-
spiel K1 entspricht somit dem Testbeispiel 1 in [JMT97] und besitzt sowohl
eine glatte Losung als auch eine glatte rechte Seite. In Abbildung 50 sind
die Funktion sowie eine Darstellung der Héhenlinien zu sehen. Die Tabel-
len 35(a), 35(b) und 35(c) zeigen die numerischen Ergebnisse auf reguldren
diinnen Gittern. Man beachte, daff zur Diskretisierung des konvektiven An-
teils in diesem Beispiel die zentrale Differenz genommen wurde. Die Konver-
genzordnung ist O(h%*log(h~")), und die erreichten Raten in der Fehlerre-
duktion entsprechen somit den Reduktionsraten auf diinnen Gittern, wie sie
beispielsweise auch fiir numerische Berechnungen mittels Finiter Elemente
[Gri91a, Gri9lb, BaZe92, Bun92, Bal94, BDZ96, BuD097, Dor97, Bun9§]
zu beobachten sind. Ein Blick auf die Spalten ¢7, ¢5, ¢V, ¢¥, ¢¥ und ¢3
enthiillt, daf auch hier die diinnen Gitter einem Verfahren héherer Ordnung
entsprechen, da die Faktoren in den genannten Spalten deutlich grofler als
1 sind.
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Tabelle 35: (a) Fehler fiir Beispiel K1, regulédres diinnes Gitter

! P oo LY qrs @ L5 g5 @
2 21 T 1760, - - 693, - -

3 49 233 598, 294 1.26 2.71_, 256 1.10
4 113 231 216, 2.77 1.20 9.39_; 2.88 1.24
5 257 227 7.08_; 3.05 1.34 3.09_; 3.04 1.34
6 577 225 2.33_; 3.04 1.35 9.73_4 3.17 141
7 1281 222 7.05_, 3.30 1.49 2.96_, 3.20 1.48
8 2817 220 2.09_, 3.38 1.54 8.74_; 3.38 1.54
9 6145 218 6.02_5 3.47 1.59 2.53_s 3.46 1.59
10 13313 217 1.70_s 3.53 1.63 7.17_s 3.52 1.62
11 28673 2.15 4.76_¢ 3.57 1.66 2.01_g 3.57 1.66
12 61441 2.14 1.32_¢ 3.61 1.60 5.55_, 3.62 1.69
13 131073 2.13 3.60_; 3.67 1.72 1.52_, 3.65 1.71
14 278520 2.12 9.79_s 3.68 1.73 4.14_g 3.67 1.73

Tabelle 35: (b) Fehler fiir Beispiel K1, regulires diinnes Gitter

I P g LY, qy o LY gy @
5 21 - 146, - - 502, - -

3 49 233 599_, 293 126 230_, 2.19 0.94
4 113 231 217_, 276 1.8 8.83_; 2.60 1.12
5 257 227 7.38_; 2.93 129 3.02_3 2.92 1.26
6 577 225 2.33_; 3.17 141 9.66_, 3.13 1.39
71281 222 7.09_, 3.29 148 2.95_, 3.27 147
§ 2817 220 2.09_,; 3.39 154 T.07_5 4.18 1.90
9 6145 218 6.03_5 3.47 150 253_5 2.80 1.28
10 13313 217 1715 3.53 1.63 7.17_¢ 3.52 1.62
11 28673 215 4.76_¢ 3.57 1.66 2.01_¢ 3.57 1.66
12 61441 214 1.32_¢ 3.61 1.69 555_; 3.62 1.69
13 131073 2.13 3.60_; 3.67 172 1.52_; 3.65 171
14 278520 212 9.79_s 3.68 173 4.14_s 3.67 1.73

Beispiel K2: Seien in der Gleichung (7.4) b= (2,3)T und ¢ = 2 sowie die
Randbedingungen und die rechte Seite f (in Abhingigkeit von ¢) so gewahlt,
dafl die Funktion

u(z,y,e) = wy’ -y’ exp (

exrp (

2(z — 1)

9

£

2z — 1)+ 3(y — 1))

)-rn(222)-

die exakte Losung des gestellten Problems ist. Dabei steuert der Parame-
ter € die Stdrke der inneren Grenzschicht. In den Abbildungen 52 und 53
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Tabelle 35: (c) Fehler fiir Beispiel K1, reguldres diinnes Gitter

I P e L gy @ T a @
2 21 - 348, - - —1371., - -

3 49 233 1.70_, 206 0.88 —2.91_, 047 0.20
4 113 231 655_3 259 112 -125_, 234 1.01
5 257 227 225_5 291 128 -—453_5 275 1.21
6 577 225 7.23_4 312 1.39 —146_3 3.10 1.38
71281 222 221_; 327 147 —451_, 324 1.46
8 2817 220 6.56_5 3.37 153 —134_, 3.36 153
9 6145 218 1.90_; 346 159 —3.89_; 3.45 158
10 13313 217 539 3.52 162 —1.11_5 3.52 1.62
11 28673 215 15l 3.57 166 —3.11_¢ 3.57 1.66
12 61441 214 4.18_; 3.61 169 —8.60_; 3.62 1.69
13 131073 213 1.15_; 3.63 1.71 -236_; 3.64 1.71
14 278520 212 3.12_5 3.69 1.74 —643_y 3.67 1.73

Fehler
—_
=

L1-Fehler

Lmax-Fehler +——os \7\
& -A-

-A

10% 10

3

10*

Freiheitsgrade

Punkt-Fehler
L2-Fehler

& -o--0

r—t—a

10% 10°

10*

Freiheitsgrade

Abbildung 51: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Beispiel K1

sind die Funktionen fiir ¢ = 1 und ¢ = 107! dargestellt. Im ersten Fall
prasentiert sich die Funktion als glatte Funktion, bei der noch keine Grenz-
schicht ausgebildet ist und die aufgrund des Fehlens von singuldren Stellen,
Grenzschichten und anderen Problematiken einfach zu diskretisieren ist und
einem Léser keine Probleme bereiten sollte. Dementsprechend erhalten wir
naherungsweise dasselbe Verhalten der Fehler auf den einzelnen Leveln im
Fall von reguldren diinnen Gitter wie schon fiir das Problem K1 und lassen
daher die entsprechenden Tabellen fiir dieses Problem unberiicksichtigt.

Fiir ¢ = 107! besitzt die Funktion fiir z = 1 und y = 1 typische Rand-
schichten (boundary layers). Da diese Randschichten parallel zum Rand
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des Gebiets liegen, konnen diese bereits von einem reguldren diinnen Gitter
geniigender (und in der Praxis auch berechenbarer) Leveltiefe aufgelst und
behandelt werden. Die Schwierigkeit in diesem Beispiel fiir diinne Gitter
besteht in der Nihe der Ecke (1, 1), bei der die Randschicht einen “Knick”
macht. Dort fehlt bis zu einem gewissen, von € abhingigen Level die notwen-
dige Anzahl von Gitterpunkten. Bei der Wahl von ¢ = 10! zeigen sich auf
den ersten Leveln reguldrer diinner Gitter gewisse Probleme bei der Feh-
lerreduktion, die sich auf die soeben genannten Phdnomene zuriickfithren
lassen.

Tabelle 36: (a) Fehler fiir Problem K2, ¢ = 10™!, regulires diinnes Gitter
! P qr L3 qrs, @ Ly qrs @

2 21 - 1.68_4 - - 7.02_9 - -

3 49 233 221, 076 033 7.77-, 0.90 0.39
4 113 231 2.07-; 1.07 046 5.28_, 1.47 0.64
5 257 227 137-¢ 1.51 0.67 2.67_o 1.98 0.87
6 LY 2.25 6.63_, 2.07 092 1.09_, 245 1.09
7 1281  2.22 2.77_, 239 1.08 3.82_3 2.62 1.18
8 2817 220 9.13-3 3.03 138 1.23_3 3.11 1.41

9 6145 2.18 2.99_3 3.05 140 3.74_4 3.29 1.51
10 13313 2.17 9.33_-4 3.20 148 1.11_, 3.37 1.55
11 28673 2.15 2.82_4 3.31 1.54 3.21_5 346 1.61
12 61441 2.14 838_s 3.37 1.57 9.14_¢ 3.51 1.64
13 131073 2.13 2.41_5 3.48 1.63 2.56_¢ 3.57 1.68
14 278529 2.12 6.84_¢ 3.52 1.66 7.12_; 3.60 1.70

Tabelle 36: (b) Fehler fiir Problem K2, ¢ = 107!, reguliires diinnes Gitter
P g L qv o T o ¢
21 - 386y - - 147, - -
49 2.33 4.24_, 0.91 0.39 8.78_3 1.67 0.72
113 231 2.67_, 1.59 0.69 3.84_3 2.29 0.99
257 227 1225 2.19 096 1.38_3 2.78 1.23
577 225 4.56_3 2.68 1.19 4.22_, 3.27 145
1281  2.22 1.50_3 3.04 137 1.20_4, 3.52 1.58
2817 220 4.60_4 3.26 1.48 3.29_5 3.65 1.66
6145 2.18 1.35_4 3.41 1.56 8.90_¢ 3.70 1.70
13313 2.17 3.86_5 3.50 1.61 2.38_¢ 3.74 1.72
11 28673 2.15 1.09_5 3.54 1.65 6.36_r 3.74 1.74
12 61441 2.14 3.02_¢ 3.61 1.69 1.69_; 3.76 1.76
13 131073 2.13 8.29_r 3.64 1.71 4.46_5 3.79 1.78
14 278529 2.12 2.26_r 3.67 1.73 1.18_5 3.78 1.78

50 010 o w N~
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Abbildung 52: Lésung und Konturlinien des Beispiels K2 fiir e = 1
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Abbildung 53: Losung und Konturlinien des Beispiels K2 fiir ¢ = 107!
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Abbildung 54: Konvergenzverhalten beim Problem K2 auf adaptiven diinnen
Gittern: L und LY (links) sowie L5 und Punktfehler T (rechts)



7.2 Elliptische Differentialgleichungen 2. Ordnung 131

7.2.4 Allgemeine elliptische Differentialgleichungen 2. Ordnung
mit variablen Koeffizienten

Wir wollen den Bereich der skalaren elliptischen Differentialgleichungen
2. Ordnung mit der Berechnung von Gleichungen

Lu=f

mit dem Operator

> 3(;, (&z‘j(X)a%) + ) bi(x) ai,; + é(x) (7.6)

abschliefen, wobei die beteiligten Koeffizientenfunktionen variabel seien.
Dabei ist klar, wie sich die beiden Operatoren L und L ineinander fiberfiihren
lassen, wenn die Koeffizientenfunktionen bestimmte Glattheitsvoraussetzun-
gen erfiillen. In diesem Fall gelten die Bedingungen

aij(x) = ai;(x) firl <id,j<d
7 3 J . . .
bi(x) = bj(x)+ Z (?Tjaij(x) fir1 <i<d
éx) = é(x)

zur Umrechnung der Koeffizienten zwischen den beiden Operatoren.

Beispiel V1: Seien in zwei Dimensionen

a1 (z,y) = 44sin(27z) +sin(27y)
a12(z,y) = 144y(l—y)sin(27z)
azi(z,y) = 14+4y(l—y)sin(27z)
axp(z,y) = 4+sin(2rzy)
by(z,y) = 0
by(z,y) = 0
éz,y) = 0,
sowie die Funktion u(x) = u(z,y sin(mz) sin(mwy) gegeben. Die rechte

) =
Seite f sei so gewihlt, daf u(z,y) die Losung des Problems

i—/?L:V'(A'V)?I,:f
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darstellt, wobei die Matrix A gegeben ist vermoge

A=

' Y)

( Z;:Ei,y)

Wie bereits fiir den Vergleich der Ergebnisse in mehreren Dimensionen fiir
das Laplace-Problem L3 liegen auch hier die entsprechenden Finite Element
Ergebnisse vor (vgl. [Bun98], Beispiel 6.5). Nachfolgend befinden sich die Re-
sultate fiir die Berechnung mittels Finiter Differenzen auf diinnen Gittern in
den Tabellen 37(a), 37(b) und 37(c), die Abbildung 55 veranschaulicht die
Ergebnisse in den genannten Tabellen. Man erkennt, dafi die Konvergenz-
geschwindigkeit von einem logarithmischen Faktor abhidngt, wie es auch bei
den Finiten Elementen auf diinnen Gittern zu beobachten ist.

Tabelle 37: (a) Fehler fiir Problem V1, reguldres diinnes Gitter

! p qp L3, 9L @ L3 s 5

2 21 - 285 - - 804, - -

3 49 233 9.18_, 3.10 133 3.78_» 2.13 0.91
4 113 231 3.08_, 298 1.29 1.26_p 3.00 1.30
5 257 227 1.00_, 3.08 1.36 4.05_3 3.11 1.37
6 577 225 3.06_3 3.27 1.45 1.25_3 3.24 1.44
71281 222 9.06_4 3.38 1.48 3.74_4 3.34 151
8 2817 220 2.62_4 3.46 1.57 1.09_4 3.43 1.56
9 6145 218 7.46_5 3.51 1.61 3.14_5 3.47 1.59
10 13313 2.17 2.09_5 3.57 1.65 8.85_¢ 3.55 1.64
11 28673 2.15 5.80_¢ 3.60 1.67 2.47_¢ 3.58 1.67

Tabelle 37: (b) Fehler fiir Problem V1, reguldres diinnes Gitter

I P g LL gy o LY gy 4
2 21 - 28 - - 718 - -

3 49 233 9.8, 3.10 1.33 324, 242 1.04
4 113 231 3.08, 298 1.29 1.15_, 2.82 1.22
5 257 227 1.00_, 3.08 136 3.79_3 3.03 1.33
6 577 225 3.1, 3.22 143 1.19_; 3.8 1.41
7 1281 222 9.27_, 3.35 1.51 3.61_, 3.30 1.49
8 2817 220 2.69_, 3.45 1.57 1.06_s 3.41 1.55
9 6145 218 T7.63_5 3.53 1.62 3.05_5 3.48 1.60
10 13313 217 1.97_5 3.87 1.78 8.36_s 3.65 1.68
11 28673 2.15 5.50_¢ 3.58 1.67 2.40_s 348 1.62
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Tabelle 37: (c) Fehler fiir Problem V1, reguldres diinnes Gitter

I P e L{ gy ¢ T @
2 21 - 5.00_4 - - -1.23_4 - -
3 49 233 2.24_, 223 096 —-4.08_, 3.01 1.29
4 113 231 832_3 2.69 1.16 —-1.84_, 2.22 0.96
5 257 227 2.82_3 295 130 —-445_53 4.13 1.82
6 577 225 896_4 3.15 140 -—-1.86_3 2.39 1.06
7 1281 2.22 2.73_, 3.28 148 —-5.55_4 3.35 1.51
8 2817 220 8.08_; 3.38 1.54 —-1.46_, 3.80 1.73
9 6145 2.18 2.34_5 3.45 1.58 —4.56_5 3.20 1.47
10 13313 2.17 6.64_¢ 3.52 1.62 —1.05_5 4.34 2.00
11 28673 2.15 191_¢ 3.48 1.62 -349_¢ 3.01 1.40
10" 10"
W e 1 107 :
" 0(h’log(h™)) 0(h%log(h™))

1075

Fehler

10771

1078

Lmax-Fehler o B
L1-Fehler

E--4---2

Il
1000
Freiheitsgrade

100 10000

10 L L I

-6l Punkt-Fehler » .+ 4 i
L2-Fehler ——o—

1000
Freiheitsgrade

100 10000

Abbildung 55: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Problem
V1: LS und LY (links) sowie L3 und der Punktfehler T' (rechts)

Beispiel V2: Seien in drei Dimensionen die Matrix

der Vektor

22emy=1
Az, y, 2) = 0
0
b
b= b, | =
bs

z? 73

T
zz + 0.

cos(e”Tv*)

:Eyz

und é(z,y,z) = (2 + y + z) sowie die Funktion

u(z,y, z) = arctan (100 (

r4+y+z
V3.0

4

5

) (s =) (u-2) (= Zz))
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gegeben. Die rechte Seite f sei so gewihlt, dal u(z,y, z) die Losung des

Dirichlet—Problems

ﬁu:V-(A-V)u—}—IA)Vu—}—éu:f

darstellt. Damit behandeln wir in diesem Beispiel eine Problemstellung
vom Typ (7.6), die aufgrund der glatten Daten in A(z,y, 2), 5(3@, y,z) und
é(z,y, z) in die Gleichung (4.1) umgeschrieben werden kann. Die Lésungs-
funktion weist am Rand des Gebiets zum Teil stiarkere Gradienten auf, wie
man an den Graphiken, die die Konturlinien auf verschiedenen Schnittebe-

nen (z.B. fiir z = 0.875) zeigen, erkennen kann. Nachfolgend befinden sich
in den Tabellen 38(a) und 38(b) die Ergebnisse auf sukzessiven Leveln. Ab-
bildung 56 veranschaulicht die Ergebnisse der genannten Tabellen.

Tabelle 38: (a) Fehler fiir Problem V2, reguldres diinnes Gitter

I P g LI a3 & L3 a4y &

2 81 - 752, - - 232, - -

3 225 278 3.82_, 1.97 0.71 1.24_, 1.87 0.67
4 593 264 2.06_, 1.85 0.70 5.80_; 2.11 0.80
5 1505 254 9.05_5 228 0.90 2435 242 0.95
6 3713 247 3.70_; 2.45 099 9.30_, 2.61 1.06
7 8961 241 1325 2.80 1.16 3.32_, 2.80 1.16
8 21249 2.37 4.79_, 276 1.6 1.12_, 2.96 1.25
9 49665 2.34 1.59_4 3.01 1.20 3.67_s 3.05 1.30

Tabelle 38: (b) Fehler fiir Problem V2, reguldres diinnes Gitter

[ P qp T qr 43,8 M qM  qas
2 81 - 2.89_5 - - 3.39_5 - -

3 225 2.78 1.16_5 2.49 0.90 2.53_, 1.34 0.48
4 593 2.64 2.88_3 4.03 1.53 8.86_3 2.86 1.08
5 1505 2.54 4.00_, 7.20 2.83 3.13_5 2.83 1.11
6 3713 247 224_, 1.79 0.72 1.19_3 2.63 1.06
7 8961 2.41 3.59_, 0.62 0.26 4.13_, 2.88 1.20
& 21249 237 147_, 244 1.03 1.33_, 3.11 1.31
9 49665 2.34 4.81_5 3.06 1.31 4.05_5 3.28 1.40
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7.3 Behandlung elliptischer Differentialgleichungen auf all-
gemeinen Gebieten

7.3.1 Gebietszerlegung

In Abschnitt 4.8.1 wird das theoretische Vorgehen bei der iiberlappenden
Schwarz—Iteration angegeben. Die dort vorgestellte Theorie wollen wir in
diesem Abschnitt anhand eines numerischen Beispiels mit der Methode der
Finiten Differenzen auf diinnen Gittern in der Praxis untersuchen.

Beispiel D1: Wir 16sen das Problem (7.2) auf dem Gebiet Q wie in Abbil-
dung 58 angegeben. Die Losung des Problems sei gegeben durch

u(zy, xg) = 4sin(rzq) sin(mag)

die rechte Seite f(z1,z2) sei passend zur Problemstellung gewdhlt und
am Rand seien Dirichlet-Randbedingungen angelegt. Dabei seien Dirichlet—
Randwerte sowohl am “dufileren” Rand I'p 4 als auch am “inneren” Rand
I'p,r angenommen. In der Abbildung 59 wird die Zerlegung von Q in die (fiir
dieses Beispiel 4) Teilgebiete €; (hier: 1 < i < 4) ersichtlich.

\ \ T | |
i \

1 " ]

;\\\\L f | - ! ! ! I I

s
1 2 3 4

~
T
I

Abbildung 58: Gebiet () fiir das Beispiel D1 (links) sowie das Auswertungs-
gitter (rechts, Level 8)

Das Vorgehen zur Lésung der Problemstellung auf dem Gebiet Q ist wie
folgt: auf dem Teilgebiet Q; mit 1 < i < 4 wird das zugehdrige Teilproblem
geldst, wobei als Dirichlet—~Wert von Q; der tatsichlich Dirichlet-Rand ge-
setzt wird, falls ein Dirichlet-Knoten des Gebiets €; ein Dirichlet-Knoten
des Gesamtgebiets  ist, und es wird ein interpolierter Wert (oder der Wert
0, falls noch nichts berechnet wurde) gesetzt, falls der betreffende Dirichlet—
Knoten von €; im Inneren von Q liegt. Sobald ein Teilproblem gelst wird,
werden die Losungen der dieses Teilgebiet iiberlappenden Teilgebiete aktua-
lisiert. Die Berechnung wird abgebrochen, falls der Fehler (gemessen in der
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e

e

Abbildung 59: Zerlegung des Gebiets Q in 4 Teilgebiete fiir das Beispiel D1

Tabelle 39: (a) Fehler fiir Problem D1, reguldres diinnes Gitter

! P o L3 aqs @& L3 g5 @
5 224 - 9356, - - 162 - -

6 496 221 2.72_, 344 1.56 5.14_; 3.15 1.43
71088 219 9.13_, 298 1.36 1.68_; 3.06 1.40
8 2368 2.18 3.00_, 3.04 1.39 531_, 3.16 1.44
9 5120 216 9.40_; 3.19 1.48 1.67_, 3.18 1.47
10 11008 2.15 2.84_5 3.31 1.54 5.02_; 3.33 1.5
11 23552 2.14 8.33_, 3.41 159 147_5 3.41 1.60
12 50176 2.13 2.39_4 3.49 1.64 4.20_, 3.50 1.64
13 106496 2.12 6.75_5 3.54 1.67 1.18_, 3.56 1.68

Tabelle 39: (c) Fehler fiir Problem D1, regulires diinnes Gitter

l P oo LY qv @ T g @
5 224 - 280, - - 379, - -

6 496 221 1.26, 222 1.01 1.79_; 2.12 0.96
71088 219 4.54_, 278 1.27 6.53_, 2.74 1.25
8 2368 2.18 1.30_; 3.49 1.60 1.83_, 3.57 1.64
9 5120 2.16 4.70_, 2.77 1.28 6.86_3 2.67 1.24
10 11008 2.15 1.41_, 3.33 1.55 2.06_; 3.33 1.55
11 23552 2.14 4.13_; 3.41 1.60 6.03_s 3.42 1.60
12 50176 2.13 1.18_; 3.50 1.64 1.73_, 3.49 1.64
13 106496 2.12 3.34_, 3.53 1.67 4.86_5 3.56 1.68

Maximumsnorm und der Ly—Norm) zwischen k—ter und (k —1)—ter Iteratier-

ter auf allen Teilgebieten kleiner als eine vorgegebene Schranke ist, die fiir die

nachfolgenden Berechnungen auf 10710

gesetzt ist. Da die Losungsfunktion

der Problemstellung D1 eine glatte Funktione darstellt, kann die Berechnung
auf reguldren diinnen Gittern erfolgen, wobei fiir jedes Teilgebiet ein Gitter

mit derselben Leveltiefe verwendet wird. Zudem ist es nicht erforderlich, an
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Abbildung 60: Konvergenzraten fiir das Beispiel D1 in der Maximumsnorm
und der Li—Norm (links) sowie der Ly—Norm und des Punktfehlers T' (rechts)
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Abbildung 61: Losung des Beispiels D1 (links) sowie Konturplot der Lésung
auf Q (rechts)

den Ecken feiner aufzulésen als im Inneren des Gebiets, da fiir dieses Beispiel
keine Singularitdten in den Ecken auftreten. Zur Berechnung des Fehlers der
Problemstellung auf Q werden die Teilprobleme auf ein regulires diinnes Git-
ter interpoliert, das zwei Level feiner ist als die regulidren diinnen Gitter der
einzelnen Teilgebiete. Hiermit wird sichergestellt, dafl die vier einzelnen Git-
ter nicht zuviele Gitterpunkte an Koordinaten besitzen, die auf dem Gitter,
das ausschliefllich zur Berechnung des Fehlers betrachtet wird, fehlen und
somit, die Fehlerberechnung negativ beeinfluflen wiirden. In diesem Beispiel
reicht es aus, wenn das Auswertungsgitter fiir die Fehlerberechnung nur un-
wesentlich feiner ist als die Gitter zur Berechnung der Teilprobleme. Dies
andert sich selbstverstindlich, wenn die Lésungsfunktion singuldre Stellen
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oder Grenzschichten aufweist. Dort ist eine lokale Verfeinerung auch des
Auswertungsgitters erforderlich, um die Fehlerberechnung nicht durch einen
Fehler wegen unzureichender Interpolation zu beeintrichtigen.

Auf dem Auswertungs—Gitter, das hier zwei Level feiner als die 4 beteilig-
ten diinnen Gitter fiir die Teilgebiete gewdhlt ist, wird nach durchgefiihrter
Interpolation der Fehler in der Maximumsnorm, der Ly— und der Li—Norm
ermittelt sowie der Punktfehler im Punkt T berechnet. Die numerischen Er-
gebnisse fiir das Beispiel D1 finden sich in den Tabellen 39(a) und 39(b).
Dabei ist zu beachten, dafi aufgrund der angesprochenen Diinngitter—In-
terpolation, die lediglich mit einer Genauigkeit von O(h?log(h™")) in zwei
Dimensionen durchzufiihren ist, auch maximal diese Ordnung in der Kon-
vergenz zu erwarten ist. Die Konvergenzraten der einzelnen Fehler sind in
Abbildung 60 graphisch aufbereitet.

Wie man aus den Tabellen erkennt, stimmt die erzielte Konvergenzrate mit
der theoretisch maximal zu erwartenden Konvergenzrate iiberein. Verwendet
man ein um vier Level feineres Auswertungsgitter, so zeigt sich, dafi das
Fehlerverhalten qualitativ vergleichbar ist mit dem, das auf einem um zwei
Level feineren Auswertungsgitter zu erzielen ist. Bei obigem Beispiel ist der
Maximumsfehler sogar unabhdngig von der Wahl des Auswertungsgitters,
sofern das Auswertungsgitter mindestens denselben Level besitzt wie die
Gitter der einzelnen Teilprobleme (ohne Beweis).

7.3.2 Behandlung krummlinig berandeter Gebiete

In Abschnitt 4.8.2 wird besprochen, wie Problemstellungen auf krummli-
nig berandeten Gebieten P behandelt werden kénnen. In diesem Abschnitt
wollen wir zum einen eine Poisson—Gleichung (Beispiel KG1) sowie eine
Konvektions-Diffusion—Gleichung (Beispiel KG2) auf einem krummlinig be-
randeten Gebiet 16sen. Nachfolgend beziehen sich die Koordinaten (&,7)
stets auf das Gebiet P sowie (z,y) auf das Gebiet Q.

Beispiel KG1: Wir betrachten in zwei Dimensionen das Poisson—Problem

(vel. (7.2))

Au(&n) = f(&mn) in(§,n)€P (7.7)
u(€,n) = g(&n) auf OP (7.8)

auf dem Gebiet P (vgl. Abbildung 62). Dabei ist in diesem Beispiel die Trans-
formation ¢ : Q = [0, 1] — P analytisch vorgegeben. Wie in Abschnitt 4.8.2
beschrieben berechnen wir auf ) punktweise die Koeflientenfunktionen und
die rechte Seite f(z,y) der transformierten elliptischen Differentialgleichung
(7.7) sowie aus (7.8) die Randbedingungen g¢(z,y) auf Q. Die rechte Seite
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Abbildung 62: Gebiet P (links) sowie zugehoriges diinne Gitter, Level 7,
(links) des Beispiels KG1

7

1
i

it/
I’:{”//{//;/
T
sl

Abbildung 63: Losungsfunktion zusammen mit Konturplot, Beispiel KG1

f(&,m) auf P sowie die Randbedingungen auf 9P seien so gegeben, dafl

u(&,n) = cos(§) - sin (gn)

die Losung des Problems KG1 ist. Die Ergebisse auf sukzessiven Leveln be-
finden sich in den Tabellen 40(a) und 40(b), die zugehérige graphische Dar-
stellung findet sich in Abbildung 64. Die Losungsfunktion zusammen mit
einem Konturplot zur besseren Vorstellung der Lage der Lésungsfunktion
innerhalb der Abbildung befindet sich in Abbildung 63. Aus den angespro-
chenen Tabellen erkennt man, dafl die Konvergenzordnung wie erwartet von

der Ordnung O(h?log(h™")) ist.
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Tabelle 40: (a) Fehler fiir Problem KG1, reguldres diinnes Gitter

I P g L% qs @ L3 g5 @
2 21 - 201, - - 172, - -
3 49 233 132, 1.52 0.65 1.23_, 1.40 0.60
4 113 231 7.09_, 1.86 0.81 6.69_, 1.84 0.80
5 257 227 471_, 1.51 0.66 3.49_, 1.92 0.84
6 577 225 2.58_, 1.83 0.81 1.54_, 227 1.01
71281 222 1.11_, 2.32 1.05 5.83_5 2.64 1.19
8 2817 220 4.18_; 2.66 1.21 2.01_s 2.90 1.32
0 6145 218 142_5 294 1.35 6.48_, 3.10 1.42
10 13313 2.17 4.50_, 3.16 1.45 2.00_, 3.24 1.49
11 28673 2.15 1.37_, 3.28 153 5.95_5 3.36 1.56

Tabelle 40: (b) Fehler fiir Problem

KG1, regulires diinnes Gitter

I P g LY v ¢ T g g
2 21 - 126, - - 971, - -
3 49 233 164, 0.77 033 1.22, 0.80 0.24
4 113 231 1.00., 164 0.71 591, 2.06 0.89
5 257 227 526_; 190 0.84 264, 224 0.99
6 577 225 225, 234 1.04 9.72; 272 121
71281 222 8.14.3 276 125 3145 3.10 1.39
8 2817 220 270_; 3.03 138 9.29_, 3.38 1.54
9 6145 218 852, 3.17 145 261, 3.56 1.63
10 13313 2.17 258, 3.30 152 7.18_5 3.64 1.68
11 28673 2.15 7.57_; 3.41 159 1945 3.70 1.72
A 0(tlog(n) 0

Fehler

Lmax-Fehler o—e—o 9

L1-Fehler -

-A

100

1000
Freiheitsgrade

10000

Fehler

L L2-Fehler

Punkt-Fehler & -4--»

0(h’log(h™))

—o—0

10

100

Il
1000

Freiheitsgrade

10000

Abbildung 64: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Problem
KG1: LY und LY (links) sowie L5 und der Punktfehler T (rechts)
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Beispiel KG2: Im zweiten Beispiel zur Behandlung krummliniger Gebiete
betrachten wir in zwei Dimensionen eine Konvektions—Diffusions—Gleichung
(vgl. (7.5)) auf dem in Abbildung 65 gezeigten Gebiet P.

25 FT T T T T T T T T T T T T T 25 FT T T T T T T T T T T T T T

Abbildung 65: Gebiet P (links) sowie zugehériges diinne Gitter, Level 7,
(rechts) des Beispiels KG2

x—Achse

Abbildung 66: Losungsfunktion zusammen mit Konturplot, Beispiel KG2

Die Koeffizientenfunktionen der elliptischen DGL auf P seien

an(&m) = %(2774-52) axp(&,n) = f%((n+52)2+772>
bl(f,n) = 0 b2(5a77) = 2

sowie ¢(&,n) = &. Die Vorgehensweise beim Losen ist wie zuvor beschrie-
ben. In den Tabellen 41(a) und 41(b) sind die Ergebnisse auf den jeweiligen
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Leveln aufgetragen. Die zugehorigen Graphiken, die diese Werte wieder ver-
anschaulichen, sind in Abbildung 67 zu sehen. Deutlich erkennt man auch
hier wiederum ein Konvergenzverhalten der Ordnung O(h?log(h™")).

Tabelle 41: (a) Fehler fiir Problem KG2, regulires diinnes Gitter
! P o L ay @& L3 s @

2 21 - 1.14y - - 981, - -

3 49 233 3.05_; 3.74 1.60 2.91_; 3.37 1.45
4 113 231 9.31_, 3.28 1.42 853_, 341 1.48
5
6
7

257 227 2.80_ 3.33 1.46 2.52_, 3.38 1.49
577 2.25 830-3 3.37 150 7473 337 1.50
1281  2.22 2.43_3 3.42 154 2.18_3 343 1.54

8 2817 220 6.96_4 3.49 1.59 6.28_4 3.47 1.58
9 6145 2.18 1.96_4 3.55 1.63 1.78_4 3.61 1.66
10 13313 2.17 547_5 3.58 1.65 4.99_5 3.57 1.64

11 28673 2.15 1.51_5 3.62 1.68 1.38_5 3.62 1.68
12 61441 2.14 4.13_¢ 3.66 1.71 3.79_¢ 3.64 1.70
13 131073 2.13 1.12_¢ 3.69 1.73 1.03_¢ 3.68 1.73
14 278529 2.12 3.03_- 3.70 1.74 2.79_, 3.69 1.74

Tabelle 41: (b) Fehler fiir Problem KG2, reguldres diinnes Gitter

I P g LY gy ¢ T a @

2 21 - 862, - - 190, - -

3 49 233 373, 231 099 551, 345 1.48
4 113 231 129, 289 1.25 1.65_, 3.34 145
5 257 227 4.20_, 3.07 1.35 346_3 477 2.10
6 577 225 120_, 326 145 7.98_, 434 1.93
71281 222 3.83_3 3.37 1.52 1.72_, 464 2.09
§ 2817 220 1.11_; 345 157 3.50_; 479 2.18
9 6145 218 3.17_, 3.50 1.61 T7.08_¢ 5.00 2.29
10 13313 217 8.89_5 3.57 1.64 1345 536 2.42
11 28673 215 247_5 3.60 1.67 220_; 6.09 2.83
12 61441 214 6.78_¢ 3.64 170 2.64_s 8.33 3.8
13 131073 213 1.85_¢ 3.66 1.72 5.39_;, 48.98 23.00
14 278520 212 5.01_; 3.69 1.75 1929 028 0.13

7.8.3 Gebietszerlegung bei krummlinig berandeten Gebieten

In den beiden Abschnitten 4.8.1 und 4.8.2 wird besprochen, wie Problemstel-
lungen zum einen mittels Gebietszerlegung und zum anderen auf krummlinig
berandeten Gebieten behandelt werden kénnen. Hier wollen wir nun beide
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Fehler
Fehler

10_87 Lmax=Fehler B 10_87 L2=Fehler —b—0 " B
L1-Fehler bk oA Punkt-Fehler &--&--2 LA
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Abbildung 67: Konvergenzverhalaten der jeweiligen Fehler fiir das Problem
KG2: L3 und LY (links) sowie L5 und der Punktfehler T (rechts)

Moglichkeiten zum Losen partieller Differentialgleichungen kombinieren, um
auf einem krummlinig berandeten L—-Gebiet eine vorgegebene Problemstel-
lung zu l6sen.

Beispiel DK1: Sei die Konvektions-Diffusion-Gleichung (7.5) die auf dem
in Abbildung 68 (links) gezeigten Gebiet (rechts in dieser Abbildung ist die
Unterteilung des Gesamtgebiets in zwei Teilgebiete zu sehen) zu losende
Problemstellung. Dabei seien die Koeffizientenfunktionen wie folgt gegeben:

2
au(fﬂ?) = 5(1+£)77(1+£ ) 0/12(5777) = 25+1—52
2
an(§,n) = 25:1—52 azn(€,n) = W
bl (fa 77) = 25(2}/]7—}_5) b2 (fa 77) = 2
01(57?7) = 0

Die rechte Seite sei so gewahlt, dafi die Funktion

mn\ . w’n

1+¢) M \WVearo

u(&,n) = 4cos

die Losung der Problemstellung ist. Die Vorgehensweise zur Lésung der Pro-
blemstellung ist eine Kombination aus der Vorgehensweise fiir Gebietszer-
legung und jeweiliger Transformation fiir jedes einzelne Teilgebiet. Die er-
zielten Ergebnisse sind den Tabellen 42(a) und 42(b) zu entnehmen, die
Abbildung 70 zeigt die Ergebnisse in einer graphischen Darstellung. Wie
zuvor beim Beispiel D1 als auch bei den beiden Beispielen KG1 und KG2
stellt sich auch in diesem Beispiel die Konvergenzordnung O(h*log(h™'))
ein. Die Lésungsfunktion zusammen mit einem Konturplot befindet sich in

Abbildung 69.
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wf 1 af P.nP,

Abbildung 68: Gebiet P (links) des Beispiels DK1 sowie die Unterteilung
von P in die zwei Teilgebiete P; und P, (rechts)

Abbildung 69: Lésungsfunktion zusammen mit Konturplot, Beispiel DK1
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Tabelle 42: (a) Fehler fiir Problem DK1, reguldres diinnes Gitter

I P g LY gy @ L5 qs @

2 36 - 4000 - - 365 - -

3 85 236 935_; 428 181 6.51_; 5.61 2.38
4197 232 272_, 344 148 945_, 6.89 2.97
5 449 228 9.13_, 298 1.31 6.05_, 1.56 0.68
6 1009 2.25 2.99_, 3.05 136 228_, 2.65 118
7 2241 222 940_; 3.18 143 7.55_5 3.02 1.36
8 4920 220 2.84_3 3.31 150 234_3 3.23 147
9 10753 218 8.33_, 341 156 6.56_, 3.57 1.64
10 23207 217 2.39_, 349 1.61 1.47_, 446 2.06
11 50177 215 7.54_s 317 147 570_5 258 1.20
12 107521 214 2.30_s 328 1.53 1715 3.33 1.56

Tabelle 42: (b) Fehler fiir Problem DK1, reguldres diinnes Gitter

! P g LY qyv ¢ T a4
2 36 - 527, - - 406, - -
3 85 236 135 390 1.65 1.21_; 3.36 142
4 197 232 367, 3.68 1.59 263, 4.60 1.98
5 449 228 1.00_, 3.67 1.61 140_5 18.79 8.24
6 1009 225 2.66_, 3.76 1.67 1.74_3 0.80 0.36
{

2241 222 748_3 3.56 1.60 4.97_, 3.50 1.58
4929 220 2413 3.10 1.41 1314 3.79 1.72
10753 2.18 5.27_4 4.57 210 3.02_5 4.34 1.99
10 23297 217 9.63_5 5.47 2.52 9.16_¢ 3.30 1.52
11 50177 2.15 4.71_5 2.04 095 4.43_¢ 2.07 0.96
12 107521 2.14 1.92_5 245 1.14 1.79_4 247 1.15

O

Fehler
Fehler

10°8 Lmax-Fehler oo o 108 L2-Fehler — s
L1-Fehler bt Punkt-Fehler &--&--2
10_8 L L L L 10_8 L L L L
10% 10° 10* 10° 10% 10° 10* 10°
Freiheitsgrade Freiheitsgrade

Abbildung 70: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Problem
DK1: L3 und LY (links) sowie L5 und der Punktfehler T (rechts)
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7.4 Parabolische Differentialgleichungen

Nach elliptischen Differentialgleichungen, die im vorangegangenen Abschnitt
7.2 behandelt wurden, betrachten wir in diesem Abschnitt parabolische Dif-
ferentialgleichungen. Zunachst studieren wir in Abschnitt 7.4.1 skalare para-
bolische Differentialgleichungen anhand eines einfachen Beispiels, im zweiten
Teil (Abschnitt 7.4.2) betrachten wir dann ein gekoppeltes, nichtlineares Sy-
stem parabolischer Differentialgleichungen. Der dritte und letzte Teil dieses
Unterkapitels (Abschnitt 7.4.3) behandelt das Gray Scott Modell fiir Reak-
tion und Diffusion chemischer Spezies.

7.4.1 Skalare parabolische Differentialgleichungen

Wir betrachten das parabolische Anfangs—Randwertproblem

J1(t, x)
ot

= Li(t,x) (7.9)

auf dem Gebiet Q3! = [0,7] x Q¢ mit den Randbedingungen #(t,x) =
g(t,x) fir x € 'Y = 9Q4 sowie der Anfangsbedingung #(0,x) = #y(x). Die
Diskretisierung zeitabhangiger Problemstellungen kann im Zusammenhang
mit diinnen Gittern prinzipiell auf verschiedene Weisen erfolgen:

1. fiir jeden Zeitschritt bleibt das diinne Gitter (bzgl. des Orts) un-
verdndert

Dies entspricht der Rothe-Methode (horizontale Linienmethode, vgl.
[Rek82, Ka¢85, GrRo92]), bei der eine parabolische Randwertaufgabe
mittels Zeitdiskretisierung durch eine Folge elliptischer Randwertauf-
gaben approximiert wird. Hiermit erhalt man in der Zeit—Dimension
nicht den Effekt diinner Gitter, hat somit eindimensional in Richtung
der Zeit ein volles Gitter. Bei expliziter Diskretisierung der Zeit (et-
wa mittels explizitem Euler) mufl ebenso wie auf vollen Gittern auf
die Einhaltung einer CFL-Bedingung (vgl. etwa [GrRo92]) geachtet
werden.

2. selbstadaptive Steuerung

Dies entspricht ebenfalls der Rothe-Methode, wobei nun von Zeitschei-
be zu Zeitscheibe das jeweilige Gitter adaptiv verfeinert wird. Somit
erhalten wir auch hier in Zeitrichtung keinen Diinngitter—Effekt und
eine CFL-Bedingung mufl auch hier beriicksichtigt werden, wenn wir
eine explizite Zeitdiskretisierung wiahlen.

Die Vorgehensweise bei der selbstadaptiven Steuerung ist wie folgt:
nach dem Berechnen der neuen Iterierten wird die Gitterverfeine-
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rung anhand eines zuvor ausgewihlten Adaptivitdtskriteriums durch-
gefiihrt. Dabei hat der Benutzer die Wahl, anhand welcher der be-
teiligten Grofen eine adaptive Verfeinerung geschehen soll (z.B. nur
anhand der u—Komponente oder nur anhand der v—Komponente, oder
anhand aller Komponenten, usw.). Danach erfolgt eine Interpolation
aller Grofien auf das neue Gitter.

3. Raum—Zeit-Behandlung mittels dinnem Gitter

Dieser Ansatz wird in [ScZu98] fiir parabolische Differentialgleichun-
gen knapp vorgestellt, ausfithrlich wird diese Methode fiir hyperboli-
sche Problemstellungen in [GrZu98] untersucht. Dabei wird ein (d+1)—
dimensionales diinnes Gitter verwendet, bei dem eine Dimension (z.B.
die Dimension d+ l) als Zeitdimension angesehen wird. Dabei muf die
Diskretisierung der Zeit durch eine Riickwirtsdifferenz erfolgen. Zu-
dem bendtigt man in Zeitrichtung eine Diskretisierung, die die stiick-
weise konstante, hierarchische Basis (vgl. [Bal94, GrZu98]) verwendet.
Fiir eine detailierte Beschreibung dieses Verfahrens verweisen wir auf
[GrZu98]. In der vorliegenden Arbeit wird diese Methode nicht be-
trachtet.

Im weiteren Verlauf wollen wir uns mit den ersten beiden angegebenen Mog-
lichkeiten beschiftigen. Die Diskretisierung von (7.9) erfolgt dabei vermoge
eines expliziten Eulerschritts

di(t,x) _ u(t+ At,x) — it x)

~

ot At

fiir die Diskretisierung der Zeitableitung und der Diskretisierung (5.2) bzw.
(5.3) fiir den elliptischen Operator L in (7.9), wobei die Zeitableitung kom-
ponentenweise zu betrachten ist.

Beispiel P1: Im ersten Beispiel zur Berechnung parabolischer Differential-
gleichungen sei der elliptische Anteil L in (7.9) gegeben durch

O*u(t, z1,22) O*u(t, 21, 72)

L = t,: t,: 7.10
all( ,r,y) 8$% —}-(ng( ,-f,y) 8$% (‘ )
oul(t,zq, x oult,zq, x
bl(tamay)%‘l'bZ(tamay)w-l'C(tamay)“’(tamlamZ)
mit
an(t,zr,z9) = 3t
ag(t,x1,70) = tzi29
bi(t,x1,29) = tz129
_ 2
b2(t7$1,$2) = (xl mZ)

1000 ’
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wobei ¢(t, z1, x2) so gewihlt sei, daB
u(t,z1,x9) = sin(2rz; — 10t) sin(2wzy — 5t)
v : RIxR*—= R
mit uo(z1,22) = sin(27zq)sin(2wzy) die Losung der Problemstellung ist.

Die Losung besteht demnach aus zwei in 2—Richtung und in y-Richtung
laufenden Sinuswellen, deren Ausbreitungsgeschwindigkeiten unterschiedlich
sind. Dabei ist die Geschwindigkeit der Sinuswelle in z—Richtung doppelt so
schnell wie die in y—Richtung. Nachfolgend zeigen die Abbildungen fiir ver-
schiedene Zeiten ¢ die numerisch berechneten Ergebnisse. Das hierzu verwen-

dete Gitter ist ein regulires diinnes Gitter vom Level 6 mit einer konstanten
Zeitschrittweite von 1074,
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Abbildung 72: Graph und Konturlinien, ¢t = 1.5_; (Problem P1)
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Abbildung 73: Graph und Konturlinien, t = 4.0_; (Problem P1)

Beispiel P2: Im zweiten Beispiel zur Berechnung parabolischer Differen-

tialgleichungen sei der elliptische Anteil L in (7.9) wie im Beispiel P1, Formel
(7.10), gegeben. In diesem Beispiel P2 sind

a1 (t, z1,22) = sin(zy)
ag(t, 1, 22) cos(zy)
bl(f .’El,irz) ey

bl(t 1,7 ) - ey+xy

sowie ¢(t, 21, z2) entsprechend gewihlt, daB

u(t,vy,29) = °+y*+t2+ €%
v RIxR*—=R

mit ug(z1,22) = 2°+y*+€*¥ die Losung der Problemstellung ist. An diesem
Beispiel wollen wir den Einflufl der Zeitschrittweite auf die Genauigkeit der
zu erzielenden numerischen Lésung bei Verwendung eines festen Gitters un-

tersuchen. Hierzu wahlen wir unterschiedliche Zeitschittweiten At;, die sich
in diesem Beispiel vermoge

At; = 477 At

fiir 1 < i < 9 mit der Wahl Atg = 1076 ergeben. Mit diesen Zeitschrittweiten
wird nun ausgehend von der Zeit £ = 0 jeweils ein Zeitschritt auf einem fest
gewihlten Gitter (hier: reguldres diinnes Gitter, Level 5) gerechnet. Die fiir
jedes At; so erzielten Fehler sind in den beiden Tabellen 43(a) und 43(b)
aufgelistet. Dabei gibt die mit 7 bezeichnete erste Spalte den Index von At;
an und die Spalte, die mit gas; bezeichnet ist, gibt den Quotienten zweier

aufeinanderfolgender Zeitschrittweiten an, der in unserem Fall hier stets 4
betragt.
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Tabelle 43: (a) Fehler fiir Problem P2, reguldres diinnes Gitter

v

qAt;

LS

o0

qr.s,

S
91

L3

qrs

@

© 00 ~1 O Tk W N~ O

4.00
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00

2.81_3
7.03_4
1.76_4
4.40_5
1.10_5
2.75_¢
6.87_7
1.72_7
4.29_g
1.07_g

4.00
3.99
4.00
4.00
4.00
4.00
3.99
4.01
4.01

1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

2.00_3
5.00_4
1.25_4
3.13_5
7.82_¢
1.96_¢
4.89_7
1.22_»
3.05_3
7.64_g

4.00
4.00
3.99
4.00
3.99
4.01
4.01
4.00
3.99

1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

Tabelle 43: (b) Fehler fiir Problem P2, reguldres diinnes Gitter

v

thi

14
Ll

iy

a3

T

qr

@
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4.00
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00

1.78_3
4.45_4
1.11_4
2.78 _5
6.95_¢
1.74_¢
4.34_7
1.09_~
2.71_g
6.79_9

4.00
4.01
3.99
4.00
3.99
4.01
3.98
4.02
3.99

1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
0.99
1.01
1.00

5.73_~
1.43_~7
3.58_¢
8.95_9
2.24_4
5.59_1¢
1.40_49
3.50_11
8.74_19
2.19_49

4.01
3.99
4.00
4.00
4.01
3.99
4.00
4.00
3.99

1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

Aus den Tabellen erkennt man deutlich, dafl die Fehlerordnung beziiglich
der Zeit linear ist, da sich alle betrachteten Fehler mit demselben Faktor

reduzieren wie sich die Schrittweite in der Zeit verkleinert. Dies belegen
auch die Spalten, in denen die entsprechenden Quotienten zu finden sind,
die fiir alle 4 Normen identisch 1 sind.

7.4.2 Nichtlineare Systeme parabolischer Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir nichtlineare Systeme parabolischer Dif-
ferentialgleichungen der Bauart

(7.11)
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Abbildung 74: Konvergenzverhalten der jeweiligen Fehler fiir das Problem
P2: L3 und LY (links) sowie L5 und der Punktfehler T (rechts)

mit

Juy (t, %) Quy (t, x))
B = B e
( (9$1 k i 8$1
OJuy (t,x)  Oui(t,x)  Juy(t,x)
8$1 8$2 Td
Jusy (ta X) Jusy (tv X) e Quy (ta X)
— 8$1 8$2 Zq
8ud(.t, x) 8'ud(.t, x) 8ud(.t, x)
8301 8302 Td

—

auf dem Gebiet Q7' = [0,7] x Q7 mit den Randbedingungen @(t,x) =
7(t,x) fiir x € T'Y = 097 sowie der Anfangsbedingung (0, x) = #y(x).

Beispiel P3: Wir betrachten im Beispiel P3 das nichtlineare parabolische
System

t 2, t 2 t ,
7(9“( 21, 2) = (111(t79317$2)—8 ult, o1, v2) +a22(t7$1,$2)—8 ult, 21, 22)

ot Oz] Oz
ou(t,xq, z oult.z1. v
+b1(t7x17m2)%+b2(t,m1,x2)w

+e(t, z1, 22) + g1(t, 71, 22) u(t, v1,72) +

Qu(t, z1, x2)
8302

8%1

—|—g2(t,$1,$2) ,U(t7$17$2)
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781]@’;;’ T2) _ e (t, v, mz)ia%(ta’;%’ r2) + eaz(t, w1, 72) 782?](2;%1’ v2)
+f1(t,m1,m2)7av(téz?m2) + fg(t,ml,mz)iav(téz:’mz) -
+d(t, z1,22) + by (t, 21, m2)%¥1,mg)u(tj T1,22) +
+hy(t, 2y, mz)wv(t, Tq,Tg)

(?ivg
(7.12)

in zwei Raumdimensionen. Dabei seien die Koeffizientenfunktionen wie folgt
gewihlt:

ay(t, z1,22) = sin(aq) en(t,z1,22) = cos(zy)
ax(t,z1,22) = sin(zg) exn(t,r1,22) = cos(zz)
bi(t,ey,2g) = aiag filt,2,2) = 2923
ba(t,z1,22) = @1+ a2 folt,zr,22) = a1+ 22
gi(t,x1,22) = €% h1 (t,z1,29) = e*1t®2
gZ(t7$1,m2) = e” (f TlarZ) = en™

Zudem seien die Funktionen c(t, 21, z2) und d(, z1,22) so gewdhlt, daf
u(t,z1,22) = 21(1— z1)29(1 — 22) sin(107t)
v(t,z1,22) = (z1 +sin(xt)) (1 +sin(rt) — zy) -
“(z2 + 1 — cos(rt)) (cos(nt) — z3)

die Losungsfunktionen der angegebenen Problemstellung seien. Die Rand-
bedingungen 7(t,x) ergeben sich dann aus der Einschrinkung der beiden
Losungsfunktionen auf den Rand I'?.

Wie zuvor im Beispiel P2 betrachten wir auf einem fest gewdhlten Gitter
die Abhingigkeit des Fehlers, gemessen in verschiedenen Normen, von der
Zeitschrittweite At;, die in diesem Beispiel definiert ist vermoge

At; = 27 Aty .

In den numerischen Versuchen wurde Aty = 10~ gewihlt, wobei wie schon
im Beispiel P2 das fest gewdhlte Gitter ein reguldres diinnes Gitter der
Leveltiefe 5 ist. In den Tabellen 44 bis 47 sind die erzielten numerischen Er-
gebnisse zusammengefaflt. Dabei werden in den Tabellen die einzelnen Feh-
ler fiir die u—Komponente sowie der v—Komponente stets gegeniibergestellt.
Es zeigt sich, dal bei dem verwendeten Beispiels das explizite Eulersche
Zeitschrittverfahren von 2. Ordnung konvergent ist, was sich auf das Feh-
len entsprechender Terme in der Taylorentwicklung der Losungsfunktionen
zuriickfiithren 188t. Somit stellt sich auch im Fall diinner Gitter wie erwartet
dieses Phanomen ein. In den Abildungen 75 und 76 sind die Resultate der
numerischen Berechnungen graphisch zusammengefafit.
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Tabelle 44: L,,—Fehler fiir Problem P3, regulires diinnes Gltter
gae, L3(w) qps (W) ¢f(u) L5, (v) s (v) ¢ (v)
- 2.48_5 - - 9.15_¢4 - -
2.00 6.22_4 3.99 1.99 2.29_4 4.00 2.00
2.00 1.56_¢ 3.99 1.99 5.72_7 4.00 2.00
2.00 3.89_7 4.01 2.01 1.43_; 4.00 2.00
2.00 9.73_g 4.00 2.00 3.57_g 4.01 2.00
2.00 2.43_g 4.00 2.00 8.93_¢ 4.00 2.00
2.00 6.08_g 4.00 2.00 2.23_4 4.00 2.00
2.00 1.52_g 4.00 2.00 5.58_1¢ 4.00 2.00
2.00 3.80_1¢ 4.00 2.00 1.40_1¢ 3.99 1.99
2.00 9.50_4; 4.00 2.00 3.49_q4 4.01 2.01

© 00 ~1I O U W NP O =

Tabelle 45: Ly—Fehler fir Problem P3, reguldres diinnes Gitter

iogan Li(w)  qs(u) @ (w) L) qrs(v) 45 (v)
0 - 130, - T Tliie - -
1 200 327_¢ 398 199 1.79_ 401  2.00
2 200 823_. 3.97 1.99 448_. 400  2.00
3 2.00 2.06_, 400 200 1.12_, 400  2.00
4 2.00 5.16_s 3.99 200 2.80_s 4.00  2.00
5 2.00 1.29_s 400 200 6.99_, 401  2.00
6 2.00 3.23_, 3.99 200 1.75_o 3.99  2.00
7 2.00 8.08_,0 4.00 2.00 437, 400  2.00
8 2.00 2.02_,, 400 200 1.09_,, 401  2.00
9 2.00 5.08_,, 3.98 1.99 273_,, 3.99  2.00

Tabelle 46: Li—Fehler fiir Problem P3, reguldres diinnes Gitter

i gy LY(w) qps(u) gy () L(v)  grs(v) g3 (v)
0 - 1.02.. - T 6.73.a - -

1 2.00 259 3.94 197 1.68.¢ 401  2.00
2 200 6.51_, 3.98 1.99 420, 400  2.00
3 2.00 1.63_, 3.99 2.00 1.05>_, 400  2.00
4 200 4.09_s 3.99 1.99 2.62_s 401  2.00
5 2.00 1.02_s 401  2.00 6569 3.99  2.00
6 2.00 2.56_, 3.98 1.9 1.64_9 4.00  2.00
7 2.00 6.40_,, 4.00 2.00 4.10_,, 4.00  2.00
8 2.00 1.60_,, 4.00 200 1.02_,, 402 2.01
9 2.00 4.00_,, 400 2.00 256_,, 3.98 1.9




7.4 Parabolische Differentialgleichungen

155

Tabelle 47: Punkt-Fehler T fiir Problem P3, reguldres diinnes Gitter

i ogqan T(w)  gr(w) (W) T  qr(v) ¢ (v)
0 - 6.16_¢ - - 7.52_¢ - -
1 2.00 1.60_¢ 3.85 1.93 1.88_g 4.00 2.00
2 2.00 4.08_, 3.92 1.96 4.69_, 4.01 2.00
3 2.00 1.03_r 3.96 1.98 1.17_7; 4.01 2.00
4 2.00 2.59_g 3.98 1.99 2.93_s 3.99 2.00
5 2.00 6.49_¢9 3.99 2.00 7.32_g 4.00 2.00
6 200 1.62_o 4.01 2.00 1.83_9 4.00 2.00
7 2.00 4.06_10 3.99 2.00 4.57_19 4.00 2.00
8 2.00 1.02_,p 4.98 1.99 1.14_,, 4.01 2.00
9 2.00 2.54_;; 4.02 2.01 2.86_71 3.99 1.99
107t 107t
1070 . 1070
1076 — 1076

5 107 1y 07

E 1078 g E 1078

I L2-Fehler (ll) —o—
L2-Fehler (v) &--s--

2

4 6

Index i der Zeitschrittweite

I LI-Fehler (ll) —o—

L1-Fehler (v) &--s»--

0 2

4

6

Index i der Zeitschrittweite

Abbildung 75: Konvergenzverhalten beim Problem P3: Lg (links) sowie LY
(rechts), jeweils beide Komponenten u und v in einer Graphik
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Abbildung 76: Konvergenzverhalten beim Problem P3: L3 (links) sowie
Punktfehler T' (rechts), jeweils beide Komponenten u und v in einer Graphik
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Neben dem Einflufl der Zeitschrittweite interessieren wir uns fiir den zeitli-
chen Verlauf der Fehler auf einem festen Gitter zusammen mit einer festen
Zeitschrittweite. Als Beispiel hierzu wdhlen wir ein regulires diinnes Git-
ter auf dem Level 5 mit der Zeitschrittweite At = 10~%. Die Fehlerkurven

1x10 " ‘ 6.0x10 T w
Fehler in u bzgl. L,~Norm Fehler in v bzgl. L,~Norm
,47 E
gxi0™° 5.0x10
. 401074 E
B0 1
L o _4
k= © 300074 E
v [}
[’ 75 L
4x10
20x1074E E
-5
20 10074 E
0 | | 0 | |
0 x10* ax10* ex10* 0 x10* ax10* ex10*

Nummer des Zeitschritts Nummer des Zeitschritts

Abbildung 77: (periodischer) zeitlicher Verlauf der L,—Norm des Fehlers der
u—Komponente (links) und der v—Komponente (rechts)

bzgl. der L,—Norm iiber den zeitlichen Verlauf sind in der Abbildung 77 zu
sehen, die entsprechenden Kurven fiir die Maximumsnorm weisen ein na-
hezu identisches Verhalten auf. Deutlich kann man in der genannten Abbil-
dung erkennen, dafl sich der Fehler periodisch mit der Periode der jeweiligen
Lésungskomponente verhalt.

7.4.83 Gray Scott Modell fir Reaktion und Diffusion chemischer
Spezies

Das Gray Scott Modell [AACHNS, LMOS93, Pea93] basiert auf den beiden
chemischen Reaktionen

U+2v — 3V
vV —» P,

wobei U, V und P chemische Spezies darstellen. Die mathematischen Glei-
chungen, mit denen das Verhalten der drei Komponenten untereinander si-
muliert werden kann, stellen ein nichtlineares System parabolischer Diffe-

rentialgleichungen dar und lauten [AACHNS, GSS, LMOS93, Pea93, Wil]
ou

il Dy Au — uwv® + f(1 - u) (7.13)
% = D,Av+ uv? — (f + k)?] (7.14)

Dabei bezeichnen # und v die Konzentrationen der Spezies U und V, D,
und D, sind die jeweiligen Diffusionsraten, & ist die Umwandlungsrate von
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V nach P, und f représentiert die Rate des Prozefles, der U dem System
zufithrt und gleichzeitig V und P abfiihrt.

Das System (7.13), (7.14) besitzt fiir alle Parameterkombinationen (f, k) €
R? die stabile Lésung u = 1,v = 0, die somit einen stationiren Zustand des
obigen Systems beschreibt. Das Gray Scott Modell zur Simulation speziel-
ler chemischer Vorgénge fiihrt jedoch, wenn man den stationdren Zustand
einer beliebigen, “kleinen” Stérung unterwirft, fiir einen grofien Bereich von
Parametertupeln (f, k) zu morphologischen Strukturen, die einer Vielzahl
unterschiedlich ausgebildeter Konzentrationen entsprechen. Einen Uberblick
iiber die zu erwartenden Muster kann man etwa in [AACHNS, GSS, Wil]
finden. Die am hiufigsten auftretenden Muster sind dabei “fingerférmige”
sowie “punktformige” Verteilungen bzw. Konzentrationen. Insbesondere be-
findet sich unter [GSS] eine JAVA-Version eines Gray Scott Simulators, der
die Eingabe der Parameter f und k sowie der Diffusionsraten D, und D,
erlaubt und bei der die zeitliche Entwicklung der Konzentrationen graphisch
verfolgt werden kann.

Kleine Stérungen einer konstanten Ausgangssituation fiihren im allgemei-
nen bei diesem Modell dazu, daf sich diese Stoérungen in » und v zundchst
“kreisformig” ausbreiten und sich im Laufe der Zeit zu den angegebenen
morphologischen Strukturen ausbilden. Nachfolgend finden sich die Ergeb-
nisse von drei Simulationen auf diinnen Gitter, wobei zum Vergleich beim
dritten Beispiel (Beispiel GS3) auch die Ergebnisse auf einem vollen Gitter
berechnet wurden. Die drei verschiedenen Simulationen zeigen dabei drei
verschiedene Reaktionsverhalten, die in Abhingigkeit der einzustellenden
Parameter D,, D,, f und k erhalten werden kénnen: die Konzentrationen,
die im Gray Scott Modell berechnet werden, gehen fiir bestimmte Prozefipa-
rameter in einen konstanten, stationiren Zustand iiber (vgl. Beispiel GS2).
Unterwirft man den stationidren Zustand » = 1, v = 0 einer Storung, et-
wa in einem quadratischen Teilgebiet in der Mitte des Gesamtgebiets, wie
dies auch im Grau Scott Simulator [GSS] eingestellt werden kann, so breitet
sich diese Stérung im Laufe der Zeit iiber das gesamte Gebiet aus (Beispiel
GS3). In Beispiel GS1 betrachten wir jedoch zundchst den Fall, da sich
fingerformige Strukturen ausbilden.

Beispiel GS1: Die Prozefparameter sind in diesem Beispiel f = 2.5.1072,
k=5-10"%2, D, = 2-107° sowie D, = 107° mit At = 10~'. Zum Start
der Simulation wird eine Randomverteilung (in der Programmiersprache C
wurde hier drand48() verwendet) der Werte zwischen 0 und 1 auf dem
Grundgebiet Q = [0,2.5]% (vgl. [Pea93]) angenommen.

Dabei bildet sich anfangs eine hohe Konzentration (gelbe/rote Farbe) von U
aus, wohingegen die Konzentration von V (verglichen mit der von U) relativ
gering ist. Im zeitlichen Verlauf der Simulation erhdht sich die Konzentration
von U, bevor sie mit der Erhohung der Konzentration von V fallt.
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Abbildung 80: Konzentrationen » und v, ¢t = 120 (Beispiel GS1)
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Abbildung 83: Konzentrationen u und v, t = 220 (Beispiel GS1)
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Beispiel GS2: Die Prozeparameter sind in diesem Beispiel f = 51072,
k=6.25-10"2, D, = 1072 sowie D,, = 51073 mit At = 1072. Zum Start
der Simulation wird wiederum eine Randomverteilung der Werte auf dem
Grundgebiet Q = [0,2.5]? (vgl. [Pea93]) angenommen.

Zunichst bilden sich fingerartige Gebilde aus, die sich im Fall der u—Konzen-
tration nach kurzer Zeit vereinigen und schliefllich verschwinden, wobei eine
homogene Konzentrationsverteilung erreicht wird. Bei der v—Konzentration
erkennt man, dafl dort, wo die Konzentration u hoch ist, die Konzentration
v gering ist. L&t man den Prozefi weiterlaufen, so geht auch v in einen
konstanten, stationdren Zustand iiber.

1.0

Abbildung 85: Konzentrationen u und v, t = 8 (Beispiel GS2)

Beispiel GS3: Die Prozefparameter sind hier f = 1072, k = 7. 1072,
D, = 31072 sowie D, = 1072 mit der Zeitschrittweite At = 1073. Das
Gebiet ist wiederum Q = [0,2.5]%. Zum Start der Simulation wird der stati-
onidre Zustand # = 1, v = 0 einer Randomverteilung derart unterworfen, daf
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Abbildung 88: Konzentrationen » und v, t = 20 (Beispiel GS2)
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die Werte in einem quadratischen Teilgebiet in der Mitte des Gesamtgebiets
(vel. [GSS, LMOS93, Pea93]) sowohl fiir u als auch fiir v gestért werden.
In den nachfolgenden Abbildungen 89 bis 92, bei denen jeweils links das
Simulationsergebnis auf einem vollen Gitter und rechts die entsprechende
Simulation auf einem diinnen Gitter zum gleichen Zeitpunkt gezeigt sind,
erkennt man, dafl sich qualitativ dasselbe Verhalten einstellt. Dabei wurde
fiir die Simulation ein regulires diinnen Gitter der Leveltiefe 12 bzw. ein vol-
les Gitter der Leveltiefe 6 verwendet. Zu Zwecken der Ausgabe wurde das
diinne Gitter, wie bereits bei den vorangegangenen beiden Beispielen GS1
und GS2, auf ein volles Gitter interpoliert. In diesem Beispiel mufl dabei auf
ein volles Gitter interpoliert werden, das vollstindig in dem betrachteten
diinnen Gitter enthalten ist. Wiirde man hier zu Zwecken der Ausgabe das
diinne Gitter der Leveltiefe 12 etwa auf ein volles Gitter der Leveltiefe 12
interpolieren, so wiirde sich in der graphischen Ausgabe die Struktur des
diinnen Gitters wiederspiegeln. Somit konnte man der Versuchung erliegen,
diinne Gitter aufgrund des Effekts in der Visualisierung als ungeeignet fiir
diese Anwendungen zu erachten. Daher muf (nicht nur hier, sondern gene-
rell) bei der Ausgabe von Berechnungen auf diinnen Gittern, bei denen die
Struktur des diinnen Gitters sichtbar wird, darauf geachtet werden, ob die
Diinngitterstrukten nur wegen Interpolationen auftreten.

Abbildung 89: Vergleich der Konzentration u, t =210~ (Beispiel GS3)
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Abbildung 90: Vergleich der Konzentration u, t = 3-10~! (Beispiel GS3)

Abbildung 91: Vergleich der Konzentration v, t = 2-107" (Beispiel GS3)

Abbildung 92: Vergleich der Konzentration v, t = 3-10~" (Beispiel GS3)
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7.5 Navier Stokes Gleichungen

Die Strémung eines Fluids in einem Gebiet Q@ C R™ im Laufe der Zeit t € R™T
wird beschrieben mit Hilfe der Groflen

o i:Qx][0,Tenge] > R™ (Geschwindigkeiten),
o p:Qx[0,Tenge] = R (Druck) sowie
e p:Qx[0,Tcng] = R (Dichte).
Bei der Betrachtung von laminaren Stromungen inkompressibler Fluide gilt

fiir die Dichte insbesondere p(Z,t) = const, so daf sich die Strémung im
stationdren Zustand durch das System von partiellen Differentialgleichungen

(- V)i+Vp = Toe Ad+ f(@) (7.15)
div(d) = 0 (7.16)
und im instationdren Zustand durch das System
_: ]_ -
% F@ V)Y = oA+ f(@) (7.17)
div(id) = 0 (7.18)

beschreiben 1d8t, das aus den Impulsgleichungen (7.15) bzw. (7.17) und der
Kontinuititsgleichung (7.16) bzw. (7.18) besteht und das man als Navier
Stokes Gleichungen bezeichnet. Der Druck ist hierbei nur bis auf eine Kon-

stante bestimmt, und f(#) stellt duBere Krifte (wie etwa die (Erd—)Anzie-
hungskraft) dar, denen das physikalische System unterliegt.

Betrachtet man instationire, temperaturabhingige Strémungen, so ergeben
sich die entsprechenden Gleichungen zu

oii 1

o H (@ V)i +Vp = EM+f(ﬁ)+(1-ﬂ:r)g (7.19)
div(?) = 0 (7.20)

or  9(Tu)  O0(Tv)  O0(Tw) I -
ot Ox + dy + 0z RePrAT+f(T) ' (7.21)

wenn man die Energiegleichung (7.21) zu den bisherigen Gleichungen (7.17)
und (7.18) hinzufiigt und die Kopplung von Temperatur und Geschwindig-
keiten in den abgednderten Impulsgleichungen (7.19) beriicksichtigt. Dabei
wird die Temperatur 7 mittels der Boussinesq—Approximation an die Ge-
schwindigkeiten gekoppelt, Re ist die Reynoldszahl und Pr die Prandtl-
zahl. Eine ausfiihrliche Herleitung dieser Gleichungen (sowohl im tempe-
raturabhidngigen Fall als auch im Fall ohne Energieberiicksichtigung), der
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Giiltigkeit der Boussinesq—Approximation sowie eine Erklarung der verwen-
det Konstanten findet man etwa in [GrDoNe98]. Wir stellen nachfolgend
zwei unterschiedliche Losungsverfahren vor, die mit Hilfe der Methode der
Finiten Differenzen auf diinnen Gittern implementiert wurden.

Das erste Verfahren ist hierbei die “Methode der kiinstlichen Kompres-
sibilitdt” (vgl. etwa [Cho67, PeTa90, Fle91l, FePe96]), die auf die stati-
ondren Gleichungen (7.15) und (7.16) anwendet wird. Die zweite Metho-
de zur Losung der Navier Stokes Gleichungen ist eine Projektionsmethode
[Gre87, PeTa90, Fle9l, GrDoNe98, FePe96], bei der die Berechnung des

Drucks mit Hilfe eines Poisson—-Problems (7.2) gelést wird, fiir das Diri-
chlet—-Randbedingungen (und keine Neumann-Randbedingungen) in jedem

Zeitschritt ermittelt werden.

7.5.1 Die Methode der kiinstlichen Kompressibilitat

Die Methode der kiinstlichen Kompressibilitdt, die auf die stationdren Glei-
chungen (7.15) und (7.16) angewendet wird, ist eine pseudo—stationire Me-
thode. Hier werden kiinstlich Zeitableitungen eingefiihrt und von den sta-
tiondren Gleichungen auf die instationdren Gleichungen (7.17) und (7.18)
ibergegangen. Zudem wird der Druck als zeitabhidngige Gréfie interpretiert
und die Kontinuitdtsgleichung vermoge

@
ot

modifiziert. Fiir den Grenzfall £ — oo, fiir den die stationdre Losung des
Problems angenommen wird, folgt somit

9p
ot
und die Gleichungen (7.22) und (7.16) fallen zusammen. Die Gleichung (7.22)
ist nur fiir den Grenzfall ¢ — oo physikalisch sinnvoll. Gleichung (7.22)
gibt im iibrigen diesem Verfahren, das aufgrund der Ahnlichkeit der ange-
sprochenen Gleichung und der entsprechenden Gleichung im kompressiblen

Fall so genannt wird (vgl. [Fle91], die Bezeichung stammt von J. A. Cho-
rin [Cho67]), seinen Namen. Der Parameter ¢ kann als kiinstliche Schallge-

+c2divu=0 (7.22)

0

schwindigkeit interpretiert werden und es gilt

p==cp .

Wie aus den vorhergehenden Gleichungen zu entnehmen ist, taucht im in-
kompressiblen Fall die Dichte jedoch nicht explizit in den Berechnungen auf
und die beiden Parameter ¢ und At (Zeitschrittweite bei der Zeitdiskretisie-
rung) haben die Rolle eines Relaxationsparameters, wobei die Wahl von At
nach bestimmten Stabilitdtskriterien zu erfolgen hat und abhéngig von der
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Wahl von c ist. Fiir ein explizites Verfahren (explizites Eulerverfahren) wird

nach [StKu77, Fle91] die Wahl

1

2

<
= A

empfohlen. Eine genauere Analyse fiir die Wahl der beteiligten Parameter

findet sich in den angegebenen Quellen.

Aus der Literatur ist dieses Verfahren als verldfliches, aber duflerst lang-
sam konvergierendes Verfahren bekannt. Es ist daher sinnvoll, anstelle ei-
nes feinsten Gitters, auf dem man die Losung berechnen will, die Lésung
unter Zuhilfenahme mehrerer gréoberer Gitter zu ermitteln. Neben der Be-
rechnung der Navier Stokes Gleichungen auf einem festen Gitter verwenden
wir nachfolgend eine geschachtelte Iteration, wobei die Methode der kiinst-
lichen Kompressibilitidt als Glitter verwendet wird. Der Einsatz eines ech-
ten Mehrgitter—Verfahrens wiirde natiirlich eine noch geringere Anzahl von
Iterationen mit sich bringen, mufl aber an dieser Stelle unterbleiben. Die
Diskretisierung der Zeitableitung geschieht wie bereits im Abschnitt iiber
parabolische Differentialgleichungen mittels eines expliziten Eulerschrittes.
Die Berechnung der Ortsableitungen erfolgt iiber die zuvor eingefiihrten Fi-
niten Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern. Somit erfolgt die Diskre-
tisierung der Methode der kiinstlichen Kompressibilitit in zwei Dimensionen

wie folgt:

w21, 25) = u(x1,20) + At (Asun(xl,mz) ¥ fi(en, ) —
~D7 ((u"(21,22))") = D3 (u™(21,22) - 0" (21, 72))
—Df(Pn(xhﬂh)))

v (21, 2) = 0"(21,22) + At - (Asvn(ml,mg) + folzr, 29) —
—DF (u" (21, 22) - V" (w1, 72)) — D3 (" (21, 72))°)
—D§(P"'($17932))>

P (e, 20) = pU(a, ) -

- At (D (w0 (a1,22)) + D ("4 (21,22) )

Analog erfolgt die Diskretisierung der Methode der kiinstlichen Kompressi-
bilitdt in drei Dimensionen verméoge

u"t(x) = u"(x)+ At- (ASU”(X) + fi(x) — Df((u” (x))2)

—Dg(u"(x) . v”(x)) - Dg(u”(x) . w”(x)) - Df(p”(x)))
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) = om0+ A (AT 4 fa(x) — DF (u () " (x)
D ((v"(x))*) = D3 (" (x) - w"(x)) - D (5" (x)))
W) = 0" (x)+ At (ASW"(XHfs() DS(u (x) - 0" (x))
D3 (o7 (x) - 0" (%)) = DF (" (x))*) - DF (1" ()))
P = pn(x) - At (Df(ru"<x>)+D§(v"<x>) + D3 (v"(x))
mit x = (21, 72, 73).

Beispiel N1: Als erstes einfaches Testbeispiel dient das in [Cho67] angege-
bene Beispiel einer parabolischen Stromung durch einen Kanal. Die Losung
w(x) = [u(z1,22),v(x1, z2)] des Problems auf dem Gebiet Q = [0, 10] x [0, 1]

in zwei Raumdimensionen ist hierbei gegeben durch

u(zr,22) = 4a9(l — 29)
v(z1,z2) = 0
p(z1,22) = C—a,

wobei C' eine beliebige Konstante ist. Abbildung 93 zeigt die Lisung des
Problems. Der Start der Iterationen erfolgt hierbei mit einer nicht diver-
genzfreien Startlosung. In den nachfolgenden Graphiken der Abbildung 94
sind die Fehlerverhalten fiir die zwei verschiedenen Parameter ¢ = 100 und
¢ = 10 enthalten. Es zeigt sich hierbei, daf sich fiir die kleinere Wahl des
Relaxationsparameters ¢ bereits nach einer wesentlich geringeren Zahl von
Iterationen eine hohere Genauigkeit in der Lésung einstellt als fiir den gréfie-
ren Parameter von ¢ (beachte hierbei die unterschiedliche Skalierung in Ab-
bildung 94). Damit vergleichbar ist das Verhalten im Fall der geschachtelten
Iteration (vgl. hierzu Abbildung 95), wo ebenfalls bei der Wahl des klei-
neren Parameters ¢ das Konvergenzverhalten wesentlich besser ist. Zudem
erkennt man, dafl durch die Anwendung der geschachtelten Iteration die
Anzahl nétiger Iterationen zum Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit
wesentlich geringer ist als bei Verwendung eines einzelnen Gitters. An dieser
Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dafl ein Mehrgitter—Verfahren die-
selben Genauigkeiten in einem Bruchteil der hier noch nétigen Iterationen
liefern konnte.

Beispiel N2: Das zweite Beispiel ist die Nischenstromung (lid driven cavi-
ty). Hier wird ein Band mit einer vorgegebenen Geschwindigkeit iiber einem
mit einem Fluid gefiillten Behiltnis gezogen, wodurch die Fliissigkeit in Be-
wegung versetzt wird. Fiir eine genaue Beschreibung des Problems sei unter
vielen etwa auf [GGS82, GrDoNe98] verwiesen. Die Nischenstrémung wurde
fiir moderate Reynoldszahlen Re < 100 gerechnet, das Ergebnis fiir Re = 50
befindet sich zusammen mit einem adaptiven diinnen Gitter in der Abbil-

dung 96.
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Abbildung 93: Losung des Problems N1
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Abbildung 94: Fehler fiir das Problem N1 bei der Methode der kiinstlichen
Kompressibilitdt als Loser (berechnet auf einem festen Gitter): Maximums—
Norm in der u;—Geschwindigkeit (oben) und Maximums—Norm in der Di-
vergenz (unten)
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Abbildung 95: Fehler fiir das Problem N1 bei der Methode der kiinstlichen
Kompressibilitit als Loser (berechnet mittels geschachtelter Iteration, wobei
die Methode der kiinstlichen Kompressibilitit als Glatter verwendet wird):
Maximums—Norm in der u;—Geschwindigkeit (oben) und Maximums—Norm
in der Divergenz (unten)

Velocity Field

Abbildung 96: Nischenstromung mit Re = 50 und adaptives diinnes Gitter
(Beispiel N2)
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Beispiel N3: Wir betrachten hier ein zweidimensionales Beispiel [Pro97],
bei dem die Lésung der stationdren Navier Stokes Gleichungen bekannt ist.
Dabei lauten die Geschwindigkeiten

up(z,y) = 2%(1—2)%(2y — 6y* + 4y°)
us(z,y) = —y*(1—-y)*(2¢ - 62> + 42°)

und der Druck ergibt sich zu

plz,y) = <w2 +y? - %) :
In den Tabellen 48 bis 50 sind die Ergebnisse fiir den Fehler im Druck, dem
Fehler in der Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes @ (vgl. (7.16))
sowie dem Fehler in der ersten Geschwindigkeitskomponente uq(z,y) auf
sukzessiven Leveln reguldrer diinner Gitter angegeben. Dabei sind die Feh-
ler in der zweiten Geschwindigkeitskomponente us(z,y) wegen uy(z,y) =
—ug(y, z) beziiglich der Maximumsnorm und der Ly—Norm identisch zu den
Fehlern in uq(z,y). Aufgrund der glatten Losung sowohl in den Geschwin-
digkeiten als auch im Druck sind die fiir diinne Gitter typischen Konver-
genzraten von O(h%log(h™')) zu beobachten. Die Abbildungen 97 und 98
zeigen das Konvergenzverhalten, in Abbildung 98 (rechts) ist zudem das
Stromungsfeld fiir das Beispiel N3 enthalten.

Tabelle 48: Fehler fiir Problem N3, hier: Druck p

I P e LY s & L§ uqs @

2 21 - 5.60_¢ - - 3.96_9 - -

3 49 233 349_, 1.60 0.69 2.05_, 193 0.83
4 113 231 1.62_5 2.14 0.92 7.97_3 2.57 1.11
5 257 227 6.32_3 2.56 1.13 2.73_3 2.92 1.29
6 577 225 221_3 286 1.27 8.60_4 3.17 1.41
7 1281 222 7.29_4 3.03 137 2574 3.35 1.51
8 2817 2.20 2.25_, 3.24 1.47 7.43_5 3.46 1.57

Tabelle 49: Fehler fiir Problem N3, hier: V -

! P qp L3, qrs, @ L3 qrs 0

2 21 - 5.63_9 - - 3.98_9 - -

3 49 233 347, 1.62 0.70 2.02_, 1.97 0.85
4 113 231 151, 230 099 7.57_3 2.67 1.16
5 257 227 5.93_3 255 121 254_3 298 1.31
6 577 225 2.05_3 2.89 129 7.96_, 3.19 1.42
7 1281 2.22 6.63—4 3.09 139 2.36_4 3.37 1.52
8 2817 220 2.04_4 3.25 1.48 6.79_5 3.48 1.58
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Tabelle 50: Fehler fiir Problem N3, hier: Geschwindigkeit u(z, u)
I P g L% qs @@ L3  qs ¢

2 21 - 2.34_3 - - 1.17_3 - -
3 49 233 1.21_3 1.93 0.83 4.90_, 2.39 1.02
4 113 231 4.13_4 293 127 181_4, 2.71 1.17
5 257 227 1.24_, 3.33 147 5.77_5 3.14 1.38
6 577 225 3.61_5 3.43 153 1.72_5 3.35 1.49
7 1281 2.22 1.03_5 3.50 1.58 4.97_¢ 3.46 1.56
8 2817 2.20 2.92_¢ 3.53 1.60 1.41_g 3.52 1.60
107!
107%k
é: 1073k
&
1074 L2-Fehler o+ g 1074 L2-Fehler o+ E
Maximums-Fehler »--s--» Maximums-Fehler »--s--»
10_5 | | 10_5 | |
10 100 1000 10 100 1000
Freiheitsgrade Freiheitsgrade

Abbildung 97: Konvergenzverhalten des Drucks (links) und der Divergenz-
freiheit (rechts) bzgl. der Maximumsnorm und der Ly—Norm
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Abbildung 98: Konvergenzverhalten der Geschwindigkeit uq(z,y) bzgl. der
Maximumsnorm und der Ly—Norm (links) sowie das Strémungsfeld des Pro-
blems N3 (rechts)
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7.5.2 Ein Projektionsverfahren zur Losung der Navier Stokes
Gleichungen auf diinnen Gittern

Projektionsmethoden zur Lésung der Navier Stokes Gleichungen wurden un-
abhingig von A. J. Chorin [Cho68] und R. Temam [Tem69] eingefiihrt. Eine
explizite Version einer Projektionsmethode von M. Fortin et. al. [FPT97],
die zur Berechnung der Beispiele N4 und N5, die spiter genauer beschrieben
werden, verwendet werden soll, wird anschlieflend vorgestellt.

Die explizite Methode von M. Fortin et. al. ist eine fractional step method
mit erster Ordnung beziiglich der Zeitdiskretisierung. Im ersten Schritt zur
Berechnung der Gleichungen (7.15) und (7.16) wird hierbei eine vorlaufige,
nicht divergenzfreie Geschwindigkeit u* vermoge

* n

U —u

At

I -
—}—(u-V)u—EAu—}—f(u) ) (7.23)

ermittelt, was genau der Impulsgleichung unter Vernachldssigung des Drucks
entspricht. Dabei wird der Superscript n hier fiir die Werte zum Zeitpunkt
0 <t, <T.nge benutzt. An dieser Stelle sei angemerkt, daf hier lediglich die
Zeitdiskretisierung von Interesse ist, und die Ortsdiskretisierung an dieser
Stelle auf beliebige Art und Weise vorgenommen werden kann. Der zweite
Schritt besteht nun darin, die Geschwindigkeit «* mit Hilfe der Gleichungen

antl oy
—_— el — .24
A T Vp 0 (7.24)
und (7.16) zu korrigieren. Dazu berechnet man die Divergenz von (7.24) und
benutzt die Gleichung (7.16), die die Divergenzfreiheit der neuen Iterierten
u"t! fordert. Man erhilt somit das Poisson—Problem

Ap™t! = édiv(u*) (7.25)
zur Berechnung des Drucks p"*'. Als Randbedingungen fiir das Problem
(7.25) werden in der Literatur in der Regel Neumann-Randbedingungen vor-
geschlagen, vgl. etwa [Gre87, PeTa90, Fle91, FePe96], wobei die Aufzdhlung
moglicher Zitate und Quellen hier alles andere als vollstdandig ist. Zudem
finden sich auch Quellen (etwa [Gre87, Sid95]), die die Berechnung von
Dirichlet-Randbedingungen vermége einer Integration iiber den Druckgra-
dienten am Rand des Gebiets vorschlagen. Wir wollen an dieser Stelle den
letztgenannten Weg zur Berechnung des Problems (7.25) gehen.

Fiir die Diskretisierung der Navier Stokes Gleichungen finden sich in der
Literatur zwei grundlegend verschiedene Gittervarianten: Gitter, bei denen
in jedem Gitterpunkt die Informationen bzgl. aller unbekannten Groflen ge-
speichert werden (collocated grids) und Gitter, bei denen unterschiedliche
Informationen an unterschiedlichen Gitterpunkten sitzen (staggered grids).
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Im Fall diinner Gitter ist bei Verwendung der stiickweisen d-linearen Basis
der letztgenannte Fall ungeeignet, wohingegen der Fall der collocated grids
auch hier verwendet werden kann'®. Der hier verwendete Algorithmus zur
Berechnung der Navier Stokes Gleichungen (7.19)—(7.21), der ein collocated
grid verwendet und der an die Ausfiihrungen in [Gre87] angelehnt ist, wird
nachfolgend unter Beriicksichtigung obiger Einfiihrung beschrieben. Dabei
wird die Berechnung der Temperatur zum neuen Zeitschritt ¢,, vor der Be-
rechnung der nicht divergenzfreien Geschwindigkeit zum selben Zeitschritt
durchgefiihrt. Die Berechnung der Gleichungen (7.17) und (7.18), bei denen
keine Temperaturberechnung beriicksichtigt wird, erfolgt analog zur nachfol-
gend vorgestellten Vorgehensweise, wenn alle temperaturabhdngigen Grofien
vernachlissigt werden.

o Initialisierung;:

alle notwendigen Daten zum Start der Iteration wie etwa Gitteraufbau,
Kennzeichnung der Knoten (Dirichlet—Knoten, innerer Knoten etc.),
Einlesen von Dirichlet—-Daten usw. werden hier bereitgestellt; Iteriere
nun iber die Zeitintervalle ¢,, = n - At

e Berechnung der Temperatur zum neuen Zeitschritt ¢,41:

AT AT u") 9(T™v")
RePr Ox Jdy

a(ann) n+1 n
T+f T ))

Tn+1 — Tn—f-At(

e Berechnung intermediiirer Geschwindigkeiten /', die nicht diver-
genzfrei sind:

ny2 n n
uptl = "4 At (%Aun_a(gm) B a(qéyv )
o(u"w™)

0z

L () 4 (1 ﬁT"*‘)gu)

1 n,n 2
?)3{51 = v+ At- (EA’U" — 8(%; ) . 8(;y) _

() (1 ﬁT““)gu)

a(v"w")
0z

"Dabei sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl bei Verwendung von collocated
grids grundsatzlich Stabilitatsprobleme auftreten konnen.
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1 I(w™u")  I(w"v")
ant1 _ n . I P _ _
wyr = w4+ At (ReAw o a9y

O(w")”

S )+ (1= AT g )

e Berechnung des Drucks:

Wir 16sen die Impulsgleichungen nach dem Gradienten Vp des Drucks
p auf und erhalten somit

vyrtl = _81‘[3{21 — (@ vyt + LA'I_L%-H +
p = div div Re— div
fr @ + (1 - pTm)7g

Wendet man auf diese Gleichung den Divergenzoperator V- an, so
ergibt sich wegen V - (V) = A eine Poisson—Gleichung fiir die Be-
rechnung des Drucks. Durch Integration des tangentialen Anteils des
Druckgradienten auf dem Rand I' des Grundgebiets €2 erhalten wir
nun Dirichlet—-Randbedingungen fiir die Poisson—Gleichung. Dabei ist
es in drei Dimensionen aus theoretischer Sicht unerheblich, welcher
Tangentialanteil 7.B. auf einer Seite eines Wiirfels genommen wird,
wie in Abildung 99 7zu sehen ist. Integration entlang jedem der ange-

— — — Integrationswege fir die Integration des Gradienten von p

Abbildung 99: Randintegration iiber Vp

zeigten Wege liefert bei (kontinuierlicher) Rechnung den exakten Inte-
gralwert bzw. Dirichlet—-Randwert. Aus numerischer Sicht ergibt sich
das Problem, daf} sich die zweidimensionale Integration auf einer Seite
der Oberfliche ohne grofien rechnerischen Aufwand realisieren lassen
soll, und demnach die zu verwendenden Integrationsformeln nur auf
den Punkten des zweidimensionalen diinnen Gitters auf der Oberfliche
des Gebiets operieren sollen. Somit ist derjenige Integrationsweg aus
numerischer Sicht zu bevorzugen, der ausgehend vom Startpunkt des
Integrationswegs die grofitmogliche Anzahl von Punkten eines diinnen
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1. Integrationsrichtung

Abbildung 100: Randintegration: Integration zuerst in z—Richtung, dann
in y—Richtung; die Zahlen geben die Anzahl verwendeter Gitterpunkte zur
Integration an

Gitters benutzt. Fiir die Randintegration in zwei Raumdimensionen
zeigen die beiden Abbildungen 100 und 101 zwei unterschiedliche Stra-
tegien fiir die Wahl von Integrationswegen, die beide fiir sich allein

betrachtet nicht “optimal” sind, wohingegen eine Kopplung beider
Vorgehensweisen (man nimmt jeweils denjenigen Fall, bei dem mehr
Gitterpunkte zur Gewinnung des Integrationswertes bendtigt werden),
wie sie in Abbildung 102 7zu sehen ist, eine bessere Berechnung der
Dirichlet—-Daten liefert. Auf einem reguliren diinnen Gitter in drei
Raumdimensionen, bei dem die Oberflichen aus reguldren diinnen Git-
tern in zwei Raumdimensionen bestehen, ist diese Vorgehensweise ein-
fach realisierbar. Im Falle adaptiver diinner Gitter lduft die Suche nach
dem Integrationsweg mit einer maximalen Anzahl an Gitterpunkten
zur Integration auf ein Optimierungsproblem fiir (fast) jeden einzelnen
Punkt auf dem Rand des dreidimensionalen diinnen Gitters hinaus.
Da dies zu aufwendig ist, kann man in der Praxis wie folgt vorgehen:
man fiihrt fiir jede einzelne der sechs Teilflichen der Oberfliche eines
Wiirfels die Integration in /y—Richtung und in y/z—Richtung (vgl. die
beiden Abildungen 100 und 101) durch und nimmt dann den Integral-
wert, bei dem mehr Gitterpunkte zur Berechnung verwendet worden
sind. Diese Vorgehensweise liefert in der Praxis erheblich bessere nu-
merische Ergebnisse anstatt einer Vorgehensweise nach Abbildung 100
oder 101. So zeigt sich, daf bei der vorgeschlagenen Vorgehensweise bei
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1. Integrationsrichtung
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2. Integrationsrichtung

Abbildung 101: Randintegration: Integration zuerst in y—Richtung, dann
in z—Richtung; die Zahlen geben die Anzahl verwendeter Gitterpunkte zur

Integration an

—— Integrationsweg mit maximaler Anzahl an Punkten

Abbildung 102: Randintegration: Integrationsweg mit maximaler Anzahl an
Integrationspunkten; die Zahlen geben die Anzahl verwendeter Gitterpunkte

zur Integration an
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Losungen, die symmetrisch beziiglich einer Achse sind, auch die nume-
rischen Losungen diese Symmetrie aufweisen. Verwendet man jedoch
eine der beiden einfachen Integrationsweisen, so zeigen die numeri-
schen Loésungen oft nach bereits wenigen Iterationen Unsymmetrien in
der numerischen Losung, die allein durch die (schlechtere) Randinte-
gration verursacht werden.

e Korrektur der Geschwindigkeiten:

0
W= gt A (')fv)
dp
+1 +1
v =g + AL oy
ap
e+l ntl /
w” = wgm + At 9s

Die Diskretisierung der vorgestellten Formeln mittels der Finiten Differenzen
Operatoren auf diinnen Gittern fiihrt damit auf folgendes Schema:

e Diskretisierung der Temperatur—Gleichung
1
RePr

Dg(ann) T fn-l—l (Tn))

AST" — DY (T"u") — D3 (T"0")

T = 1At

e Berechnung der nicht divergenzfreien Geschwindigkeiten

G = A (A% - DY) - (o7 -
D3 (u” - w") + £+ () + (1 = ST )g, )

vitl = o" 4+ At (%ASU“ — D (v" - u") — DS (")) —
D (v w”) + [+ (v) + (L= AT )g, )

Wl = w4 At <%A5wn ~ DS (" ") — DY (w" ") —

DS ((")?) + ™+ (w) + (1 - BT"+)g,, )

e Diskretisierung der Poisson—Gleichung fiir den Druck
antt —
AS n+l VS . <_ div
P At

1 -
AT P (@) 4 (1- BT™)7)

— (g - V) g +

wobei V¥ = (DY, D5, D5)7, V5. = DY + D5 + D5 und A%@5H! € R3
komponentenweise zu verstehen ist.



178 Numerische Resultate

e Korrektur der Geschwindigkeiten:

umtt = ugl.'zl—l—At-Df(p)
=+ A DI()
W =t + A D3 ()

Zur Berechnung der jeweiligen Iterierten verwenden wir neben der soeben
angegebenen Diskretisierung die Algebra fiir Operatoren auf diinnen Git-
ter aus Abschnitt 3.2, um die zusitzlich noch notwendigen Operationen wie
Addition, Skalarmultiplikation oder Multiplikation von Funktionen zu rea-
lisieren.

Beispiel N4: Als erstes Beispiel zum Test der Projektionsmethode mittels
Finiter Differenzen auf diinnen Gittern betrachten wir das dreidimensiona-
le Analogon von Chorin’s parabolischer Strémung durch einen Kanal. Das
Grundgebiet ist hier Q3 = [0,10] x [0,1]? und die Lésung des Problems ist
gegeben durch

u(z,y,z) = 4y(l—y)z(l-=z2)

v(z,y,z) = 0

w(z,y,z) = 0

plz,y,2) = C—u (7.26)

wobei C' wie bereits im Beispiel N1 eine beliebige Konstante darstellt. Das
Ergebnis der Berechnung befindet sich in Abbildung 103.

Abbildung 103: Beispiel N4: parabolische Strémung in einem dreidimensio-
nalen Kanal (Strémung des Fluids von links nach rechts)

Beispiel N5: Dieses Beispiel ist eine Anwendung aus dem Bereich der
chemischen Dampfphasenabscheidung (englisch CVD: chemical vapor de-
position) und entstammt Arbeiten aus dem BMBF-Projekt!” PAR-CVD

"BMBF-Projekt PAR-CVD, FKZ 01 IR 502 E 2, beteiligte Projektpartner: Friedrich—
Alexander—Universitat Erlangen—Niirnberg (Lehrstuhl Prof. Dr. Dr. h.c. Durst), Institut
fiir Angewandte Mathematik der Universitat Bonn (Abteilung Prof. Dr. Griebel), Institut
fur Informatik der TU Miinchen (Lehrstuhl Prof. Dr. Bode), AIXTRON AG (Aachen)
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[CVDY7]. In diesem Verbundprojekt erfolgt die Entwicklung mathemati-
scher Modelle und effizienter numerischer Methoden zur Untersuchung und
ProzeBoptimierung des Halbleiterwachstums von Al,Ga;_,As, GagIn;_,P
und In,Ga;_,N durch metallorganische Gasphasenepitaxie (engl. MOCVD:
metalorganic vapor phase epitaxy). MOCVD ist ein Verarbeitungsschritt in
der HalbleiterprozeBtechnik, bei der einkristalline Schichten hoher Qualitat
von III-V-Verbindungshalbleitern mit metallorganischen Verbindungen als
Ausgangsstoffe erzeugt werden. Das Einsatzgebiet dieser Wachstumstechnik
liegt auf der Fertigung von elektronischen und optoelektronischen Bauele-
menten, die auf III-V-Verbindungshalbleitern bestehen. CVD-Reaktoren,
die von der Firma AIXTRON AG hergestellt werden und die Grundlage der
Modellbildung und der numerischen Simulationen innerhalb dieses Projekts
sind, sind lineare Horizontalreaktoren (vgl. Abbildung 104) sowie radialsym-
metrische horizontale Mehrscheibenreaktoren mit einer charakteristischen,
planetenartigen Drehbewegung der Wafer um die Reaktormitte.

Aus stromungstechnischer Sicht liegt bei der MOCVD eine laminare Stro-
mung eines chemisch reagierenden Gasgemisches mit stark gekoppelter na-
tiirlicher und erzwungener Konvektion bei kleinen Reynoldszahlen (ca. 1 —
100), kleinen Machzahlen (ca. 1072%), mittleren bis hohen Rayleighzahlen
(102 — 10°) und mit hohen Temperaturgradienten vor. Die mathematischen
Gleichungen zur Formulierung des beschriebenen Systems finden sich etwa

in [Dau95, Kad96, CVD9T].

In diesem Beispiel interessieren uns insbesondere der Einflufl des rotierenden
Suszeptors auf die Temperaturverteilung sowie auf die Geschwindigkeiten.
Dazu reicht es aus, wenn wir zur numerischen Simulation der ablaufenden
Prozesse die fiir dieses System vereinfachten Gleichungen (7.19) - (7.21) be-
trachten. Bei der gegebenen Problemstellung wird in einem CVD-Reaktor
ein rotierender Suszeptor, auf dem sich wahrend eines echten Versuchs die
chemischen Bestandteile ablagern sollen, von unten durch (z.B.) Infrarotlam-
pen stark erhitzt. Neben starken Temperaturgradienten entsteht somit aus
mathematischer Sicht das Problem, dafl am Rand des Suszeptors Spriinge in
den Geschwindigkeiten auftreten. Dies macht den Einsatz adaptiver diinner
Gitter sinnvoll und auch notwendig, um die Rechenzeiten gering zu hal-
ten und eine mdoglichst gute Approximation der numerischen Lésung an die
tatsdchlichen Verhdltnisse im Reaktor zu erhalten. Das Fluid (in realen An-
wendungen hat man es mit einem Gemisch mehrerer chemischer Spezies 7u
tun, das neben den zuvor genannten chemischen Stoffen insbesondere aus
einem Trigergas besteht) wird in der Simulation mit einem parabolischen
Anstromprofil in den CVD-Reaktor eingeleitet.

Es ist zu erwarten, dafl die Rotation sowohl auf die Geschwindigkeiten als
auch auf die Temperatur erheblichen Einflufi hat. Ohne die Rotation des
Suszeptors wiirde das Fluid lediglich durch den Wiarmefluf von seiner Bahn
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abgelenkt werden, durch die Rotation des Suszeptors erhilt das Fluid selbst
einen gewissen Drehimpuls, der in seiner Stirke von der Geschwindigkeit
der Rotation des Suszeptors, aber auch von der Einstrémgeschwindigkeit
des Fluids selbst abhiangt.

Dieses Beispiel wurde auf einem adaptiven diinnen Gitter mit maximaler
Leveltiefe von 10 gerechnet, wobei insgesamt 27947 Gitterpunkte verwen-
det wurden. Zur Generierung des Gitters wurde der Suszeptor vor Beginn
der Berechnung adaptiv aufgelost und die maximale Leveltiefe auf 10 be-
schrankt. Dieselbe Rechnung auf einem vollen Gitter der Leveltiefe 10 wiirde
hingegen (2'°)? ~ 1.07-10” Gitterpunkte benéstigen, knapp 40000 mal mehr
Gitterpunkte als das verwendete adaptive diinne Gitter.

Der Einflufl der Rotation ist in den Abbildungen 106 bis 108 zu erkennen.
In den Abbildungen 106 und 107 sind die Temperaturverteilungen in einer
Hoéhe von 10% und 20% der Gesamthohe iiber dem Suszeptor gezeigt, wobei
man deutlich erkennt, daf sich in der Temperatur aufgrund der durch die
Rotation verursachten (zusdtzlichen) Bewegung des Fluids keine Symmetrie
einstellt. Den Einfluff auf die Geschwindigkeit (hier die Geschwindigkeit in
Hauptstromrichtung) zeigt die Abbildung 108. Dabei erkennt man insbeson-
dere, daff durch die Rotation des Suszeptors das Fluid bis zu einer gewissen
Hohe im Reaktor in negative Hauptstromrichtung transportiert wird. Dabei
ist klar, daB die Rotationsgeschwindigkeit des Suszeptors ebenso wie die Ein-
stromgeschwindigkeit des Fluids und die am Boden anliegende Temperatur
einen erheblichen Einfluf auf die Strémung im Reaktor haben.

Simulationen auf vollen Gittern bendtigen wegen der erheblich héheren An-
zahl an Gitterpunkten im Vergleich zu diinnen Gittern wesentlich mehr
Hauptspeicher. Bei bisherigen Simulationen auf vollen Gittern war aufgrund
der Hauptspeicher—bedingten kleineren Auflésungsgenauigkeit der Effekt der
Rotation bislang nicht deutlich in den Vordergrund getreten. Neuere Er-
gebnisse auf feineren Leveln auf Grofirechnern zeigen, dafi der Effekt der
Rotation mit feiner werdender Auflésung des Suszeptors deutlich erkennbar
wird.

Zusammen mit der Optimierung der in CVD-Reaktoren ablaufenden chemi-
schen Vorgidngen sowie dem auftretenden Strahlungstransport sind Unter-
suchungen der Geschwindigkeitsprofile und Temperaturverteilungen aktuelle
Forschungsgebiete, um eine méglichst optimale Ausbeute der eingesetzten
Chemikalien zu erreichen und somit den Kostenfaktor in der Massenpro-
duktion zu senken sowie die 6kologische Belastung durch Abfallprodukte zu
verringern. Diinne Gitter kénnen hier durch die erheblich geringere Anzahl
an Gitterpunkten im Vergleich zu einem vollen Gitter (vgl. vorhergehende
Diskussion weiter oben) bei annihernd gleicher Genauigkeit helfen, Simula-
tionsergebnisse schneller zu erhalten und somit den realen Prozefl schneller
und kostengiinstiger zu optimieren.
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—_— ‘
Einstrombereich . _ _|
P AN

—
Ausstrombereich

rotierender Suszeptor

Abbildung 104: Geometrie des Reaktors und Grundgebiet der Simulation
(markierte Box)

Abbildung 105: adaptives diinnes Gitter der Simulation und Temperatur-
verteilung am Boden des Grundgebiets

Abbildung 106: Temperaturverteilung 10% der Gesamthohe des Reaktors
iber dem Suszeptor
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Abbildung 107: Temperaturverteilung 20% der Gesamthohe des Reaktors

iber dem Suszeptor

n

-

Abbildung 108: Geschwindigkeitskomponente u in Hauptstromrichtung fir

z = 0.40 sowie fiir z = 0.20
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8 Abschlielende Bemerkungen

In dieser Arbeit wurde die Methode der Finiten Differenzen auf diinnen Git-
tern eingefiihrt. Die vorgestellte Konstruktion Finiter Differenzen Operato-
ren auf diinnen Gitter fiihrt unter Beachtung spezieller Glattheitsvoraus-
setzungen auf ein konsistentes und konvergentes Diskretisierungsverfahren
auf diinnen Gittern. Theoretische Aussagen und numerische Berechnungen
belegen, daf die vorgestellte Methode zur Berechnung partieller Differen-
tialgleichungen beziiglich der Konvergenz vergleichbar ist mit der Methode
der Finiten Elemente auf diinnen Gittern [Zen90, Gri9la, BaZe92, Bun92,
Bal94, BDZ96, Pf196, BuD097, Dor97, Bun98]. Beriicksichtigt man die not-
wendigen Glattheitsvoraussetzungen, so ist im Vergleich zu vollen Gittern
das Verhéltnis von Aufwand zu Genauigkeit fiir die Berechnung einer Lésung
einer partiellen Differentialgleichung mittels Finiter Differenzen bei diinnen
Gittern erheblich besser, so daff diinne Gitter hier vollen Gittern iiberlegen
sind.

Basierend auf dem Konzept einer Algebra fiir Funktionen auf diinnen Git-
tern wurde die Diskretisierung elliptischer und parabolischer Differentialglei-
chungen mittels der Methode der Finiten Differenzen realisiert. Die Verwen-
dung eines Jacobi—Vorkonditionierer in einem iterativen Loser wie dem hier
verwendeten BiCGSTAB gewihrleistet eine schnelle und effiziente Losung
der auftretenden linearen Gleichungssysteme. Durch die Wahl der Daten-
struktur Hash—Tabelle, der Parallelisierung der Operatoren sowie dem Ein-
satz von Gebietszerlegungstechniken und Gebietstransformationen steht so-
mit auf diinnen Gittern eine einfach programmierbare Methode zur Lésung
von PDE’s zur Verfiigung. Dabei erlaubt gerade die Behandlung allgemeiner
Gebiete den Schritt von akademischen Testbeispielen hin zu “real world”—
Problemen. Durch das Bereitstellen dieser Komponenten steht durch diese
Arbeit nun auf dem Gebiet der diinnen Gittern neben der Methode der Fini-
ten Elemente auch die Methode der Finiten Differenzen zur Diskretisierung
zur Verfiigung.

Aus anwendungsorientierter Sicht ist der Einsatz sowohl der Methode der
Finiten Elemente als auch der Methode der Finiten Differenzen auf diinnen
Gittern bei realitdtsnahen Problemen voranzutreiben. Ein erstes Beispiel fiir
den Einsatz der Methode der Finiten Differenzen auf diinnen Gittern ist die
Simulation von CVD-Prozessen, fiir die in dieser Arbeit erstmals Ergebnis-
se auf dinnen Gittern berechnet worden sind. Speziell in diesem Beispiel
zeigt sich, dafl adaptive Gitter unerldfilich sind, wenn realistische Problem-
stellungen angegangen werden. Daher miissen effiziente und zuverldssige
Fehlerschétzer zur selbst-adaptiven Steuerung bei Aufgabenstellungen mit
Spriingen oder Singularititen einer Losung entwickelt werden. Das in dieser
Arbeit vorgestellte Konzept zur selbst—adaptiven Steuerung zeigt, daf es un-
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ter anderem fiir das gewihlte Beispiel L2 (vgl. Abschnitt 7.2.1) bis auf die
Maximumsnorm befriedigende Ergebnisse liefert. Eine theoretische Unter-
mauerung dieses Vorgehens ist von grofiem Interesse, bespielsweise ein Be-
weis, daf} es sich hierbei um einen Fehlerindikator in einer bestimmten Norm
handelt. Bislang wurde die Methode der Finiten Differenzen auf diinnen Git-
tern lediglich fiir Probleme mit glatten Koeffizientenfunktionen eingesetzt.
Da beispielsweise bei der Simulation von Strémungen in pordsen Medien
(Anwendungsbeispiel: Erdollagerstitten) springende Diffusionskoeffizienten
auftreten, ist es erforderlich, geeignete Finite Differenzen Operatoren auf
diinnen Gittern auch fiir solche Koeffizientenfunktionen mit Spriingen zu
entwickeln. Die Navier Stokes Gleichungen wurden im Rahmen dieser Ar-
beit lediglich fiir kleine Reynoldszahlen (Re < 100) numerisch behandelt.
Fiir Untersuchungen zur Aerodynamik von Flugzeugen oder Fahrzeugen (um
nur ein Beispiel zu nennen) ist jedoch die Entwicklung numerisch stabiler
Algorithmen auch fiir hohe Reynoldszahlen fiir die Methode der Finiten Dif-
ferenzen auf diinnen Gittern notwendig. Bisherige Verfahren bendétigen fiir
realititsnahe Simulationen eine grofie Zahl von Gitterpunkten, so dafl diinne
Gitter hier helfen koénnten, den erforderlichen Speicherplatz und gleichzeitig
die notwendige Rechenzeit fiir diese Anwendungen zu senken.

Aus theoretischer Sicht gilt es, die Matrix des diskreten Laplace-Operators
in seiner Darstellung mittels Finiter Differenzen auf diinnen Gittern weiter
zu untersuchen. So beruhen einige in dieser Arbeit getroffene Aussagen, bei-
spielsweise Stabilitdtsaussagen, derzeit noch auf numerischen Berechnungen.
Diese sollten theoretisch abgesichert werden, auch wenn die numerischen
Ergebnisse nur geringe Zweifel an der Richtigkeit der getroffenen Aussagen
aufkommen lassen. Theoretische Untersuchungen werden jedoch durch die
notwendige Hierarchisierung beziehungsweise Enthierarchisierung im Auf-
bau der Finite Differenzen Operatoren auf diinnen Gittern erschwert. Hier-
durch ist es — um nur ein Beispiel zu nennen — bislang nicht gelungen, die
Eigenwerte und Eigenfunktionen in einer geschlossenen Form anzugeben, wie
dies etwa auf vollen Gittern getan werden kann. Bei Anwendungen aus dem
Bereich der parabolischen Differentialgleichungen mufi analog zur Situation
auf vollen Gittern eine CFL-Bedingung eingehalten werden. In vielen prak-
tischen Versuchen hat sich dabei herausgestellt, dafi es oftmals ausreicht, bei
einer Verfeinerung der Ortsschrittweite (["Jbergang eines reguldren diinnen
Gitters vom Level [ auf ein reguldres diinnes Gitter vom Level /41) die Zeit-
schrittweite mit dem Faktor /2 zu skalieren. Dies ist jedoch lediglich eine
Beobachtung und kann zum derzeitigen Zeitpunkt nicht theoretisch nachge-
wiesen werden.

Zusammenfassend erweist sich die Methode der Finiten Differenzen auf diin-
nen Gittern als eine Diskretisierungstechnik, die bei vergleichsweise geringem
Speicherbedarf und einfacher Programmierung Ergebnisse gleicher Qualitit
— bei Problemstellungen mit glatten Daten — liefert wie etwa Verfahren auf
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vollen Gittern. Die oben angesprochenen Fragen miissen im Rahmen dieser
Arbeit leider ungeklirt bleiben. Diese sollen jedoch in kiinftigen Arbeiten
ausfiithrlich behandelt werden.
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A Beweise zu Satzen vorhergehender Kapitel

In diesem Abschnitt beweisen wir diejenigen Lemmata und Sétze dieser Ar-
beit, deren Beweise eine gewisse Linge iiberschreiten und somit dem Leseflufl
der Arbeit hinderlich sind. Nach den betroffenen Sitzen sind innerhalb der
Kapitel Hinweise auf den jeweiligen Beweis hier im Anhang gegeben. Nach-
folgend wird die Notation e; fiir Einheitsvektoren beziiglich der Raumdi-
mension 7 gebraucht. Gelegentlich findet auch die Notation e, Verwendung,
wenn der Einheitsvektor beziiglich der Koordinatenrichtung z betrachtet
wird.

A.1 Beweis zu Lemma 4.2

Beweis: Es geniigt, den Beweis im zweidimensionalen Fall auf dem Ein-
heitsquadrat Q = [0, 1]* fiir den Stern (4.5) zu betrachten, fiir die iibrigen
Sterne und fiir héhere Dimensionen iibertrdgt sich der Beweis analog.

Einige der kritischen Punkte sind X3 = (214, y1,1) und X153 = (21,1, Y5.,:)s
wobei I = |l|» der feinste auftretende Level des zugrundeliegenden (re-
guldren) diinnen Gitters sei sowie i jeweils geeignet gewahlt ist. Wendet
man den Stern (4.5) in y-Richtung an einem der kritischen Punkte X5 an,
so erhilt man

X >, 2h207Y 92y (%))
5yy(X1,i) = Z (2i)! 3y2i (9'1)
i=1
mit der (lokalen) Maschenweite h, = % als Digkretisierung fiir die zweite

Ableitung in y-Richtung. Analoges gilt fiir die entsprechende Formel in z-
Richtung an den Punkten X;;. Ersetzt man dieses h, in der angegebenen
Formel durch %, so erhilt man

o s 2(1) 821'11,(5(1;)
fwe) = ) 2221')! dy?*

ay? 48 oyt

Damit existieren mindestens 2°~! Gitterpunkte in einem diinnen Gitter in
zwei Dimensionen, die beziiglich des gewdhlten Differenzen-Sterns fiir die
Berechnung des Laplace-Operators (bzw. der gewichteten Addition zwei-
ter Ableitungen, was einem Diffusions—Operator entspricht) einen Diskre-
tisierungsfehler der Ordnung O(1) besitzen. In zwei Dimensionen hat man
folglich mindestens 2-2~! Punkte, die fiir den Laplace-Operator einen Feh-
ler der GroBenordnung O(1) besitzen. In d Dimensionen sind es mindestens
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d-2"' an denen der Konsistenzfehler fiir den d-dimensionalen Laplace-
Operator die Ordnung O(1) besitzt. Folglich ist die Diskretisierung nicht
konsistent. O

A.2 Beweis zu Satz 4.1

Beweis: Wir betrachten hier nur den Beweis in zwei Raumdimensionen
und verweisen fiir hhere Dimensionen auf die Sitze 4.5 und 4.7 und deren
Beweise. Im 2D—-Fall beziehen sich die Hierarchisierung und Enthierarchisie-
rung in der Darstellung der zweiten Ableitung auf diinnen Gittern mittels
Finiter Differenzen lediglich auf 2 — 1 = 1 Raumdimension, wodurch der
Beweis notationstechnisch einfacher ist als fiir beliebige Dimensionen. Die
Schwierigkeiten, die im Beweis fiir den mehrdimensionalen Fall auftreten,
sind rein notationstechnischer Natur, nicht jedoch in der zugrundeliegen-
den Mathematik selbst begriindet. An dieser Stelle sei angemerkt, dafi die
Punktmenge eines (nicht-adaptiven) diinnen Gitters beziiglich dem Punkt
xpi mit I =i = {1,...,1}, der stets ein Punkt des diinnen Gitters ist,
punktsymmetrisch ist. Folglich kann man den Beweis fiir beliebige Raumdi-
mensionen j auf den Beweis der Aussage fiir den Operator DY, einschrinken.
Um unnétige Indizes zu vermeiden, seien in dem Beweis fiir den zweidimen-
sionalen Fall die Identitaten z = x; und y = x5 vereinbart. Zudem reicht es,
den Fall Q? = [0,1]? bzw. allgemein Q7 = [0, 1]¢ zu betrachten.

Der Operator fiir eine zweite Ableitung auf diinnen Gittern setzt sich aus
drei Einzeloperatoren zusammen. In Abbildung 109 kann man sehen, wie
die drei Operatoren auf Gitterpunkten wirken. In dieser Abbildung stehen
z und y fiir beliebige, aber feste innere Punkte eines diinnen Gitters. Dabei
erkennt man, daf durch die Anwendung der ersten beiden Operatoren fiir
innere Punkte ein 9-Punkt—Stern der Bauart

. —
2-204

1
-2 o u(x) (9.2)
1

N|= = N
= = N

xl’i’hiocal

1 _ -
- 2——211 (u(xllyil —27h ) ylzyiz) + u(mllyil +2 b ) yl27i2) +
w(Tly iy s Yojin — hy) + (@05 Y iy + hy) =

1 _ _
5 (u(mll 21 2 llaylz,iz - hy) + u(mh,h -2 llaylz,iz + hy) +

2
P 9—h - _h . 9—h . h _
u(‘rlhtl + ) Yl ia y) + u(xll g T s Ylgin T y)

2 'u(‘rll,ilvylz,iz)) )

entsteht, wobei hy = x,,, — 3} (21,,,) = 9{;'2 (Z1y,iy) — T1y,4, die (punkt-
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abhdngige) Schrittweite zum hierarchischen Vater in y-Richtung ist. Des-
weiteren sei b, = 270 die (punktabhiingige) Schrittweite zum physikalisch
nichsten Gitterpunkt in 2-Richtung und % die feinste im diinnen Gitter auf-
tretende Maschenweite (Randmaschenweite)'®. Fiir Randpunkte beziiglich
der Koordinatenrichtung y stellt die Hierarchisierung sowie die Enthierarchi-
sierung in y-Richtung die Identitdt dar, womit sich an diesen Gitterpunkten
der bekannte eindimensionale Stern fiir die Berechnung der zweiten Ablei-
tung einstellt.

. . . y+h y . /\. o yth,
° ° ° y R /\. o
/_\
. ° ° y-h . ° e y-h
x-h, X x+h x=h X x+h

Abbildung 109: Wirkung der Hierarchisierung bzw. Enthierarchisierung in
y-Richtung (links) und der zweiten Ableitung in z-Richtung (rechts)

Die Beweise der Konsistenzordnungen fiir Finite Differenzen Operatoren auf
diinnen Gittern benétigen wie ihre Analogons im Falle voller Gitter Taylor-
reihen. Wendet man die Hierarchisierung in y-Richtung an, die den ersten
der drei Operatoren des Operators D7, darstellt, so erhilt man folgende
Taylorreihen fiir innere Gitterpunkte:

e an xii — hyey :

1
(x5 — hpey) = u(x1i— hyey) — 5 (‘?L(Xl,i — hgpez + hyey)

+u(x1; — hpey — hyey)>

- ! i 2R 20 (g — hye,)
2 2 G+ i~ hece
I 2 05,20

= 5 2 v G hees) (93)

7=1

'8 Legt man ein volles Gitter mit den dquidistanten Maschenweiten h, und h, zugrunde,
stellt der Stern (9.2) einen kompakten 9-Punkt-Stern dar. Im diinnen Gitter, das dem
Beweis zugrundeliegt, gilt diese Aussage jedoch nicht.
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® an Xj;
- 1
i) = ulag) = 5 (Gt hye,) + ulii = hye,))
1 — 2 4 .
- _Z Z 7h2(J+1)u,2(]+1)’y(x1 ;)
1y i
15~ _2 495 250
= _52—)% u?Y (x13) (9.4)
7=1
e an x1i + hye; :
1
ﬁ(xl,i + hxex) = u(xl,i + hxex) - 5 (u(xl,i + hxex + hyey) +

u(x13 + hoey — hyey))

1 — 2 : :
- _Z Z 7h2(3+1)u2(a+1)7y(xl. + heey)
. 1"y o1 i
1y~ 2 254,259
= —5 Z Why ? (Xl’i + hxex) (95)
7=1

Fir Gitterpunkte am Rand mit Iy = 0 stellt — wie zuvor bereits bemerkt
— die Hierarchisierung die Identitdt dar und somit erhalten wir @(x1;) =
u(x14) = Hy o u(xy) fir alle Gitterpunkte xj; mit /; = 0. Kombiniert man
die Resultate (9.3), (9.4) sowie (9.5) der Hierarchisierung durch den Stern
fiir die zweite Ableitung, so erhalten wir

‘lNL(Xl’i - hxex) - 2ﬂ(xl,i) + ‘lNL(XLi + hxex)

U(xhi) = 2
1 o N (_hx)m 2 27,,m,x,2
= o |\ 2 X i b
Z \m=0 j=1
) 2 h23 4,209
o ZW y U (x1,1) +
i=1
o [e ] hm 2
F 2 gy
m=0 j5=1
1 SR (_hx)m 2 27, m,x,2j
~ a2 22 ml (Qj)vhy]“ Y (ag)+
z m=1 j3=1 ’ ’
N~ PE 2 e mezigy
F L e G
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2(m+1),x,2j,y(

1S &, apzm 9p¥
= 3> : o x1,1)

- 2(2<m+1>>!<2j>!“

als Ergebnis des Operators DyjoH; an dem Diinngitterpunkt x; ;. An Rand-
punkten mit Iy = 0 erhalten wir das bekannte Ergebnis

R h2m . .
v(x13) = Z Sm ¥ (+1)7»(x1,i)

m:O

1))
2 o h2m ( )
= U Xll + Z m-l— ]_ ! (Xl,i)

m=1

als Resultat von Dy; o Hj. Die so erhaltenen Summen miissen jetzt nur noch
vermoge des Enthierarchisierungsoperators Eq miteinander kombiniert wer-
den. Wie bereits im Fall der Hierarchisierung ist die Wirkung der Enthier-
archisierung in y-Richtung fiir Randpunkte mit /3 = 0 analog der Wirkung
der Identitat. Damit ist die Konsistenzordnung zwei fiir diese Punkte bereits
nachgewiesen, da fiir diese Punkte h, = h gilt.

Es reicht folglich aus, an dieser Stelle nur noch innere Gitterpunkte zu
betrachten. Hierfiir filhren wir zu Zwecken der kiirzeren Schreibweise die
Gréflen F(+) ein. Diese beinhalten nur Terme der Gréfienordnung O(A?).
Ein Nachweis dieser Ordnung an hierarchischen Vitern eines Punktes xj;
ist im Beweis nicht n6tig, da der Beweis so aufgebaut ist, dafl die Konsis-
tenzordnung an hierarchischen Vaterknoten bereits bewiesen ist, somit auch
die Aussage fiir die F(:)-Terme, wie sich im weiteren Verlauf des Bewei-
ses herausstellen wird. Es muf§ also nur der Nachweis F(x13) = O(h?) fiir
den soeben betrachteten Gitterpunkt erbracht werden. Wendet man nun die
Enthierarchisierung in y-Richtung auf die zuvor berechneten Ergebnisse an,
so erhalten wir

E,oDy; oHyou(xi) =
1 - +
= DioHiou(xs)+ 5 (DuroHio (a3 () + w3 (x10))))

0 0 o5 5ly—17\2m 1,27 ]
- - Z Z 2 (2 h) hy qtz(m‘l'l)vxvz]vy(xl’i) +
2 R(m T D) @)
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1 .
+3 (uQ*“*"(sz+ (x1)) + F(HT (xaq)) +
i 2h2m 2(m+1)1‘ -+
3 G )
B f: io: 2. (zlz—lh)zm hzj uz(m+1),x,2j,y(xl i) +
m=0 j=1 2(m+ 1)) 25)! ’
1 [ (—hy)’
-I-§ Z( ]'y) ub ™I (x ) + F(H; (x11))
j=0 7
o 20PN (=hy) (g
+ m 'Y Xl,l +
2oL 7 o
1 = h‘?jl 2:1' +
5 Z ]' ' ’]’y(xl 1) —}—f(j‘c (Xl 1))
j=0 "
N i 2h2m i h1]/ z(m+1)xay( )|+
e —u XL
= (2(m+1))! = J! 1,
— By iy
_ m 1Tyad, (X1,1)+
(; (25!
N2 (2RI B
L ey gt |
m=1 3=1
= h12/] 2x2gy 1 ‘ - : + ‘
2 o + 5 (06 ag) + TG () +
3=0 '
oo 2h2m
+ ) T ()
mZ::l (2(m+1))!
o0 2h2m oo h?/']
+ m (m-l—l),l‘ 2.77y X1.i
mzzjl (20m + 1)) & Z (27)! )
- th 1
uP (x5 +Z 2(m + 1)) uPCH (1) + I (30 0) (9.6)
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mit dem Ausdruck
?(Xl,i) — (97)
= 5 (F(95 (xaq) + T (x0))) +

oo 9 2m h2J ]
Y G (- 27 S

DN | =

Im Fall I; = 0 setzen wir F(x13) = 0. Damit ist die Aussage des Satzes
bewiesen, wenn der Term F(x4) von der Gréfienordnung O(h?) ist, da die
Summe in (9.6) den fithrenden Term A%u*"(xy3)/12 besitzt.

In einem diinnen Gitter in 2D ist an jedem Gitterpunkt die Identitit
1
by hy = §h (9.8)

giiltig, wobei h, = 270 die (lokale) Maschenweite zum nichsten (linken
oder rechten) Nachbarknoten in z-Richtung und A, die (lokale) Maschen-
weite zum (linken oder rechten) hierarchischen Vaterknoten in y-Richtung
darstellt'®. Sei nun / = |l],, der maximale auftretende Level des aktuellen
diinnen Gitters. Dann folgt hieraus die Identitit A = 2! und es gilt zudem
hy =% -h-hi' = 2(h=D=1_ An dieser Stelle sei auBerdem nochmals auf
die Definition eines diinnen Gitters in verwiesen, die nachfolgend verwendet
wird. Wir betrachten nun den Fehlerterm F(x;;) genauer um herauszufin-
den, welche Koeffizienten vor welchen Potenzen von h stehen. Dabei fithren
wir eine Fallunterscheidung mit vier verschiedenen Fillen durch:

1. Fall: hier betrachten wir Terme der Form
(2(m + 1)t (2))!
die gerade den Anteil des Fehlerterms F(xi1) ausmachen, bei dem in

der Klammer der Faktor 1 genommen wird. Bei diesen Termen ist die
h-Potenz direkt ablesbar.

w2 T 209 ) (9.9)

2. Fall: hier betrachten wir die iibrigen Terme

2h2m hzj - m m z,27
T R e CERY I (9.10)

@(m+ 1))

% An dieser Stelle sei nochmals darauf verwiesen, dal der Beweis auschlieBlich die zweite
Ableitung bezuglich der z-Richtung betrachtet und die Bezeichnungen h, und hy, daher
in dieser Weise verwendet werden konnen. Betrachtet man hingegen die zweite Ableitung
beziiglich der y-Richtung, so vertauschen sich die Bedeutungen: dann wiére h, die (loka-
le) Maschenweite beziiglich hierarchischer Vaterknoten in z—Richtung, und h, wire die
(lokale) Maschenweite beziiglich nachster Nachbarn in y—Richtung.
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bei denen sich im Gegensatz zu dem Ausdruck in (9.9) die auftreten-
den Potenzen beziiglich A nicht ablesen lassen, womit eine genauere
Analyse der Terme erforderlich wird. Dazu unterscheiden wir die 3
Fille j =m, j < m und j > m.

e Fall 2a: sei j = m. Dann gilt

9p2m h;j

12—1 2m_
emroen” ) -
— (( 2))( ) _2—21m+211j—21j—2j+2m12—2m

2(m + 1))1(2))!
_ 2 (20 4l=1=1)\™  (5=1)*"  5—2m
= BT 2 ) ()
_ 2 2 +la=1-1)\"  5=2m 12m
- (2(m+1))!(2j)!'<2( )" o
0<..<1
2 QM p2m (9.11)

<
~ (2(m+1))4(2))!
e Fall 2b: sei j < m. Dann gilt
9p2m th
(m+1))! 2))!
9.9-2m (2—21)3 . (22(11_”2_1_1))]‘ . (2_2(1_12))m—j
(2(m +1))!(25)!

2.272m . 2 ) J m—j
_ A o2(liHa—1-1)\?  [5=2(1=1y)
= i ) )
0<..<1 0<..<1

R (9.12)

( 12—1)2m

2
(2(m 4+ 1)1(25)!

e Fall 2¢: sel 7 > m. Dann gilt

2h%™ by

(m + 1) 2))!

_ 2.92725. (2—21)"1 . (22(11+12—l—1)>m . <2_2(1—11))j_m
(2(m + 1)1(25)!

R 2l+a—i=D)\™  [(o=20-1))’ ™
- (2(m+1))!(2j)z'<2( )" (272)

( 12—1)2m —

2

CCEENER 2721, p2m (9.13)
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Aus der Formel (9.7) ist ersichtlich, dafl die Werte der Ableitungen an den
jeweiligen Diinngitter—Punkten zu nehmen sind und somit die Abschitzung
punktabhingig ist. In den Formeln (9.11), (9.12) und (9.13) wird die Abhén-
gigkeit von der Lage der Gitterpunkte offensichtlich, wenn man die jeweiligen
Konstanten bei den Potenzen in h betrachtet. Um die Fehlerbehandlung
jedoch allgemein fiir alle Punkte durchzufiihren, betrachten wir nachfolgend
den “worst case” fiir die Abschitzung, der dann eintritt, wenn Iy +1y—1—1 =
0ist und man an geeigneter Stelle jeweils [; = [ fiir 1 < ¢ < 2 annimmt. Dabei
betrachten wir als “worst case” denjenigen Fall, in dem die auftretenden
Terme ordnungstechnisch gesehen jeweils am grofiten werden.

Folgende Terme tragen zur Konstanten vor der Potenz h% bei, wobei die
Ableitungsterme vernachlissigt werden. Da wir u € C°°(Q) vorausgesetzt
haben, kénnen wir die auftretenden Ableitungsterme von w in (9.7) durch
||uf|go (@) abschitzen und brauchen diese somit im weiteren Verlauf nicht
mehr beriicksichtigen.

e Beitrag aus Fall 1: setzt man m = 1 und addiert dann iiber j, so erhilt
man

2
h2a (cosh(hy) — 1)

Dabei ist zu beachten, dal 0 < h, < 1 fiir innere Gitterpunkte gilt
und wir somit cosh(h ) yrm <z E abschiitzen kénnen. Damit ist der

Ausdruck in der Klammer unabhingig von h.

e Beitrag aus Fall 2a: setzt man m = j = 1, so erhilt man

e Beitrag aus Fall 2b: um h? zu erhalten, miissen wir j = 1 setzen, was
m > 2 zur Folge hat. Dann erhalten wir hieraus den Beitrag

252 & 9—2m 1 1 1
- = K2 h(Z)-1--—— | =C-h?
2! z:: 2(m + 1)) (COS %) 8 384)

mit C # C/(h).

e Beitrag aus Fall 2c: um A2 zu erhalten, miissen wir m = 1 setzen, was
j > 2 zur Folge hat. Dann erhalten wir hieraus den Beitrag

2h% N 272 |2 h2 T 9
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Damit stehen bei allen vier Beitrigen Konstanten vor dem Term A2, die
unabhdngig von h sind. Diese Vorgehensweise kann man nun fiir alle auftre-
tenden (geraden) Potenzen von h durchfiihren. Listet man wie schon fiir die
Potenz h? die einzelnen Beitrige auf, so erhilt man fiir die (2k)-te Potenz
folgende Beitrage:

e Beitrag aus Fall 1: setzt man m = k und addiert dann iiber j, so erhalt

man "
2 2rh
2% = B _cmhem
GG ) ) =) < 5EET
e Beitrag aus Fall 2a: setzt man m = j = k, so erhilt man
2 h*k

2(k + 1)) (2k)! 22k

e Beitrag aus Fall 2b: um h2?* zu erhalten, miissen wir j = k setzen, was
m > k + 1 zur Folge hat. Dann erhalten wir hieraus den Beitrag

o2k o 2-2m

W,ﬁ @m+1)
2h** 1 (3)° ()"
28! (COSh(i) B TR Y/ SN

e Beitrag aus Fall 2c: um »2* zu erhalten, miissen wir m = k setzen, was
7 > k+ 1 zur Folge hat. Dann erhalten wir hieraus den Beitrag

21 % o~ 27
(2(k+1))!

G et

o h2 i
D)L (cosh(hy) —legp o (Qk)!)

Damit sind die Faktoren im “worst case” vor jeder Potenz von h bestimmt,
da in jeweils allen vier Fillen fiir jede Potenz von h die beteiligten Faktoren
unabhdngig von h sind.

Damit folgt nun insgesamt die Behauptung

. 9%
ID7 Ry — Riizslle < C- h?||ull e (g (9.14)
k3
fiir die zweite Ableitung beziiglich der Raumdimension 7 in zwei Dimensionen
(1 <7< 2), was die Aussage des Satzes beweist.

Fiir entsprechende Beweise in héheren Dimensionen bzw. unter schwicheren
Voraussetzungen sei an dieser Stelle auf die Sitze 4.2 und 4.4 sowie 4.5 und
4.7 verwiesen. O
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A.3 Beweis zu Satz 4.2

Beweis: Wir beschriinken uns wie zuvor auf den Operator D7,. Aus dem
Beweis von Satz 4.1 und [Hac86], Korollar 4.5.4, folgt, dal an den Rand-
punkten x;; mit /; = 0 die Behauptung fiir Funktionen u € C*(Q) erfiillt ist,
was eine schirfere Voraussetzung ist als die im Satz genannte. Wir erhalten
fiir diese Randpunkte den Ausdruck

D7y u(xyg) = u*” (x13) + b* - R(x4)

zy, i Th
1
R(X],i) = h™* / ?11471(57 ylzﬂé) ' (.7;[1 g T h — 5)3 §d£+

Ty 44y

1y iy —h
1
u4,x(5’ ylzﬂé) ' ($[1 i h— 5)3 ydg
xl;/‘-l
Zi iy +h
—_ x ¢ l
= h™ / u® (57 yl27i2) ' (xlhil +h- 5)5 ydf (9'15)

Ty i

Damit folgt, da§ wir am Rand die Abschitzung

0%u h?
D7 Ryju — Rl,i?Hoo < E||U||04(Q) (9.16)
1

0

bekommen, bei der wir anstatt ||u[|c+(q) auch die Norm ||u|¢s1(q) nehmen
diirfen, wenn wir u als 3—fach Lipschitz—stetige, differenzierbare Funktion
annehmen (vgl. [Hac86], Korollar 4.5.5). Betrachtet man die Wirkung der
(d — 1)—dimensionalen Hierarchisierung und der nachfolgenden Ableitung,
so kann man die Linearkombination von Funktioneswerten (nichts anderes
wird durch die Anwendung eines Sterns getan) geeignet zusammenfassen
und interpretieren. Dadurch gelangt man zu folgender Interpretation fiir
den aus den ersten beiden Teiloperatoren resultierenden Sterns: in einem
ersten Schritt berechnet man Finite Differenzen an den Stellen xy 1, H3 (x14)
und H} (x1;) beziiglich der lokalen Maschenweite an x4 und transportiert
vermoge des Hierarchisierungsoperators alle Ergebnisse an die Stelle x ;. Da-
bei sei an dieser Stelle angemerkt, daf die lokale Maschenweite in Ableitungs-
richtung an den Stellen xy 3, H; (x1:) und H (x14) unterschiedlich sind und
hier keine Vertauschung von Ableitungsoperator und (d — 1)-dimensionaler
Hierarchisierung stattfindet. An den hierarchischen Vaterknoten ﬂ;(xl,i)
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und H; (x13) erhalten wir demnach zunichst die Werte

P (3 (xq)) + B3 - R(HG (xq)) =
= @M (3G (%)) +
z1y i; The
51
hi h;‘l / “4’x(€,y12,i2 + hy) . (3711,1'1 + h, — f)d ydé.

Ty i

Dabei bedeuten wie im Beweis zu Satz 4.1 h, die (lokale) Maschenweite
zum linken (bzw. rechten) Nachbarknoten und h, bedeutet die (lokale) Ma-
schenweite zu einem hierarchischen Vaterknoten an dem Punkt x;;. An dem
Punkt x;; selbst erhilt man

u®*(x13) + b2 - R(x5)
mit
xll K ihz

— x : 1
R(xi5) = hy* / u (€ Yain) * (21,iy £ ha — €)° ﬁdf

Ty iy

als Ergebnis der Anwendung der Finiten Differenz. Die gewichtete Additi-
on der berechneten Ausdriicke mit den Gewichten des Hierarchisierungs—
Operators ergibt dann den Wert an dem Knoten x); nach Anwendung des
ersten Teils Dy; o H; des Gesamtoperators. Wir entwickeln die Ableitungen
in den Integralen an den Stellen H; (x14) und H7 (x14) nach y und bekom-
men somit die Ausdriicke

R (x0) =
L1 ,4q the
_ . 1
B hm4 / u® (&, Ylyyin T hy) ' (mllvil £ D — 6)3 ydg)
Tl iy
xllvil ihz

— h;4 / u4,x(£’ ylz,z'g) + hyu4,x,1,y(£7 ylg,ig) +
Ty iy

Yy in Thy

_ , 1
hy (’%2 / utTBE ) Yy by — ) ﬁdn)> :

Yiq iy

(@, 0y £ he — €)° idg] (9.17)



198 Bewelise

als Fehlerterme. Insgesamt erhalt man hierdurch

S
Dll = E1 OD110H1 =
xy i) the

1
— g 2 (h;‘* [ ) o e — 6 ?df)
xl;W-l
1 2,z +
—5 u’ (J—CZ (Xl’i)) +
xll,il j:hm
{ 1
+h (h;4 u" (€, Yiziz £ hy) + (21,0, £ he — 5)3 §d€>) "

L1y i

;3 (uzﬂxwf;(xl,ﬁ)) + 53 ) + 'f(%;(xlm)

=7 (x) + % (Hf(%;r(xm)) + ?(Jf{(xu)))

(g

3t 1
xll,il ylg,ig
(zlhil + hy - 5)3 te (yl27i2 + hy - 77) dT? df) (9'18)
2,z 1 ‘ + v — 1 4h32!'h121
< utt(x) + 3 F(HZT (xa0) + F(Hy () | + §W”“Hojjgjel @)
(9.8) = 1{, e 1 h?
= uP(xig) + B (f(%;(xl,i)) + F (35 (Xl,i))> + iﬁllﬂlcﬁ-el @)

(9.19)

als Ergebnis der zweiten Ableitung mittels Finiter Differenzen auf diinnen
Gittern. Setzt man an den Randpunkten mit /; = 0 die Fehlerterme J(x4)
identisch 0, so sind die entsprechenden Terme an inneren Gitterpunkten von
der Ordnung O(h?). Der Term F (3] (x14)) +F(H; (x1,:)) besteht an inneren

Gitterpunkte ebenfalls nur aus Einzeltermen der Form ¢ - h? - l|uf 2420 @)’
p242

me

die mit dem Gewicht % jeweils einen Level tiefer transportiert werden. Be-
trachtet man sich die Konstante vor dem gesamten zusitzlichen Fehlerterm
pro Knoten, so erkennt man wegen

Zc(%) < Zc-(%)i:2-c, (9.20)

o0
=1 2=0
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daf sich aufgrund des wiederholten Faktors % kein logarothmischer Fehler-
ordnungsterm im zusitzlichen Fehler entwickelt. Damit ist die Aussage des
Satzes bewiesen. O

A.4 Beweis zu Satz 4.4

Beweis: Aus dem Beweis zu Satz 4.2 ist bereits bekannt, daff an den Rand-
punkten x; mit /; = 0 die Behauptung fiir Funktionen u € C*(Q) erfiillt ist,
was eine schirfere Voraussetzung ist als die im Satz genannte: (A.3) fithrt
zusammen mit (9.15) auf die Abschitzung (9.16) fiir Randpunkte, die wie
im Beweis zu Satz 4.2 angegeben noch weiter verschirft werden kann.

In (9.18) tragen insgesamt vier Integrale zum Fehlerterm bei, wobei jedes
einzelne Integral fiir den Beweis der Aussage von Satz 4.4 zweifach par-
tiell integriert werden mufl. Wir filhren dies exemplarisch an einem der 4
Integrale

. =4 =2 Z1y iy Hhe Yiy iy thy
I = ——h2h2 ( ‘x Y / u4,a:,2,y(£’ 77) .

PR UETIETH

Z1y iy Yiy iy
' (mllyil +hy — 5)3 ' (ylz,iz + hy - 77) d77 df)

aus (9.18) durch. Um die Notation einfacher zu halten, fithren wir fiir die
nachfolgende Rechnung die Schreibweise

fla,c—d) = f(a,c) — f(a,d) (9.21)
fla—b,e—d) = fla,c—d) — f(b,c—d)

ein. Damit erhalten wir

xyy i Hhe 71, 5, +h
1 171 h;Bhgl U T 4,z,2,y
b=t rar G

Ty ,iq Ty iy

@1,y + he =€) (Yyiy + by — ) d df)
Z1y iy the Yy iy Thy

1 h;? -
- _§h;h?1/< 3! hyl / / uh 717y(€777_y127i2)'

Ty i Yly iy

' (‘rll,il + h:t - 5)3 ' dn df)
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1y iy Fhe Yy iy Thy

1 171 h;s -1 3,2,y n—
- _ihwhy 21 hy . . v (5 Tl yl2vi2)'

Tl ,d4q Yig ig
' (xlhil +hy — 5)2 ' d77 df)

(9.8) h
< RV YAARER [ulloer @)

Der Exponent 4 1/2 mit g > 0 kommt dabei dadurch zustande, dafi wegen
(9.8) in obiger Abschitzung mindestens h'/% stehen muB, punktweise jedoch
aufgrund der Lipschitz—Abschidtzung auch ein hoherer Exponent auftreten
kann. Es gilt jedoch die Einschrinkung 0 < p < %, wobei die obere Grenze
fiir p angenommen wird.

Obige Abschitzung erhilt man fiir alle 4 = 27 (hier: d = 2) Integrale. Somit
kann man den Fehlerterm am Punkt x;; angeben zu

Fxag) +C-pT7 lullgzezen )

wobel o = ,u—l—% > % gilt und somit die Aussage des Satzes unter Verwendung
der Diskussion der Konstanten des Terms A2 im Beweis zu Satz 4.2 bewiesen
ist. O

A.5 Beweis zu Satz 4.5

Beweis: Im Beweis zu Satz 4.2 kann man erkennen, dafi durch die Ent-
hierarchisierung ein Restglied mit dem fiihrenden Term hihz entsteht, der
die Konsistenzordnung 2 des Operators liefert. Wir wollen in diesem Be-
weis wiederum nur die Ableitung in z;-Richtung betrachten. Wie zuvor
bedeuten nachfolgend h, die lokale Schrittweite zum nachsten Nachbarn
in x1-Richtung sowie hy; = h,; fir 2 < j < d die Schrittweiten zu den
hierarchischen Vaterknoten in die entsprechenden Raumdimensionen. Um
MiBverstandnissen vorzubeugen und um den Beweis in Analogie zur Nota-
tion im Beweis von Satz 4.2 zu fiihren, bezeichnet z (ohne Indizierung) in
diesem Beweis die Richtung, in der die Finite Differenz angewendet werden
soll, und y; = z; fiir 2 < 7 < d durchlduft alle iibrigen Richtungen.

Wir betrachten hier den Enthierarchisierungoperator E; als Tensorprodukt-
operator (vgl. Definition 2.1) und wenden die einzelnen Komponenten hin-
tereinander an. Dabei sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, daf§
die Reihenfolge der Einzeloperatoren bei der d-dimensionalen Hierarchisie-
rung bzw. Enthierarchisierung unerheblich ist und die Einzeloperatoren un-
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tereinander vertauschbar sind. Damit ergibt sich durch sukzessive Anwen-
dung der Operatoren E’ fiir 2 < j < d schlieflich
EdO-"OE2OD110H1 =

2,2
= ur"(x13) + F1,...d(x15) —
#1 iy The Y1y ,i Thy, Yty igThyy

— — -2
—h2h2 h2 (hx4hy22___hyj / / /
T val 3t 1! 1! . . .

2y i Yiy iy Ylg,ig

d—1
1 )
<_§) 'u4ix’2’y2’m’2’yj (57 N2y ey N Yg+1y -0t 7?/(1) * (wll,h + hx - 5)3 *

Yoy £ hyy —m2) + oo (Wi £ Py — na) dna -+ diny df) (9.22)

Analog zu Formel (9.8) erhdlt man fiir reguldre diinne Gitter in d Raumdi-
mensionen die Identitdt

d 1 d—1
he + [] h; = (5) h . (9.23)
7=2

Berechnung der insgesamt 27 Integrale in (9.22) unter Verwendung des Mit-
telwertsatzes der Integralrechnung ergibt nun unter Beachtung der Identitat

(9.23)

E1 o D11 (¢] H1 =
) ) 2d . 21—(1 1 2(d-1)
= u ’x(xl,i) + ?1,...,d(xl,i) +h W (§> Hu”Citiel @)
2—d

= 'UQ’I(Xl,i) + ?1,...,d(xl,i) + h2WHUHC2+je1 (@) ’

mi

was die Aussage des Satzes beweist. Dabei ist wie zuvor Fy . 4(x1) ein Feh-
lerterm, von dem bereits bekannt ist, daf} er von der Ordnung O(h?) ist. Eine
analoge Diskussion wie in (9.20) enthiillt, da kein logarithmischer Faktor
durch die Summation von Fehlertermen entsteht. Somit ist die Aussage des
Satzes bewiesen. O

A.6 Beweis zu Satz 4.7

Beweis: Der Beweis lduft prinzipiell wie der Beweis von Satz 4.4. Dabei
ergibt sich die erste Behauptung wiederum sofort aus einer partiellen Inte-
gration in Ableitungsrichtung (vgl. [Hac86], Analogon zu vollen Gittern).

Fiir den Beweis der zweiten Aussage verwenden wir wie zuvor im Beweis
zu Satz 4.4 die partielle Integration, um die Glattheitsvoraussetzung von
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C*t2e1(()) wie sie in Satz 4.5 gefordert wird, auf C:Jffl (£2) zu senken. Da-
bei mufl im d-dimensionalen Fall die partielle Integration d—mal angewendet
werden. Um die Notation iibersichtlich zu halten, setzen wir nachfolgend in

Analogie zu (9.21)

U(g, N2 — Y2, 43, --- 7yd) = U(f, N2,Y3y- - - ayd) - U(f, Y2,Y35- - - 7yd) .
(9.24)

Entsprechend wird u(§ — 2,713 — y2,. .., M4 — ya) usw. definiert. Wie zuvor
im Beweis von Satz 4.4 fiilhren wir die partielle Integration an einem der
auftretenden Integrale beispielhaft vor. Dazu fiihren wir zunichst nur die
Integration beziiglich der Koordinatenrichtung 74 durch, wobei wir den Vor-
faktor unberiicksichtigt lassen:

Tiy, iy Hhe Yig,inthy, Yig,igthy,

T Y2 Yd 4,1,2 ey 2,ya
u:vvy% 14y Y (57772’___’77(1).

Tly,ip Yig,ig Yig,ia

(@10, + he =€) (@1g,iy +hyy — 1)+ (14,04 + by, — 1a) dE dipy -+ dnpg =

h—% h_l h_l Tiy,ip Hhe Yigigthy, Yia_1,ia Thya_y
T Y2 Yd

3 1!

Tiy,ig Yig,ig Yig_q,ig_y

lu473727y21'~~ 12,¥d—1,1,Yd (5’ 72y ,77d,) . (Ill7i1 + hz — 5)3 .

Tiy,igtha
(®1g,i0 F hys —m2) - (Brg,ig + Py — Ud)] dé dny - -dng_1 —

Tlg,iq

Ty iy the Yigigthy, Yig,igthy,

Chgthyl By
31! 1!

Tiy,iq Yig,iqg Yig,igq

(u47x721927"'727yd—1711:‘/d (E’ N2y .- )nd) . (Illﬂ.l + hx — 5)3 .

) (.’171272'2 + hy2 - 772) Tt (mld—17id—1 + hyd—1 - 77d—1) ) (_]))d£ d772 0T d77d

Tiy iy Hhe Yig,igthy, Yig,igthyg
h_3 h—l h—l
— r Y2 .. _Yd /

3 1!

Tiy,iy Yig,ig Yig,ig

(u4,x,2,y2,...,2,yd_1,1,yd (2 s d = Uiaia) - (21yiy + e — €)%
. (mlzaiz + hy2 - 772) e (Ild—1,id—1 + hyd—1 - 77d—1) )d£ d772 ot d77d (925)
Hieraus erkennt man, daff man die partiellen Integrationen beziiglich der

Raumdimensionen 7; fiir 2 < j < d—1 analog zu der soeben durchgefiihrten
partiellen Integration beziiglich der Raumdimension 74 durchfiihren kann.
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Man erhalt nach diesen insgesamt d — 1 partiellen Integrationen die Identitat

1 1 Tiy iy tHhe Yig,istHhy, Yigigthy,
h‘;s h272 . h;d . u41"’:727y27“~ 12,Yd (5 )
TR TR R

Tiy,ig Yig,ig Yig,iq

(21,11 + ha — )% (T1gin + hyy — M)+ (214iy + hy, — 1) dE drg -+ -dng =
Tiy,iqythe Yig,isthy, Yig,igthy,

-3 -1 -1
_ hthy by,
3 1!
Tiy,iq Yig,ig Yig,iq
(u‘lvxvlvy%"' yLya—1,1,y4 (57 N2 — ylz,iz? ceeyNd — yld,id) .
(@10 + he — 5)%) dg dny - --dng (9.26)

Wendet man analog wie im Beweis von Satz 4.4 noch partielle Integration in
die verbleibende Ableitungsrichtung an, so erhdlt man aus (9.26) die Formel
3 p1 j Ty iy the Yigigthy, Yig,igthyy

h.’L‘
Y2 Yd 4,5,2,y2y000 42
TR ST ubTi2y2 Hyd(&m’___’nd).

Thy,iy Yig,ig Yig,iq

(2110, + ho =€) (@100, + hyy — 1)+ (214,04 + by, — 1a) dE iy -+ dipg =

Tiy iy the Yig,iothy, Yigigthy,

h_3 h—l h—l

_ = Y2 .. Yd
20 1! 1!

Tiy,iy Yig,ig Yig.iq

3,1}1 . d—ld, . . . .
(U yhhyzyeey LYa—1, L,y (-7311,11’772 —_ ylz,lzﬂ ceey g — yldﬂd_)

'(xllsil +hz_£)2) d£ d772 dnd+

Tiy iy Fhe Yig, i Hhy, Yig,igthy,

h_3 h—l h—l

4o Yz .., _Yd
20 1! 1!

Tiy,iy Yig,ig Yig.iq

3,z,1 vy Liya_,1
(u by LYt ’yd(gﬂh — Ylayios - and_yld,id) :

“(21y,iy + he _5)2) -dE dny -+ -dngy

Tiy, iy Hhe Yig,isthy, Yig,igthyg
h_3 h—l h—l

T Y2 .. _Yd

20 1! 1!

Tly,iq Yig,ig Yig.iq

3,z,1 vy Lyaog,1 . T
(U 1Ty LYo,y Lhya—1,1,Y4d (5 _ 'rllsil? N2 — yl;,iga ceey

M= i) - (P10, + he = €)% ) - de diy - dig
Die Anzahl an Lipschitzabschitzungen, die bei einem der insgesamt 29

d-dimensionalen Integrale durchzufiihren ist, betrigt dabei 29-1. Dabei
kann man die Terme nach den Regeln der Kombinatorik grundsdtzlich so
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abschitzen, daf wie im zweidimensionalen Fall die kleinste (lokale) Ma-

schenweite (beziiglich aller Raumdimensionen) als Faktor vor der Norm

Il 1 42es @ U stehen kommt. Wie zuvor im zweidimensionalen Fall eli-
mix, L

miniert die durch (9.23) auftretende negative Potenz von 2 dabei den Fak-
tor 2= der durch die Anzahl von Summanden der Lipschitzabschitzungen
fiir ein Integral entsteht. Zudem gilt fiir die kleinste (lokale) Maschenweite
wegen (9.23) stets

=

B min h<2%. ha,
he{hmvhyj :2<5<d}

womit sich in Analogie zu Satz 4.4 o > % ergibt. Insgesamt erhilt man somit
den Fehlerterm
J:(Xl 1) + C h1+a||u||cl+j €1 (Q)

wobei wie zuvor fiir den Fehlerterm F(x1 ), der Fehlerterme von Vaterknoten
beinhaltet, klar ist, daf er von der Ordnung A'* bzw. h? ist. Die identische
Diskussion um den mit jedem Level neu zu multiplizierenden Faktor % vor
den einzelnen Fehlertermen fiihrt auch hier zur Erkenntnis, dafl sich kein
logarithmischer Faktor im Fehlerterm einstellt. Somit ist die Aussage des
Satzes bewiesen. O

A.7 Beweis zu Satz 4.8

Beweis: Der Beweis fiir die drei ersten Behauptungen des Satzes 15uft analog
zum Beweis des Satzes 4.1. Mit denselben Argumenten wie dort reicht es
hierbei aus, lediglich die Ableitungen Df’i und Df’o in Koordinatenrichtung
¢ = 1 zu betrachten. Wir beschrdnken uns zudem wiederum auf den Fall
d = 2 mit Q = [0,1]%. Die Erweiterung auf d Dimensionen liuft dabei wie
im Beweis zu Satz 4.1 (Konsistenz der zweiten Ableitung D?).

Nach Anwendung der Hierarchisierung erhalten wir dieselben Ergebnisse
wie in (9.3), (9.4) und (9.5). Nach der Anwendung des Sterns fiir die erste
Ableitung bekomme wir folgende Taylorreihen an inneren Gitterpunkten:

27
DSy‘l‘ . ’U()E ) _ =+ Z Z hm Qh e 2]*9()( )
1 . 1,i - m' 2] 1,i

ml]l

m— 2
- —zzh "“ merng) (027

m=1 j3=1
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S,— . — -1 o (_hx)m thl] m,x,25,y (2
Dl : U(Xl,i) = QhT z:l 2; m) (2])'u Jy(xlvi)
m=1 3=
S (_hl")m_l hz/] m,x,25,y (3
_ (R ) (9.28)
2% o) !
; —1 SN 2pEmml opk :
vao . 3. — x Yy 2m—-1,2,23,y(2 .
oG 2. (2hy) mz_:l; @m— 1) (2))!" (44)

o hf/j 2m—1,2,2j
R emomigyt G (929)

An Randpunkten mit I3 = 0, an denen die Operatoren H; und E; die
Identitdt darstellen, erhalten wir die von vollen Gittern bekannten Formeln

DYt o) = Y u™" (X14)

S— . = _ - (_h)m—ll m,x o
D" rv(Xy) = Ziu T (XK14)

S o~ h
Df’o:v(xl,i) = 27

—_
[SV)
3

|
—_
~—

3

—
~

I
QH
E
e
+
[~]e
SRS
|
=

3
Il
N

Kombiniert man diese Ergebnisse nun mit dem Operator E;, so erhilt
man den gewiinschten Finite Differenzen Operator fiir erste Ableitungen auf
diinnen Gittern. Man rufe sich hierfiir nochmals die Identitit h, = 22~1h
ins Gedichtnis. Wir starten mit der Riickwarts—Differenz:

Df’_ ou(xii) =By oDT o Hyou(x3) =
1
= D7 oHou(xg) + 5 (D7 o Hio (u(3 (xi1) +u(3 (x1))))

% X —hy m=1 (7, 2J )
— _ZZ( n_3| (y) Um’x’%’y(xl,i)‘F

m=1 j=1 (2‘7)'
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+% (Z (Zhy)? uh T (ag) + I (3G () +

m=2 3=0 ]'
I hi L,z,5,y
= 37 2l () + T (G () +
j=0 "
XS (=R
Pyt n)z! ik Jy(xll))Jr
m=2 3=0
* X (—hx)m_l (h )2 m,z
= - > m! (2yj)' u™ T2 (x5) +
m=1 j3=1

+ . U WXTyad Y Xl + N umx Ly XI’I
;(23)' o) m;]; ml - (2))! -
_ _ / U N ]7y(xl )+
1 ’
P (25)!
00 00 212 lh m—1 h mr
DRI ((23))' . M(X“)) '
m=2 j:l

! !
— 5 m! (24)!
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+>.> (—=h)"~ ((]22?)'] <1+ (—2’2‘1)m"1> u™ T (x1)

(=)™

m)

I
g.—l
R
£l
pr
[]e 3

u™® (x15) + I (x1,4) (9.30)

3
Il
I

Der Beweis fiir die Vorwarts—Differenz ist hierbei identisch zu dem fiir die
Riickwirts—Differenz, wenn man —h, durch h, und —h durch h substitu-
iert. Zudem erhélt man anstelle von JF~(x13) notationstechnisch den Term
F*(x14), der fiir jeweils beide Differenzen den Fehler beschreibt, den man
additiv zu dem Fehler enthilt, der im Fall voller Gitter auftritt.

Es bleibt noch zu zeigen, dal 7 (x13) von erster Ordnung O(h) ist, da die
Summe in (9.30) von der Ordnung O(h) ist. Analog erhdlt man dann die
Aussage fiir F1(x)4). Die ausfiithrliche Formel fiir = (x; ) lautet

Foag) = 5 (0G Gag) + 570G () +
— (_h)m—] (hy)2] s—1ym—1 m,x,23,y
+mZ:2; ml (2)! (14 (2t sy
= 5 (5735 () + 57 (56 Ga) + (931
— o (_h)m (hy)2] s—1\m m+1,2,25,y .
+;;(m+1)! g (1+ (2t

Da wie im Beweis der zweiten Ableitung mittels Finiter Differenzen auf
diinnen Gittern auch hier bereits bewiesen ist, daf in (9.31) der Fehlerterm
L(F(H5 (x11)) + F7(HF (x1,1))) von erster Ordnung O(h) ist, bleibt nur
noch zu zeigen, daf die Doppelsumme im Ausdruck in (9.31) ebenfalls von
erster Ordnung ist. An dieser Stelle sei an den Beweis von Satz 4.1 erinnert,
wo wir h, und h, genauer bestimmt haben. Wie in dem angesprochenen
Beweis fiihren wir auch hier eine Fallunterscheidung mit insgesamt 4 Fillen

durch, um den Fehlerterm genauer zu analysieren.

1. Fall: analog zum Vorgehen im Beweis zu Satz 4.1 betrachten wir hier
Terme der Form

m 27
(_h) (hy) / Um+1’x’2‘j’y(X17i)

CESVRCH] / (9:32)
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die gerade den Anteil des Fehlerterms 3~ (x13) ausmachen, bei dem in
der Klammer der Faktor 1 genommen wird. Bei diesen Termen ist die
h—Potenz direkt ablesbar.

. Fall 2: hier betrachten wir wie im Beweis zuvor die {ibrigen Terme

(=h)™ (hy)¥
(m+ 1)1 (2))!

bei denen sich im Gegensatz zu den Termen in (9.32) die auftretenden

(_212_])1‘)’1 um+1,x72j7y(xl7i) s (9.33)

Potenzen von h nicht direkt ablesen lassen, womit auch hier eine ge-
nauere Analyse der Terme erforderlich wird. Dazu unterscheiden wir
die 3 Fille m = 25, 25 < m und 25 > m:

e Fall 2a: sei m = 2j. Dann gilt

(_h)m hflj (_ lz—l)m —
(m+ D! 2))]
1 2—lm+2llj—2lj—2j+mlg—m
= (=1)™. .
U @) T )

= (=)™ m , <211+12-1-1>m . (2_,>m Lo

1 m
= (_]_)m D — 211+12—l—1 L9—m  pm
mt1)1(2)! ( )
0<..<1
< (mlm— L pmm e
< G
2=% ey
(m +1)!(2))!

Damit erhalten wir in diesem Fall nur gerade Potenzen von h.

e Fall 2b: sei 27 < m. Dann gilt

%(gi!(‘ =
— % () ()
= (-n™. (ﬂf;ml—)fgj)' (211+zz-z-1>2ﬂ' _@m—zj
< (- )mmi_l—z)?(w 2

Damit erhalten wir auch in diesem Fall ausschliefilich gerade Po-
tenzen von h.
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e Fall 2¢: sei 25 > m. Dann gilt
(=h)™ hy
(m+ D1 2)

~2j ., (9=1)™ - 25-m
- oo Sy () ()

= (-1)™. % ) (211+12—l—1)m _ (211_l> 2j—m

(=227 =

—
m+ 1)!(25)!
0<..<1 0<...<1
2-%
< _ m_—.hm
< OV e

Damit stehen in allen vier Fillen Konstanten vor h, also Gréflen, die un-
abhdngig von & sind. Wie zuvor wollen wir nun die Konstanten vor beliebi-
gen Potenzen von h bestimmen. Dazu unterscheiden wir nach geraden und
ungeraden Potenzen und erhalten somit folgende Beitrage:

e ungerade Potenzen m = 2k + 1:

— Fall 1: Sei m = 2k + 1. Dann erhalten wir

2k

RHE) (cosh(hy) — 1)

— Fall 2c: Sei m = 2k+1 und 25 > 2k+1, also j > £+ 1. Dann gilt

j,2k+1 < 5-2j B
EEFIN 2 @
h2k+1 (%)2 (%)zk
BT (COSh(i) TR (Qk)!)

e gerade Potenzen m = 2k:

— Fall 1: Sei m = 2k. Dann erhalten wir

h2k

7(2]4: )1 (cosh(hy) — 1)

— Fall 2a: Sei m = 2k = 25, also k = j. Dann erhalten wir

h2k

2 SRR T
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— Fall 2b: Sei j = k£ und m > 2k. Dann gilt

h2k o 9-m

(2k)] m_%;ﬂ (m+1)!
212k 1 (1)
oF >(f‘ m)

— Fall 2¢: Sei m = 2k und 7 > k. Dann gilt

o —

h2k 7
T 2,
7=k+1

h2* 1 (3)° ON
2k + 1) (COSh(§) TR (2k)!)

Damit sind im “worst case” die Konstanten aller h-Potenzen bestimmte, da
jeder der einzelnen obigen Ausdriicke unabhingig von A ist. Somit haben
wir die Konsistenzordnung O(h) sowohl fiir die Vorwirts— als auch fiir die
Riickwirts—Differenz nachgewiesen und es gilt folglich die Abschitzung

0

~ U
ID*Ryzu — Riis— ||oo < C R ul gy

) e g 1. . 5,0
Kommen wir nun zum Beweis fiir die zentrale Differenz D} "":

Df’o ou(xii) =E; o DYoH, 0 u(x14) = (9.34)
1
= D{oH;o0 u(xl i)+ = (DO oH; o (u(fH; (x14)) + w(HF (Xl,i)))>
(m-1) 27
_ h 2m 1,2,27,y
- _ZZ Qm_l ) (%11)
m=1 j5=1
1 S h2m 2m+1 x -
+§( ; Ga) +mZ s G (0]

Ms

" ( (36 Gag)) + O ()

o)

2m—}—1)

3
ﬂl

X11 >+
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2(m—1) hZ]

o hl" 2m— 1x2],yx
S Xl eyt

1 [ (=hy) i o
_}_5 Z( 'y) ul’ ’]’y(xl,i)—}-f(j’% (Xl,i)) +

=0 I
S I Y :
+ . m m+17x7]7y(xl’i)_}_
mzz:l Jz:; @m+ 1) j!
L A P Pp—
+5 | 20 Tt @) + 506 ) +
i=0 7
e th h‘; 2m+1,2,3,y
+ 2> Gmyiigtt T (x1,i)+
m=1 ]:
o (2[2—1h)2m h2] 2m+1,2,25,y
= -2 i ()
m=1 j3=1 (2m+ 1) ( )
- =, h¥ hzﬂ
() + 3 Gl ) Z 1255 )
Jj=1 J ]:1
- th 2m+1,x 1 ‘ - . +
+ Z (2m + 1)! u ' (xl,l) + ) <5(5H:2 (Xl,i)) + f(f}cz (Xl,i)))

4 i i h2m h?;] u2m+1,x,2j,y(xl )
c— (2m + 1)! (2j5)! '

_ o lxiz G h2m 2m+41,x .
- u (Xl71) + Z 'u (x171)

1— 212—1 2m> 2m+1,2,25,y .
+ Z 2 +1)! 2] < ( ) u (Xl,l)

h2m m x s
= uh (%) + Zm AT () + F(x,) (9.35)

Der “zusdtzliche Fehlerterm” F(xi;z) in (9.35) ist dabei anndhernd derselbe
wie schon im Fall der zweiten Ableitung. Unterschiede bestehen lediglich
in einem konstanten Faktor 2 und unterschiedlichen Ableitungen, mit denen
die Potenzen der Maschenweiten zu multiplizieren sind. Entscheidend fiir die
Ordnung dieses Terms ist jedoch ausschlieflich der Beitrag der Summanden
der Doppelsumme, der sich mit den Potenzen der Schrittweiten beschafftigt.
Da diese mit denen im Fall der zweiten Ableitung auf diinnen Gittern iden-
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tisch sind, ist die Konsistenzordnung zwei auch fiir die zentrale Differenz auf
diinnen Gittern bewiesen und es gilt die Abschitzung

5,0 - Ou
ID3Ragu—Rag s e < €1 ullomeqay
J
Dabei werden wie zuvor sdmtliche auftretenden Ableitungen iiber den Aus-
druck [[ul| e () abgeschitat.

Beweis von (4.30):

Die eindimensionalen Gitterlinien, bei denen d — 1 Koordinaten fest sind
und lediglich eine Koordinate als variabel angesehen wird, stellen ein-
dimensionale, volle Gitter dar. Eingeschrankt auf solche Gitterlinien gilt
D;; = D} oD = D; o D}, falls i diejenige Koordinatenrichtung angibt,
die als variabel angesehen wird (vgl. hierzu z.B. [Hac86, GrR092] u.v.m.).
Der Operator Df; arbeitet lokal auf eindimensionalen, vollen Gittern. Folg-
lich erhalten wir

Di = EZ'OD“'OH,;
EioDl'-l'oDz-_oH,-
= EioD;"oHioEl-oD;oHi

— D;SH- o va—

Zudem haben wir

D = E;oD;oH;
E;oD; oD} o H;

= E,oD; oH,;0E;oD] o H;
= D) oDt |

k2 k2

was die Behauptung beweist.
Beweis von (4.32):

Addiert man die beiden Ergebnisse fiir Vorwirts— und Riickwirts—Differenz
auf diinnen Gittern, so erhidlt man nach kurzer Rechnung die entsprechende
Aussage. Kiirzer und mit weniger Rechenaufwand verbunden ist der Nach-
weis, wenn man sich mittels

D’ = E;oDYoH,
1 1
- Eio(—-D;—l——-Dl'-")oHl-
2 2
1
-E,;oD;foH,;+§-E,;oD;oH,;

i

N =N =

1
UM
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behilflich ist und sich damit wie zuvor auf lokal eindimensionale, volle Git-
ter zuriickgezogen hat. Damit ist die zentrale Differenz auf diinnen Gittern
genauso wie auf vollen Gittern die gewichtete Addition von Vorwirts— und
Riickwérts—Differenz. O

A.8 Beweis zu Satz 4.10

Beweis: In einer Raumdimension ist nichts zu zeigen. Somit beschrdnken
wir uns zunichst auf den Beweis der Behauptung in zwei Raumdimensionen
und setzen h, = 2~ und hy = 2(i=0)=1_Wie bei den Beweisen zuvor reicht
es aus, lediglich die Aussage fiir den Fall § = 1 zu untersuchen. Wie wir
schon im Beweis von Satz 4.1 gesehen haben, erhalten wir fiir Gitterpunkte
am Rand mit I = 0 die Aussage aus der Tatsache, dafi fiir diese Punkte
die Operatoren H; und E; identisch mit der Identitit sind. Aus notations-
technischen Griinden formulieren wir dieses Ergebnis nachfolgend mit den
Bezeichnungen aus Definition 4.2:

E, oDy o Hyou(xyz) =
o0 h2m

= u?"(x15) + Z Sm+ 1)) (m+1)’x(x1,i)
1
= —( (X115 — hs - €x) — 2u(x13) + u(x1i + by - ex))

= 5 (uONF (ag) = 2u(x) + (N (xa0))

An einem inneren Gitterpunkt x;; erhdlt man nach Anwendung des Opera-
tors H; den Term

Hyou(ag) = ubag)— 5 (w36 (a) + w06 (aq)

Analoge Ergebnisse erhilt man an den Gitterpunkten N7 (x14) = x14—hs €,
und Ni" (x1,41) = X1,i + hy + €. Die Kombination dieser Ausdriicke mittels des
Finiten Differenzen Sterns fiir die zweite Ableitung fithrt auf die Formel

Dy o Hyou(xf) =
= 5z [ (406 000) = 200 4 0( 029
_u<f}{2‘ <N]‘ (Xl,i))) - 2u (U'C{ (Xl,i)> + U<5fz_ <NT (Xl,i)>)

2

o (f}{;‘ (Nl_ (Xl,i)>> —2u (.’Hf (x1, 1)) +u (f}{;‘ (NT (Xl,i)))

2
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Fiir den weiteren Verlauf des Beweises stiitzen wir uns auf die Induktion
nach dem Level bzgl. der y-Richtung. Dabei gehen wir davon aus, daf§ die
Aussage des Satzes bereits fiir einen Level /5 bewiesen ist. Dies kénnen wir an
dieser Stelle tun, da wir bereits festgestellt haben, daf die Aussage fiirl;, = 0
Giiltigkeit besitzt. Die Induktionsbehauptung ist nun, daff die Behauptung
auch auf dem Level I3 > 1 gilt, falls sie bereits auf dem Level I3 — 1 richtig
war.

Nach Induktionsvoraussetzung haben wir an den Gitterpunkten H; (x14)
und K} (x1;) die Behauptung bereits bewiesen und dort die Terme

El (o] Dll (o] H1 (o] "LL(:H:Q_(XIJ)) =

= % (u <5f2_ <N1_ (Xl,i)>> - 2u<sz_ (Xl,i)> +u <5f2_ (Ni" (Xl,i))>)

sowie

El e} Dll o} Hl o U(}C;(XLi)) =

= % (u (f}{;' (Nl_ (x17i))) — 2u(J'C;' (x17i)> +u (J—C;’ (N{"(xu)))) ,

errechnet. Wendet man nun den Operator E; auf die Teilergebnisse an, so
erhilt man den Term

EioDjioHyo0 U<X1,i> =

= Dj;oH;o0 u(xhi) +

-|—% (DH oH; o 'u(U'CQ_(Xl,i)) +DijioHio u(f}-{;’ (Xl,i)>)

= (009 690 = 2u(s) + (3 000

als Ergebnis des Finiten Differenzen Operators fiir diinne Gitter. Da dies
gerade das Ergebnis fiir die gew6hnliche Finite Differenz auf vollen Gittern
darstellt, ist die Aussage das Satzes fiir d = 2 bewiesen.

Nun kénnen wir zum Beweis der Aussage in d Dimensionen iibergehen. Wie
zuvor beschrianken wir uns auf den Nachweis fiir nur eine zweite Ableitung,
hier Df:”d Hierzu benutzen wir nachfolgend eine Induktion iiber die Dimen-
sionen, so dafl der Beweis nun zwei Induktionen ineinander schachtelt. Be-
trachten wir zundchst einen Punkt auf dem Rand. Falls [; = 0 fiir2 < j < d
gilt, haben wir den gew&hnlichen Differenzenstern anzuwenden, da die anzu-
wendenden Hierarchisierungen und Enthierarchisierungen fiir diese Punkte
wie die Identitdt wirken. Ist I; # 0 fiir genau ein j fiir 2 < j < d, so fallen
wir auf den zweidimensionalen Fall zuriick, fiir den wir bereits die Aussage
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bewiesen haben. Analog gelangt man zur entsprechenden Aussage in drei
Dimensionen, wenn /; # 0 fiir genau zwei Indizes j fiir 2 < j < d gilt. Somit
kann man sich mittels der Induktion Dimension fiir Dimension vorarbeiten.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung des Satzes ist fiir eine Dimension
d = d—1 erfiillt. Die Richtigkeit der Aussage wurde fiir die Dimension d = 2
bereits gezeigt, fiir d = 1 ist die Behauptung trivial.

Induktionsbehauptung: Die Behauptung des Satzes gilt fiir die Dimension d,
wenn sie fiir die Dimension d — 1 gilt.

Induktionsbeweis: Der Ausgangspunkt fiir die Induktion ist die Tatsache,
dafl die Behauptung fiir die Dimension d — 1 und alle kleineren Dimensionen
Giiltigkeit besitzt. Damit ist fiir einen beliebigen Randpunkt, fiir den /; = 0
fiir mindestens ein j fiir 2 < j < d gilt, im Falle von d Dimensionen die
Behauptung bereits bewiesen, da man die Aussage dann fiir eine Dimension
< d zu beweisen hitte und diese somit nach Induktionsvoraussetzung bereits
bewiesen ist. Damit ist fiir Randpunkte nichts zu beweisen und wir kénnen
uns auf innere Gitterpunkte beschrinken.

Die Anwendung der Hierarchisierung H,, in alle Koordinatenrichtungen au-
Ber 24 fiihrt fiir den Gitterpunkt x;; auf

H;, ou(x3) =
1 d

= ulag) =5 Y ((3 Gag) + w3 ()

i1 =1
i1#ig

d d
Y Y (w6 ) + w3 06 Gag)+

i1#ig in@{i1,ig}

+ (3 (96 (x0))) + w3 (G (xap) ) + -+

21

1 d-1 d d ‘
H(og) X 3Dl O8O OE ) )
izll#_id "dz—dl_él_d—l
mit Id—l = {il, - ,id_z, Zd} und

u(96 (36 ) = u(96G (96 () ) + u (36 (36 () ) +
U (g.(;l; (U'C; (Xl,i))> +u (g.c;l; (U'CI (X]i)))

Analog erhilt man die Formeln, wenn mehrere Operatoren fiir hierarchische
Vaterknoten (vgl. Definition 4.2) in einem Ausdruck involviert sind. Analoge
Formeln erzielt man an den Gitterpunkten x;; — %;,e;, und x15 + h;,e;,,
die bei der Anwendung der Finiten Differenz bendtigt werden. Durch die
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Anwendung des Finite Differenzen Sterns kombinieren wir die Ausdriicke an
den Punkten Nz'_d(xl,i) = x1; — hi,€;,, X1 und NZ'-Z(XM) = x5 + hi,e;, und
erhalten somit

D, H; ou(xii) =

1
= (Hi, 0 u(N, (1)) = 2H, 0 ulxas) + Hi, 0 u(NF, (x1)))

2
hid

= 5 (60N 6a0) — 2u000) + 0N () -

=1
i1#ig

+u(36E (O, (xl,i)))) +

(55 elonm)

ip=1 in=1
W #ig iy &{i1,iq}

—2u (Hi (inil (Xl,i)>> +u (.’Hi (.’Hi (NZ: (M,i))))) + ...+

1 d d
+W(Z NS

=1 ig_q=1
a#ig ig—1€1g—1

u(st (92, (- (o2 (362 v 0 ) )
—2u(set (3 (- (HE (9 ) )
u(st (9t (- (362 (362 (v () --->>>>)

(PP

Der Ausgangspunkt war hierbei, dafl nach der Induktion iiber die Level fiir
beliebige, aber feste Dimension d die Behauptung an allen hierarchischen
Vaterknoten bereits als bewiesen vorausgesetzt werden kann. Zusétzlich sind
im Fall eines vollen Gitters die Operationen N;E (+) fiir die Bestimmung der
nichsten Nachbarn in Raumdimension j; sowie H{Ji?() fiir die Ermittlung
der Vaterknoten in Raumdimension j, vertauschbar, zum Beispiel gilt hier
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die Identitat

fiir das Ergebnis am Gitterpunkt 3 (x14). Ahnliche Formeln ergeben sich
fiir die hierarchischen Vaterknoten in die iibrigen Raumdimensionen. Damit
haben wir alle Zutaten fiir den Beweis in d Raumdimensionen gesammelt
und erhalten abschliefend

EidODididOHidou(Xl,i) =

= D, 0oH;,0ou <X1,i> +
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1 d d
—(_z)d_uhlzd(z Z

i1 =1 ig_q =1
i #ig ig_1 €141

(o6 (50 (- (00 (06 (0000) ) -
- oot (9., (- (6 (3 00)) )
o(oc, (9. (-0 (o (v a0)) ) )

- hi2 (U<N;d (1)) — 2u(ag) + (N, (x17i)>)

Dies ist aber gerade das Ergebnis der gewdhnlichen Finiten Differenz fiir
die zweite Ableitung. Damit ist die Aussage des Satzes auch im Fall von d
Dimensionen bewiesen. |

A.9 Beweis zu Satz 4.13

Beweis: Wir betrachten den Beweis fiir Satz 4.13 lediglich fiir den zweidi-
mensionalen Fall, der analog zum Beweis von Satz 4.1 liuft. Der Beweis fiir
die Erweiterung auf den d-dimensionalen Fall funktioniert dabei analog wie
der zugehorige Beweis fiir den Operator D3 der Konsistenzordnung zwei.

Wir beschrianken uns in diesem Beweis auf den Operator DflA, da die Bewei-
se fiir beide Operatoren (also fiir DflA und Dlsl’ﬁ) im wesentlichen identisch
sind wie fiir den in Satz 4.1 bewiesenen Operator DY,.

An Randpunkten x;; mit /o = 0, an denen der Differenzenstern aufgesetzt
werden kann, ergibt Taylorreihenentwicklung die Aussage

oo 2m 2m
B 2h 16-4-2"" iiya
v(x1i) = mz_:o Bim 1) T u (x13)
= 2™ 16—4-22"‘ mal)e
= uM"(xy +Z 2(m + 1)) 12 WP () )

2

und die Aussage des Satzes ist fiir diese Punkt bewiesen. Um analog wie zum
Beweis von Satz 4.1 vorgehen zu konnen, benétigen wir neben den Werten

(9.3), (9.4) und (9.5) noch die Werte
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e an x1i — 2hge, :
- 1
(x5 — 2hgpey) = u(xi— 2h.e,) — 3 (u(xl,i — 2hgey + hyey)

+u(x1; — 2h,e, — hyey)>

1 2 : ,

= __Z p2HD) 20+ (%) 1 — 2 e,)

. Yy ,1 T-r

2= 2+ 1)
I~ 2 495 25y

= -3 Z Why u Y (x5 — 2hgey) (9.36)

=1 )
o an Xy + 2h,e, :
(x1i + 2hye,) = u(xii+ 2hze;) — %(U(Xl,i + 2h,e, + hyey)

+u(x1; + 2hye, — hyey))

; 11ty B zCx
5 2 GG 1)
1200 2 L2525
= —5 —)hy u~r (Xl’i + thex) (937)

<.
Il
—

Wendet man nun den Finiten Differenzen Stern (4.35) an und setzt die
entsprechenden Werte ein, so erhalten wir

v(x11) =
- —(fc(xll 2hpe,) — 16i(x1; — hoey) + 30(x15) —

—16a(x1; + hees) — @(x1i + thex)>

= =Y ) 2hy (16— 4-2"  2h, w2 2 (5
2 Gm+)) 12 (@) ’

u®(Hy (x14)) + F(H; (x1)) +

o] 2h2m 16 — 4 - 22771 )
. C2(mA1) e = .
t2 (2(m+1))! o (H; (Xl,l))>
1
+5 (.11,2,30(}(4'()(1 D) + F(H () +

i 2p%m 164 - 22’"
— (2(m 4+ 1)) 12

w2007 (3¢ (x,)))
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X Iy—1 2m m 27
— _ Z Z 2(2 . h) . 16 — 4 . 2 ] hy‘] ’u2(m+1),1‘,2‘j7y(xl i)
= 2(m+ 1) 12 25)! :

1 - (_h )] 2,2,7, P -
o (3 + 506 ag) +

et 2m 4 .92m j .
5 2h 1642 Z( hy) uz(m+1),x,],y(xlii))

= (2(m +1))! 2l
1/ (hy) 4, {
+§<Z ( ]y') ud 7]73/(X1’i) + j(j{;—(xl,i)) +
7=0
+ . v uz(m-l-l)’x(xl,i)
mZ::l (2(m + 1))! 1 ]z:; i )
0 hgj 2 )
= - T J,y
- Z 2] X] 1)
211 1 h 2m 16 — 4. 2m h2] ‘
—_ Z Z m + 1) . 12 . (Qy.)‘,u2(m+1),1‘,2],y(x17i)
m=1 j3=1 7)!
o] h2] . ) |
+ Z (2])!u Y (x11) + 3 (F(H (x1)) + F(HS (x10)))
7=0
- 2h2m 16 —4. 22m )
+ . m (m-l-l),x(xl’i)
n; (2(m+1))! 12
o 0o 2h2m 16— 4 - 22m hzj , ‘
+ . . ) (m+1),1372j7y(Xl’i)
mz::l; 2(m +1))! D &l
> 2m 4. 92m
= wt(ag) + 2h 16-4-2 u2m+1)e (x 1)
(2(m +1))! 12

sy 5

Y 2h7™ 16 — 4. 2°" Iy—1y2m
+ZZ((m+l)) (- @)

hzj 2(m41),2,2;
. m 1 X270y .
2" ()
> op2m 164 92m
= 2 2(m+41),x .
DU X11 -I-Z 5(m+ 1)) B U (Xlu)
v (Xlu) ) (9.38)

wobei wir den im Vergleich zur Situation auf einem vollen Gitter auftreten-
den zusitzlichen Fehlerterm JF(xp4) in (9.38) definiert haben. Im Fall /; = 0
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setzen wir fiir die Randpunkte, bei denen der Finite Differenzen Stern aufge-
setzt werden kann, F(x;3) = 0. Damit ist wie beim Beweis des Satzes 4.1 die
Aussage dieses Satzes bewiesen, wenn der Term F(xy3) von der GréBenord-
nung O(h?) ist, da die Summe in (9.38) den fiihrenden Term A*u®7(x3)/90
besitzt.

Um die Ordnung O(h*) auch fiir den zusatzlichen Fehlerterm zu zeigen,
unterscheiden wir wie im Beweis zu Satz 4.1 verschiedene Fille, hier jedoch
anstatt 4 nun insgesamt 10 Félle, die wir nachfolgend auflisten wollen. Der
einfacheren Notation wegen definieren wir fiir diesen Beweis die Grofien
1 4 .2%m
A:£ , B:T , C=1, D= (21

die in dem zusdtzlichen Fehlerterm als Summanden der beiden Ausdriicke
(A—B):(C — D) in den Klammern auftreten.

1. Fall: wir betrachten hier Terme der Form

4 2mPm by

3 (2(m+ 1))! (2j)!u m+1)’x’2]’y(xl,i)

, (9.39)

die gerade den Anteil des Fehlerterms J(x)3) ausmachen, wenn man
in (9.38) die Klammern ausmultipliziert und hier jeweils die ersten
beiden Summanden einer jeden Klammer betrachtet (Kombination A
mit C). Bei den Termen in (9.39) ist die Fehlerordnung direkt ablesbar.
Dabei unterscheiden sich die Terme in (9.39) und (9.9) lediglich um
den konstanten Faktor 4/3.

2. Fall: wir betrachten hier Terme der Form

2m 25
_2_ () hy 7,/2(m+1)7x72j,y(xlii)

3 (2(m+ 1)) (2))!

, (9.40)

die die Kombination B/C beim Ausmultiplizieren der Klammern des
Fehlerterms darstellen. Auch bei den Termen in (9.40) ist die Ordnung
direkt ablesbar. Dabei unterscheiden sich die Terme in (9.40) und (9.9)
lediglich um den konstanten Faktor —1/3 sowie beziiglich der Potenzen
von 2h anstatt von h.

3. Fall (a-d): hier betrachten wir die Kombination A/D, die zu den Aus-
driicken

]p2m hzj

_ 3(2(m - 1))' (Zj)!(212—1)2mu2(m+1)7x,2]’7y(xl,i) ’ (9'41)

fiihrt. Wir miissen die Betrachtung dieses Falles aufspalten in die 4
Fille (3a) j = m, (3b) 1 < j < m, (3¢) j > m sowie (3d) j =
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1. Dabei stimmen die Ergebnisse, die man in den ersten drei Fillen
erhilt, mit denen in (9.11), (9.12) und (9.13) bis auf eine allen Termen
gemeinsame Konstante iiberein. Betrachtet werden muf} hier lediglich
der Fall j = 1. Dabei ist jedoch klar, daf fiir einen beliebigen, aber
fest gewdhlten Gitterpunkt eines diinnen Gitters der Ausdruck
la—1\2m p2
M@}ﬁm (9.42)
3(2(m+1))! 2!
von der Lage des Gitterpunkts abhingt, beziiglich den Potenzen von
h jedoch konstant ist (man betrachte o — h/2). Somit ist auch hier
die h-Unabhingigkeit der Koeffizienten der Potenzen von h gegeben.
Zudem handelt es sich hier fiir jede Potenz in A nur um einen einzigen
Term, eine Summation bei der Bestimmung des Koeffizienten vor den
h—Potenzen im Gesamtausdruck ist im Gegensatz zu den ersten drei
Féllen also nicht notwendig.

. Fall (a-d): hier werden die Kombination B/D behandelt, die zu den

Ausdriicken
2(2h)?™ R
3(2(m+ 1))t (25)!
fithrt. Wie zuvor in Fall 3 werden auch hier die 4 Fille (4a) j = m,

(4b) 1 < j < m, (4c) 7 > m sowie (4d) 7 = 1 untersucht. Dabei un-
terscheiden sich alle 4 hier betrachteten Fille lediglich um einen allen

( 12—1)Qmu2("’+1)’x’2j’y(xl,i) , (943)

gemeinsamen konstanten Faktor sowie dem Austausch von h durch 2A
im Vergleich mit den 4 Fillen (3a)—(3d). Die Koeffizienten fiir j = 1
ergeben sich hier zu

2(212—1)2711 h’?}
3(2(m+ 1))t 2!

Somit ist die h-Unabhdngigkeit der Koeffizienten auch fiir alle 4 hier
angesprochenen Fille gewihrleistet.

(2h)2™ . (9.44)

Da sich die angegebenen Terme der einzelnen Fille stets lediglich um eine
Konstante oder dem Austausch von h durch 2A von den entsprechenden Ter-
men im Beweis zu Satz 4.1 unterscheiden, ergeben sich bei der Abschidtzung
der Koeffizienten dhnliche Gré8en, die sich ebenfalls nur durch Konstanten
oder 2h anstelle von h von den Resultaten unterscheiden, die am Ende des

Beweises zu Satz 4.1 gewonnen worden sind. Folglich sind auch hier die Ko-
effizienten im “worst case” vor jeder Potenz von h bestimmt, da in jedem
der 10 Fille die Koeffizienten unabhingig von A sind.

Damit folgt nun insgesamt die Behauptung

.9
IID3,4Rl,iU—R1,i—am4lloo < C-hYulloey (9.45)
2
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fiir die zweite Ableitung beziiglich der Raumdimension 7 in zwei Dimensionen
(1 <4< 2), was die Aussage des Satzes beweist. O
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